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Bu çal¬̧smada, kuadratik fonksiyonlar s¬n¬f¬na göre soyut konkav fonksiyonlar için

verilen bir teorem kullan¬larak, ortalar aras¬ndaki iyi bilinen eşitsizlikler keskinleşti-

rilerek, yeni eşitsizlikler elde edilmi̧stir. Artan pozitif homojen bir fonksiyonun birim

simpleks üzerindeki minimumunun bulunmas¬için Andramonov vd 1999 taraf¬ndan

verilen Kesen Aç¬metodunun her ad¬m¬nda minimum tip fonksiyonlar¬n oluştur-

du¼gu bir fonksi-yonun birim simpleks üzerindeki minimumunun aranmas¬problemi

ile kaŗs¬laş¬lmaktad¬r. Bu problem için geometrik yorumlanabilen bir algoritma

geli̧stirilmi̧s, algoritman¬n teorik olarak yeterlili¼gi gösterilmi̧s ve daha önce verilmi̧s

algoritmalarla, örnekler üzerinde k¬yaslanarak ana problemin çözümünü ciddi ölçüde

h¬zland¬rd¬¼g¬belirlenmi̧stir.
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In this study, by using the theorem given for a function which is abstract con-

cave with respect to set of quadratic functions, well-known mean inequalities are

sharpened under proper conditions. Secondly, at the each step of the Cutting Angle

Method given by Andramonov and others 1999 which is used to solve the minimum

of the increasing positively homogeneous function over unit simplex, there exists a

subproblem to �nd minimum of the function constructed by minimum type func-

tions. For the solution of this subproblem, by considering problem in a geometric

way, a new algorithm is suggested and its e¢ ciency is proved teoretically and practi-

cally by comparing to old algorithm in some examples. It is seen that the suggested

algorithm empowers and accelerates the method in solving of the problem.
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ÖNSÖZ

Konvekslik kavram¬ve konveks fonksiyonlar, optimizasyon teorisinde çok büyük

ölçüde uygulama alan¬ bulur. Fonksiyonun konveksli¼gine, fonksiyonun optimiza-

syonunun üzerinde istendi¼gi kümenin konveksli¼gine göre özel çözümler üretilmek-

tedir. Bununla beraber konvekslik kavram¬ durmadan artan de¼gi̧sik özellikteki

optimi-zasyon problemleri kaŗs¬s¬nda yetersiz kal¬r. Bu gibi durumlarda, konvek-

slik kavram¬özel bir durum olarak içeren soyut konvekslik kavram¬ortaya at¬lm¬̧s

ve eşitsizlik teorisi gibi de¼gi̧sik uygulama alanlar¬da dahil olmak üzere yine opti-

mizasyon teorisinde geni̧s ölçüde uygulama alan¬bulmuştur. Yine soyut konvekslik

incelemeleri kapsam¬nda soyut konkavl¬k kavram¬da irdelenmektedir.

Çal¬̧smam¬zda soyut konkav fonksiyonlar için ifade edilen baz¬ teoremler kul-

lan¬larak, Mt(x; �) üreteç fonksiyonu ile elde edilen ortalar aras¬nda var olan ve

herkesçe iyi bilinen eşitsizlikler keskinleştirilerek yeni eşitsizlikler elde edilmi̧stir.

Bir f artan pozitif homojen fonksiyonunun birim simpleks üzerindeki minimu-

munu bulma problemi için verilen Kesen Aç¬Metodunun her ad¬m¬nda bir optimi-

zasyon problemi ortaya ç¬kmaktad¬r. Bu metodun belirleyici aşamas¬olan bu alt

problem, f�nin kendisine göre soyut konveks oldu¼gu minimum tip fonksiyonlar¬n

oluşturdu¼gu bir maksimum fonksiyonunun minimumunun bulunmas¬ problemidir.

Bu alt problem de¼gi̧sik yazarlarca ele al¬nm¬̧s ve baz¬çözüm algoritmalar¬verilmi̧stir.

Çal¬̧smam¬zda bu alt problem için yeni bir çözüm algoritmas¬verilmekte ve bu al-

goritma öncekilerle k¬yaslanmaktad¬r. Sonuç olarak, bu çal¬̧smada verilen algoritma

ana problemin çözümünü büyük ölçüde h¬zland¬rmaktad¬r.

Bu tezin oluşmas¬nda yard¬mlar¬n¬ ve deste¼gini esirgemeyen, beni çal¬̧smaya

özendiren ve yönlendiren de¼gerli hocam Doç. Dr. Gabil AD·ILOV�a sonsuz teşekkür-

lerimi sunar¬m.
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1. G·IR·IŞ

Matemati¼gin, özellikle uygulamalar¬aç¬s¬ndan en önemli dallar¬ndan biri şüp-

hesiz optimizasyon teorisidir. Optimizasyon problemlerinin çözmek için özel araçlar

kullanmaya ihtiyaç vard¬r. Bu ba¼glamda en güçlü araçlardan biri de konveks ana-

lizdir. Birçok optimizasyon problemi konvekslik aç¬s¬ndan ele al¬nm¬̧s ve onlara

has özel çözüm yöntemleri verilmi̧stir ( Horst vd 2000, Minoux 1986, Pallaschke ve

Rolewichz 1997, Pardalos ve Rosen 1987, Tuy 1998 ).

Konveks analizin temel bulgular¬ndan ikisi şunlard¬r: 1) Her alttan yar¬sürekli

konveks f fonksiyonunun, f taraf¬ndan minöre edilen, yani tan¬ml¬oldu¼gu bir X

kümesi üzerinde her x 2 X için h(x) � f(x) olan a�n h fonksiyonlar¬n¬n noktaya

göre supremumu, yani üst zarf¬vard¬r. 2) Kapal¬konveks kümeye ait olmayan her

bir nokta, bu kümeden bir lineer fonksiyon yard¬m¬yla ayr¬labilir ( Rockafellar 1970

)". ·Ilk bulgu f�nin tan¬ml¬oldu¼gu kümede, noktasal olarak f�den küçük fonksiyon-

larla, yani destek kümesi ile yak¬ndan ili̧skilidir. A�n fonksiyon, bir lineer fonksiyon

ile bir sabitin toplam¬oldu¼gundan, konvekslik, lineerlik ve bu fonksiyonlar¬n supre-

mumu olman¬n kombinasyonu olarak sunulabilir. Baz¬ durumlarda a�n olmayan

fonksiyonlar¬n supremumlar¬n¬(zarf¬n¬) düşünmek yararl¬olabilir. Böylece konveks

olmayan çevrelerde konveksli¼gin temel kavramlar¬n¬inceleme �kri ortaya ç¬kar. Bu

ba¼glamda, al¬nan herhangi bir elementer fonksiyonlar s¬n¬f¬n¬n supremumu olarak

ifade edilebilen fonksiyonlar ve lineer olmayan bir fonksiyonla kendilerine ait ol-

mayan noktalar¬n ayr¬labildi¼gi kümeler ortaya ç¬kar. Bu iki olgu, soyut konveksli¼gin

temelini oluşturur.

Farkl¬elementer fonksiyon s¬n¬�ar¬na göre çok çeşitli soyut konvekslik çeşitleri

ortaya ç¬km¬̧st¬r ( Adilov ve Rubinov 2006, Dutta vd 2004a, 2004b, Rubinov 2000a

ve oradaki referanslar ). Örne¼gin, L elementer fonksiyonlar s¬n¬f¬olmak üzere

L =

�
l : Rn+ ! R+

���� l(x) = mini2I lixi; l 2 Rn+
�

seçilmesi durumunda L kümesine göre soyut konveks fonksiyonlar oluşur. Bu tip

fonksiyonlar incelenmi̧s, L kümesine göre soyut konveks olan fonksiyonlar¬n

(L-konveks fonksiyonlar) artan pozitif homojen fonksiyonlar oldu¼gu, çeşitli yazarlar

( Singer 1984, 1997, Rubinov 1998 ) taraf¬ndan ortaya konulmuştur. Bu fonksiyonlar,

birçok yazar taraf¬ndan de¼gi̧sik yönlerden incelenmi̧stir ( Dutta vd 2004a, 2004b,

Rubinov ve Glover 1998, Rubinov 2000b).

1



Bunun gibi de¼gi̧sik fonksiyon kümelerine göre de¼gi̧sik konveks fonksiyonlar elde

edilmi̧stir.Örne¼gin, ¬̧s¬nlar üzerinde artan fonksiyonlar ( ICAR), artan koradyant

fonksiyonlar ( ICR ) bunlar¬n en iyi bilinenleridir.

Soyut konveksli¼gin ilk uygulamalar¬1980�li y¬llara uzanmaktad¬r ( Kutateladze

ve Rubinov 1972, 1976 ). Soyut konvekslik kavram¬, de¼gi̧sik yazarlar taraf¬ndan,

optimizasyon teorisi başta olmak üzere, çok çeşitli yönlerden ele al¬nm¬̧st¬r ( Andra-

monov vd 1999, Rubinov 2000a, Rubinov ve Gasimov 2003, Rubinov ve Wu 2007

).

Klasik konvekslikte oldu¼gu gibi soyut konvekslik kavram¬da birçok yazar taraf¬n-

dan optimizasyon problemleri aç¬s¬ndan düşünülmüştür. Optimizasyonu yap¬lmak

istenen fonksiyonun, bir fonksiyonlar kümesine göre soyut konveks olmas¬ duru-

munda fonksiyonun optimize edilmesi için gerek ve yeter koşullar araşt¬r¬lm¬̧st¬r (

Rubinov ve Wu 2007 ve Rubinov 2000a ve oradaki referanslar ). Bunlardan baz¬lar¬

için soyut konveksli¼ge dayanan çözüm metodlar¬da üretilmi̧stir. Örne¼gin, artan po-

zitif homojen fonksiyonlar¬n bir küme üzerindeki minimumunun belirlenebilmesi için,

fonksiyonun L =
�
l : Rn+ ! R+

���� l(x) = mini2I lixi; l 2 Rn+
�
s¬n¬f¬na göre soyut kon-

veks olmas¬na dayan¬larak �Kesen Aç¬Metodu�geli̧stirilmi̧s ( Andramonov vd 1999

) ve bu metod farkl¬yazarlar taraf¬ndan ele al¬nm¬̧s ve özel durumlar için de¼gi̧sik ver-

siyonlar¬sunulmuştur( Andramonov vd 1999, Babayev 2000, Bagirov 2003, Nuriyev

2005, Bagirov ve Rubinov 2000 ). Bu metod, her artan pozitif homojen fonksiyonun,

L s¬n¬f¬ndan olan bir fonksiyonlar kümesinin supremumu olmas¬gerçe¼gi kullan¬larak,

her ad¬mda, seçilen minimum tip fonksiyonlar¬n maksimumundan oluşan bir fonksi-

yonunun minimumunun bulunmas¬na dayal¬d¬r.

Bu metodun en önemli aşamas¬her ad¬mda, ortaya ç¬kan bir optimizasyon prob-

leminin çözülüp, de¼gerinin saptanmas¬d¬r. Bu alt problem baz¬yazarlar taraf¬ndan

ele al¬nm¬̧s ve bir tak¬m çözüm algoritmalar¬sunulmuştur ( Babayev 2000, Nuriyev

2005, Bagirov ve Rubinov 2000 ). Bu tezde de bu problem ele al¬nm¬̧s ve çözümü

için yeni bir algoritma geli̧stirilmi̧stir ( Adilov vd 2005, Adilov vd 2007).

Soyut konveksli¼gin uyguland¬¼g¬alanlardan birisi de eşitsizlikler teorisidir. Özel-

likle Hadamard tip eşitsizlikler olmak üzere, birçok eşitsizlik soyut konvekslik kap-

sam¬nda incelenmi̧stir ( Adilov ve Kemali 2007, Dragomir vd 2004, Sharikov 2003,

Dragomir ve Pearce 1998, Pearce ve Rubinov 1999 ). Bu kapsamda baz¬ eşitsiz-

liklerin keskinleştirilerek yeni eşitsizliklerin elde edilmesi, eşitsizli¼gin kullan¬ld¬¼g¬yere

göre ciddi önem taş¬maktad¬r. Bu ba¼glamda, soyut konvekslik baz¬yazarlarca kul-

lan¬lm¬̧st¬r ( Rubinov ve Wu 2007). Bu tezde de a¼g¬rl¬kl¬ ortalamalar aras¬ndaki

2



eşitsizlikler bu aç¬dan incelenmi̧s yeni eşitsizlikler elde edilmi̧stir ( Adilov vd 2006a

).
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 2.1. ( Minoux 1986 ) f : S � Rn ! R olsun. y 2 S olmak üzere

f(y) = lim
r!0

sup ff(x)j kx� yk � rg

koşulu sa¼glan¬yorsa f�ye y noktas¬nda üstten yar¬süreklidir, denir. E¼ger her y 2 S
için bu koşul sa¼glan¬yorsa f�ye S�de üstten yar¬süreklidir denir.

Tan¬m 2.2. ( Minoux 1986 ) f : S � Rn !R olsun. y 2 S olmak üzere

f(y) = lim
r!0

inf ff(x)j kx� yk � rg

koşulu sa¼glan¬yorsa f�ye y noktas¬nda alttan yar¬süreklidir denir. E¼ger her y 2 S
için bu koşul sa¼glan¬yorsa f�ye S�de alttan yar¬süreklidir denir.

Tan¬m 2.3. ( Rockafellar 1970 ) K �Rn olsun. E¼ger K bir pozitif skalerle çarpma

i̧slemine göre kapal¬ise, yani x 2 K ve � > 0 için �x 2 K oluyorsa K�ya koni denir.

Tan¬m 2.4. ( Rockafellar 1970 ) C; Rn�nin bir alt kümesi olsun. E¼ger x 2 C,
y 2 C ve 0 < � < 1 için (1� �)x+ �y 2 C ise C kümesine klasik anlamda konveks
küme denir.

Tan¬m 2.5. ( Rockafellar 1970 ) f : S � Rn !R olmak üzere

f(x; �)jx 2 S; � 2 R; � � f(x)g

ile ifade edilen kümeye f fonksiyonunun epigraf¬denir ve epif ile gösterilir. Özel

olarak, S � R için, f�nin epigraf¬f�nin gra�¼ginin üstünde kalan kümeyi belirtir.

Tan¬m 2.6. ( Rockafellar 1970 ) f : S ! Rn fonksiyonu için epif � Rn+1 konveks
bir küme ise f�ye klasik anlamda S kümesi üzerinde konveks fonksiyon denir.

Tan¬m 2.7. ( Rockafellar 1970 ) Bir fonksiyonun negati� ( �1 ile çarp¬m¬ile oluşan
yeni fonksiyon) konveks ise bu fonksiyona konkav fonksiyon denir.

Tan¬m 2.8. ( Rockafellar 1970 ) Sonlu ve hem konveks hem konkav olan fonksiyona

a�n fonksiyon denir.

Örne¼gin, l; x 2 Rn; c 2 R olmak üzere f(x) = [l; x] + c bir a�n fonksiyondur.
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Tan¬m 2.9. ( Rubinov 2000a ) H; X kümesi üzerinde tan¬ml¬sonlu fonksiyonlar¬n

bir kümesi ve f : X !R olsun. E¼ger H�nin

f(x) = supfh(x)jh 2 Ug (x 2 X)

olacak biçimde bir U altkümesi varsa, f fonksiyonu H�ye göre soyut konvekstir (

veya H�konvekstir) denir.
H = ? olmas¬durumunda f(x) = �1 olarak kabul edilecektir. Yukar¬daki

tan¬m aşa¼g¬daki gibi de ifade edilebilir: f �nin H�konveks olmas¬ için gerekli ve
yeterli koşul bu fonksiyonun

f(x) = supfh(x)jh 2 H; h � fg; 8x 2 X:

biçiminde gösterilebilmesidir.

Tan¬m 2.10. x; y 2Rn olmak üzere her i 2 1; :::; n için xi � yi ise x vektörü

y vektöründen büyüktür denir ve x � y ile gösterilir. Bu tür k¬smi s¬ralamaya

"koordinata göre s¬ralama" da denir.

Tan¬m 2.11. ( Rubinov 2000b ) E¼ger Rn+ üzerinde tan¬ml¬f fonksiyonu, aşa¼g¬daki
koşullar¬sa¼gl¬yorsa, ona birinci dereceden pozitif homojen fonksiyon denir:

a. x � y ise f(x) � f(y),
b. x 2 Rn+ ve � > 0 için f(�x) = �f(x). Bir minimum tip fonksiyonun artan

homojen fonksiyon oldu¼gu aşikard¬r.

Tan¬m 2.12. ( Rubinov 2000b ) H, h : 
! R+1 fonksiyonlar¬n¬n bir kümesi olsun
ve f : 
! R�1 olsun. E¼ger H�nin her x 2 
 için

f(x) = inf
h2U

h(x)

olacak biçimde bir U alt kümesi varsa f�ye H kümesine göre soyut konkav ( veya

H-konkav ) fonksiyondur denir.

Tan¬m 2.13. ( Rubinov 2000a ) X bir Hilbert uzay¬, 
 � 
0 � X; f : 
 ! R+1,
x0 2 domf ve L, l : 
0 ! R�1 fonksiyonlar¬n¬n bir kümesi olsun. x0 2 doml olmak
üzere

f(x) � f(x0) + l(x)� l(x0)

koşulunu sa¼glayan l 2 L fonksiyonuna f�nin x0�daki L�subgradyeni denir.

5



Tan¬m 2.14. ( Rubinov 2000b ) f�nin x0�daki tüm L�subgradyenlerinin kümesi
@Lf(x0)�ne, f�nin x0�daki L�subdiferensiyeli denir.

f : 
 ! R+1 alttan yar¬sürekli konveks fonksiyon ve x 2 domf iken,

@Lf(x) = @f(x) olup, burada @f(x) klasik konvekslik anlam¬ndaki subdiferansiyeli

ifade etmektedir.

Tan¬m 2.15. ( Rubinov ve Wu 2007 ) a > 0; l 2 X ve c 2 R olmak üzere H

aşa¼g¬daki şekilde verilen bütün kuadratik h fonksiyonlar¬n¬n kümesi olsun:

h(x) = a kxk2 + [l; x] + c; x 2 X

E¼ger h � f koşulunu sa¼glayan bir h 2 H varsa f : 
 ! R�1 fonksiyonuna H

taraf¬ndan majorize edilmi̧s denir.

Teorem 2.16. ( Rubinov 2000a ) 
 � X veH tüm kuadratik fonksiyonlar¬n kümesi

olsun. f : 
! R�1 fonksiyonu H-konkav olmas¬için gerek ve yeter koşul f�nin H

taraf¬ndan majorize edilmi̧s ve üstten yar¬sürekli olmas¬d¬r.

Tan¬m 2.17. f : 
 �Rn ! Rm olsun. Her x; y 2 
 için

kf(x)� f(y)k � K kx� yk

olacak şekilde bir K 2 R varsa f�ye Lipschitz fonksiyonu denir. Ayr¬ca bu koşulu
sa¼glayan en küçük K say¬s¬na Lipschitz sabiti denir ve

K := sup
x;y2

x6=y

kf(x)� f(y)k
kx� yk <1

ile belirlenir.

Tan¬m 2.18. X � Rn, f : X !R, u : X !R ve her x 2 X için f(x) � 0

ve u(x) � 0 olsun. E¼ger her x 2 X için f(x) � u(x) ve en az bir x 2 X için

f(x) > u(x) eşitsizlikleri sa¼glan¬yorsa f(x) � u(x) eşitsizli¼gi f(x) � 0 eşitsizli¼ginden
keskindir denir.
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3. SOYUT KONVEKSL·IK YARDIMIYLA EŞ·ITS·IZL·IKLER·IN

KESK·INLEŞT·IR·ILMES·I

3.1. Ön Bilgiler

Önerme 3.1.1. ( Rubinov ve Wu 2007 ) 
 � X ve f , 
�y¬içeren aç¬k bir küme

üzerinde tan¬ml¬diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Varsayal¬m ki, x 7! rf(x)
operatörü 
 üzerinde Lipschitz koşulunu sa¼glas¬n, yani:

K := sup
x;y2X;x 6=y

krf(x)�rf(y)k
kx� yk < +1:

a � K olmak üzere her t 2 
 için aşa¼g¬daki fonksiyonu ele alal¬m

ft(x) = f(t) + [rf; x� t] + akx� tk2; x 2 X:

Bu durumda f(x) = min
t2


ft(x); x 2 
:

Rubinov ve Wu 2007�de, konveks fonksiyonlar¬n (ft)t2T ailesinin in�mumu olarak

ifade edilebilen bir f fonksiyonunun konveks bir küme üzerinde global minimumu-

nun bulunmas¬düşünülmüş ve global minimum için gerekli ve yeterli koşullar belir-

tilmi̧stir.

Her x; y 2 X için krf(x)�rf(y)k � a kx� yk koşulunu sa¼glayan bir
f : X ! R fonksiyonunun k¬s¬ts¬z minimizasyonu problemi için aşa¼g¬daki sonuç

bulunmuştur: E¼ger bir x� noktas¬ f�nin X üzerindeki minimum noktas¬ ise her

x 2 X için

f(x)� f(x�) � 1

4a
krf(x)k2 (1)

olur.

(1) eşitsizli¼ginin daha genel durumunu veren aşa¼g¬daki teorem Rubinov ve Wu

2007�de ispatlanm¬̧st¬r.

Teorem 3.1.2. Rn�de k:k ve k:k� normlar¬verilmi̧s olsun. 
 � Rn; içi boş
olmayan bir küme ve f 2 C1 (
) olsun. x 7�! rf(x) dönüşümü 
 kümesi üzerinde
sürekli ve

K := sup
x;y2

x6=y

krf(x)�rf(y)k
kx� yk <1

olsun. x� 2 int 
 noktas¬f�nin 
 üzerindeki global minimumu olmak üzere aşa¼g¬daki
kapal¬yuvar¬düşünelim

B�(x
�; r) = fx : kx� x�k� � rg � int
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ve

M := max fkrf(x)k� : x 2 B�(x�; r)g

olsun. q�da B�(x�; r + q) � 
 koşulunu sa¼glayan bir reel pozitif say¬ ve a �

max

�
K;
M

2q

�
olsun. Bu durumda x 2 B�(x�; r) için aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glan¬r:

1

4a
krf(x)k2 � f(x)� f(x�):

3.2. Mt(x;�) Ortas¬

Aritmetik orta, geometrik orta ve harmonik orta gibi iyi bilinen ortalar belirli

bir orta zincirinin halkalar¬d¬rlar ve onlar aras¬ndaki ili̧ski o ortan¬n bu zincirdeki

yeriyle belirlenir.

(x) � (x1; x2; :::; xn) ve (�) � (�1; �2; :::; �n) negatif olmayan reel say¬lar¬n
nP
i=1

�i = 1 koşulunu sa¼glayan n-lisi ve t 6= 0 olmak üzere aşa¼g¬daki ifade

(x1; x2; :::; xn)�nin t: mertebeden (�1; �2; :::; �n) a¼g¬rl¬kl¬ ortalamas¬ olarak ad-

land¬r¬l¬r:

Mt(x; �) =

 
nX
i=1

�ix
t
i

! 1
t

:

Özel olarak t; s¬ras¬yla �1; 1 ve 2�ye eşit seçilirse; Mt(x; �); s¬ras¬yla, a¼g¬rl¬kl¬

harmonik, a¼g¬rl¬kl¬aritmetik ve a¼g¬rl¬kl¬kuadratik ortay¬verir:

1
nP
i=1

�i
xi

;
nX
i=1

�ixi;

 
nX
i=1

�ix
2
i

! 1
2

Mt(x; �) ifadesine t = 0 durumu için L�Hospital kural¬uygulan¬rsa, 0: mertebe-

den a¼g¬rl¬kl¬ortan¬n a¼g¬rl¬kl¬geometrik ortay¬verdi¼gi görülür, yani

M0(x; �) � lim
t!0

Mt(x; �) =

nY
i=1

x�ii ;

olur.

t = +1 ve t = �1 olmas¬durumunda da aşa¼g¬daki ifadeler elde edilir:

M+1(x; �) � lim
t!+1

Mt(x; �) = max fx1; x2; :::; xng

M�1(x; �) � lim
t!�1

Mt(x; �) = min fx1; x2; :::; xng

Not. Baz¬i 2 f1; 2; ::; ng�ler için xi s¬f¬r olmas¬durumunda; t � 0 için Mt(x; �)

s¬f¬ra eşit kabul edilir.
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Verilen (x) pozitif say¬lar¬ve (�) a¼g¬rl¬klar¬için ; Mt(x; �) ortas¬R de t�nin artan
bir fonksiyonudur. E¼ger bütün xi�ler ayn¬de¼geri alm¬yorsa, Mt(x; �); t�nin artan bir

fonksiyonudur ( Beckenbach ve Bellman 1961 ). Böylece, negatif olmayan (x) ve (�)

say¬lar¬ için, t1 � t2 iken Mt1(x; �) � Mt2(x; �) eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Farkl¬ortalar

aras¬ndaki ili̧ski bu özellik sayesinde belirlenir.

3.3. A¼g¬rl¬kl¬Aritmetik-geometrik Orta Eşitsizli¼ginin Keskinleştirilmesi

Daha önce belirtildi¼gi gibiMt(x; �) ortas¬t�ye ba¼gl¬artan bir fonksiyondur, hatta

e¼ger xi de¼gerleri ayn¬de¼geri almazsa, kesin artan fonksiyondur, yani t1 < t2 için

Mt1(x; �) < Mt2(x; �) olur. Özel olarak, t1 = 0 ve t2 = 1 için M0(x; �) < M1(x; �)

oldu¼gu aç¬kt¬r ki, bu eşitsizlik a¼g¬rl¬kl¬ aritmetik orta ile a¼g¬rl¬kl¬ geometrik orta

aras¬ndaki meşhur eşitsizli¼gi vermektedir:

�1x1 + �2x2 + :::+ �nxn > x
�1
1 x

�2
2 :::x

�n
n

burada x 2 Rn+, 1 = (1; 1; :::; 1) 2Rn+, � � 0, 8i 2 1; n için �i � 0 olup
nP
i=1

�i = 1 ve

x 6= �1�dir.
Teorem 3.1.2. kullan¬larak, bu eşitsizlik keskinleştirilebilir.

Teorem 3.3.1. � ve r; � > r koşulunu sa¼glayan pozitif say¬lar olsun.

M0 = max
1�i�n

(
�i

"�
�+ r

�� r

�1��i
� 1
#)

; m =
nX
i=1

�2i ; p =
nX
i=1

�3i :

olmak üzere

a�;r = min
r<d<�

max

��
m2 +m� 2p

� 1
2
�+ d

(�� d)2 ;
M0

2(d� r)

�

olsun.
nP
i=1

�i = 1, �i � 0 olmak üzere kx� �1k1 � r koşulunu sa¼glayan tüm x 2 Rn+
için aşa¼g¬daki eşitsizlik geçerlidir:

nX
i=1

�ixi �
nY
i=1

x�ii +
1

4a�;r

nX
i=1

�2i

0BB@1�
nQ
j=1

x
�j
j

xi

1CCA
2

:

·Ispat.
nP
i=1

�i = 1, �i � 0; x = (x1; x2; :::; xn) 2 Rn+ olmak üzere

f(x) =

nX
i=1

�ixi �
nY
i=1

x�ii
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fonksiyonu tan¬mlans¬n. Bu durumda her x 2 Rn+ için f(x) � 0 olmakla beraber,

� > 0 ve 1 = (1; 1; :::; 1) olmak üzere f(x); sadece ve sadece x = �1 noktalar¬

için s¬f¬r de¼gerini al¬r. Dolay¬s¬yla �1 vektörleri f �nin Rn+ üzerindeki global mi-
nimumlar¬d¬r. Şimdi a¼g¬rl¬kl¬geometrik aritmetik orta eşitsizli¼gini, Teorem 3.1.2.�yi

f(x) � 0 eşitsizli¼gine uygulayarak keskinleştirelim. Gerekli hesaplamalardan sonra
f(x)�in gradyan¬aşa¼g¬daki ifade olarak bulunur:

rf(x) =

2664�1
0BB@1�

nQ
j=1

x
�j
j

x1

1CCA ; �2
0BB@1�

nQ
j=1

x
�j
j

x2

1CCA ; :::; �n
0BB@1�

nQ
i=1

x
�j
j

xn

1CCA
3775 ;

buradan

krf(x)k2 =
nX
i=1

�2i

0BB@1�
nQ
j=1

x
�j
j

xi

1CCA
2

elde edilir. Bundan sonra k:k1 normu da kullan¬lacakt¬r. � > d > 0 için aşa¼g¬daki

yuvar¬göz önüne alal¬m

V�;d = B1(�1;d) = fx 2 Rn : k�1�xk1 � dg

= fx 2 Rn : �� d � xi � �+ d; i = 1; :::; ng :

d < � oldu¼gundan V�;d � Rn++ olur. �i(x) =
nQ
j=1

x
�j
j

xi
tan¬mlans¬n. Bu durumda

x 2 V�;d için kr�i(x)k için bir üst s¬n¬r belirlenebilir. Aşa¼g¬daki eşitsizlikler kul-
lan¬l¬rsa

����@�i@xi
(x)

���� =

��������(�i � 1)
nQ
j=1

x
�j
j

x2i

�������� � (1� �i)
�+ d

(�� d)2

���� @�i@xj
(x)

���� =

���������j
nQ
k=1

x�kk

xixj

�������� � �j
�+ d

(�� d)2

şu sonuç elde edilir:

kr�i(x)k �

0B@(1� �i)2� �+ d

(�� d)2

�2
+

nX
j=1
j 6=i

�2j

�
�+ d

(�� d)2

�21CA
1
2

�
 
1� 2�i +

nX
i=1

�2i

! 1
2
�+ d

(�� d)2 (x 2 V�;d) : (2)
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x; y 2 V�;d olmak üzere, Ortalama de¼ger teoremi ve Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi kul-
lan¬l¬rsa, aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan �i 2 (0; 1), i = 1; :::; n say¬lar¬n¬n var oldu¼gu
görülür.

krf(x)�rf(y)k = k�1 [�1(y)� �1(x)] ; �2 [�2(y)� �2(x)] ; :::; �n [�n(y)� �n(x)]k

=

 
nX
i=1

�2i [�i(y)� �i(x)]
2

! 1
2

=

 
nX
i=1

�2i [r�i(x+ �i(y � x))(x� y)]
2

! 1
2

�
 

nX
i=1

�2i kr�i(x+ �i(y � x))k
2 kx� yk2

! 1
2

=

"
nX
i=1

�2i kr�i(x+ �i(y � x)k
2

# 1
2

kx� yk

x; y 2 V�;d oldu¼gundan, her i 2 1; ::; n için x+�i(y�x) 2 V�;d olur: Eşitsizlik (2)�den,

krf(x)�rf(y)k � a1(�; d) kx� yk ; x; y 2 V�;d

oldu¼gu görülür, ifadede

a1(�; d) =

"
nX
i=1

�2i

 
1� 2�i +

nX
i=1

�2i

!# 1
2
�+ d

(�� d)2 =
�
m2 � 2p+m

� 1
2
�+ d

(�� d)2

olup, burada m ile p aşa¼g¬daki gibi belirlenmi̧stir:

m =
nX
i=1

�2i ; p =
nX
i=1

�3i :

x ! rf(x) dönüşümü V�;d üzerinde sürekli olup Lipschitz sabiti K � a1(�; d)

say¬s¬d¬r. d < � ve x� = �1 noktas¬f fonksiyonunun minimum noktalar¬olmak

üzere, 
 = V�;d kümesine Teorem 3.1.2. uygulanabilir. Teorem 3.1.2.�de kullan¬lan

k:k� normunun k:k1 ile çak¬̧st¬¼g¬n¬varsay¬ls¬n. r 2 (0; d) ve q = d� r olsun.
M = max fkrf(x)k1 : x 2 V�;rg say¬s¬aşa¼g¬daki gibi s¬n¬rland¬r¬labilir:

M = max
x2V�;r

fkrf(x)k1g = max
x2V�;r

�
max
1�i�n

�����i�1� x�11 x�22 :::x�nnxi

������
= max

1�i�n

�
max
x2V�;r

�i

����1� x�11 x�22 :::x�nnxi

�����
= max

1�i�n

�
max
x2V�;r

�i

����1� �x1xi
��1

:::

�
xi�1
xi

��i�1 �xi+1
xi

��i+1
:::

�
xn
xi

��n�����
� max

1�i�n
�i

(
max

(
1�

�
�� r
�+ r

�1��i
;

�
�+ r

�� r

�1��i
� 1
))
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Aşa¼g¬daki eşitsizli¼gin verilen bir �i (i 2 f1; 2; :::; ng) say¬s¬ için gerçeklendi¼gi
kolayl¬kla görülebilir: �

�+ r

�� r

�1��i
� 1 � 1�

�
�� r
�+ r

�1��i
böylece

max

(
1�

�
�� r
�+ r

�1��i
;

�
�+ r

�� r

�1��i
� 1
)
=

�
�+ r

�� r

�1��i
� 1

olup, buradan

M � max
1�i�n

(
�i

"�
�+ r

�� r

�1��i
� 1
#)

�M0:

elde edilir.

M0 = max
1�i�n

(
�i

"�
�+ r

�� r

�1��i
� 1
#)

; m =
nX
i=1

�2i ; p =
nX
i=1

�3i :

olmak üzere

a2(�; d; r) =
M0

2(d� r)
ve

a(�; d; r) = max fa1(�; d); a2(�; d; r)g = max
��
m2 +m� 2p

� 1
2
�+ d

(�� d)2 ;
M0

2(d� r)

�
olsun. lim

d!��
a(�; d; r) = lim

d!r+
a(�; d; r) = +1 oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

d 7�! a(�; d; r) fonksiyonunun (r; �) üzerinde minimuma sahip oldu¼gu görülür.

a�;r = min
r<d<�

a(�; d; r) olarak kabul edilir ve Teorem 3.1.2. uygulan¬rsa aşa¼g¬daki

sonuç elde edilir: x 2 V�;r için

nX
i=1

�ixi �
nY
i=1

x�jn +
1

4a�;r

nX
i=1

�2i

0BB@1�
nQ
j=1

x
�j
j

xi

1CCA
2

Not. Teorem 3.3.1.�deki a�;r ifadesi karmaş¬k bir ifade olmas¬na ra¼gmen, her

�; r için kolayl¬kla hesaplanabilir. Gerçekten, a1(�; d); d = r noktas¬ için sonlu

de¼gere sahiptir ve d; ��ya yaklaş¬rken sonsuza gider. Ayn¬ zamanda a1(�; d)�nin

(r; �) aral¬¼g¬nda d�nin monoton artan bir fonksiyonu oldu¼gu gösterilebilir. Di¼ger

taraftan, a2(�; d; r), d = � noktas¬için sonlu de¼gere sahiptir ve d; r�ye yaklaş¬rken

sonsuza gider. Ayn¬zamanda, a2(�; d; r)�nin (r; �) aral¬¼g¬nda d�nin monoton aza-

lan bir fonksiyonu oldu¼gu gösterilebilir. Dolay¬s¬yla a(�; d; r) minimum de¼gerini

a1(�; d) = a2(�; d; r) eşitli¼gini sa¼glayan noktada al¬r.
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Eşit a¼g¬rl¬klar için yani �i = 1
n
; i = 1; 2; :::; n; için aşa¼g¬daki sonuç elde edilir:

Sonuç 3.3.2. � ve r; � > r koşulunu sa¼glayan iki pozitif reel say¬olsun ve

a�;r = min
r<d<�

max

8<:(n� 1)
1
2

n

�+ d

(�� d)2 ;
�
�+r
��r
�n�1

n � 1
2(d� r)n

9=;
verilsin. Bu durumda kx� �1k1 � r koşulunu sa¼glayan her x 2 Rn+ say¬s¬ için
aşa¼g¬daki eşitsizlik geçerlidir:

1

n

nX
i=1

xi �
 

nY
i=1

xi

! 1
n

+
1

4a�;rn2

nX
i=1

0BBBBB@1�
 

nQ
j=1

xj

! 1
n

xi

1CCCCCA

2

:

Bu özel durum Rubinov ve Wu 2007�de elde edilmi̧stir.

Not. Adilov ve T¬naztepe 2005�te, aritmetik orta ile geometrik orta de¼gi̧sik bir

aç¬dan ele al¬nm¬̧st¬r. An¬lan çal¬̧smada her iki orta aras¬nda geçerlili¼gi istatiksel

olarak saptanan bir ili̧ski elde edilmi̧stir.

3.4. A¼g¬rl¬kl¬Harmonik-geometrik Orta Eşitsizli¼ginin Keskinleştirilmesi

Bölüm 3.2�de, t = �1 ve t = 0 için Mt(x; �) düşünülürse, a¼g¬rl¬kl¬harmonik-

geometrik orta eşitsizli¼gi elde edilir:

x�11 x
�2
2 :::x

�n
n >

1
�1
x1
+ �2

x2
+ :::+ �n

xn

burada 1 = (1; 1; :::; 1) 2 Rn++, � � 0; �i � 0; 8i 2 1; n olmak üzere, x 2 Rn++;
x 6= �1;

nP
i=1

�i = 1�dir.

Teorem 3.3.1.�de kullan¬lan benzer yol izlenerek, yukar¬daki eşitsizli¼gi keskin-

leştiren aşa¼g¬daki teorem ispatlanabilir.

Teorem 3.4.1. �; r; � > r olan iki pozitif say¬olsun.

m =

nX
i=1

�2i ; M0 = max
1�i�n

(
�i

"�
�+ r

�� r

�2
�
�
�� r
�+ r

�1��i#)
olmak üzere,

a�;r = min
r<d<�

max

(
(�+ d)

(�� d)2

"
nX
i=1

"�
1� 3�i + 2

�+ d

�� d

�2

+
�
m� �2i

��
1 +

2(�+ d)2

(�� d)2

�2#
�2i

# 1
2

;
M0

2(d� r)

9=;
13



verilsin.

Bu durumda kx� �1k1 � r koşulunu sa¼glayan her x 2 Rn++ için aşa¼g¬daki
eşitsizlik geçerlidir:

nY
i=1

x�ii �
1

nP
i=1

�i
xi

+
1

4��;r

nX
i=1

2666664�i
nQ
j=1

x
�j
j

xi
� �i
x2i

1 
nP
j=1

�j
xj

!2
3777775
2

:

·Ispat. x = (x1; x2; :::; xn) 2 Rn++ olmak üzere

f(x) =
nY
j=1

x
�j
j �

1
nP
j=1

�j
xj

tan¬mlans¬n.

� > 0 ve 1 = (1; 1; :::; 1) olmak üzere x = �1 noktalar¬n¬n f(x) fonksiyonunun

global minimum noktalar¬ oldu¼gu aç¬kt¬r. Teorem 3.1.2. arac¬l¬¼g¬yla, a¼g¬rl¬kl¬

geometrik-aritmetik orta eşitsizli¼gini keskinleştirmek için aşa¼g¬daki hesaplamalar

izlenir:

rf(x) =

2666664�1
nQ
j=1

x
�j
j

x1
� �1
x21

1 
nP
j=1

�j
xj

!2 ; : : : ; �n
nQ
j=1

x
�j
j

xn
� �n
x2n

1 
nP
j=1

�j
xj

!2
3777775

buradan

krf(x)k2 =
nX
i=1

2666664�i
nQ
j=1

x
�j
j

xi
� �i
x2i

1 
nP
j=1

�j
xj

!2
3777775
2

:

elde edilir.

k:k� = k:k1 al¬ns¬n. � > d > 0 olmak üzere V�;d aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n:

V�;d = B1(�1;d) = fx 2 Rn : k�1�xk1 � dg

= fx 2 Rn : �� d � xi � �+ d; i = 1; :::; ng :

V�;d � Rn++ oldu¼gu aç¬kt¬r.

�i(x) =

nQ
j=1

x
�j
j

xi
� 1

x2i

1 
nP
j=1

�j
xj

!2

14



tan¬mlans¬n. kr�i(x)k�nin V�;d kümesi üzerinde bir üst s¬n¬r¬n¬belirlemek gerek-
mektedir,

@�i
@xi

(x) = (�i � 1)

nQ
j=1

x
�j
j

x2i
+
2

x3i

1 
nP
j=1

�j
xj

!2
26641� �i

xi
nP
j=1

�j
xj

3775

@�i
@xj

(x) = �j

nQ
j=1

x
�j
j

xixj
� 2�j
x2ix

2
j

1 
nP
j=1

�j
xj

!3 :
oldu¼gu bilindi¼ginden

����@�i@xi
(x)

���� �

��������(�i � 1)
nQ
j=1

x
�j
j

x2i

��������+
�����������
2

x3i

1 
nP
j=1

�j
xj

!2
26641� �i

xi
nP
j=1

�j
xj

3775
�����������

� (1� �i)
�+ d

(�� d)2 +
2(�+ d)2

(�� d)3

�
1� �i

�� d
�+ d

�

=
�+ d

(�� d)2

�
1� 3�i + 2

�+ d

�� d

�
ve

���� @�i@xj
(x)

���� �
���������j

nQ
j=1

x
�j
j

xixj

��������+
�����������
2�j
x2ix

2
j

1 
nP
j=1

�j
xj

!3
�����������
� �j

�+ d

(�� d)2

�
1 +

2(�+ d)2

(�� d)2

�

kullan¬l¬rsa aşa¼g¬daki eşitsizlik elde edilir, böylece kr�i(x)k için V�;d üzerinde bir
üst s¬n¬r belirlenmi̧s olur:

kr�i(x)k �
 �

�+ d

(�� d)2

�
1� 3�i + 2

�+ d

�� d

��2

+
nX
j=1
j 6=i

�
�j

�+ d

(�� d)2

�
1 +

2(�+ d)2

(�� d)2

��21CA
1
2

=
(�+ d)

(�� d)2

264�1� 3�i + 2�+ d
�� d

�2
+

nX
j=1
j 6=i

�2j

�
1 +

2(�+ d)2

(�� d)2

�2375
1
2

(3)

15



x; y 2 V�;d olsun.

�i(x)� �i(y) = r�i(x+ �i(y � x))(x� y)

ifadesini gerçekleyen �i 2 (0; 1), i = 1; :::; n say¬lar¬vard¬r dolay¬s¬yla

krf(x)�rf(y)k =

 
nX
i=1

�2i [�i(x)� �i(y)]
2

! 1
2

=

 
nX
i=1

�2i [r�i(x+ �i(y � x))(x� y)]
2

! 1
2

�
"

nX
i=1

�2i kr�i(x+ �i(y � x)k
2

# 1
2

kx� yk

elde edilir. x; y 2 V�;d oldu¼gundan, her i 2 1; :::; n için x+ �i(y � x) 2 V�;d olur. (3)
eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa, aşa¼g¬daki ifade elde edilir:

krf(x)�rf(y)k � a1(�; d) kx� yk ;

burada

a1(�; d) =
(�+ d)

(�� d)2

(
nX
i=1

�2i

 �
1� 3�i + 2

�+ d

�� d

�2
+
�
m� �2i

� �
1 +

2(�+ d)2

(�� d)2

�2!) 1
2

ve

m =
nX
j=1

�2j .

x! rf(x) dönüşümü V�;d üzerinde Lipschitz sürekli olup, K Lipschitz sabiti

K � a1(�; d) eşitsizli¼gini sa¼glar. Teorem 3.1.2. 
 = V�;r kümesine uygulans¬n,

r 2 (0; d) ve q = d� r olsun.
M = max fkrf(x)k1 : x 2 V�;rg aşa¼g¬daki gibi tahmin edilebilir:

M = max
x2V�;r

fkrf(x)k1g = max
x2V�;r

8>>>>><>>>>>:
max
1�i�n

�����������
�i

nQ
j=1

x
�j
j

xi
� �i
x2i

1 
nP
j=1

�j
xj

!2
�����������

9>>>>>=>>>>>;
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= max
1�i�n

8>>>>><>>>>>:
max
x2V�;r

�����������
�i

nQ
j=1

x
�j
j

xi
� �i
x2i

1 
nP
j=1

�j
xj

!2
�����������

9>>>>>=>>>>>;
= max

1�i�n

8><>:maxx2V�;r

��������i
�
x1
xi

��1
::
�
xi�1
xi

��i�1 �xi+1
xi

��i+1
::
�
xn
xi

��n
� �i

x2i

 
nP
j=1

�j
xj

!2
�������
9>=>;

� max
1�i�n

n
max

n
�i

h�
�+r
��r
�2 � ���r

�+r

�1��ii ; �i h��+r��r
�1��i � ���r

�+r

�2ioo
c > 1 için g(t) = ct+ c�t�nin [0;1) aral¬¼g¬nda monoton artan oldu¼gu göz önüne

al¬n¬rsa, aşa¼g¬daki eşitsizli¼gin do¼gru oldu¼gu görülür:�
�+ r

�� r

�2
�
�
�� r
�+ r

�1��i
�
�
�+ r

�� r

�1��i
�
�
�� r
�+ r

�2
:

Dolay¬s¬yla

max

(
�i

"�
�+ r

�� r

�2
�
�
�� r
�+ r

�1��i#
; �i

"�
�+ r

�� r

�1��i
�
�
�� r
�+ r

�2#)

= �i

"�
�+ r

�� r

�2
�
�
�� r
�+ r

�1��i#
olup

M � max
1�i�n

(
�i

"�
�+ r

�� r

�2
�
�
�� r
�+ r

�1��i#)
�M0:

elde edilir.

a2(�; d; r) =
M0

2(d� r)
ve

a(�; d; r) = max (a1(�; d); a2(�; d; r))

olsun.

lim
d!��

a(�; d; r) = lim
d!r+

a(�; d; r) = +1 oldu¼gundan d 7�! a(�; d; r) fonksiyonu

minimum de¼gerini (r; �) üzerinde al¬r. a�;r = min
r<d<�

a(�; d; r) olsun. Böylece, x 2 V�;r
için

nY
i=1

x�ii �
1

nP
i=1

�i
xi

+
1

4a�;r

nX
i=1

2666664�i
nQ
j=1

x
�j
j

xi
� �i
x2i

1 
nP
j=1

�j
xj

!2
3777775
2
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elde edilir.

Özel bir durum olarak, �i = 1
n
; i = 1; 2; :::; n al¬n¬rsa, aşa¼g¬daki sonuç elde edilir:

Sonuç 3.4.2. � ve r pozitif say¬lar¬için � > r ve

a�;r = min
r<d<�

max

(
1p
n

(�+ d)

(�� d)2

"�
1� 3

n
+ 2

�+ d

(�� d)

�2

+
(n� 1)
n2

�
1 +

2(�+ d)2

(�� d)2

�2# 1
2

;

r

2(d� r)n

"�
�+ r

�� r

�2
�
�
�� r
�+ r

�n�1
n

#)

olsun. Bu durumda kx� �1k1 � r ile belirlenen kümeye ait x 2 Rn++ için:

nY
i=1

x
1
n
i �

n
nP
i=1

1
xi

+
1

4��;r

nX
i=1

2666664
1

n

nQ
j=1

x
1
n
j

xi
� n

x2i

1 
nP
j=1

1
xj

!2
3777775
2

olur.

3.5. Aritmetik Orta ve Kuadratik Orta Aras¬ndaki Eşitsizli¼gin ·Incelen-

mesi

Eşitsizlikleri keskinleştirmek için kullan¬lan, Teorem 3.3.1. ve Teorem 3.4.1.�in

ispatlar¬nda verilen şema, her zaman kayda de¼ger sonuçlar vermeyebilir. Örne¼gin,

t1 = 1 ve t2 = 2 için Mt(x; �) (ve sadelik aç¬s¬ndan, �i = 1
n
; i = 1; 2; :::; n)

düşünülürse aşa¼g¬daki iyi bilinen eşitsizlik elde edilir:r
x21 + x

2
2 + :::+ x

2
n

n
� x1 + x2 + :::+ xn

n

Yukar¬daki teoremlerde kullan¬lan şeman¬n benzerini bu eşitsizli¼gi keskin-

leştirmek için kullanal¬m. x = (x1; x2; :::; xn) 2 Rn+;
nP
i=1

�i = 1, �i � 0 olmak

üzere

f(x) =

r
x21 + x

2
2 + :::+ x

2
n

n
� x1 + x2 + :::+ xn

n

tan¬mlans¬n.
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Bu durumda ilgili hesaplamalardan sonra,

rf(x) =

26664 1n
0BBB@

p
nx1�

nP
i=1

x2i

� 1
2

� 1

1CCCA ; 1n
0BBB@

p
nx2�

nP
i=1

x2i

� 1
2

� 1

1CCCA ; :::; 1n
0BBB@

p
nxn�

nP
i=1

x2i

� 1
2

� 1

1CCCA
37775

elde edilir ve buradan

krf(x)k2 = 2

n
p
n

0BBB@pn�
nP
i=1

xi�
nP
i=1

x2i

� 1
2

1CCCA
olur.

Daha önce verildi¼gi gibi, � > d > 0 olmak üzere V�;d aşa¼g¬daki gibi verilsin:

V�;d = fx 2 Rn : k�1�xk1 � dg

�i(x) =
xi�

nP
i=1

x2i

� 1
2
olsun ve x 2 V�;d olmak üzere kr�i(x)k bir tahmin aşa¼g¬daki

hesaplamalar yard¬m¬yla yap¬labilir:����@�i@xi
(x)

���� =

�����1� x2i

(x21 + x
2
2 + :::+ x

2
n)

3
2

�����
� max

(�����1� (�� d)2

n
3
2 (�+ d)3

����� ;
�����1� (�+ d)2

n
3
2 (�� d)3

�����
)

���� @�i@xj
(x)

���� =

������ xixj

(x21 + x
2
2 + :::+ x

2
n)

3
2

����� � (�+ d)2

n
3
2 (�� d)3

olup

kr�i(x)k �
�
(n� 1)s22 + s21

� 1
2 (x 2 V�;d) (4)

bulunur, burada

s1 = max

(�����1� (�� d)2

n
3
2 (�+ d)3

����� ;
�����1� (�+ d)2

n
3
2 (�� d)3

�����
)

ve s2 =
(�+ d)2

n
3
2 (�� d)3

olarak belirlenir.
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x; y 2 V�;d için ortalama de¼ger teoremi uygulan¬rsa, aşa¼g¬daki ifadeleri

gerçekleyen �i 2 (0; 1), i = 1; :::; n say¬lar¬n¬n varl¬¼g¬görülür:

krf(x)�rf(y)k =
1p
n

 
nX
i=1

[�i(y)� �i(x)]
2

! 1
2

=
1p
n

 
nX
i=1

[r�i(x+ �i(y � x))(x� y)]
2

! 1
2

� 1p
n

 
nX
i=1

kr�i(x+ �i(y � x))k
2 kx� yk2

! 1
2

� [(n� 1)s22 + s21]
1
2 kx� yk

Her i 2 1; :::; n ve x; y 2 V�;d için x+�i(y�x) 2 V�;d oldu¼gu aç¬kt¬r. (4) eşitsizli¼gi
kullan¬larak,

a1(�; d) = [(n� 1)s22 + s21]
1
2

olmak üzere

krf(x)�rf(y)k � a1(�; d) kx� yk ; x; y 2 V�;d

sonucuna ulaş¬l¬r.

K � a1(�; d) koşulunu sa¼glayan K Lipschitz sabitiyle birlikte rf(x)�in V�;d
üzerinde Lipschitz sürekli olu¼gu görülmektedir.

k:k� = k:k1, r 2 (0; d) ve q = d�r olmak üzereM = max fkrf(x)k1 : x 2 V�;rg
aşa¼g¬daki gibi tahmin edilebilir:

M = max
x2V�;r

fkrf(x)k1g = max
x2V�;r

(
max
1�i�n

����� 1n
 p

nxip
x21 + x

2
2 + :::+ x

2
n

� 1
!�����
)

=
1

n
max
1�i�n

(
max
x2V�;r

�����
p
nxip

x21 + x
2
2 + :::+ x

2
n

� 1
�����
)

� 1

n
max
1�i�n

�
max

�
�+ r

�� r � 1; 1�
�� r
�+ r

��
=
1

n
max
1�i�n

�
�+ r

�� r � 1
�
=

2r

n(�� r)

a2(�; d; r) =
r

n(�� r)(d� r)
ve

a(�; d; r) = max fa1(�; d); a2(�; d; r)g = max
�
[(n� 1)s22 + s21];

r

n(�� r)(d� r)

�
olsun.
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d 7�! a(�; d; r) fonksiyonu minimum de¼gerini (r; �) aral¬¼g¬üzerinde al¬r, çünkü

lim
d!��

a(�; d; r) = lim
d!r+

a(�; d; r) = +1�dir. a�;r = min
r<d<�

a(�; d; r) yaz¬l¬rsa, Teorem

3.1.2. kullan¬larak,

f(x) � 1

4a�;r

2p
n

1�
nP
i=1

x2i

� 1
2

f(x) � 1

2na�;r(�+ r)
f(x) for x 2 V�;r;

oldu¼gu sonucuna var¬l¬r bu da f(x) � 0 demektir. Bu ise yeni bir eşitsizlik ya da

keskinleştirilmi̧s bir eşitsizlik de¼gildir.

Not. Sunulan şema kullan¬larak herhangi t1 ve t2 mertebeden iki orta aras¬ndaki

eşitsizlik çal¬̧s¬labilir.

3.6. Cauchy-Schwarz ve Minkowski Eşitsizliklerinin ·Incelenmesi

Teorem 3.1.2.�de verilen koşullara uyan eşitsizliklerin keskinleştirilmesi prob-

lemi önceki bölümlerde verildi¼gi gibi çal¬̧s¬labilir. Bu eşitsizliklerden en meşhur iki

tanesi Cauchy-Schwarz ve Minkowski eşitsizlikleridir. Verilen şeman¬n bu eşitsizlik-

ler içinde kayda de¼ger sonuçlar vermedi¼gi gösterilebilir.

y 2 Rn+ sabit bir vektör, x 2 Rn+ ve [x; y] ise x ve y�nin iç çarp¬m¬olmak üzere

fy(x) = f(x; y) = kxk kyk � [x; y]

olsun.

Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi fy(x) � 0 olmas¬n¬gerektirir. Sadece x = �y; � 2 R
için fy(x) = 0 olur. Keskinleştirme şemas¬fy�ye uygulans¬n. Öncelikle,rfy�nin sabit
bir y de¼geri için Lipschitz fonksiyon oldu¼gu gösterilmelidir. Gerekli hesaplamalardan

sonra

rfy(x) =
�
kyk
kxkx1 � y1;

kyk
kxkx2 � y2; � � � ;

kyk
kxkxn � yn

�
elde edilir.

�i(x) =
xi
kxk olmak üzere ����@�i@xi

���� =
kxk2 � x2i
kxk3���� @�i@xj

���� =

���� xixjkxk3

���� ; i 6= j
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oldu¼gu bulunur. Aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan �i 2 (0; 1); i = 1; n say¬lar¬n¬n varl¬¼g¬,
ortalama de¼ger teoreminden dolay¬bilinmektedir:

krfy(x)�rfy(z)k = kyk

vuut nX
i=1

�
xi
kxk �

zi
kzk

�2
= kyk

vuut nX
i=1

[�i(x)� �i(z)]
2

= kyk

vuut nX
i=1

[r�i(x+ �i(z � x))2(x� z)]
2

� kyk

vuut nX
i=1

kr�i(x+ �i(z � x))k
2 kx� zk

fy(x)�nin minimum de¼gerine �y; (� > 0) ¬̧s¬n¬üzerinde ulaşt¬¼g¬aç¬kt¬r. Verilen

bir � > 0 için �y�nin orijini içermeyen öyle bir V�;d kapal¬komşulu¼gu vard¬r ki rfy
orada Lipschitz fonksiyondur yani bir M1 say¬s¬vard¬r öyle ki

krfy(x)�rfy(z)k �M1 kx� zk

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Bu yüzden Teorem 3.1.2. bu duruma uygulanabilir. Gerekli hesaplamalar

yap¬ld¬ktan sonra

krfy(x)k2 = 2
kyk
kxk (kxk kyk � [x; y]) = 2

kyk
kxkfy(x)

elde edilir ve �y�nin bir kapal¬V�;d komşulu¼gu orijini içermedi¼ginden, bir M2 say¬s¬

vard¬r öyle ki bütün x; y 2 V�;d için 2
kyk
kxk �M2 olur.

Böylece kolayl¬kla görülebilir ki,M1 veM2�ye ba¼gl¬olan birM3 < 1 say¬s¬vard¬r

öyle ki

fy(x) �M3fy(x)

olur yani fy(x) � 0 olur. Bu ise yeni bir eşitsizlik de¼gildir.
Minkowski eşitsizli¼ginin de keskinleştirilemedi¼gi benzer şekilde gösterilebilir.

3.7. Say¬sal Deneyler

Elde edilen sonuçlar¬ say¬sal olarak de¼gerlendirmek için baz¬ hesaplamalar

yap¬lm¬̧st¬r. A¼g¬rl¬kl¬ geometrik-aritmetik orta eşitsizli¼gi ele al¬nm¬̧s ve baz¬ a¼g¬r-

l¬klar ve baz¬de¼gerler için yeni elde edilmi̧siyle kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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Teorem 3.3.1.�in sonundaki Not�ta aç¬kland¬¼g¬gibi, a�;r kolayl¬kla hesaplanabilir.

Bu yüzden

a1(�; d) = a2(�; d; r)

eşitli¼gi d�ye göre çözülebilir. Çözüm noktas¬ olan d� noktas¬, a1(�; d)�de veya

a2(�; d)�de konursa a(�; d) elde edilir yani

a�;r = a1(�; d
�) = a2(�; d

�; r)

olur.

� = 1, r = 0:5, n = 5 olsun. Farkl¬a¼g¬rl¬klarla birlikte

(x)1 = (0:6; 0:8; 1; 1:2; 1:4), (x)2 = (0:6; 0:7; 0:8; 0:9; 1), (x)3 = (1; 1:1; 1:2; 1:3; 1:4),

(x)4 = (0:9; 0:95; 1; 1:05; 1:1) de¼gerleri için, a¼g¬rl¬kl¬geometrik-aritmetik orta eşitsi-

zli¼gi yeni eşitsizlikle kaŗs¬laşt¬r¬lacakt¬r.

Çizelgelerde verilen f(x) ve u(x) fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki gibi belirlenmi̧stir:

f(x) =
nX
i=1

�ixi �
nY
i=1

x�ii ; u(x) =
1

4a�;r

nX
i=1

�2i

0BB@1�
nQ
j=1

x
�j
j

xi

1CCA
2

Çizelge 3.1. Eşit a¼g¬rl¬klar için elde edilen sonuçlar (�) = (0:2; 0:2; 0:2; 0:2; 0:2)

nP
i=1

�ixi
nQ
i=1

x�ii f(x) u(x) u(x)
f(x)

(x)1 1.000000 0.957878 0.042122 0.009820 0.233137
(x)2 0.800000 0.787257 0.012743 0.003185 0.249942
(x)3 1.200000 1.191596 0.008404 0.001332 0.158446
(x)4 1.000000 0.997492 0.002508 0.000035 0.013864

Çizelge 3.2. Rastgele seçilmi̧s a¼g¬rl¬klar için elde edilen sonuçlar
(�) = (0:05; 0:05; 0:2; 0:3; 0:4)

nP
i=1

�ixi
nQ
i=1

x�ii f(x) u(x) u(x)
f(x)

(x)1 1.190000 1.164844 0.025156 0.003788 0.150559
(x)2 0.895000 0.887265 0.007735 0.001476 0.190843
(x)3 1.295000 1.289853 0.005147 0.000677 0.131586
(x)4 1.047500 1.045953 0.001547 0.000019 0.012391
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Çizelge 3.3. A¼g¬rl¬klardan birinin de¼gerlerine bask¬n oldu¼gu bir durum için
elde edilen sonuçlar (�) = (0:8; 0:1; 0:06; 0:03; 0:01)

nP
i=1

�ixi
nQ
i=1

x�ii f(x) u(x) u(x)
f(x)

(x)1 0.670000 0.655642 0.014358 0.002924 0.203672
(x)2 0.635000 0.630730 0.004270 0.000918 0.215099
(x)3 1.035000 1.032214 0.002786 0.000370 0.132640
(x)4 0.917500 0.916676 0.000824 0.000009 0.011363

Çizelgelerdeki son kolon farkl¬a¼g¬rl¬klara sahip farkl¬de¼gerler için eşitsizlikleri

keskinleştirme oran¬d¬r.
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4. SOYUT KONVEKS FONKS·IYONLAR YARDIMIYLA ·IFADE

ED·ILEN B·IR OPT·IM·IZASYON PROBLEM·IN·IN ÇÖZÜMÜ
·IÇ·IN YEN·I B·IR METOD

4.1. Ön Bilgiler

Soyut konvekslik s¬n¬�ar¬n¬n en önemlilerinden biri de Minimum tipli fonksiyon-

larla elde edilen fonksiyonlar s¬n¬f¬d¬r.

Rn+ = fx 2 R+jx � 0g negatif olmayan vektörlerin konisi olsun. L, Rn+ üzerinde
tan¬ml¬bütün minimum fonksiyonlar¬n, yani

l(x) = hl; xi = min
1�i�n

xi
li
; x 2 Rn+, l 2 Rn+

ile verilen fonksiyonlar ve l(x) � 0 fonksiyonundan oluşan küme olsun burada l�nin
bir i. koordinat¬n¬n s¬f¬r olmas¬durumunda xi

li
=1 kabul edilir. Bu tip fonksiyonlar

kümesine göre elde edilecek soyut konveks fonksiyonlar s¬n¬f¬ aşa¼g¬daki gibi ifade

edilebilir:

f : Rn+ ! R+ olsun. E¼ger L kümesinin,

f(x) = sup
l2U

l(x) (x 2 R+n )

koşulunu sa¼glayan bir U alt kümesi varsa f�ye L kümesine göre soyut konvekstir

denir.

Di¼ger taraftan, verilen bir f için böyle bir altküme aray¬̧s¬kolay olmayabilir. Bu

yüzden f fonksiyonlar¬n¬karakterize eden bir teoremi ifade edelim.

Teorem 4.1.1. ( Rubinov 2000a) L; Rn+ üzerinde tan¬ml¬minimum tip fonksi-

yonlar s¬n¬f¬olsun. Bir f : Rn+ ! R+ fonksiyonunun L ye göre soyut konveks olmas¬
için gerek ve yeter koşul f nin artan pozitif homojen fonksiyon olmas¬d¬r.

Günümüzde optimizasyon teorisinde en önemli problemlerden biri, belli bir bölge

üzerinde verilen bir fonksiyonun minimumunu bulmakt¬r.Bu problem, birtak¬m belli

özelliklere sahip fonksiyonlar ve bölgeler için çözülmüşse de birçok durum için çözüle-

memi̧stir veya ortaya kesin bir yöntem konulamam¬̧st¬r. Yukar¬da ifade edilen ar-

tan pozitif homojen fonksiyonun birim simpleks üzerinde minimumunun bulunmas¬

problemi de böyle problemlerden bir tanesidir. Bu problemin çözümü için 1999

y¬l¬nda Andramonov, Rubinov ve Glover, Kesen Aç¬metodunu geli̧stirmi̧stir ( An-

dramonov vd 1999 ). Önce problemi ifade edelim ve daha sonra kesen aç¬algorit-

mas¬n¬verelim.
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Problem, f bir IPH fonksiyon olmak üzere

min
x2S

f(x)

bulunmas¬problemidir; burada S =
�
x

���� nP
i=1

xi = 1; xi � 0; i 2 I
�
.

Bu problem için f�nin L fonksiyonlar kümesine göre soyut konveks olmas¬koşulu

kullan¬larak Kesen Aç¬ metodu geli̧stirilmi̧stir. Kesen Aç¬ metodu (bu metod,

klasik konvekslik hali için bilinen Kesen düzlem metodunun, ele al¬nan fonksiyon-

lar s¬n¬f¬ için genelleşmesidir) bölge üzerinde bulunan birkaç noktada fonksiyonun

de¼gerlerinden yola ç¬karak, her ad¬mda ana fonksiyona daha yak¬n bir minimum

tip fonksiyon bulunmas¬esas¬na dayanmaktad¬r. Bu metodun algoritmas¬aşa¼g¬daki

gibidir:

Algoritma 1.

em; m: koordinat¬1 olan birim vektör olsun.

Ad¬m 0: xm = em; m = 1; :::; n noktalar¬n¬ alal¬m. Daha sonra xn+i 2 S;

xn+ir > 0; i = 1; ::; q; r = 1; ::; n koşulunu sa¼glayan q tane key� nokta seçelim.

lki = x
k
i =f(x

k); k = 1; :::; n+ q olsun. hn+q fonksiyonu aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n:

hn+q(x) = max
k=1;:::;n+q

min
i

xi
lki

Ad¬m 1: xj noktas¬n¬alal¬m. l(j)i = x
(j)
i =f(x

(j)) ve

hj(x) = max(hj�1(x);min
i

xi

l
(j)
i

) � max
k=1;:::;j

min
i

xi

l
(j)
i

fonksiyonunu kural¬m.

Ad¬m 2: min
x2S

hj(x) problemi çözülür.

Ad¬m 3: Ad¬m 2�deki problemin çözümü y� olsun. j = j + 1; xj = y� yaz¬l¬p,

Ad¬m 1�e geçilir.

Bu algoritma jhj(xj)�f(xj)j fark¬istenildi¼gi kadar küçük oldu¼gunda durdurulur.
Andramonov 1999�da algoritman¬n her ad¬m¬nda elde edilen xj noktas¬n¬n birim

simpleksin içinde elde edilece¼gi gösterilmi̧stir. Bu aranan çözüm noktas¬, S�nin içinde

olaca¼g¬ndan S�nin içini riS ile gösterece¼giz.

Bu algoritman¬n en önemli k¬sm¬, Ad¬m 2�de ifade edilen problemin çözülmesidir.

Bu problem farkl¬bilim adamlar¬taraf¬ndan ele al¬nm¬̧s ve belli sonuçlara ulaş¬lm¬̧s
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olmakla birlikte bu sahayla ilgili bilim adamlar¬çözüm için daha iyi metodlar¬n ve

algoritmalar¬n elde edilmesine halen çal¬̧smaktad¬r. Bu tez çal¬̧smas¬da bu problemin

çözülmesiyle ilgilidir. Bu problemin çözümü için yeni bir algoritma geli̧stirilmi̧s

ve elde edilen algoritma di¼gerlerinden daha basit, geometrik aç¬klanabilir ve daha

h¬zl¬d¬r ( Bkz. Adilov vd 2005, Adilov vd 2007).

4.2. Problemin ·Ifade Edilmesi ve Çözüm Algoritmas¬

Aşa¼g¬daki optimizasyon problemi üzerinde çal¬̧saca¼g¬z:

f(x)! min
x 2 S

burada f; Rn+ üzerinde tan¬ml¬artan pozitif homojen fonksiyon ve S birim simp-

lekstir, yani

S =

(
x 2 Rn+

�����X
i2I
xi = 1; xi � 0; i 2 I

)
:

Artan pozitif homojen fonksiyonlar L konveks olduklar¬ndan, probleme Kesen

Aç¬metodu uygulanabilir. Bu metodun uygulanmas¬nda kullan¬lan algoritman¬n

her ad¬m¬nda aşa¼g¬da ifade edilen alt problemin çözülmesi gerekmektedir ( Bkz.

Algoritma 1. ):
P (x)! min
x 2 S (5)

burada P (x) = max
1�j�k

fl(j)(x)g ve l(j)(x) = min
i2I
f xi
l
(j)
i

g 2 L, j = 1; 2; :::; k:

Tan¬m 4.2.1. E¼ger P (x) = max
1�i�k

�
l(i)(x)

	
fonksiyonu içindeki l(i)�lerden oluştu-

rulmuş tüm çiftler kaŗs¬laşt¬r¬lamazsa P (x) fonksiyonuna düzgün kurulmuş fonksiyon

denir.

Not. (5) ile verilen her P (x) fonksiyonu düzgün kurulmuş fonksiyon haline

getirilebilir.

Yukar¬da verilen (5) probleminin çözümü için bir algoritma verece¼giz. Bundan

önce P (x) in özellikleriyle ilgili birkaç önteorem verelim.

Anlat¬m aç¬s¬ndan kolay olmas¬ve geometrik olarak anlaş¬lmas¬için önce algo-

ritma R2+�de verilecektir ve daha sonra Rn+ için genelleştirilecektir.

Önteorem 4.2.2. R2+ üzerinde tan¬ml¬her minimum tip fonksiyon

l = min
n
x1
l1
; x2
l2

o
; bir parçal¬lineer fonksiyon olarak aşa¼g¬daki gibi ifade edilebilir:
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l(x) =

(
x1
l1
; e¼ger x 2 R2+ ve x2 � l2

l1
x1;

x2
l2
; e¼ger x 2 R2+ ve x2 < l2

l1
x1;

·Ispat. Gerçekten, e¼ger x2 � l2
l1
x1 ) x2

l2
� x1

l1
) l(x) = min

n
x2
l2
; x1
l1

o
= x1

l1
: E¼ger

x2 <
l2
l1
x1 ) x2

l2
< x1

l1
) l(x) = x2

l2
olur.

Önteorem 4.2.3. l(1)(x) = minf x1
l
(1)
1

; x2
l
(1)
2

g ve l(2)(x) = minf x1
l
(2)
1

; x2
l
(2)
2

g olmak

üzere, P (x) = max
�
l(1)(x); l(2)(x)

	
olsun.

a) E¼ger l(1) = (l(1)1 ; l
(1)
2 ) ve l

(2) = (l
(2)
1 ; l

(2)
2 ) k¬yaslanabilirse, l

(1) � l(2) oldu¼gunda
P (x) = l(1)(x); l(1) > l(2) oldu¼gunda ise P (x) = l(2)(x) olur, yani

P (x) =

(
l(2)(x) e¼ger l(1) > l(2)

l(1)(x) e¼ger l(1) � l(2)

b) E¼ger l(1) = (l(1)1 ; l
(1)
2 ) ve l

(2) = (l
(2)
1 ; l

(2)
2 ) k¬yaslanamazsa, l1 = max

n
l
(1)
1 ; l

(2)
1

o
ve

l2 = max
n
l
(1)
2 ; l

(2)
2

o
olmak üzere l1 = l

(1)
1 oldu¼gunda P (x) fonksiyonu

P (x) =

(
l(1)(x); e¼ger x2 � l2

l1
x1;

l(2)(x); e¼ger x2 > l2
l1
x1;

(6)

şeklinde, l1 = l
(2)
1 oldu¼gunda ise

P (x) =

(
l(1)(x); e¼ger x2 � l2

l1
x1;

l(2)(x); e¼ger x2 < l2
l1
x1;

(7)

şeklinde bir parçal¬lineer fonksiyon olarak ifade edilebilir.

·Ispat. a) E¼ger l(1) � l(2) ) l
(1)
1 � l(2)1 ve l(1)2 � l(2)2 ) x1

l
(1)
1

� x1

l
(2)
1

ve x2

l
(1)
2

� x2

l
(2)
2

)

min

�
x1

l
(1)
1

; x2
l
(1)
2

�
� min

�
x1

l
(2)
1

; x2
l
(2)
2

�
) P (x) = min

�
x1

l
(1)
1

; x2
l
(1)
2

�
= l(1)(x):

Benzer şekilde gösterilebilir ki, e¼ger l(1) � l(2) ise, o halde P (x) = l(2)(x).

b) l(1) ve l(2) k¬yaslanamas¬nlar. O halde l1 = max
n
l
(1)
1 ; l

(2)
1

o
ve

l2 = max
n
l
(1)
2 ; l

(2)
2

o
olmak üzere l = (l1; l2) vektörü, l(1) ve l(2) vektörleri ile çak¬̧s-

maz, yani l vektörünün koordinatlar¬ndan biri l(1)�den di¼geri l(2)�den olmak zorun-

dad¬r (aksi halde k¬yaslanabilirlerdi). Böylece, iki durum söz konusudur:

i. l1 = l
(1)
1 ( Bu durumda l2 = l

(2)
2 olacakt¬r.)

ii. l1 = l
(2)
1 ( Bu durumda l2 = l

(1)
2 olacakt¬r.)
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Önce (i.) durumunu inceleyelim. l1 = l
(1)
1 = max

n
l
(1)
1 ; l

(2)
1

o
ve

l2 = l
(2)
2 = max

n
l
(1)
2 ; l

(2)
2

o
oldu¼gundan

x1

l
(1)
1

� x1

l
(2)
1

ve
x2

l
(1)
2

� x2

l
(2)
2

eşitsizlikleri sa¼glan¬r. R2+ bölgesini x2 =
l
(2)
2

l
(1)
1

x1 ¬̧s¬n¬ ile ( l cinsinden ifade edilirse

x2 =
l2
l1
x1 ¬̧s¬n¬ile) iki bölgeye ay¬ral¬m.

�
x 2 R2+jx2 �

l
(2)
2

l
(1)
1

x1

�
bölgesinde

x1

l
(2)
1

� x1

l
(1)
1

ve
x2

l
(2)
2

� x1

l
(1)
1

eşitsizlikleri do¼gru oldu¼gundan

l(2)(x) � x1

l
(1)
1

� min
(
x1

l
(1)
1

;
x2

l
(1)
2

)
= l(1)(x)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r. Buradan, P (x) = l(2)(x) oldu¼gu elde edilir. Benzer şekilde(
x 2 R2+jx2 <

l
(1)
2

l
(2)
1

x1

)

bölgesinde de P (x) = l(1)(x) oldu¼gu gösterilir. Böylece bölgelerini de l1; l2 cinsinden

ifade edersek P (x) fonksiyonu için (6) formülünün do¼gru oldu¼gunu ispatlam¬̧s oluruz.

Şimdi de (ii.) durumunu ele alal¬m. Bu durum için

x1

l
(1)
1

� x1

l
(2)
1

ve
x2

l
(1)
2

� x2

l
(2)
2

eşitsizlikleri do¼grudur. Yine, R2+ bölgesini x2 =
l
(1)
2

l
(2)
1

x1 ¬̧s¬n¬ ile ( l cinsin-

den ifade edilirse x2 = l2
l1
x1 ¬̧s¬n¬ ile) iki bölgeye ay¬ral¬m. P (x) fonksiyonunu�

x 2 R2+jx2 �
l
(1)
2

l
(2)
1

x1

�
bölgesinde inceleyelim. Bu bölgede

x2

l
(1)
2

� x1

l
(2)
1

ve
x1

l
(1)
1

� x1

l
(2)
1

eşitsizlikleri do¼gru oldu¼gundan l(1)(x) � x1

l
(2)
1

oluyor. Buradan

l(1)(x) � min
(
x1

l
(2)
1

;
x2

l
(2)
2

)
= l(2)(x)

elde edilir. Dolay¬s¬yla,
�
x 2 R2+jx2 �

l
(1)
2

l
(2)
1

x1

�
bölgesinde P (x) = l(1)(x) olur.
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Benzer şekilde
n
x 2 R2+jx2 < l2

l1
x1

o
bölgesinde P (x) = l(2)(x) oldu¼gu gösterilir.

Böylece P (x) fonksiyonu için (7) formülünün de do¼gru oldu¼gu ispatlanm¬̧s olur.

Önteorem 4.2.2. ve Önteorem 4.2.3.�den kolayca görülebilen bir sonuca ulaş¬-

yoruz:

Sonuç 4.2.4. E¼ger R2+�de tan¬ml¬düzgün kurulmuş P (x) fonksiyonu yaln¬z iki
tane minimum tip fonksiyondan olmuşsa x� 2 riS noktas¬n¬n bu fonksiyonun lokal
minimumu olmas¬için gerek ve yeter koşul x

�
1

l1
=

x�2
l2
olmas¬d¬r.

Daha genel durumlar¬, yani ikiden fazla minimum tip fonksiyonla belirlenen

P (x) fonksiyonunun simpleks üzerindeki lokal minimumlar¬n¬ incelemek için önce

aşa¼g¬daki gibi M kümesini tan¬mlayal¬m:

k � 2 olmak üzere P (x) = max
�
l(1)(x); l(2)(x); :::; l(k)(x)

	
düzgün kurulmuş

fonksiyon olsun. L =
�
l(1); l(2); :::; l(k)

	
vektörler kümesinin tüm iki̧ser kombinas-

yonlar¬ele al¬n¬r. Ele al¬nan l(i); l(j) vektörlerinden

l1 = max
n
l
(i)
1 ; l

(j)
1

o
ve l2 = max

n
l
(i)
2 ; l

(j)
2

o
olmak üzere l = (l1; l2) vektörü oluşturuluyor ( Önteorem 4.2.2.�deki gibi). Bu vektör

L kümesinin l(i) ve l(j) hariç, di¼ger vektörleri ile kaŗs¬laşt¬r¬l¬r. Bundan küçük vektör

bulunam¬yorsa M kümesine dahil edilir.

Önteorem 4.2.2. ve Önteorem 4.2.3. yard¬m¬yla kolayca ispatlanabilecek ve

Sonuç 4.2.4�ün genelleşmi̧s halini ifade eden bir teorem verelim.

Teorem 4.2.5. S birim simpleks ve

P (x) = max
1�j�k

�
l(j)(x)

	
düzgün kurulmuş bir fonksiyon olsun. Bir x� 2 riS noktas¬n¬n bir lokal minimum
olmas¬için gerek ve yeter koşul x

�
1

l1
=

x�2
l2
eşitli¼gini sa¼glayan bir l 2M vektörünün var

olmas¬d¬r.

·Ispat. P fonksiyonu düzgün kurulmuş oldu¼gundan dolay¬, P�yi oluşturan

L =
�
l(1); :::; l(k)

	
vektör kümesinden al¬nan her l(i); l(j) vektör çiftleri k¬yaslana-

mazlar. Önteorem 4.2.3. ve Sonuç 4.2.4. gere¼gince ~P (x) = max
�
l(i)(x); l(j)(x)

	
fonksiyonunun riS�de lokal minimumu

l1 = max
n
l
(i)
1 (x); l

(j)
1 (x)

o
ve l2 = max

n
l
(i)
2 (x); l

(j)
2 (x)

o
30



olmak üzere x2 = l2
l1
x1 do¼grusu ile S simpleksinin kesi̧sim noktas¬d¬r. Bu noktan¬n,

ayn¬zamanda P (x)�in lokal minimumu olmas¬için L�den olan vektörlerin (l(i); l(j)

d¬̧s¬nda) l = (l1; l2) vektöründen küçük olmamas¬gerekmektedir, yani l 2 M ol-

mal¬d¬r. Dolay¬s¬yla M kümesinden olan her l vektörüne kaŗs¬t gelen x2 = l2
l1
x1

do¼grusu ile S simpleksinin ortak noktas¬P (x)�in riS deki lokal minimumlar¬n¬oluş-

turacakt¬r. Böylece, x� 2 riS noktas¬n¬n P (x)�in lokal minimumu olmas¬için gerek
ve yeter koşul x

�
1

l1
=

x�2
l2
olacak şekilde bir l 2M vektörünün olmas¬d¬r.

Teorem 4.2.5.�i kullanarak, R2+ de verilen (5) probleminin çözümü için algorit-
may¬k¬saca aşa¼g¬daki şekilde verebiliriz:

Algoritma 2.

Ad¬m 1: P (x) fonksiyonunu düzgün kurulmuş fonksiyona çevir.

Ad¬m 2: L den herhangi iki l(i); l(j) vektörünü al.

Ad¬m 3: l1 = max
n
l
(i)
1 ; l

(j)
1

o
; l2 = max

n
l
(i)
2 ; l

(j)
2

o
olacak şekilde l = (l1; l2) vek-

törünü kur. Bulunan bu vektörü L�nin di¼ger vektörleri ile (l(i); l(j) hariç) kaŗs¬laşt¬r.

E¼ger bundan küçük olan bir vektör var ise Ad¬m 2�ye dön de¼gilse Ad¬m 4�e geç.

Ad¬m 4:
x1
l1
=
x2
l2
do¼grusunun simpleks üzerindeki (x1; x2) noktas¬n¬bul ve bu

noktay¬yerel minimum olarak yaz. Ad¬m 2�ye dön.

Ad¬m 5: E¼ger L�nin tüm vektör çiftleri Ad¬m 2�de tarand¬ysa dur.

Şimdi de sonuçlar¬n boyutlu durum için genelleştirelim. n = 2 durumu için

verilen önteorem ve önermeler küçük de¼gi̧sikliklerle n boyutlu durum için de ifade

ve ispat edilebilir. Örne¼gin, Önteorem 4.2.2. n boyutlu durum için şöyle ifade

edilecektir.

Önteorem 4.2.6. Rn+ üzerinde tan¬ml¬her minimum tip fonksiyon, yani l(x) =
min
i2l
fxi
li
g; bir parçal¬lineer fonksiyon olarak aşa¼g¬daki gibi ifade edilebilir

l(x) =

�
xi
li
e¼ger xi 2 Di

burada Di =
n
x 2 Rn+jxili �

xk
lk
; k 2 I

o
�d¬r.

·Ispat¬Önteorem 4.2.2.�nin ispat¬ndan farkl¬de¼gildir.

Önteorem 4.2.3.�de, n boyutlu durum için ayn¬ şekilde ifade edilebilir. Fakat,

algoritma oluşturmak için temel teşkil eden Teorem 4.2.5.�i genel olarak verebilmek

için M kümesinin n boyutlu duruma uygun şekilde ifade edilmesi gerekmektedir:
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k � n olmak üzere P (x) = max
1�j�k

�
l(j)(x)

	
düzgün kurulmuş bir fonksiyon ol-

sun. L =
�
l(1); l(2); :::; l(k)

	
vektör kümesinin tüm n�li kombinasyonlar¬ incelenir.

·Incelenen l(j1); l(j2);... ; l(jn) vektörlerinden l1 = max
n
l
(j1)
1 ; l

(j2)
2 ; :::; l

(jn)
n

o
; :::;

ln = max
n
l
(j1)
n ; l

(j2)
n ; :::; l

(jn)
n

o
olmak üzere l = (l1; l2; :::; ln) vektörü oluşturulur. Bu

vektörün her koordinat¬farkl¬vektörlere ve yaln¬z birine (ele al¬nanlar söz konusu)

ait ise (bu şart iki boyutlu durumda düzgün kurulmuş fonksiyonlar için her zaman

sa¼glan¬r), L�den olan di¼ger vektörlerle (ele al¬nanlar d¬̧s¬nda) kaŗs¬laşt¬r¬l¬r. Bundan

küçük vektör bulunam¬yorsa, bu vektör M kümesine dahil edilir.

Şimdi Teorem 4.2.5.�i genel durum için ifade edebiliriz.

Teorem 4.2.7. S � Rn+ birim simpleks olsun ve

P (x) = max
1�j�k

�
l(j)(x)

	
Rn+ üzerinde tan¬ml¬düzgün kurulmuş fonksiyon olsun. Bir x� 2 riS noktas¬n¬n

lokal minimum olmas¬için gerek ve yeter koşul

x�1
l1
=
x�2
l2
= ::: =

x�n
ln

eşitli¼gini sa¼glayan bir l 2M vektörünün var olmas¬d¬r.

Not. Yukar¬da tan¬mlanan ve Teorem 4.2.7.�de ad¬ geçen M kümesinin ele-

manlar¬olan l = (l1; l2; :::; ln) = (max
1�i�n

lji1 ; max
1�i�n

lji2 ; :::; max
1�i�n

ljin ) vektörleri aşa¼g¬daki

koşullar¬sa¼glar:

a) lj1 ; lj2 ; :::; ljn vektörlerinin i: koordinatlar¬kesin maksimuma sahiptir, yani her

i için i: koordinatlar¬n maksimumuna tek bir vektörde ulaş¬labilir;

b) lj1 ; lj2 ; :::; ljn vektörlerinin hiçbiri l vektörünün birden fazla vektörünü içermez,

yani l�nin koordinatlar¬farkl¬vektörlere aittir.

Bu koşullar sa¼glan¬ld¬¼g¬nda, ele al¬nan n�li kombinasyonun oluşturdu¼gu fonksi-

yonun riS�de bir lokal minimumu olur ve algoritman¬n sonraki aşamalar¬nda bu

minimumun, temel fonksiyon olan P (x)�in de lokal minimumu olup olmad¬¼g¬kontrol

edilir.

Bu koşullardan herhangi biri sa¼glanmad¬¼g¬nda, ele al¬nan n�li kombinasyonu oluş-

turdu¼gu fonksiyonun riS�de lokal minimumu olamaz. Bu durumlar¬R3�de birkaç
örnekte gra�k olarak da görebiliriz. Birim simpleks üzerinde minimum arand¬¼g¬n-

dan istenen fonksiyon gra�kleri, (x; y; z) 2 R3 için z = 1 � x � y yaz¬larak, birim
simpleksin xy düzlemi üzerindeki izdüşümü üzerinde gözlemlenebilir.
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x

ϕ

y

Şekil 4.1. Verilen üç vektörün birinci bileşenlerinin en büyü¼günün birden
fazla vektörde bulunmas¬durumu

Örnek 1. lj1 = (10; 10
3
; 5
2
); lj2 = (10; 5

3
; 5) ve lj3 = (2; 10; 10

7
) olmak üzere

l = (10; 10; 5) elde edilir. l1 = 10 de¼geri hem lj1 hem de lj2 vektöründe ulaş¬ld¬¼g¬ndan,

yani l1 = 10 de¼geri birinci koordinatlara göre kesin maksimum olmad¬¼g¬ndan a) şart¬

sa¼glanmaz. Dolay¬s¬yla, Şekil 4.1.�den de görülebildi¼gi gibi

'(x; y) = max fmin f0:1x; 0:3y; 0:4(1� x� y)g ;min f0:1x; 0:6y; 0:2(1� x� y)g ;

min f0:5x; 0:1y; 0:7(1� x� y)gg

fonksiyonu riS�de lokal minimuma sahip de¼gildir.

ϕ
y

x

Şekil 4.2. Verilen üç vektörün birinci ve ikinci bileşenlerinin en büyü¼günün
tek vektöre ait olmas¬durumu

Örnek 2. lj1 = (4; 10; 1); lj2 = (2; 10
3
; 5) ve lj3 = (10

3
; 1
8
; 10) olmak üzere l =

(4; 10; 10) elde edilir. l1 = 4; l2 = 10 de¼gerleri her ikisi lj1 vektörüne ait oldu¼gundan

dolay¬b) şart¬n¬sa¼glamaz. Böylece, Şekil 4.2.�den de görülebildi¼gi gibi

'(x; y) = max fmin f0:25x; 0:1y; 1� x� yg ;min f0:5x; 0:3y; 0:2(1� x� y)g ;

min f0:3x; 8y; 0:1(1� x� y)gg

fonksiyonu riS�de lokal minimuma sahip olamaz.
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ϕ
y

x

A

Şekil 4.3. Verilen üç vektörün ayn¬koordinatlar¬n¬n en büyük de¼gerlerinin
her birinin farkl¬vektöre ait olmas¬durumu

Örnek 3. lj1 = (1; 1
3
; 1
9
); lj2 = (1

9
; 1; 1

3
) ve lj3 = (1

3
; 1
9
; 1) olmak üzere l = (1; 1; 1)

elde edilir ve a), b) şartlar¬sa¼gland¬¼g¬ndan, Şekil 4.3.�den de görülebildi¼gi gibi

'(x; y) = max fmin fx; 3y; 9(1� x� y)g ;min f9x; y; 3(1� x� y)g ;

min f3x; 9y; 1� x� yg

fonksiyonu riS�de lokal minimuma (A noktas¬) sahip olur.

Yukar¬da oluşturulan M kümesini dikkate alarak ve Teorem 4.2.7. kullanarak

Rn+�de verilen (5) probleminin çözümü için aşa¼g¬daki gibi bir algoritma oluşturulur.

(Kesen Aç¬metodunda, göz önüne al¬nan nokta say¬s¬k > n�dir.)

Algoritma 3.

Ad¬m 1: P (x) fonksiyonunu düzgün kurulmuş hale getir.

Ad¬m 2: L�den olan vektörlerin n�li kombinasyonlar¬ndan birini l(j1); l(j2); :::; l(jn)

al. ( Bu her zaman mümkündür çünkü k > n dir.)

Ad¬m 3: l1 = max
n
l
(j1)
1 ; l

(j2)
1 ; :::l

(jn)
1

o
; l2 = max

n
l
(j1)
2 ; l

(j2)
2 ; :::l

(jn)
2

o
,...,

ln = max
n
l
(j1)
n ; l

(j2)
n ; :::l

(jn)
n

o
olacak şekilde l = (l1; l2; :::; ln) vektörünü kur. E¼ger

l1; l2; :::; ln koordinatlar¬farkl¬vektörlere ve yaln¬z bir vektöre (l(j1); l(j2); :::; l(jn) dan

birine) ait ise Ad¬m 4�e geç. Aksi takdirde Ad¬m 2�ye dön.

Ad¬m 4: Yeni vektörü (l = (l1; l2; :::; ln)�i) L�nin di¼ger vektörleriyle (

l(j1); l(j2); :::; l(jn) hariç) kaŗs¬laşt¬r. E¼ger bundan küçük vektör var ise Ad¬m 2�ye

dön. Aksi takdirde Ad¬m 5�e geç.

Ad¬m 5: x1
l1
= x2

l2
= ::: = xn

ln
ve
P
xi = 1 eşitliklerini sa¼glayan x = (x1; x2; :::; xn)

noktas¬n¬bul. x = (x1; x2; :::; xn) noktas¬n¬lokal minimum olarak yaz ve Ad¬m 2�ye

geç.

34



Ad¬m 6: E¼ger L nin bütün n�li kombinasyonlar¬Ad¬m 2�de denendiyse, dur.

Algoritma 3�ün oluşturulmas¬nda temel al¬nan Teorem 4.2.7. geometrik anlat¬m

aç¬s¬ndan iyi olsa da ispat¬uzun ve karmaş¬kt¬r. Bu nedenle, yine Algoritma 3 için

temel olacak, yaln¬z daha kolay ispatlanabilecek bir teorem verilebilir.

Teorem 4.2.8. l(1); l(2); :::; l(n) vektörleri için

l
(i)
i > max

1�j�n
j 6=i

l
(j)
i i = 1; 2; :::; n (8)

şart¬sa¼glans¬n. Bu durumda, bir x� 2Rn+ noktas¬n¬n

P (x1; x2; :::; xn) = max
1�k�n

(
min
1�i�n

(
xi

l
(k)
i

))

fonksiyonunun birim simpleks içinde bir lokal minimum olmas¬için gerek ve yeter

koşul
x�1

l
(1)
1

=
x�2

l
(2)
2

= ::: =
x�n

l
(n)
n

olmas¬d¬r.

·Ispat. (() Önce yeterlili¼gi ispatlayal¬m. x� = (x�1; x�2; :::; x�n) noktas¬
x�1

l
(1)
1

=
x�2

l
(2)
2

= ::: =
x�n

l
(n)
n

koşulunu sa¼glas¬n. Şimdi öyle bir � > 0 bulal¬m ki, khk < �

ve x� + h 2 riS şart¬n¬sa¼glayan her h = (h1; h2; :::; hn) vektörü için

P (x�1 + h1; x
�
2 + h2; :::; x

�
n + hn)� P (x�1; x�2; :::; x�n) � 0

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. Yani x� noktas¬n¬n simpleks içinde bir lokal minimum nokta

oldu¼gunu gösterelim. ·Ispata geçmeden önce aşa¼g¬daki iki uyar¬y¬verelim:

Uyar¬1. ( Uygun olan yön, (feasible direction) üzerine ):

x� 2 riS ve optimizasyon riS kümesinde yap¬ld¬¼g¬ndan dolay¬x� + h noktalar¬
da riS üzerinde olmak zorundad¬r. Dolay¬s¬yla

x�1 + h1 + x
�
2 + h2 + :::+ x

�
n + hn = 1

olur, yani uygun yön (feasible direction) denildi¼ginde

h1 + h2 + :::+ hn = 0

şart¬n¬sa¼glayan h vektörleri anlaş¬lacakt¬r.
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Uyar¬2.

P (x�1; x
�
2; :::; x

�
n) =

x�1

l
(1)
1

=
x�2

l
(2)
2

= ::: =
x�n

l
(n)
n

oldu¼gu teoremin varsay¬mlar¬ndan kolayca görülebilir.

P (x�1; x
�
2; :::; x

�
n) =

x�1

l
(1)
1

=
x�2

l
(2)
2

= ::: =
x�n

l
(n)
n

oldu¼gu teoremin varsay¬mlar¬ndan kolayca görülebilir.

Şimdi yeterlili¼gin ispat¬na geçebiliriz.

P (x�1 + h1; x
�
2 + h2; :::; x

�
n + hn)� P (x�1; x�2; :::; x�n)

= P (x�1 + h1; x
�
2 + h2; :::; x

�
n + hn)�

x�1

l
(1)
1

= max
1�k�n

(
min
1�i�n

(
x�i + hi

l
(k)
i

))
� x�1

l
(1)
1

(
x�1

l
(1)
1

, bir sabit say¬oldu¼gundan maxmin �in içine al¬nabilir.)

= max
1�k�n

(
min
1�i�n

(
x�i + hi

l
(k)
i

� x�1

l
(1)
1

))
 
x�1

l
(1)
1

=
x�2

l
(2)
2

= ::: =
x�n

l
(n)
n

oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa

!

= max
1�k�n

(
min
1�i�n

(
x�i + hi

l
(k)
i

� x�i

l
(i)
i

))
( ve sonuç daha aç¬k yaz¬l¬rsa)

= max

(
min

(
h1

l
(1)
1

; x�2

 
1

l
(1)
2

� 1

l
(2)
2

!
+
h2

l
(1)
2

; :::; x�n

�
1

l
(1)
n

� 1

l
(n)
n

�
+
hn

l
(1)
n

)
;

min

(
x�1

 
1

l
(2)
1

� 1

l
(1)
1

!
+
h1

l
(2)
1

;
h2

l
(2)
2

; :::; x�n

�
1

l
(2)
n

� 1

l
(n)
n

�
+
hn

l
(2)
n

)
:::;

min

(
x�1

 
1

l
(n)
1

� 1

l
(1)
1

!
+
h1

l
(n)
1

; x�2

 
1

l
(n)
2

� 1

l
(2)
2

!
+
h2

l
(n)
2

; :::;
hn

l
(n)
n

))
(9)

h1 + h2 + ::: + hn = 0 oldu¼gundan hi�lerin ( i = 1; 2; ::; n ) en az biri pozitif

olmal¬d¬r. Genelli¼gi bozmadan h1 > 0 oldu¼gunu kabul edelim ve

min

(
h1

l
(1)
1

; x�2

 
1

l
(1)
2

� 1

l
(2)
2

!
+
h2

l
(1)
2

; :::; x�n

�
1

l
(1)
n

� 1

l
(n)
n

�
+
hn

l
(1)
n

)
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ifadesine bakal¬m. Burada teoremin şart¬ndan kolay görülebildi¼gi gibi

x�2

 
1

l
(1)
2

� 1

l
(2)
2

!
; x�3

 
1

l
(1)
2

� 1

l
(2)
2

!
; :::; x�n

�
1

l
(1)
n

� 1

l
(n)
n

�
say¬lar¬pozitiftir. khk < � şart¬nda ��u yeterince küçük seçerek,

x�2

 
1

l
(1)
2

� 1

l
(2)
2

!
+
h2

l
(1)
2

; x�3

 
1

l
(1)
3

� 1

l
(3)
3

!
+
h3

l
(1)
3

; :::; x�n

�
1

l
(1)
n

� 1

l
(n)
n

�
+
hn

l
(1)
n

say¬lar¬n¬da pozitif yapabiliriz. Buradan

min

(
h1

l
(1)
1

; x�2

 
1

l
(1)
2

� 1

l
(2)
2

!
+
h2

l
(1)
2

; :::; x�n

�
1

l
(1)
n

� 1

l
(n)
n

�
+
hn

l
(1)
n

)
> 0

oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla bir � > 0 vard¬r öyle ki, khk < � ve h1+h2+ :::+hn = 0
koşulunu sa¼glayan her h için

P (x�1 + h1; x
�
2 + h2; :::; x

�
n + hn)� P (x�1; x�2; :::; x�n) � 0

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Yani x� noktas¬P fonksiyonunun riS üzerindeki bir lokal mini-

mumudur.

()) Şimdi de gereklili¼gi ispatlayal¬m. x� noktas¬P�nin riS üzerinde bir lokal
minimumu olsun. Burada

P (x�1; x
�
2; :::; x

�
n) =

x�1
d1
=
x�2
d2
= ::: =

x�n
dn

olacak şekilde d1; d2; :::; dn reel pozitif say¬lar¬n¬n varoldu¼gu aç¬kt¬r.

x� bir lokal minimum noktas¬ oldu¼gundan 9� > 0 vard¬r öyle ki khk < � ve

h1 + h2 + :::+ hn = 0 koşulunu sa¼glayan her h 2 Rn için

P (x�1 + h1; x
�
2 + h2; :::; x

�
n + hn)� P (x�1; x�2; :::; x�n) � 0

sa¼glan¬r. Bu ifadeyi aç¬kça yazd¬¼g¬m¬zda ve (9) ifadesini elde ederken yapt¬klar¬m¬z¬

aynen tekrar edersek

4P (x�) = P (x�1 + h1; x�2 + h2; :::; x�n + hn)� P (x�1; x�2; :::; x�n) =

= max

�
min

�
x�1

�
1

l
(1)
1

� 1
d1

�
+ h1

l
(1)
1

; x�2

�
1

l
(1)
2

� 1
d2

�
+ h2

l
(1)
2

; :::; x�n

�
1

l
(1)
n

� 1
dn

�
+ hn

l
(1)
n

�
;

min

�
x�1

�
1

l
(2)
1

� 1
d1

�
+ h1

l
(2)
1

; x�2

�
1

l
(2)
2

� 1
d2

�
+ h2

l
(2)
2

; :::; x�n

�
1

l
(2)
n

� 1
dn

�
+ hn

l
(2)
n

�
; :::;

min

�
x�1

�
1

l
(n)
1

� 1
d1

�
+ h1

l
(n)
1

; x�2

�
1

l
(n)
2

� 1
d2

�
+ h2

l
(n)
2

; :::; x�n

�
1

l
(n)
n

� 1
dn

�
+ hn

l
(n)
n

��
� 0

(10)
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elde ederiz.

Şimdi khk < � ve
nP
i=1

hi = 0 şartlar¬n¬sa¼glayan bir h vektörü alal¬m. Bu durumda

min fonksiyonlardan en az biri s¬f¬rdan büyük ya da eşittir. Varsayal¬m ki birincisidir,

yani
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olsun.

Yeterince küçük � için
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elde edilir.

Şimdi h vektörünü öyle alal¬m ki, (10)�daki ikinci min fonksiyonunu s¬f¬rdan

büyük ya da eşit yaps¬n (tabi ki, khk < � ve
nP
i=1

hi = 0 koşulunu sa¼glayarak). Bunun

her zaman mümkün oldu¼gu daha sonra kan¬tlanacakt¬r. Bu durumda, az öncekine

benzer şekilde, yeterince küçük ��lar için
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oldu¼gu gösterilebilir.

Ayn¬şekilde devam edilirse, her k = 1; 2; :::; n için
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oldu¼gu elde edilebilir.

P fonksiyonunun süreklili¼ginden
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ve her k = 1; 2; :::; n için do¼gru olan (11) eşitsizliklerinden
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eşitlikleri bulunur. Teoremdeki (8) koşullar¬n¬da göz önüne al¬rsak
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(n)
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� 1
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dolay¬s¬yla d1 = l
(1)
1 ; d2 = l

(2)
2 ; :::; dn = l

(n)
n oldu¼gu elde edilir.

Şimdi de, her minimum fonksiyonu s¬f¬rdan büyük veya eşit yapan bir h uygun

yönünün ( feasible direction ) oldu¼gunu gösterelim.

Aksini varsayal¬m. Herhangi bir minimum fonksiyonu, sözgelimi n: minimum

fonksiyonu s¬f¬rdan büyük ya da eşit yapacak bir h uygun yönünün olmad¬¼g¬n¬varsa-

yal¬m. Dolay¬s¬yla khk < �;
nP
i=1

hi = 0 şart¬n¬sa¼glayan her h vektörü için n:minimum

fonksiyonu hep s¬f¬rdan küçük kal¬yor. Bu durumda, 4P (x�) ifadesine sonuncu
minimum fonksiyonun bir etkisi olmaz ve her h uygun yönü için
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(12)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Yani x� noktas¬

max
1�k�n�1

(
min

1�k�n�1

(
xi

l
(k)
i
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fonksiyonunun da lokal minimumudur. Yukar¬daki i̧slemleri bu fonksiyon için ya-

pal¬m. Bunun için khk < �;
nP
i=1

hi = 0 şart¬n¬sa¼glayan bir h vektörü alal¬m. (12)

eşitsizli¼ginden gözükebildi¼gi gibi, minimum fonksiyonlardan en az biri s¬f¬rdan büyük

eşittir. Onu birinci minimum fonksiyon kabul edelim. ��u yeteri kadar küçük olarak
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say¬lar¬n¬n s¬f¬rdan farkl¬lar¬n¬n i̧saretlerini etkilemeyecek kadar küçük yapabiliriz.

Bu durumda,
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elde edilir.

Şimdi h uygun yön vektörünü öyle alal¬m ki, ikinci minimum fonksiyonunu s¬f¬r-

dan büyük eşit yaps¬n. ( Böyle bir h�nin varl¬¼g¬gösterilecektir. ) Az öncekine benzer

biçimde, yeterince küçük ��lar için
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oldu¼gu gösterilebilir. Ayn¬şekilde devam edersek, her k = 1; 2; :::; n� 1 için
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oldu¼gu elde edilebilir.

P fonksiyonunun süreklili¼gini de göz önüne al¬rsak:

min

(
x�1

 
1

l
(1)
1

� 1

d1

!
; x�2

 
1

l
(1)
2

� 1

d2

!
; :::; x�n

�
1

l
(1)
n

� 1

dn

�)
= 0

min

(
x�1

 
1

l
(2)
1

� 1

d1

!
; x�2

 
1

l
(2)
2

� 1

d2

!
; :::; x�n

�
1

l
(2)
n

� 1

dn

�)
= 0

min

(
x�1

 
1

l
(n�1)
1

� 1

d1

!
; x�2

 
1

l
(n�1)
2

� 1

d2

!
; :::; x�n

�
1

l
(n�1)
n

� 1

dn

�)
= 0

eşitlikleri bulunur. Minimum i̧sareti alt¬ndakileri bir matris olarak düşünürsek, her

sat¬rda en az bir s¬f¬r oldu¼gunu görebiliriz. Bu s¬f¬rlar¬n sütunlarda yerleşimine ba¼gl¬
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olarak, khk � � ve
nP
i=1

hi = 0 şart¬n¬sa¼glayan h vektörlerinin baz¬koordinatlar¬n¬

( en fazla (n-1) tane ) negatif seçmekle ( bu her zaman mümkündür )

4P (x�) < 0

eşitsizli¼gini elde etmi̧s oluruz. Bu ise (12) ile çeli̧sir. Yani, (10)�te verilen n tane

minimum fonksiyonun her birini s¬f¬rdan büyük ya da eşit yapan h uygun yön vektörü

( feasible direction ) vard¬r.

Yaln¬z, bunu ispatlarken için (12)�teki (n � 1) tane minimum fonksiyonun her

birini s¬f¬rdan büyük ya da s¬f¬ra eşit yapacak h�lerin varl¬¼g¬n¬farzetmi̧stik. Ayn¬

şemay¬uygulayarak, bunun ispat¬n¬(n � 2) taneli minimum fonksiyondan oluşmuş

duruma, daha sonra (n � 3) taneli ve en sonda, iki minimum fonksiyondan oluşan

duruma indirgenebilir. Yani en sonda, genelli¼gi bozmadan khk � � ve
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şart¬n¬sa¼glayan her h için
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(13)

eşitsizli¼ginin do¼gru olmas¬halinde, minimum fonksiyonlar¬n her birini minimum ya-

pacak h oldu¼gunun gösterilmesi gerekmektedir.

Aksini varsayal¬m. Genelli¼gi bozmadan, ikinci minimum fonksiyonunun her h

uygun vektörü için negatif oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda (13) ifadesi şöyle olur.

Her uygun yön için
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eşitsizli¼gi do¼grudur. Yani x� noktas¬tek bir minimum tip fonksiyonun riS�de lokal

minimumudur. Bu ise olamaz. Minimum tip fonksiyon parçal¬do¼grusal fonksiyondur

( Bkz. Önteorem 4.2.6. ), minimum de¼gerlerine simpleksin s¬n¬rlar¬nda ulaşabilir ve

riS�de lokal minimum noktas¬yoktur.

Böylece teorem ispatlanm¬̧s olur.
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4.3. Say¬sal Deneyler ve Sonuçlar¬

Verilen algoritman¬n pratik anlamda yeterlili¼gini göstermek için baz¬ say¬sal

deneyler yürütülmüştür. Burada üç farkl¬ artan pozitif homojen fonksiyon için

problem ele al¬nm¬̧s ve algoritma uygulanm¬̧st¬r. Problemin çözümü için Bagirov

ve Rubinov 2000 taraf¬ndan sunulan algoritma ile k¬yaslanabilmesi için her iki al-

goritma ayn¬ örneklere uygulanm¬̧s ve elde edilen sonuçlar yan yana çizelgelerde

verilmi̧stir.

Algoritma için gerekli yaz¬l¬m Turbo Pascal 7.0 program¬ile haz¬rlanm¬̧st¬r. ·Il-

ginenler için, Örnek 4�te verilen fonksiyon için yaz¬lan program¬n kodlar¬Ek-1�de

verilmi̧stir. Yaz¬lan kodlarda Say¬sal deneyler Genuine Intel Pentium III, 667 Mhz

bilgisayar üzerinde yürütülmüştür.

Aşa¼g¬daki tüm örneklerde şu notasyonlar kullan¬lacakt¬r:

� f = f(x) amaç fonksiyonu

� n de¼gi̧sken say¬s¬

� k iterasyon say¬s¬

� t hesap için geçen zaman.

Burada t ba¼g¬l olarak ifade edilecektir. E¼ger n de¼gi̧sken say¬s¬ise ona kaŗs¬l¬k

gelen hesaplama zaman¬t = tn
t5
ile hesaplanacakt¬r, burada tn; n de¼gi̧skenli durum

için geçen hesaplama zaman¬d¬r. Dolay¬s¬yla bütün örneklerde n = 5 boyutu için

yap¬lacak hesaplamalar için harcanan süre t5 birim zaman olarak kabul edilecektir.

Algoritman¬n durmas¬için kriter Algoritma 1�in sonunda belirtildi¼gi belirlenmi̧stir.

Bagirov ve Rubinov 2000�de istenilen küçüklük ölçüsü 10�2 oldu¼gu için k¬yaslama

aç¬s¬ndan örneklerde bu yak¬nl¬k derecesi esas al¬nacakt¬r. Tüm örneklerde solda

verilen çizelge Bagirov ve Rubinov 2000�de elde edilen sonuçlar¬, sa¼gda verilen çizelge

ise yeni algoritman¬n sonuçlar¬n¬belirtmektedir.

Örnek 4.

aik =
20i

k(1+ji�kj) ; k = 1; 2; :::; n; i = 1; 2; :::; 40

ve

bjk = 5 jsin(j) sin(k)j ; k = 1; 2; :::; n; j = 1; 2; :::; 20
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olmak üzere

f1(x) = max
�
[ai; x] : i = 1; 2; :::; 40

	
+min

�
[bj; x] : i = 1; 2; :::; 20

	
için deney sonuçlar¬aşa¼g¬daki gibidir:

Çizelge 4.1. f1(x) fonksiyonu için elde edilen sonuçlar

n k t
5 18 1.0
10 35 88.0
20 35 1055.1

n k t
5 5 1
10 2 0.7
20 3 34.8

Örnek 5.

aijk =
10j

k(1+jk�jj) jcos(i� 1)j ; i = 1; 2; :::; 20; j = 1; 2; :::; n; k = 1; :::; n

olmak üzere

f2(x) = max
1�i�20

min
1�j�n

[aij; x]

için deney sonuçlar¬aşa¼g¬daki gibidir:

Çizelge 4.2. f2(x) fonksiyonu için elde edilen sonuçlar

n k t
5 108 1.0
10 107 122.0
15 167 510.8

n k t
5 4 1
10 3 1.2
15 2 5.6

Örnek 6.

aij =

8>><>>:
12 + n

i
; i = j ise

0; i = j + 1 ise
0; j = i+ 2 ise
15

i+0:1j
; di¼ger durumlarda

olmak üzere

f3(x) =

 
nX
i=1

nX
j=1

aijxixj

!1
2

için deney sonuçlar¬aşa¼g¬daki gibidir:

Çizelge 4.3. f1(x) fonksiyonu için elde edilen sonuçlar
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n k t
5 20 1.0
10 44 47.2
20 49 980.3

n k t
5 3 1
10 3 8.6
20 2 28.2

Deney sonuçlar¬üzerine yorumlar

Yap¬lan deneylerde Bagirov ve Rubinov 2000 çal¬̧smas¬esas al¬nm¬̧s ve elde edilen

sonuçlar onunla k¬yaslanm¬̧st¬r. Örneklerin her biri birer artan pozitif homojen

fonksiyondur. Sunulan algoritman¬n eskisine k¬yasla iterasyon ve zaman bak¬m¬ndan

daha h¬zl¬oldu¼gu görülmüştür. Özellikle istenen yak¬nl¬kta sonuçlar elde etmek için

algoritmaya uygulanmas¬gerekli iterasyon say¬s¬n¬n ciddi olarak düştü¼gü gözlem-

lenmi̧stir. Bunun nedeni, algoritmada bir ad¬m olarak ortaya ç¬kan alt problemin

kesin çözümünün bulunmuş olmas¬d¬r. Bagirov ve Rubinov 2000 taraf¬ndan verilen

algoritmada ise bu alt problemin belli bir do¼gruluktaki çözümünde kullan¬lm¬̧st¬r.

Burada dikkat çeken meselelerden biri de sunulan algoritmada iterasyon say¬s¬n¬n

de¼gi̧sken say¬s¬n¬n artmas¬na ra¼gmen genel olarak düşmesidir. Bu da de¼gi̧sken say¬s¬

artt¬kça yani problemin boyutu büyüdükçe alt problemin çözümü için verilen algo-

ritmada ortaya ç¬kan kombinasyonlar¬n say¬s¬n¬n artmas¬ndan kaynaklanmaktad¬r.

Daha fazla kombinasyon alt problemin çözümü için daha fazla aday verece¼ginden

alt problemin çözümü daha kolaylaşacakt¬r.
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SONUÇ

Bu çal¬̧smada son y¬llarda daha çok optimizasyon teorisinde olmak üzere matem-

ati¼gin farkl¬dallar¬nda geni̧s biçimde uygulama alan¬bulan soyut konvekslik kavram¬,

eşitsizlik teorisinde ve bir optimizasyon probleminin çözümünde kullan¬lm¬̧st¬r. Bir

f fonksiyonunun tan¬ml¬oldu¼gu bölgede, onu majorize eden fonksi-yonlar¬n bir al-

tkümesinin in�mumu olarak gösterilebilece¼gi gerçe¼gine ( f�nin o fonksi-yonlar küme-

sine göre soyut konkav olmas¬na ) dayanarak ispatlanan bir teorem ifade edilmi̧stir.

A¼g¬rl¬kl¬aritmetik, a¼g¬rl¬kl¬geometrik ve a¼g¬rl¬kl¬harmonik orta gibi iyi bilinen orta-

lar¬n üreteç fonksiyonu olan Mt(x; �) fonksiyonunun bu teoremin koşullar¬sa¼glad¬¼g¬

saptanm¬̧s ve teorem yard¬m¬yla a¼g¬rl¬kl¬ geometrik-aritmetik orta eşitsizli¼gi ve

a¼g¬rl¬kl¬harmonik-geometrik orta eşitsizli¼gi keskinleştirilerek yeni eşitsizlikler elde

edilmi̧stir. Dolay¬s¬ylaMt(x; �) ile üretilen ortalar aras¬ndaki eşitsizliklerin iyileştir-

ilmesi için bir şema da verilmi̧stir, fakat bu şeman¬n her zaman yeni bir eşitsizlik

vermeyebilece¼gi aritmetik-kuadratik orta eşitsizli¼gi üzerinde gösterilmi̧stir. Ayr¬ca

iyi bilinen Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi ele al¬nm¬̧s ve teorem koşullar¬sa¼glanmas¬na

ra¼gmen bu şeman¬n bu durum için çal¬̧smad¬¼g¬gösterilmi̧stir. Keskinleştirilen eşit-

sizliklerin ne derece keskinleştirildi¼ginin görülmesi için say¬sal örnekler verilmi̧s ve

a¼g¬rl¬klar¬n üç farkl¬durumlar¬na göre keskinleştirilme miktarlar¬gösterilmi̧stir.

·Ikinci olarak, artan pozitif homojen bir fonksiyonun birim simpleks üzerindeki

minimum de¼gerini bulma problemi için 1999 y¬l¬nda M. Andramonov, A. Rubinov ve

B.M. Glover ( Andramonov vd 1999 ) )taraf¬ndan geli̧stirilen kesen aç¬yönteminde

önemli bir aşama olarak ortaya ç¬kan bir di¼ger optimizasyon problemi ele al¬nm¬̧st¬r.

Verilen algoritma artan pozitif homojen fonksiyonlar¬n, minimum tip fonksiyonlar

kümesine göre soyut konveks olmas¬gerçe¼gine dayanmaktad¬r. Bu çal¬̧smada, bu

problemin çözümü için geometrik yorumlanabilen bir algoritma geli̧stirilmi̧stir. Bu

algoritman¬n çözümü verdi¼gi teorik olarak ispatlanm¬̧s ve daha sonra Bagirov ve

Rubinov 2000�de verilen örnekler üzerinde algoritma uygulanm¬̧st¬r. Sonuç olarak

ana problemin çözümünde, hem iterasyon say¬s¬n¬hem de hesap için geçen (ba¼g¬l)

süreyi önemli derecede azaltt¬¼g¬gözlemlenmi̧stir.

Bu çal¬̧smam¬z¬n, bu problemi uygulamalar¬nda kullanan bilim adamlar¬na

büyük katk¬sa¼glayaca¼g¬beklenmektedir.
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EK-1: Örnek 4�te verilen fonksiyon için yaz¬lan program kodu

PROGRAM optalgn;

uses crt,dos;

label cikis1;

type matris=array [1..90,1..20] of real;

var

a,x,c:matris;

u:char;akum,bkum,sett: set of 1..20;

isenk:array [1..20] of real;

ps,cs,kl,tl,cl,n,i,cr,cp,j,k,s,m,p,y,zh,zk,pd:integer;z,zv,epsilon,mz:real;

bl,gs,fb,hj,blm,gsm,fbm,hjm:word;sz,dr:byte;

{Asagidaki fonksiyon cr tane l vektoruyle yapilan h(x) fonksiyonu }

FUNCTION ha(p:integer;x:matris):real;

var s,zt:real;i:byte;

Function fa(i:byte):real;

var s,zs:real;j:integer;

begin

s:=a[i,1]*x[p,1];

j:=2;

repeat

zs:=a[i,j]*x[p,j];

if s<zs then s:=s else s:=zs;

j:=j+1;

until j=k+1;
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fa:=s;

end;

begin

for i:=1 to cr do

for j:=1 to k do

s:=fa(1);

for i:=2 to cr do

begin

zt:=fa(i);

if zt>s then s:=zt else s:=s;

end;

ha:=s;

end;

{Asagidaki fonksiyon f(x) amaç fonksiyonudur}

FUNCTION fonk(p:byte;x:matris):real;

var

i,j:byte;

s,mlp,zc,bn,mf:real;

begin

s:=0;

mlp:=0;

for j:=1 to k do

mlp:=mlp+((20*x[p,j])/(j*(1+abs(1-j))));

bn:=0;
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for i:=2 to 40 do

begin

s:=0;

for j:=1 to k do

begin

mf:=((20*i*x[p,j])/(j*(1+abs(i-j))));

s:=s+mf;

end;

if mlp<s then mlp:=s;

end;

zc:=0;

for j:=1 to k do

begin

zc:=zc+5*abs(sin(1)*sin(j))*x[p,j];

end;

bn:=0;

for i:=2 to 20 do

begin

bn:=0;

for j:=1 to k do

begin

bn:=bn+5*abs(sin(i)*sin(j))*x[p,j];

end;

if bn<zc then zc:=bn;
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end;

fonk:=zc+mlp;

end;

PROCEDURE k_li_secme(var zk:integer; var vs:real);

label m0,m1,m2;

var

a1:array [0..100] of integer;

i,j,m,n,mp,nk:integer;t,si,sp,tp:real;

Procedure minbul(i:integer; var t:real);

var

j:integer;

begin

t:=a[a1[1],i];

for j:=1 to k do

begin

if t < a[a1[j],i] then begin t:=t end else t:=a[a1[j],i];

end;

end;

begin

tp:=200000000000000000.0;

mp:=0;

a1[0]:=0;i:=0;

m0:

begin
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i:=i+1; a1[i]:=a1[i-1];

end;

m1:

begin

a1[i]:=a1[i]+1;

if a1[i] > cr-k+i then goto m2;

if i<k then goto m0;

{burada secilmis k tane vektorun bir kombinasyonunu yaziyor

bu bize k x k lik matris verir}

sett:=[];

for j:=1 to k do

begin

sett:=sett+[a1[j]];

end;

if cr in sett then

begin

for j:=1 to k do

begin

begin

for i:=1 to k do

write(a[a1[j],i],�+++ �);

end;

end;

end else goto m1;
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{Asagida her sutunun en kucuk elemanini bulup indisliyoruz

i. sutunun en kucugu isenk[i] dir.}

for i:=1 to k do

begin

minbul(i,t);

isenk[i]:=t;

writeln(i,�. sutunun en kucugu: �,isenk[i]);

{Asagida her sutunun en kucuk elemaninin sutunda sadece bir defa oldugu kon-

trol ediliyor}

begin

for i:=1 to k do

begin

m:=0;

for j:=1 to k do

begin

if isenk[i]=a[a1[j],i] then

begin

m:=m+1;

end;

end;

if m<>1 then goto m1;

{her sutunda birden fazla ise

minimum asagidaki 2. elemeye hic girmesin dedik}

end;
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{Asagida her sutunun en kucuk elemaninin farkli surunda oldugu kontrol

ediliyor}

begin

bkum:=[];

for i:=1 to k do

for j:=1 to k do

if isenk[i]=a[a1[j],i] then bkum:=bkum+[j];

end;

if akum=bkum then

{Asagida yeni bulunan ve minimum olan vektor belirleniyor}

begin

mp:=mp+1;

si:=0;

for i:=1 to k do

begin

si:=si+(1/isenk[i]);

end;

writeln(�yeni bulunan noktanin koordinatlari:�);

for i:=1 to k do

begin

x[mp,i]:=1/(si*isenk[i]);

end;

{simdi bulunan bu vektorun kendisinden once bulunan vektorlerle

H(x) yardimiyla kiyas edilerek global minimum olanin belirlenmesi lazim}

sp:=ha(mp,x);
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if tp<sp then tp:=tp else

begin

tp:=sp;

zk:=mp;

end;

end else begin nk:=nk+1; end;

end;

writeln;

goto m1;

end;

m2:

begin

i:=i-1;

if i>0 then goto m1;

end;

vs:=fonk(zk,x);

writeln(�burada kli secme bitti�);

end;

{Asagidaki prosedur vektorleri alip duzgunlestiriyor}

PROCEDURE eleme(n:byte);

var

s,tl,i,p,y,m,cl,kl,cr:byte;

begin

s:=0;
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tl:=0;

i:=1;

begin

repeat

begin

repeat

begin

p:=0;

tl:=0;

for y:=i+1 to n-s do

begin

begin

kl:=0;

cl:=0;

for m:=1 to k do

begin

if (a[i,m]>=a[y,m]) then begin kl:=kl+1; end;

if (a[y,m]>=a[i,m]) then begin cl:=cl+1; end;

end;

if kl=k then

begin s:=s+1;tl:=tl+1; ps:=4; end

else if cl=k then

begin s:=s+1;tl:=tl+1;

for m:=1 to k do
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begin a[i,m]:=a[y,m]; end;

end

else if (cl<>k) and (kl<>k) then

begin p:=p+1;

for m:=1 to k do

begin a[i+p,m]:=a[y,m] end;

end;

end;

end;

end;

until tl=0;

end;

cr:=i;

if s=n-1 then i:=n-s else

i:=i+1;

until cr=n-s;

for i:=1 to cr do

begin

for j:=1 to k do

begin

write(a[i,j]);

write(�*** �);

end;

writeln;
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end;

if cr<k then write(�bulunan vektor sayisi boyuttan kucuk cikti.�) else writeln(�v.

sayisi boyuttan buyuk iyi haber�);

end;

cp:=cr;

end;

BEGIN

clrscr;

textcolor(white);

write(�kac bilesenli eleman gireceksin? �);

readln(k);

write(�hassasiyet nedir?�);

read(epsilon);

gettime(blm,gsm,fbm,hjm);

writeln(blm,��,gsm,��,fbm,��,hjm);

n:=k;

for i:=1 to n do

begin

for j:=1 to k do

begin

if i=j then c[i,j]:=1 else

c[i,j]:=0;

end;

end;

for i:=1 to k do
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begin

c[k+1,i]:=1/k;

end;

for i:=1 to n do

begin

for j:=1 to k do

begin

if i=j then a[i,j]:=fonk(i,c) else

a[i,j]:=200000;

writeln(�a[�,i,j,�]= �,a[i,j]);

end;

end;

for j:=1 to k do

begin

a[k+1,j]:=fonk(k+1,c)/c[k+1,j];

writeln(�a[�,k+1,j,�]= �,a[k+1,j]);

end;

n:=n+1;

eleme(n);

cr:=cp;

write(cr);

{Asagida akum=1,2,3,...,k kuruluyor}

akum:=[];

for i:=1 to k do
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begin

akum:=akum+[i];

end;

begin

dr:=2;

zk:=k+1;

for i:=1 to k do

x[zk,i]:=1/k;

repeat

mz:=fonk(zk,x);

k_li_secme(zk,zv);

for i:=1 to k do

begin

a[cr+1,i]:=zv/x[zk,i];

end;

eleme(cr+1);

cr:=cp;

dr:=dr+1;

writeln(dr,�. iterasyon yapildi.�);

until abs(zv-mz)<epsilon;

writeln(�bu is �,dr-2, �adim surdu�);

end;

writeln(blm,��,gsm,��,fbm,��,hjm);

gettime(bl,gs,fb,hj);
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write(bl,��,gs,��,fb,��,hj);

readln;

readln;

END.
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