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ve baz1 6zellikleri verilmigtir. Ayrica, Umbral cebir iizerinde baz ¢zel polinomlarin
iireteg fonksiyonlari ve uygulamalari aragtirilmigtir. Umbral cebir metotlariyla birer
Appell dizisi olan Hermite, Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlarinin bazi temel
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algebra. Secondly, the generating functions of some special polynomials and their
applications on Umbral algebra are investigated. By using Umbral algebra meth-
ods, some recurrence and Raabe relations of Hermite, Bernoulli, Euler, and Genocchi

polynomials are obtained.

KEY WORDS: Umbral Algebra, Umbral Calculus, Sheffer Sequences, Appell Se-
quences, Hermite Polynomials, Bernoulli Polynomials, Euler Polynomials, Genocchi

Polynomials.

COMMITTEE: Assoc. Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK (Adviser)
Prof. Dr. Veli KURT
Prof. Dr. Ahmet Sinan Cevik

i



ONSOz

Bu tezde Umbral cebir ve Umbral analiz ¢aligilmigtir. Ayrica, Umbral cebir
iizerindeki bazi 6zel polinomlarin iireteg¢ fonksiyonlar: incelenmis, bu polinomlarin

rekiirans ve Raabe bagintilar1 gibi temel 6zellikleri verilmigtir.

Umbral analiz, modern cebirin basit tekniklerini kullanarak Sheffer diziler ailesini
sistematik olarak caligir. Bir cok kaynakta farkli sekillerde verilen bazi teoremlerin
ispatlari, Umbral analiz metodlariyla farkhi sekilde yapilir. Bu tezde, uygulamali
matematikte biiyiik rol oynayan polinom dizilerinden 6zellikle Sheffer dizileri ele
alinmigtir. Sheffer dizilerinin bir alt sinifi olan Appell dizileri incelenmigtir. Appell
dizileriyle ilgili ozellikler verilmistir. Ayrica Appell dizisi ile ilgili olan polinomlara

dair uygulamalar yapilmigtir.

Bu tez, Girig, Materyal ve Metot, Bulgular ve Sonug olmak tizere dort ana boliim-
den olusur.

Birinci boliimde, Umbral analizin tarihgesi verilmigtir. Bu tezde kullanilan bazi
temel kavram ve tanimlar verilmistir.

Ikinci boliimde, Umbral cebirin ve formal kuvvet serilerinin tanimi verilmistir.
Ayrica, formal kuvvet serilerinin fonksiyonel ve operatorler ile iligkileri ayrintili bir
sekilde verilmistir. Sheffer dizileri ve bu dizilerin bir alt sinifi olan Appell dizileri
incelenmigtir.

Uctincii boliimde birer Appell polinomu olan Hermite polinomlar1, Bernoulli poli-

nomlari, Euler polinomlar: ve Genocchi polinomlarinin bazi ézellikleri aragtirilmigtir.

Bu tez caligmasi boyunca bilgisini ve destegini esirgemeyen danigmanim Sayin

Doc.Dr. Yilmaz SIMSEK e ve her zaman yanimda olan aileme tesekkiirlerimi sunarim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi
N=1{1,23,---}

N0:{07172737'”}

C Karmasik sayilar kiimesi

On Kronecker delta fonksiyonu

5 Formal kuvvet serilerinin kiimesi

der (p (x)) p (z) polinomunun derecesi

aY (x) Mertebesi a, derecesi n olan Hermite polinomlar:
BY () Mertebesi a, derecesi n olan Bernoulli polinomlar:
EY (x) Mertebesi a, derecesi n olan Euler polinomlar:
G\ (x) Mertebesi a, derecesi n olan Genocchi polinomlar:
s(n,m) Birinci tiir Stirling sayilar

S (n,m) Ikinci tiir Stirling sayilar

Sy () Derecesi n olan Sheffer dizisi/polinomu

o(f(1t)) f (t) serisinin mertebesi

(L|p(x)) L fonksiyonelinin p (z) polinomuna etkisi

[] Tam deger fonksiyonu

vi



1. GIRIS

1.1. Calismanin Kapsami

Umbral analizin kokleri 17. yiizyila dayanir. Fakat yiikselisi 19. yiizyilda
baglamigtir. Bu dénemde Sylvester, Cayley, Blissard gibi baz1 matematikcilerin
calismalar1 olmustur.

Genig kullanimina ragmen, bu dénemde Umbral analiz sadece "sihirli kurallar"
olarak bahsedilen ispatsiz kurallara sahipti. 1890’11 yillarda Pincherle’nin lineer oper-
atorlerle ilgili ¢caligmalar: oldu. Ayrica 1880’li yillarda Appell de polinomlar iizerinde
bazi ¢aligmalar yapti. Fakat 1939 yilina kadar Sheffer dizileri ile Umbral analizin
baglantisi kurulamad.

1940 yilinda Eric Temple Bell’in girisimlerine ek olarak, 1970’li yillarda Gian-
Carlo Rota giintimiizde kullanilan Modern Klasik Umbral Analizin temel yapisini
ortaya koydu.

Umbral analizin fizik, istatistik, olasilik teorisi, kombinatorik, topoloji, graph
teorisi gibi bir cok alanda uygulamasi vardir. Bu tezde ise Umbral cebir tanim-
lanacak, Umbral cebirin Sheffer ve Appell dizilerine uygulanis1 gosterilecektir. Bu
tezde Umbral cebirin Sheffer ve Appell dizilerine uygulama olarak Euler, Bernoulli ve
Genocchi polinomlar: alinmigtir. Bu polinomlar ile iligkili bir ¢ok teoremler, 6zdes-
likler ve bagintilar verilmistir. Genocchi polinomlar: bu tezde yogun bir gekilde ele
alinmigtir. Bu polinomlar son yillarda bir ¢ok matematik¢i tarafindan farkh alan-
larda cahgilmistir. Ornek olarak Srivastava, Kim, Dattoli, Simsek, Kurt, Cenkci,
Can, Cangiil, Ozden ve Choi gibi matematikgiler gosterilebilir.

1.2. Temel Kavram ve Gosterimler

Tanim 1.1 F' cismi tizerinde ki vektor uzayr V' ve W olsun. Her r, s € F ve u,
veV igin
7 (ru+ sv) = r7 (u) + s7 (v)

ozelligini saglayan 7 : V — W fonksiyonuna lineer donigim denir (Roman 1992).



Tamim 1.2 F cisim ve 2l bostan farkl bir kiime olsun. Asagidaki ti¢ ézellik saglany-
orsa A ’ya toplama, ¢carpma ve skalerle ¢arpma islemlerine gére F' cismi tizerinde bir
cebirdir denir.
1) A, toplama ve skalerle ¢arpma iglemleri altinda bir vektor uzayidar.
2) A, toplama ve ¢carpma islemleri altinda bir halkadar.
3)r e F vea,beA igin

r(ab) = (ra)b = a(rb)

esitligi saglanir (Roman 1992).

Tanmim 1.3 F' cismi dzerinde bir vektor uzay V olsun. f:V — F lineer dondigimiine

V' dizerinde bir lineer fonksiyonel denir (Roman 1992).

Tanim 1.4 V Jdzerindek: bitin lineer fonksiyonellerin kiimesi V* ile gdsterilir ve

buna V 'nin cebirsel dual uzayr denir (Roman 1992).

Tanim 1.5 z € C olsun. Herhangi bir x karmasik sayse i¢in H,, () Hermite poli-

nomlarz,
(o, 0]

exp<2“_22) = Z H, (x) %

n=0

treteg fonksiyonu ile tanemlanwr (Erdelyi 1953, Roman 2005).

Tanim 1.6 z € C olsun. Herhangi bir x karmasik sayist i¢in mertebesi a olan

B (x) Bernoulli polinomlar,

( )a iB — \z|<27r

treteg fonksiyonu ile tanemlanir (Carlitz 1960, Erdelyi 1953, Roman 2005).

Tanim 1.7 z € C olsun. Herhangi bir x karmasik sayist i¢in mertebesi a olan

E (2) Buler polinomlar,

<e )a iE |z]<7r

treteg fonksiyonu ile tanvmlanir (Erdelyi 1953, Roman 2005).




Tanim 1.8 z € C olsun. Herhangi bir x karmasgik sayist i¢in mertebesi a olan G\ ()

Genocchi polinomlars,

(62—1—1) Z n! ]z\<7r

=0

tireteg fonksiyonu ile tanwmlanar (Roman 2005, Dere ve Simsek 2011).

Tamm 1.9 (), =2 (z —1) (v —2)--- (z — n+ 1) olmak tizere, birinci tir Stirling
saylare

(x), = s(n,m)x™ (1.1)
{In(1+2)} —m'z n,m) |x|<1

seklinde tanimlanar (Abramowitz ve Stegun 1972).

Tanim 1.10 Ikinci tir Stirling sayilar

" = Z S (n,m) ()™,

(e* —1)™ —m'ZSnm —
ve

(1—2)"'(1—22)"" (1 —maz)” ZSnm Yz ol < mT?

n=m

olarak tanvmlanar (Abramowitz ve Stegun 1972).

Polinom dizileri uygulamali matematikte biiyiik rol oynar. Bu polinom dizilerinin
en onemlilerinden birisi S, (x) ile gosterilen Sheffer dizileridir.

Bir S, () dizisinin Sheffer dizisi olmas1 igin gerek ve yeter kosul A (t) = Ay +
At + Ast? + ..., (Ag # 0) ve B(t) = Byt + Bot? + ..., (By # 0) iken

= S (2)
k!

th = A(t) e*BW
k=0

olmasidir (Roman 2005).

Umbral analiz, modern cebirin tekniklerini kullanarak Sheffer diziler ailesini sis-

tematik olarak calisir.



P tek degiskenli polinomlarin bir cebiri olsun. P* ise P iizerinde taniml biitiin li-
neer fonksiyonellerden olugan bir vektor uzayi olsun. P tizerindeki bir lineer fonksiy-
onel bir formal kuvvet serisi ile temsil edilebilir. Yani, P iizerindeki bir lineer fonksiy-
onel ile bir formal kuvvet serisi arasinda bire bir iligki vardir.

3§, C cismi iizerinde tanimh formal kuvvet serilerinin kiimesi olsun. §'nin ele-

manlar1 agagidaki sekilde yazilir. a; € C olsun.

o0

FO =3 ot (1.2)

k=0
dir.
Iki formal kuvvvet serisinin esit olabilmesi icin gerek ve yeter kosul katsayilarinin
esit olmasidir. Formal kuvvet serilerinin toplami ve ¢arpimi iglemleri agagidaki sek-

ilde verilmigtir:

Z aktk + Z bktk = Z (ak + bk) tk,
k=0 k=0 k=0

oo 00 00 k
(Z aktk> (Z bktk) = Z ( ajbk_j> tk
k=0 k=0 k=0 \j=0

Bu iki iglemle birlikte §, bir cebirdir (Roman 2005).

Tamim 1.11 Katsaysy sifir olmayan t* terimleri icindeki en kiigiik k tamsayisina

f () nin mertebesi denir ve o (f (t)) ile gésterilir (Roman 2005).
Not 1 o(f () = 0 ise f (t) tersinirdir, o (f (t)) = 1 ise f () delta serisidir denir.
£ (t) =0 almursa o (f (t)) = +oo olur. Ayrica asagidaki ozellikler saglamr:
o(f()g(t)=o(f(t)+olg(t)),
o(f(t)+g(t)) =min{o(f(t),0(g(t)}.

Bir f(t) serisinin garpmaya gore tersinin olabilmesi icin gerek ve yeter kogul
o(f (t)) =0 olmasidir. Bu gekildeki f (¢) serisine tersinirdir denir.
Eger o(f(t)) = 1ise, f(t) serisi f(f(t)) = f(f(t)) = t olacak sekilde f (t)

bileske tersine sahiptir. Delta serilerinin kuvveti olan f (¢)* terimleri § igin bir

pseudobaz olustururlar. Yani a; sabitleri igin,
k
g(t) =Y arf(t)
k=0

4



olacak sekilde g (t) € § vardur.

(1.2) bagmtisinda verilen f (t) serisinin tiirevi agagidaki sekilde verilir:
Fre)y=af ()= at*,
k=1

(Roman 2005).

dn x Kronecker delta fonksiyonudur ve

I,n=k
0,n#k

5n,k =

dir.



2. MATERYAL ve METOT

Bu boliimde Umbral cebirin bazi 6nemli kavramlar: ve ornekleri verilecektir. Burada

verilen kavramlarin biiyiik kism1 Roman’in kitabindan (2005) alintilanmigtir.

2.1. Umbral Cebir

C cismi tizerindeki tek degiskenli polinomlar cebiri P olsun. P iizerindeki biitiin
lineer fonksiyonellerin vektor uzay: da P* olsun. (L | p(x)), L lineer fonksiyonelinin

p (x) polinomu tizerindeki etkisi olarak tanimlanir. Burada

(L+M|p(x))=(L[p)+(M][p(z))

ve ¢ € C igin
(L |p(x)) =c(L]|p(x))
olur.

o)

F =3 5t

k=0

bir formal kuvvet serisi olsun. yani f (t) € § olsun. n > 0 i¢in

(f @) |2") = an (2.3)

seklinde P iizerinde bir lineer fonksiyonel tanimlar (Roman 2005). Ozel olarak,
f (t) =tk alindiginda,
<tk | :z:”> =l

dir.

Formal kuvvet serilerinin toplama ve carpma islemleri altinda, formal kuvvet
serileri kiimesi genellikle bir cebir olustururlar. Bu sekilde elde edilen cebire Umbral
cebir denir. Bu cebir yontemleri ile olugturulan analize de Umbral analiz denir.

Ornegin; y € C icin e¥ fonksiyoneli incelenir:

Caror <Z% x"> =y".

k=0



Buradan; her p (x) € P i¢in

(e | p(x) =p(y)

dir (Roman 2005). Ayrica, her p(z) € P ve f (t) € § i¢in agagidaki sonuglar verilir:

ri=y YOIT, (2.4)
pi) = 3 L2 25)

(Roman 2005).

Onerme 2.12 f(t), g(t) € § olsun. Asagdaki esitlik saglanar:

n

FO901) =3 (1) (1015 a0 1),

k=0

Ispat. f (1), g(t) € § olsun. (2.4) bagintisindan

m)!
= S (R uerSien i G

elde edilir. Yukaridaki egitlikte her iki taraf da 2 ’e uygulanmp (2.3) esitligi kul-

lanildiginda ispat tamamlanmig olur (Roman 2005). m
Onerme 2.13 o(f (1)) > der (p(z)) ise {f (t) | p(z)) =0 olur.

Ispat. (2.3)’de o(f (t)) > n iken (f (t) | ™) = 0 oldugu aciktir (Roman 2005).

Onerme 2.14 Her k > 0 i¢in o (fi (t)) = k olsun. Her p(z) € P igin

<Z arfi () | p ($)> =

k=0

ar (fi (8) | p ()

0

o]
k=

olur.



Ispat. Varsayalim ki der (p (7)) = d olsun. Bu durumda

00 d 0o
<Zakfk (t) |P(9U)> = <Zakfk: (t) + Z ay fr. (t) |p($)>

_ <Zakfk (1 |p<az>>

= Zak (fu (@) ] p(x))
= Zak (fu @) ] p(2))
bulunur (Roman 2005). =

Onerme 2.15 Her k > 0 i¢in o (fi (t)) = k olsun. Eger biitiin k degerleri i¢in

{(fu (@) | p(2)) = (fi (@) | ¢ (2))

oluyorsa, p(x) = q(z) olur.
Ispat. f; (t) formundaki diziler § icin bir pseudobaz oldugundan, n > 0 icin
tk = Z an,kfk (t)
k=0

olacak sekilde a,, ;, degerleri vardir. Buradan;

(" [p(x)) = D ank{fs(t)|p(@))

olur ve (2.5) esitligi kullamlarak p (x) = ¢ () oldugu goriiliir (Roman 2005). =
Onerme 2.16 Her k > 0 icin der (py (z)) = k olsun. Eger biitin k degerleri i¢in

(F (@) | pi (2)) = (g (t) | Pk (2))

oluyorsa, f(t) = g(t) olur.



Ispat. Her n > 0 icin 6yle ay, 1, degerleri vardir ki, 2" = Zan,kpk (x) olur.

k=0
Buradan;

(f () Zank t) | pr (2))

Zank t) | pr (%))
= < ()|m>

elde edilir ve (2.4) kullanilarak f (t) = g (t) oldugu goriiliir (Roman 2005). =

Not 2 Lineer fonksiyonel t* 'nan bir p (x) polinomuna etkisi polinomun k. tiirevinin

sifirdaki degerine esittir. Yani,

(t" | p(z)) =p™ (0)

(1| p(x)) =p(0)

olur.

Not 3 f(t) € § delta serisini lineer fonksiyonel olarak ele aldigumizda, buna delta
fonksiyoneli denir. Benzer sekilde, tersinir seri de tersinir fonksiyonel olarak ifade

edilir.

Onerme 2.17 f (t) serisinin delta fonksiyoneli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(f(&)| 1)y =0we (f(t)|x)#0 olmasidir (Roman 2005).

Onerme 2.18 f (t) serisinin tersinir fonksiyonel olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

(f(t)| 1) # 0 olmasidar (Roman 2005).

Teorem 2.19 f(t) € § olsun. ¥ p(x) € P polinomu i¢in asaqrdaki esitlik saglanar:

(f @) [xp(x)) = (Gf (&) | p(x)).

Ispat. Ozel olarak p (z) = 2" alnr.



olmak {izere,

@f ()] = <z (k‘jkl),tk—1|xn>_an+l
k=1 )
= <Z%t’f\ ”“>=<f(t)\m”>

bulunur (Roman 2005). =
Onerme 2.20 p(z) € P ve a € C olsun.Her bir f (1) € § icin
(f @) | p(ax)) = {f (at) | p (z))
dir (Roman 2005).
Onerme 2.21 k ve n € N olsun.
S(n k) = % CEINED (2.6)

dir. Burada S (n, k) ikinci tir Stirling sayisider. (Roman 2005).

Yukaridaki énermeleri kapsayan bazi 6zel érnekler agagida verilmigtir:
Ornek 2.22 e¥ tersinir fonksiyonelinin p (z) polinomuna etkisi
(" | p(2)) =p(y)
dar.
Ornek 2.23 ¢¥' — 1 delta fonksiyonelinin p () polinomuna etkisi
(" =1]p(x)) =p(y) —p(0) (2.7)
dir.

Ornek 2.24 tev' delta fonsiyonelinin p (x) = 2™ polinomuna etkisi

<t6yt | xn> _ < Htchrl | xn> _ nynfl

k=0

dir. Lineerlik 6zelliginden dolay,

(te’" | p(x)) =p' (y)

bulunur.

10



Ornek 2.25 (1 — t)fl tersinir fonksiyonelinin p (x) = z™ polinomuna etkisi

((1 —0)7 ") = <Ztk | x”> =nl!

dir. Ayrica

[e.0]

n! = /u”e‘“du

0

oldugundan,

(1 - O p(z)) = /p (u) e "du.

elde edilir.

Ornek 2.26 eytt_l fonksiyonelinin p (x) polinomuna etkisi

(T 1r@) O/ymu)du 28)

dir. Bu fonksiyonele integral fonksiyoneli denir.

2.2. Lineer Operatorler

Bu boliimde, §’ nin elemanlar: birer lineer operator olarak ele alinacaktir.

Ornegin; P itizerinde k. tiirev operatorii t* ile gosterilir. Yani

tham =
0, k>n
Burada
(n),=n(n-1)Mn-2)...(n—k+1)
dir. .
Herhangi bir f(t) = Z ek formal kuvvet serisi verilsin. f (¢) operatoriiniin

k=0
p(x) = 2" polinomuna etkisi

11



dir. O halde f (t), P iizerinde bir lineer operatordiir. f 'nin lineerliginden dolayn,

FOp@) =75 Ep@) = 7 (@)

(0.0
=0 k>0

k

elde edilir (Roman 2005).

Not 4 f(t)p(x) ¢arpima; f(t) operatérinin p(z) polinomuna etkisi olarak alin-

mastar.
Not 5 f (t) bir fonksiyonel olsun. f(t) fonksiyonelinin p (x) polinomuna etkisi

(f @) |p(x)

notasyonu ile gosterilir.

f (t) bir operator olsun. f(t) operatérinin p(x) polinomuna etkisi
F®)p (@)
notasyonu ile gosterilir.

Not 6 Her f (t), g(t) € § i¢in

ve

dir.

Not 7 t° operatériine birim operatér denir. Ayrica, bir delta serisi operatér olarak
diistindildiigiinde buna delta operatori, bir tersinir seri operator olarak diistinildiigiinde

buna da tersinir operatér denir.
Onerme 2.27 o(f (t)) > der (p(z)) ise, f (t)p(z) =0 olur (Roman 2005).

Onerme 2.28 Her k > 0 icin o (fi (t)) = k ve her p(z) € P igin

(Z o @) p(@) =3 (h (Op (@)

k=0

olur (Roman 2005).
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Onerme 2.29 Her k > 0 i¢in o (fy, (t)) = k ve her k igin
Je@)p(x) = fi () ¢ (x)

ise p(x) = q(z) olur (Roman 2005).

Onerme 2.30 Her k > 0 igin der (p (x)) = k ve her k igin
f () pe(x) = g (t) pr. ()

ise f(t) = g (t) olur (Roman 2005).

Asagidaki teoremde, fonksiyonel olan f (t) ile operator olan f (t) arasindaki iligki

acik bir gekilde verilmistir.
Teorem 2.31 f(t), g(t) € F olsun.Her p(x) € P igin,

(f®)g@)[p(x))=(g@)[f@)p(x)) (2.9)
esitligi saglanar.

Ispat. f(t) (2.4) formunda yazlsm ve p (r) = 2" alinsin:

CICIFCESIENEIONDS @ ) x>>

dir. Bu sonug biitiin p(x) € P polinomlar1 i¢in dogru oldugundan dolay: ispat

tamamlanmig olur (Roman 2005). m

Not 8
(f @) | p(@) =] ft)p(x))

dir.

Yukarida verilen onermeler ve teoremler icin bazi 6zel 6rnekler asagida ver-

ilmigtir.
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Ornek 2.32 ¢¥ operatoriniin p (x) = x™’e etkisi agagudaki bagints ile verilir:

eytxn _ = y_kthn _ io: n kxnfk o (SL’ + )n
Tt T L\ T
k=0 k=0

Yukaridaki bagintinan genellestirilmis hali her p (x) € P ig¢in

e''p () =p(r+y) (2.10)

bagintise ile verilir.
Ornek 2.33 e¥' — 1 operatériniin p () polinomuna etkisi

(¢ =1)p(@)=ple+y) —p(z)
dir.
Ornek 2.34 te¥ operatoriniin p (z) polinomuna etkisi

te''p () =tp(z +y) =p (v +y)
dir. Burada p' (z +y) = Lp(z +y) dir.
Ornek 2.35 (1 —t)"" operatoriniin p (x) = 2™ polinomuna etkisi

(=072 =3 ()
k=0

dir.

2.3. Sheffer Dizileri

Bu boliimde matematigin bir ¢ok alaninda kullanilan Sheffer dizileri tanimlanacak-
tir. Bu dizilerin temel 6zellikleri verilecektir.

Baz1 kaynaklarda Sheffer dizileri yerine Sheffer polinomlar: da denmektedir.

Teorem 2.36 f (t) bir delta serisi ve g (t) bir tersinir seri olsun. n,k > 0 olmak

(970" 18, (@) =nlbis

ortogonallik kosulunu saglayan tek bir S, (x) polinomu vardwr (Roman 2005).
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Teorem 2.36’dan asagidaki sonuclar elde edilir:

Bu sekildeki S, (x) polinomuna (g (t), f(¢)) ikilisi igin Sheffer dizisidir denir.
Bazi kaynaklarda kisaca, S, (z), (g (t), f (t)) igin Sheffer’dir denmektedir.

Ozel olarak f (t) =t almirsa, g () icin Appell dizisi elde edilir.

Sheffer polinomlariin iirete¢ fonksiyonu agagidaki teorem ile verilir:

Teorem 2.37 y € C olsun. S, (z) polinomunun (g (t), f (t)) i¢in Sheffer olmas

i¢in gerek ve yeter kosul

1 = S
70 _ N Sk W) (2.11)

g (1) =

olmasidir. Burada f, f ’in ters fonksiyonudur (Roman 2005).

Teorem 2.38 S, (x), (g(t), f (t)) ikilisi i¢in Sheffer olsun. Bu durumda,

o0

S0 =3 1 (s F ) )" ) ot

k=0

dir (Roman 2005).

Ispat. (2.11) esitliginin her iki tarafi da ayri ayr1 2" ’e uygulansin:

<Z S W :c> — 5, () .12

(g (F @) " el |am) = <Z%y’“9 (F@&) " FO"| x”> (2.13)

Bu sonug, V y € C i¢in gegerlidir. (2.12) ve (2.13) birlestirilerek ispat tamamlanmig
olur (Roman 2005). m

Teorem 2.39 ¢ (t) tersinir seri ve n € N olsun. S, (z), (g(t), f (t)) ikilisi i¢in

Sheffer olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
f () Sn (x) = nSp-1 (z)
olmasidir (Roman 2005).
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Teorem 2.40 S, (x) , (g (), f(t)) ikilisi i¢in Sheffer olsun. O halde,

(9@ 1 .

olur (Roman 2005).

2.4. Baz Ozel Sheffer Polinomu Ornekleri

Bu boliimde bazi 6zel Sheffer polinomlarina érnekler verilecektir. Verilen 6zel Sheffer
polinomlarinin temel 6zellikleri bu tezde ele alinmayacaktir. Bu temel 6zellikler

Erdelyi 1953, Jordan 1965, Bateman 1940 kaynaklarinda mevcuttur.

2.4.1. Laguerre polinomlari

Mertebesi a olan Laguerre polinomlar: L (x) ile gosterilir. der ( L (m)) = n 'dir.

L' (z) polinomlarn (1 =), ) i¢in bir Sheffer dizisidir. LY (z) polinom-

_t
-1

larinin iirete¢ fonksiyonu

0 1 (a)

Ln ([L’) a—1 xt
> o th =1 —1t)"" et
k=0

dir.

2.4.2. Ikinci tiir Bernoulli polinomlari

Ikinci tiir Bernoulli polinomlari b, (z) ile gosterilir. b, () polinomlarr, (ett_—l’ et — 1)

i¢in bir Sheffer dizisidir. b, () polinomlarimn iireteg fonksiyonu

- b () 1 1 T
I\ T (14
kzzo il gy LY

dir.

2.4.3. Poisson-Charlier polinomlari

Poisson-Charlier polinomlari ¢, (z; a) ile gosterilir. ¢, (x; a) polinomlarr, (e“(etfl), a(et — 1))
icin bir Sheffer dizisidir. ¢, (x;a) polinomlarmin iirete¢ fonksiyonu

2. ¢, (1;a) B 1 t\*
Z i t"=c¢e¢ (l—l—a

k=0

dir.



2.4.4. Actuarial polinomlar:
Actuarial polinomlari a” (x) ile gosterilir. al’ (x) polinomlarr, ((1 — )" log (1 — t))
i¢in bir Sheffer dizisidir. a'? () polinomlarinin iireteg fonksiyonu
o (B)
an” () t
ZTt :exp(ﬁt—i—x(l—e))
k=0

dir.

2.4.5. Birinci tiir Meixner polinomlari

¢ # 0 olsun. Birinci tiir Meixner polinomlar1 my, (z; 3, ¢) ile gosterilir. my (x; 3, ¢)

1—c )ﬁ 1—et
)

polinomlari, ((1—cet cfl—et> i¢in bir Sheffer dizisidir. my (x; 3, ¢) polinomlarmin

iirete¢ fonksiyonu

imk (23 8,¢) & _ (1;t>’”(1_t)_$_ﬁ

k=0

dir.

2.4.6. 1Ikinci tiir Meixner polinomlar:

Ikinci tiir Meixner polinomlar1 M, (z;d,7) ile gosterilir.
My (x;0,n), (((1 +0f )+ f () )2 tan 1+5t) icin bir Sheffer dizisidir. My (x;0,n)
polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu

ZW = ((1+0)" +#7) 2 exp (“a“_l (ﬁ))

k=0

3

dir.

2.4.7. Pidduck polinomlari

Pidduck polinomlar1 Py (z) ile gosterilir. Py (z), (etQ_—l’ Zi—;%) icin Sheffer dizisidir.

Py (x) polinomlarinin iireteg fonksiyonu

3 P’“k—(!x)t’“ =(1-t" (g)m

k=0

dir.
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2.4.8. Narumi polinomlar:

t

Narumi polinomlar1 Ny, (x) ile gosterilir. Ny (z), ((ef—’l)a el — 1) icin bir Sheffer

dizisidir. Ni (x) polinomlarinin iireteg fonksiyonu

= Nk ($> o ¢ T
2k tk_(log(l—i—t)) (1+1)

dir.

2.4.9. Boole polinomlari

Boole polinomlar1 By, (z) ile gosterilir. By, (z), (1 + e, e’ — 1) i¢in bir Sheffer dizi-
sidir. By () polinomunun iireteg fonksiyonu

3 —%’;ff‘”) = (114 t)A)_l (1+1)"

k=0

dir.

2.4.10. Peters polinomlari

Peters polinomlar1 Py, (z) ile gosterilir. Py (), ((1 —eM)", e’ — 1) icin bir Sheffer

dizisidir. By, (z) polinomlarmm iireteg fonksiyonu

i m’“]{jx)tk = (1+a+0Y) Ty

tir.

2.5. Appell Polinomlari

Bu boliimde, ozellikle uygulamada Sheffer polinomlar1 kadar énemli olan Appell

polinomlar: verilecektir. Bilindigi gibi, Sheffer polinomlarinda f (¢) = t alinirsa,

denir.

Teorem 2.41 S, (), g (t) i¢in Appell dizisi olsun. O halde her h(t) € § i¢in

nny =3 OIS ) g
k=0 ’

olur (Roman 2005).
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Teorem 2.42 S, (), g (t) i¢in Appell dizisi olsun.

olmak tizere her p (x) polinomu igin

) (1
oy = OO g

k>0

dir. Burada p™® (x), p(z) polinomunun k. tirevidir (Roman 2005).

Teorem 2.43 S, (x)’in g (t) igin Appell dizisi olmast i¢in gerek ve yeter kosul her

y € C i¢in
Leyt — Sk <y) tk
g9() k!

k=0

olmasudur (Roman 2005).

Teorem 2.44 S, (x)’in g (t) i¢in Appell dizisi olmast icin gerek ve yeter kogul

n

5,0 =3 () o0 1)

k=0

olmasidur (Roman 2005).

Teorem 2.45 S, (x)’in g (t) i¢in Appell dizisi olmasy icin gerek ve yeter kogul

olmasidir (Roman 2005).
Teorem 2.46 S, (x)’in g (t) i¢in Appell dizisi olmast i¢in gerek ve yeter kogul
tS, (r) = nS,_1 (x)

olmasidir. Bu da,

/

S, () =nS,_1 (x)

dir (Roman 2005).

Not 9
Snt1 () (2.15)

dir.
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Teorem 2.47 (Rekiirans Formiilii) S, (z), g (t) icin Appell olsun. O halde,

Q

S () = (:1: - ’(t>> S, ()

9(
dir (Roman 2005).

Teorem 2.48 S, (), g (t) i¢in Appell olsun. Her h(t) € § i¢in

RO, @) = 3 (1) 1h(0)] 52 (o)) o

k=0

dir (Roman 2005).

Teorem 2.49 S, (x) dizisinin Appell dizisi olmas i¢in gerek ve yeter kosul,

s =3 (3)swa

dir (Roman 2005).

Teorem 2.50 S, (), g (t) igin Appell ise

250 (1) = S +Z() )1 St (1)) Sk (2)

dir (Roman 2005).

(2.16)

Teorem 2.51 (Raabe Bagintis1) n € N olsun. S, (x), g (t) i¢in Appell dizisi ise,

o0 zaman

Sp (azx) = a” 9(0) Sy ()

(%)

dir. Burada o # 0 dar.

Ispat. Onerme 2.20’den dolay, her f (t) ve p(z) icin

@ 1) = (7 (£) 1ran)
yazilabilir. Daha sonra,

<tk|g(é) Sn(ax)> — (a*tg ()| S, (2))

= aknlén,k
= (t"|a"g(t) S, (x))

oldugu goriiliir. Buradan,

elde edilir (Roman 2005). m
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3. BULGULAR

Bu boliimde, 1. ve 2. Boliimde verilen Appell polinomlarimin ézellikleri kullanilarak,
baz1 6zel polinomlar icin yeni bagintilar verilecektir. Ozellikle Genocchi polinom-
larinin bagta Raabe bagintisi olmak iizere rekiirans bagintisi da operatorler ve fonksiy-
oneller yardimiyla yapilacaktir. Bu polinolar ile Stirling sayilar1 arasindaki iligkiler
verilecektir. Buradaki teoremler farkli ispat metodlariyla baska kaynaklarda bulun-

abilir.

3.1. Hermite Polinomlari

Mertebesi v olan Hermite polinomlart HS” (z) ile gosterilir. H{" (),

2

gt)=e7T (3.17)

icin bir Appell polinomudur. v = 1 oldugu durumda H" (x) = H, (x) dir.

Teorem 2.45’ten,

00 k
vt - 1
Hff) (x) = e za"= E (—;) —k't%m”

oldugu goriiliir.
Teorem 2.43 ve (3.17) bagtisi birlikte kullanihirsa, Hermite polinomu igin iireteg
fonksiyonu agagidaki sekilde verilir:
k=0
(Roman 2005).

Teorem 2.45’ten,

HY (z) = e 2 2" (3.18)

elde edilir (Roman 2005).
Teorem 2.46’dan,



dir (Roman 2005). (2.15) bagintisindan

elde edilir (Roman 2005).

Teorem 3.52 (Raabe Bagintis1) Hermite polinomlar: i¢in Raabe bagintisi v > 1
cin
HY (ax) = a”H,g‘Tz) (x)

dir.

Ispat. Teorem 2.51’den,

'ut2

HY) (ax) = " HY) (2)
e 202

olur. Esitligin sag tarafinda (3.18) esitligi kullamldiginda,

elde edilir (Roman 2005). m

Teorem 3.53 Hermite polinomlar: i¢in rekiirans bagintist asagidaks gibidir:
')y () = e HY (2) — onH,”, (2)

(Roman 2005).

Ispat. (2.16) esitliginden,

, tes
Y, () = ( vhe )Hw @

e 2
= zHWY (z) — vtHW ()

= oH (@) —ont? (v)
olur ve ispat tamamlanir (Roman 2005). m
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3.2. Bernoulli Polinomlar:

a # 0 olsun. Mertebesi a olan Bernoulli polinomlar1 BY” (z) ile gosterilir. B (z),

g(t) = (ett_l)a (3.19)

i¢in bir Appell polinomudur.
Teorem 2.45 ve (3.19) bagintisindan

B (z) = (et t_ 1)ax”. (3.20)

elde edilir. Buradan,

(et t_ 1)1737(1@) () =

oldugu goriiliir (Roman 2005).

Teorem 2.43’ten yararlanarak Bernoulli polinomlarinin iireteg fonksiyonu asagi-

f: B}(:) (55) ko t ¢ ot
k! et — 1 ’

k=0

daki gibi tanimlanir:

Ayrica Teorem 2.46 kullanarak agagidaki sonug elde edilir:
(B (x) = nB,Y ().

(Roman 2005).

(2.15) bagmtist B (x) polinomuna uygulanirsa

bulunur.

Teorem 3.54 (¢! — 1) operatoriniin BY (x) polinomuna etkisi
(¢ = 1) B (x) = nB,"" ()

dar.
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Ispat. (3.20) ’den,

(e —1) BYW (1) = (e —1) (et t_ 1>axn

yazilabilir.

-8 E) = (- ()

B t(d—l) v

= tB"V (2)

~
E\D
—

= nBY" Y ()

elde edilir (Roman 2005). m

Teorem 3.54’den asagidaki sonug bulunur:

Sonug 3.55
¢'BW () = nB" " (z) + B (z) . (3.21)

Teorem 3.56 sza) (x) polinomlar: i¢in asagudaki esitlik gergeklenir:

B (z+1) = nB“ ) (2) + BYW (x) (3.22)

Ispat. (2.10) bagmtisindan
e!BW () = B (x4 1). (3.23)
elde edilir. (3.21) ve (3.23) bagmtilarindan istenen sonug bulunur (Roman 2005). =
Sonug 3.57 (3.22) esitliginde 6zel olarak a = 1 alimrsa,
B, (z+1) =B, (z) +na""

elde edilir (Roman 2005).

f (t) = = operatorii a. mertebeden Bernoulli polinomlarma uygulanirsa agag-

daki teorem elde edilir:
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Teorem 3.58 —— operatiriniin BY (x) polinomuna etkisi

1 1

a a+1
B @) = — B (@)
dir.
ispat.
1 1 t\"
B _ n
15" @) et—l(et—l)x
1/ ¢t \“"!
Tt (et - 1) ’
1 (a+1)
L (et
[

<€ytt_ 1 Bff)(x)> _ / B (u)du.

Ispat. (2.15) ve (2.9) esitliklerinden,

evt — 1 evt — 1 1
(@) _ (@)
(S 1B0w) = (S o)

1

= (@ 1)

olur. Burada (2.7)’yi kullanirsak,

1 a
RS <eyt -1 szll(m»
1 a a
= — [Bhw - BLO)

elde edilir (Roman 2005). m
BY () polinomunun énemli bagintilarindan bir tanesi de rekiirans bagimtisidir.

Bu baginti, agsagidaki teorem ile verilmistir.
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Teorem 3.60 B\ (x) igin rekirans bagintis,

(v —a) (n+1)Bna
n—a-+1

seklindedir.
Ispat. (2.16)’dan,
- 1)
B,(;le(x) = (x—a( (! ))B
et 1
= xBT(La)(x)—a< —;)B

= zBYW (z) — a-

n

H
SN—
_l_
~+ | =

By (x)

elde edilir. Bu esitlikte B (x) polinomuna €', et£1 ve % operatorleri uygulanirsa,

a
n-+1

a

B, (¢) = 2B (x) — B (x) - -

( BV (z) + —— B, (x)

bulunur. Baz diizenlemeler yapilarak ispat tamamlanir. m

Not 10 Teorem 3.60 kullamilarak, yiiksek mertebeden Bernoulli polinomlar: kolayca
bulunabilir. Ornegin; By (z) =1, By (z) = x — %, By (z) = 2% — z + % olmak iizere,

Teorem 3.60ta a =1 ven =1 alinirsa;
1 1 2
By (¢) =2(x 1) By" (x) — B (a).
Buradan,

5t
B§2) () = 2% -2z + 6

elde edilir. Bu sekilde a’ya ve n’ye farkly degerler verilerek diger yiiksek mertebeden

Bernoulli polinomlar: da hesaplanabilir.

Teorem 3.61 (Raabe bagintis1) m € N olsun.

m—1 k
B, (mx) = m"™* B, (£ + —)
k=0 m

dir.
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Ispat. Teorem 2.51’a gore,

B, (mz) =m" " — B, (x)
em — 1
yazilabilir. Yukaridaki bagintidan
m—1
kt
B, (mz) =m"'Y emB, (z)
k=0

elde edilir. Simdi, (2.10) bagmtisindaki e operatorii B, () polinomuna uygu-
lanirsa teorem ispatlanmig olur. (Roman 2005). m

BY () ve S (n, k) arasidaki iligki agagidaki teorem ile verilir:
Teorem 3.62 S (n, k) ikinci tir Stirling sayst ve k > a olmak tzere;
<(et ~1)* | B® (x)> = (n), (k—a)lS (n—a,k — a) (3.24)
egitligi gerceklenir.

Ispat. Esitligin sol tarafinda (3.20) kullanilirsa,

(¢ =1)" | BY (2)) = <(et—1)k|(ett_1)ax”>
(G T

elde edilir. ¢ operatorii 2" ’e a kere uygulandiginda,

<(€t _ 1)k | Bgl) (gj)> — <(€t . 1)k‘—a ln(n—1)---(n—a+ 1)$nfa>
= (n), <(€t _ 1)kfa | x"‘“>

olur. Son olarak, (2.6) esitligi kullamlarak ispat tamamlanir. m

Ozel olarak, Teorem 3.62’de a = 1 alimirsa asagidaki sonuc elde edilir:
Sonug 3.63
<(@t ~-1)*|B, (x)> —n(k—1S(n—1k—1)

(Roman 2005).
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3.3. Euler Polinomlari

a # 0 olmak {izere, mertebesi a olan E\" () Euler polinomlar:

g(t) = <€t;1>a (3.25)

i¢in bir Appell polinomudur.
Teorem 2.45’te (3.25) bagintis: kullanilirsa,

ng(x):( 2 ):c” (3.26)

elde edilir. Buradan,

2 \° 2
@ () _ n
<et+1) B (@) <€t+1 (et+1>
2 a+b
- ( +1)

a+b) (93)

olur (Roman 2005).

Teorem 2.43’ten yararlanarak Euler polinomunun iirete¢ fonksiyonunun asagidaki

i El(ca) (l’) tk — 2 ¢ ext
k! et +1 '

k=0

gibi oldugu goriiliir:

Ayrica Teorem 2.46 kullanarak agagidaki sonug elde edilir:
tE) (@) = nB,; (2)

(Roman 2005).
(2.15) bagmtisindan,

dir.
Teorem 3.64 (e’ + 1) operatériiniin EY () polinomuna etkisi
(e' +1) EW () = 2BV ()

seklindedir.
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Ispat. (3.26)’dan,

(¢ +1) B (1) — (et—i—l)( 2 >x

oldugu goriiliir (Roman 2005). m

Operatoriin linerligini kullanarak Teorem 3.54’den agagidaki sonug elde edilir:

Sonug 3.65
' EW (2) = 2B (2) — B (z) (3.27)

(Roman 2005).
Teorem 3.66 E\" (x) polinomu igin,
EW (z+1) = 2BV (2) — EY (x)
egitligi gerceklenir.
Ispat. (2.10) bagmtisindan,
S EW (1) = B9 (x4 1) (3.28)

elde edilir. (3.27) ve (3.28) bagintilar: kullanilarak ispat tamamlanir (Roman 2005).

Teorem 3.67 ﬁ operatorinin E,(f) (x) polinomuna etkisi asagrdaki gibidir:

1 a 1 a
B (@) = B (@)

Ispat. (3.26)’dan,

1 2 ¢
E(a@) — n
et+1 " (z) et+1(et+1) ’

1 2\
:é(et—l—l) v

— SE @)

| —

oldugu goriiliir. m

29



Teorem 3.68 Efla)(x) polinomu asagidaks gibt integral gosterimine sahiptir:

Y
vt _ 1
(“FH 10w = [
0

Ispat. (2.15) ve (2.9) esitliklerinden,

vt — 1 vt 11
(@) _ (@)
(“FHE0w) = (T )

olur. Burada (2.7)’yi kullanirsak,

1

= {1 EE)

n+1
y

= / E (u)du

0
elde edilir (Roman 2005). m
Teorem 3.69 E\” (x) igin rekirans bagintis,

a a a a
B (0) = (¢ = a) EY (1) + GBS (2)

seklindedur.

Ispat. (2.16) bagmtisindan,

L) = (o-o( 255 ) ) B @

t
= gE@ _ Ela)
PBY () — o B (0

elde edilir. Bu esitlikte EW (x) polinomuna e’ ve et%l operatorleri uygulanirsa,
a a a a
B (2) = (¢ — a) EY (2) + GBS (2)

n

oldugu goriiliir. m
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Not 11 Teorem 3.69 kullanilarak, yiiksek mertebeden Euler polinomlar: kolayca bu-
lunabilir. Ornegin; Eq (z) = 1, Ey (v) = 2 — 3, E» (2) = 22—z olmak iizere, Teorem

3.69°da a =1 ven =1 alvmrsa;

B (@)= (o~ ) BD (1) + 5 B2 (0).

Buradan,
EP(z)=2-1
elde edilir. Bu sekilde a’ya ve n’ye farklh degerler verilerek diger yiiksek mertebeden

FEuler polinomlary da hesaplanabilir.

Teorem 3.70 «,m € N olsun. E, (x) polinomu i¢in Raabe bagintis,

a=2m+1 ise,

0

E, (ax) = " ai (-1 E@ (x + 5) ,

ve o = 2m ise,
20" <

n—+1

1 B (o4 F)

k=0

E, (ax) =
seklindedir.

Ispat. o = 2m + 1 olsun. Teorem 2.51’e gore,

e +1
eTmT1 +1
2m

= (2m+1)" Z (1) ez I, (x)
k=0

E.(2m+1)z) = (2m+1)" E, (z)

bulunur. Daha sonra E, (z) ’e e T T uygulanarak ispatin ilk kismi tamamlanmis

olur.

a = 2m olsun. Bu durumda,
n et 1
ewm +1
1

= 2(2m)" — "
( )eﬁ+1

_ 26w (~e)" B (@

n—+1 —

_ _2m)f 2%:1 (—1)* By (a: + i)

n—+1 — 2m

En((2m)z) = (2m)

31



elde edilir (Roman 2005). m
Teorem 3.70’de, o = 2 alindiginda asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 3.71
2n+1

o= 2 [ o (x4 1)

n+1

(Roman 2005).
EY (x) ile ikinci tiir Stirling sayilar1 arasindaki iligki agagidaki teorem ile verilir:

Teorem 3.72 S (n,j) ikinci tir Stirling sayst ve k > a olmak tzere,

t k a a — 2k7j7a5 (nvj)
<(e +1) |E§L>(;c)>:2 (k—a)!;—<k_j_a)!

esitligi gerceklenir.
Ispat. (3.26)dan,

<(et +1)* | B@ (x)> - <(et +1)" | <ﬁ)x">

yazilabilir. (2.9) yardimiyla,

<(et + l)k | B (x)> = <(6t + 1)k_a | 2ax”>

bulunur. (2.6)’den ispat tamamlanir. m

3.4. Genocchi Polinomlari

a € N olsun. G\ (x) ile mertebesi a olan Genocchi polinomlar1 gosterilir. G4 (x)

g(t) = (62; 1>a (3.29)
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i¢in bir Appell polinomudur.
Teorem 2.45’te (3.29)’i kullanarak,

G @:):( 2t )x” (3.30)

et +1

elde edilir (Dere ve Simgek 2011).

b b a
2t 2t 2t
GO () — "
(et—i-l) n (@) (et—i-l) (et—i-l) v
2 a+b
- (et+1> v

= G @)

Buradan,

olur. Yukaridaki bagintidan, agagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.73 a,b € N olsun.

(o )bGS? () = G (2)

et +1

dir.

Teorem 2.43’ten yararlanarak Genocchi polinomunun iireteg fonksiyonu asagida

verilir:

M8

Gl(ca) (ﬂf)tk _ ( 2t )aemt‘

k! et +1

k=
Ayrica Teorem 2.46 ve (2.15; bagintisi kullanilarak asagidaki sonug elde edilir:
tG@ (2) = nG\, (z) (3.31)
ve
168 () = — Gl (2)

(Dere ve Simsek 2011).

Teorem 3.74 (e' + 1) operatériniin Gl (x) polinomuna etkisi,
(¢ +1) G (2) = 220G (a)

seklindedir.
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Ispat. (3.30)’den,

(e +1) G (z) = (et+1)( 2t )x"

et +1

B 2t 2t a—1 .
N et +1 v

= GV (1)

olur. Burada, Gle=b (z) polinomuna (3.31) esitliginde verilen t operatorii uygu-
lanirsa,
(e' +1) G (z) = G (2)

n—1

bulunur (Dere ve Simsek 2011). =

Operatorlerin lineer olmasindan dolay1 asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 3.75
e'GW (z) = 2nG ) (z) — G (). (3.32)

n n—1

Teorem 3.76
G (z+1) =20G" P (z) — G ().

Ispat. (2.10)’den,
G (2) =G (z +1) (3.33)

olur. (3.32) ve (3.33) bagmntilar1 kullanilirsa istenilen sonug elde edilir. m

Teorem 3.77 ﬁ operatorinin G%a) () polinomuna etkisi asagidaki baginty ile

vertlir:

1 a
G\ ($) = mdﬁl) (x) .

Ispat. (3.30) bagintisindan,

L oy = L ( 2t ) o

(et+1) " (et +1) \et+1

1/ 2t \""
= — T
2t \et +1

1
_ (a+1)
ZtG" (x)
1
_ G(a+1)
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oldugu goriiliir (Dere ve Simgek 2011). m

GY () polinomunun integral gosterimi agagidaki teorem ile verilmigtir:

el — 1 1 [
(S5 169@) =5 [

0

Teorem 3.78

Ispat. (2.15) ve (2.9) esitliklerinden,

et“ -1 eta -1 1
(b) _ (0)
(S5 169@) = (S5 1 Gthio)

= S (¢ Eh@)

olur. Burada (2.7)’yi kullanirsak,

= 1 6)
_ m[aﬁlxa)—GS’MOH

a

1
= §/G,(lb)(x)d93

0

elde edilir (Dere ve Simgek 2011). m
Teorem 3.79 (Rekiirans Bagintis1) a € N olsun.

G @) =2 (= a+ )G (@) +a—2) (0 + 1) G (1))
seklindedir.

Ispat. (2.16)’den,

a B e't — (e +1) R
G£L+)1(33) = (95 - GW> G ()

— 2G9 (1) — g— QW@ 2 Gl
G (z) a(et—i—l)G” () + -G (x)

oldugu goriiliir. Gl (x) polinomuna €, ﬁ ve % operatorleri uygulanirsa,

(a) (e (a) a (a+1) a )
Gn+1<$) (r—a)G (x) + 2(n + l)Gn+1 (x) + nt 1Gn+1 (m)

elde edilir. Baz diizenlemelerden sonra ispat tamamlanir (Dere ve Simsek 2011). m
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Teorem 3.80 (Raabe Bagintis1) m pozitif tek tamsay: olsun.

Go(mz) = m"! nzl(—wan (x + %)

Jj=0

dir.

Ispat. Teorem 2.51’dan,
2t

Go(az) = o <6t;; 1) eéi)len(x) _ o

bulunur. Geometrik seriden yararlanilarak

Gnlaz) = a™! i(—l)”etajGn(x)

esitligi elde edilir. Bu esitligin sag tarafinda (2.10) kullanilirsa ispat tamamlanr
(Dere ve Simsgek 2011). m
Gﬁla)(x) polinomu ile ikinci tiir Stirling sayilar1 arasindaki iligki agagidaki teorem

ile verilir:

Teorem 3.81 S (n,j) ikinci tir Stirling sayist ve k > a olmak tizere,

(4 D8 | G) = 2 (), (k=) S oS =) (334)

esitligi sajlanr.
Ispat. (3.30) bagmtisindan,
(¢ +1)" | EY (@) = <(et +1)" | <%)x">
yazilabilir. (2.9) yardmuyla,
((+) 160 @) = ((+1)" ] @)'a")
= 2 (¢ = 1+2)"" )

elde edilir. Burada, t operatorii 2" ’e a kez uygulanirsa,

7=0
k—a (k—a)'
= 2%(n _ t 1)) gk—i—a | gne
(”<]0@—J—MUW e >
k—a
ka (et — 1)
- 90 a)! . e
oL e ()
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bulunur. (2.6) bagmtis1 kullamlarak ispat tamamlanir. =

(3.34) egitliginde 6zel olarak a = 1 alimirsa agagidaki sonug elde edilir:

Sonug 3.82

2k 7j—1 .
(TL— 17])

(" +1)" | Gulw)) = 'Z

(Dere ve Simsek 2011).

Gl (x) ile birinci tiir Stirling sayilar1 ve EY (x) arasindaki iligki agsagidaki teo-

rem ile verilir:

Teorem 3.83 s (k,m) birinci tir Stirling sayist olmak tizere,

G (z ZZ Z Nok=a (—1Y 7% 5 (k, m) n™E™, (x)

j=0 k=0 m=0

esitligi saglanar.

Ispat. (3.30) bagntisindan,

€0 () ( 1 +2t—1> .

et+1 el +1 |
i ; g (¢! +11)“—j (Z; i )J i
- > O R e e
- > O 0

elde edilir. Yukaridaki bagintida, ¢t operatorii 2" ’e a kez uygulanip baz diizenlemeler

yapilirsa,

et +

69 (@)= 3 () > 02 10 o (g )

olur. (3.30) ve (1.1) bagmtilar: yukaridaki denklemde kullanilirsa ispat tamamlanmig

olur (Dere ve Simgek 2011). m
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4. SONUQ

Bu tez ¢alismasinda Umbral cebirin kullanim alanlarindan bahsedilmis, uygulama
olarak da Hermite, Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlar: incelenmigtir.

Klasik analiz metotlariyla da ispatlanabilen bazi 6zelliklerin Umbral metoduyla
yapilan ispatlar1 verilmistir.

Ayrica, Umbral cebir ve Umbral analiz metodlar1 kullanilarak bu tezde;

i) Yiiksek mertebeden Bernoulli ve Euler polinomlarimin rekiirans bagintilar1 ispat-

lanmugtar.

i1)Genocchi polinomlar: igin bazi 6zdeglikler elde edilmigtir. Genocchi polinomlar:

ile Stirling sayilar1 arasindaki bagintilar ispatlanmigtir.

ii1) Bu polinomlar ile ilgili baz1 sonuglar elde edilmigtir.
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