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OZET
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Ozlem KOYUNCUOGLU

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali

Damsman : Yrd. Doc. Dr. Ayhan DIL
Haziran 2014, 81 sayfa

Bu c¢alismada, giris kisminda konu hakkinda genel bilgiler verildikten sonra
tez kapsaminda gesitli 6zellikleri incelenecek ve uygulamalar: verilecek olan 6zel say1
dizileri tanitilmigtir.

Ikinci béliimde oncelikle formal kuvvet serileri ve formal Laurent serileri
tanitilmis ve bunlarin temel 6zellikleri verilmistir. Daha sonra, bunlar yardimiyla
iirete¢ fonksiyonlarinin genel teorisi ve temel iglemleri acgiklanmigtir.  Farkh
tipten rekiiranslara sahip cesitli dizilerin tirete¢ fonksiyonlar1 yardimiyla nasil
incelenecekleri orneklerle agiklanmigtir.  Riordan siralari boliimiinde ise formal
kuvvet serileri ve iirete¢ fonksiyonlar: yardimiyla Riordan sirasinin tanimi verilmis;
bu yontemin g¢egitli alanlarda kullanilabilmesini saglayan temel kurallar1 ve
teoremleri analiz edilmistir.

Son olarak, ozellikle Lagrange Tersinme Formiilii kullanilarak, Riordan
siralar1 yontemiyle bir¢cok kombinatorik 6zdesligin elde edilebilecegi gosterilmis
ve bazi 6zel say1 dizilerinin elemanlarinin birbirleri ve bagka dizi elemanlar ile
aralarindaki iligkileri veren esitlikler ifade edilmigtir.
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In this work, some special number arrays along with their various properties and
applications are examined. In the introduction part after some general information
about the subject is given, the number arrays that will be studied in this context
are presented.

In the second part, formal power series and formal Laurent series are defined
and their basic properties are given. After that, by means of these series, the general
and basic operations on the generating functions are explained. Some various arrays
possessing different recurrence relations are examined by the help of generating
functions. Next, using formal power series and generating functions, Riordan arrays
are defined. Basic rules and theorems of this method which make it possible to be
used in different areas are analysed.

Finally, by using Lagrange Inversion Formula, it has been shown that
many combinatoric identities can be obtained by the method of Riordan arrays.
Furthermore, equations involving the relations between the elements of some special
number arrays and some other arrays are expressed.
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ONSOZ

Riordan siralar1 yontemi, iki tirete¢ fonksiyonundan elde edilen bir sonsuz
alt licgensel matris yardimiyla, say1 dizilerinin elemanlarinin birbirleri ile ve bagka
dizi elemanlar ile aralarindaki iligkilerin belirlenmesinde kullanilan bir yontemdir.
Ozellikle kombinatorik problemlerde ortaya cikan say1 dizilerinin arastirilmasinda,
kombinatorik 6zdegliklerin elde edilmesinde ve sayilar teorisindeki bazi problemlerin
¢oziillmesinde kullanigh olmaktadir.  Yontem; analiz, cebir, sayilar teorisi ve
kombinatorikte uygulama alanlarina sahiptir.

Bu tez galismasinda Riordan siralarinin detaylica analiz edilmesi, mevcut
literatiiriin tez kapsaminda olabildigince toparlanmasi ve yeni uygulama alanlarinin
belirlenmesi hedeflenmistir. Riordan siralari konusunda Tiirkce yazilmis olan bu
tezin, iilkemizde bu alanda aragtirma yapan ve yapacak olan aragtirmacilar i¢in bir
bagvuru kaynagi olmasi amaglarimizdan birisidir.

Bu tez calismasi boyunca bilgisini ve zamanini benimle paylasan; destegini
esirgemeyen danismanim Saymn Yrd. Dog. Dr. Ayhan DIiL’e (Akdeniz Universitesi
Fen Fakiiltesi), yardimlarim gordiigiim Saym Yrd. Dog. Dr. Mehmet TURAN’a
(Atilm Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi) ve ayrica beni her konuda destekleyen
aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Riordan Siwralari yontemi Shapiro vd (1991) tarafindan agagidaki bigimde ortaya
konulmustur:

Bir F cismi tizerinde taniml iki kuvvet serisi d(t) ve h(t) olmak iizere; D =
(d(t), h(t)) ikilisi gbz oniine alimsin. Bu ikiliden girdileri

dn e = [t"]d(8) (th(1))";

yani n. satir k. siitundaki elemam d(¢)(th(t))* formal kuvvet serisindeki ¢"’nin
katsayisi olacak bicimde bir sonsuz alt tiggensel matris tanimlanabilir. Bu durumda

D = (d(t), h(t)) ikilisine bir “Riordan siras1” denilir.

Bu drete¢ fonksiyonu ikililerinin ve bunlara karsilik gelen matrislerin
ozellikleri kullanilarak g¢esitli say1 dizileri hakkinda sonuglarin elde edilmesi
yontemine Riordan siralar1 yontemi denilir. Riordan siralari yontemi ozellikle
kombinatorik problemlerde ortaya ¢ikan say1 dizilerinin aragtirilmasinda, bunlarla
ilgili 6zdegliklerin elde edilmesinde (Sprugnoli 1994, 2006, Cheon vd 2006, Baccherini
vd 2008, Luzon vd 2012) ve sayilar teorisindeki bazi problemlerin ¢oziilmesinde
(Merlini ve Verri 2000, Merlini ve Sprugnoli 2002, Cheon ve El-Mikkawy 2008,
Hennessy 2011) kullamgh olmaktadir.

Klasik Riordan siralarinin genel teorisi ve uygulamalar1 Sprugnoli (2006 ve
2007) tarafindan ayrintih bir gekilde verilmigtir.

Ayrica Riordan siralar1 iizerine c¢egitli master ve doktora tezleri de
hazirlanmigtir.  Barry (2009) doktora tez galigmasinda tam say: dizileri ve basta
Riordan siralar1 olmak iizere bunlara uygulanan doniistimler iizerine aragtirma
yapmigtir. Ortogonal polinomlardan kodlarla ilgili dizilere kadar uzanan ¢ok cesitli
alanlarda uygulamalar ortaya koymustur. Hennessy (2011) doktora tez ¢aligmasinda
Riordan siralar1 yontemini siirekli kesirlere, ortogonal polinomlara ve latislere
uygulamigtir. Fiirst (2011) master tez galigmasinda Egorychev katsayr metodu ile
Riordan siralarini birlikte kullanarak kombinatorik sayilarin kapal formlarini elde
etmeye caligmistir. Stirling sayilar1 , binom katsayilar1 ve Bernoulli sayilarini igeren
sonuclar elde etmigtir.

Klasik Riordan siralarinin yani sira literatiirde farkli problemlerin ¢6ziimiine
olanak saglayan genellegtirilmig Riordan siralar1 da tanimlanmigtir (Merlini vd 1997,
Barry 2007, 2009).

Baslica analiz, cebir, sayilar teorisi ve kombinatorik alanlari ile ilgili olan
Riordan siralar1 yontemi; nispeten yeni bir ¢alisma sahasi olup giiniimiizde bu konuda
aragtirmalar aktif bir sekilde devam etmektedir.

Bu tez caligmasinda klasik Riordan siralarinin temel teorisi ve baglica
ornekleri iizerinde durulacaktir. Yontem iirete¢ fonksiyonlarina ve iireteg
fonksiyonlar1 da formal serilere dayandigindan, ¢aligma formal serilerin analizi ile
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baglamaktadir. Daha sonra iirete¢ fonksiyonlarinin temel kavramlari verilmistir.
Bu o6n hazirhktan sonra Riordan siralar1 detaylica incelenmigtir.  Yontemin
binom katsayilari, harmonik sayilar, Stirling sayilari, iistel ve geometrik sayilar,
Bernoulli sayilari, Catalan sayilar1 ve Fibonacci sayilari gibi pek ¢ok sayi ailesine
uygulanmasina ornekler verilmigtir.

1.1. Ozel Baz1 Say1 Aileleri

1.1.1. Harmonik ve hiperharmonik sayilar

Harmonik serinin n. kismi toplamina, yani,

"1
H, :ZE ve Hy:=0
k=1

ifadesine n. harmonik say1 adi verilir.

Bir a > 1 tam sayis1 i¢in

=" H
k=1

oyle ki aY = H,, seklinde tanimlanan sayiya da “a. mertebeden n. hiperharmonik
say1" adi verilir. Conway ve Guy (1996) hiperharmonik sayilar1 tamtmiglar ve
bu sayilarin harmonik sayilar cinsinden yazilabilmesine olanak taniyan asagidaki
formiilii elde etmislerdir:

n+a—1
Hy(La) = ( ) (Hn—i-a—l - Ha—l) .

a—1

Harmonik ve hiperharmonik sayilari, analitik sayilar teorisinde daha kullanigh
hale getiren tirete¢ fonksiyonlar1 sirasiyla asagida verilmislerdir:

In(l-2)
ZHx l—x

ve

o0

In(1-2x)
ZH =~

Harmonik sayilarin asimptotik davramsi asagidaki esitsizlik ile ifade edilebilir (Havil
2003):

1
— +1 H — +1
2(n+1)+n(n)+7< n< oot n(n) + 7

burada n bir dogal say1 ve v = 0,5772 ... Euler-Mascheroni sabitidir.



1.1.2. Stirling sayilar1

Birinci gegit Stirling sayilar: [Z], ikinci gegit Stirling sayilari ise {Z}
notasyonu ile gosterilirler. n > k£ > 0 olmak iizere bu sayilarin kombinatorik
anlamlar agagidaki sekilde verilirler (Benjamin ve Quinn 2003, Comtet 1974,
Riordan 1958):

Uﬂ : n elemanli bir kiimenin, tam & tane c¢evrimden olugsan

permiitasyonlarinin sayisidir veya buna denk olarak; n tane farkh kisinin, her bir
masada en az bir kisi olacak bicimde, birbirine 6zdes k£ tane yuvarlak masaya
yerlesmelerinin sayisidir.

{Z} : n elemanli bir kiimenin, kesismeyen ve bostan farkli k£ tane alt kiimeye
parcalanma yollarinin sayisidir.

Ikinci cesit Stirling sayilari, n > k > 1 olmak iizere asagidaki rekiirans
bagintisina sahiptirler:

Wiy = et i

Birinci gesit Stirling sayilar: ise

)=l [

rekiirans bagintisina sahiptirler.

Kombinatorik tanimlari verilen Stirling sayilarinin, analiz yontemleri ile
aragtirilabilmesi icin {ireteg fonksiyonlarinin bilinmesi oldukga 6nemlidir. Tkinci gesit
Stirling sayilarinin daha sonra ihtiya¢ duyacagimiz iistel iirete¢ fonksiyonu

n—

esitligi ile verilir (Abramowitz ve Stegun 1972).

1.1.3. Ustel sayilar (Bell sayilar)

Ustel sayilar (veya Bell sayilari),

k=0
ile tamimlanir. Ustel {irete¢ fonksiyonu
& n
RNLE |
> Oy =€
n=0



olan {istel sayilardan birka¢ tanesi ¢y = 1, ¢y = 1, ¢y = 2, ¢35 = 5, ¢, = 15
seklindedir.

1.1.4. Geometrik sayilar (Sirah Bell sayilar1)

Geometrik sayilar,

olarak ifade edilirler. Uretec fonksiyonu

ZO "nl 2—et

olan geometrik sayilardan birkag tanesi Og =1, O1 =1, Oy =3, 03 =13, O, =75
seklindedir.

1.1.5. Fibonacci sayilari

Fibonacci sayilari,

Fn+2:Fn+1+Fn (HZO)
Fo=0  F=1

rekiiransi ile tanimlanir. Urete¢ fonksiyonu

ZFtn_l—t—t2

olan Fibonacci sayilarinin ilk birka¢ tanesi Fy = 0, F}, = 1, Fy, = 1, F3 = 2
seklindedir.

1.1.6. Catalan sayilari

Catalan sayilart n > 0 i¢in

ile tanimlanir. Uretec fonksiyonu

ZCt”— —v1—-4t

2t

olan Catalan sayilarimin ilk birka¢ tanesi Co =0, C; =1, Cy =2, C3 =5, Cy = 14
seklindedir.



1.1.7. Bernoulli sayilari

Bernoulli sayilar:

" /n+1
B, =
( L ) k 5n,0
k=0

rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Ustel iirete¢ fonksiyonu

ian" T
nl et —1

n=0

olan Bernoulli sayilarinin ilk birkag tanesi By = 1, By = —%, By =
By = —% seklindedir.

D=



2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI

2.1. Formal Kuvvet Serileri

2.1.1. Formal kuvvet serileri icin tanimlar

R, reel sayilar cismi ve ¢ de bir reel degisken olmak iizere, R {izerinde t'nin
bir formal kuvvet serisi (f.k.s) soyle ifade edilmektedir:

F) = fot fit + fot® + fst® 44 ful - =D fut”
n=0

Bu esitlikteki fo, f1, f2, ... reel sayilardir. Benzer tanimlama bir¢ok sayi
kiimesinde yapilabilir. Ozel olarak rasyonel sayilar cismi Q’da ve kompleks sayilar
cismi C’de de verilebilir. Buradaki elde edilen sonuclar karakteristigi 0 olan herhangi
bir F cismine kolayca genisletilebilir.

Bir ¢ belirsiz degigkenine gore F cismi iizerindeki formal kuvvet serilerinin
kiimesi F[t] ile gosterilir. Yalmz elde edilecek sonuclarin 6zel bir F cisminden ve
ozel bir ¢ belirsiz degiskeninden bagimsiz oldugunu vurgulamak igin F[t]'yi F ile
gosterecegiz. Ancak F'nin R[t] oldugunu diigiinmenin bir mahsuru yoktur ve daha
rahat anlagilmasi i¢in boyle diisiiniilebilir.

Kombinatorik analizde ve algoritma analizinde fy, f1, fo,... katsayilan
nesneleri saymaya yarayan sayilar olarak alinirlar. Dolayisiyla genellikle pozitif
tamsayilardir ya da bazi 6zel durumlarda pozitif rasyonel sayilar olarak alinabilirler.

f(t) € F olmak iizere, f. # 0 olacak bigimde en kiiglik indis r ise buna
f(t) formal kuvvet serisinin mertebesi denir ve ord(f(t)) ile gosterilir. Mertebesi r
olan hiitiin formal kuvvet serilerinin kiimesi F, veya F,[t] ile gosterilir. Ozel olarak,
0 =0+ 0t + 0t2 4+ 0t3 4 - - - formal kuvvet serisinin mertebesi sonsuzdur.

(fo, f1, f2,--.) = (frx)ken bir reel say1 dizisi olmak iizere bu ¢aligmada bu
dizi ile Y07 fxt* formal kuvvet serisi arasinda énemli bir fark gozetilmeyecektir.
Bu seriye adi(ordinary) iireteg fonksiyonu adi verilir. Bu seride ¢'nin iglevi dizinin
terimlerinin yerlerini belirlemektir.

Formal kuvvet serilerinin cebirsel yapilari iyi bilindiginden ve pek ¢ok formal
kuvvet serisi temel cebirsel manipiilasyonlar ile kisaca ifade edilebildiginden; formal
kuvvet serileri ile ¢caligmayi, dizilerle ¢alismaya tercih edecegiz.

Bagka bir formal seri tipi olan, formal Laurent kuvvet serisi (f.L.s)

Gt) = Gt " F Gemart T A gt g it gt A = Z gt

k=—m

olarak tanimlanir.



Formal Laurent serileri, formal kuvvet serilerini kapsar. Bir formal Laurent
serisinin mertebesi negatif olabilir. Eger mertebe negatif degilse bu seri bir formal
kuvvet serisi olur. Ayrica, dikkat edilmesi gereken énemli bir nokta vardir; Y™ fit*
bir formal Laurent seri degildir. Formal Laurent serilerinde negatif kuvvetli terimler
sonlu sayida olmalidir.

2.1.2. Temel cebirsel yap1

Formal kuvvet seriler kiimesi JF, bir¢ok cebirsel yapinin icerisine gémiilebilir.
Bunlardan en yaygin olanini; serilerin bilindik toplama ve Cauchy ¢arpim ile ilgili
olanini verecegiz.

) = >0 fut® ve g(t) = D02, gxt” iki formal kuvvet serisi olmak iizere
bu iki serinin toplamui:

F&) +9t) =>" At + gt =D (fr + gi)tk
k=0 k=0 k=0

olarak tamimlanir.

Buradaki tamimdan F'nin toplamaya gore degismeli grup oldugu aciktir.
Birlesme ve degisme oOzellikleri dogrudan F cisminin 6zelliklerinden g¢ikmaktadir.
Formal kuvvet serisinin birimi,

0=0(t)=0+0t+ 0 +0t>+--.

ve f(t) = > p, [xt" serisinin toplamaya gore tersi

o

—f(t) =) (= fot"

k=0

olarak verilir.

f(t) ve g(t) olarak verilen iki serinin Cauchy ¢arpimlar ise,

HOPOR (fj mk) (f;gm> -y (Z fjgk—j) ¢ 2.)

olarak tanmimlanir. #*nin katsayilarmin biciminden dolay1 bu ¢carpima f(t) ve g(t) nin
girigsimi de denilmektedir. Cauchy carpimindaki ilk birka¢ terimi yazarsak; buradan
agikca goriilecegi {izere bu carpim degismelidir. Ayrica yine ¢arpimin tanimindan
carpmanin birim elemanti,

1=1+0t+0t*+ 0t +---

formal kuvvet serisidir. Dagilma 6zelligi de F cisminden gelen bir 6zelliktir. Yani
F cismi tizerinde f(t), g(t) ve h(t) formal kuvvet serileri i¢in

(f () +g(8)h(t) = F()h(t) + g(t)h(t)

7



F@)(g(t) + h(t)) = fF)g(t) + f(E)h(2)

saglanir.

Son olarak, F cisminin herhangi bir sifir bélen igermedigini ispatlayalim.
f(t) ve g(t), 0'dan farkh iki kuvvet serisi olsun. Dolaysiyla ord(f(t)) = ki ve
ord(g(t)) = ko olacak bi¢imde 0 < k; < oo ve 0 < kg < 0o tamsayilar: vardir. Yani
fr, # 0 ve gg, # 0 olur. f(t)g(t) garpiminda derecesi k; + k2 olan terimin katsayis

fri9xk, # 0'dir. Dolayisiyla, f(t)g(t) # 0 olur.
Sonug olarak, (F,+,-) bir tamhk bolgesi olur.

Ayrica, bir 6nceki analizden

ord(f(t)g(t)) = ord(f(t)) + ord(g(t))

oldugu goriiliir. Birimin mertebesinin 0 oldugu aciktir. Eger f(t), F de tersinir bir
eleman ise f(t)f(t)' = 1 saglanacak sekilde bir f(¢)~' € F olmalidir. Ayrica

ord(f(t)f(t)™") = ord(f(t)) + ord(f(t)™) =0

saglanmas1 gerektiginden ord(f(t)) = 0 olmahdir. Diger bir taraftan eger bir f(t) €
Foigin f(t) = fo+ fit+ fot?> +- -+ ve fo # 0 ise f(t) formal kuvvet serisinin tersinir
oldugu da gosterilebilir. Bu durumda f(t)g(t) = 1 olacak bi¢imde bir g(t) € F
oldugunu gosterelim. Formal kuvvet serileri i¢in tamimlanan Cauchy ¢arpiminin
agik tanimi (2.1) kullanilarak ve bunun sonucunda

fogo =1
fogr + figo =0
fog2 + fig1 + fa90 =0

sonsuz dogrusal denklem sistemi ¢oziilerek,

g0=1I' o= —}c—é’ g2 = —;—12 — %, ... seklinde ¢(t) formal kuvvet serisinin
0 0 0
katsayilar1 bulunur. Béylece sadece fo # 0 ise g(t) serisi g(t) = f(t)~* olacak bicimde

bulunur.

Sonug olarak, bir formal kuvvet serisinin tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul bu serinin mertebesinin 0 olmasidir, sonucuna ulagilir. Bu nedenle F{ kiimesi,
tersinebilir formal kuvvet serileri kiimesi olarak da adlandirilmaktadir.

(?rnek 1 f(t) = 1 —t olarak verilen formal kuvvet serisinin tersini hesaplayalim.
Oncelikle f(t) =1 —t + 0t + 0t + - -+ oldugundan fo =1, fi = —1 ve Vk > 1 i¢in



fr = 0 oldugu goriliir. Yukardaki yontemle,

go=1
91— 90=10
92—91=0

dogrusal denklem sistemi yazilir ve Vn > 0 i¢in g, = 1 bulunur. Bdylece g(t) =
1+t+t*+ .-+ olarak elde edilir. Sonuc¢ olarak f(t) formal kuvvet serisinin tersi
It|] <1 igin g(t) = ﬁ seklinde kapaly bir fonksiyon olarak ifade edilebilir.

2.1.3. Formal Laurent serileri

Formal Laurent serilerinin, formal kuvvet serilerinin bir geniglemesi oldugu
daha once belirtilmisti. Bu béliimde 6ncelikle formal Laurent serilerinin toplam ve
Cauchy carpimlarini tanimlayacagiz.

m,n € Z olmak iizere, a(t) = Y oo apth ve b(t) = > 7 bpt* iki formal
Laurent seri olsun. Bu iki formal Laurent serinin toplamu,

a(t) +b(t) = > axt® + ) bth = (ag + bp)t*
k=m k=n k=p

olarak tamimlanir. Burada p = min(m,n)’dir.

Yukarida verilen a(t) ve b(t) formal Laurent serilerinin Cauchy garpimi ise

a(t)b(t) = (i aktk> (i b,ﬁ) = i ( > a@) t* (2.2)

k=q \it+j=k
olarak tanimlanir. Burada ¢ = m + n’dir.

Daha 6nce formal kuvvet serilerinde belirtildigi gibi burada da carpma ve
toplama islemlerinin &zellikleri elemanlarin segildigi cebirsel yapi ile ilgilidir. Bu
cebirsel yap1 bir cisim olarak secildiginde ve formal Laurent serileri kiimesi £ olarak
gosterilmek iizere, (£, +, ) bir cisim olur. Bu yapiin bir cisim oldugunu gostermek
igin her a(t) = >_5  axt® # 0 seklindeki formal Laurent serisinin b(t) = > 22 byt
seklinde bir tersinin oldugunu gostermemiz yeterlidir; ¢linkii diger cisim 0zelliklerini
sagladigr kolayca goriilmektedir. Tersi gosterirken aynen formal kuvvet serileri
kiimesi Fy daki her serinin tersinin oldugunu gosterdigimiz yontemi kullanabiliriz.

a(t)b(t) =1
olmak tizere buradan iki seri ¢arpimindan,
a(t)b(t) = amb_pm + (@mb_mi1 + ami1b_pm)t
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+(amb7m+2 + am+1bfm+1 + am+2bfm)t2 + -
=1

olur ve buradan

Amb_m =1
amb—m—H + am+1b—m =0

a'mb—m+2 + am+1b—m+1 + 6Lm-l—Qb—m =0

dogrusal denklem sistemi ¢oziilerek b_,, = 1 bulunur ve bunun yardimiyla sirasiyla
b(t) serisinin diger katsayilar1 olan b_,, 1, b_m+2, ... elde edilir. Boylece a(t)b(t) =1
saglanacak bigimdeki b(t) = a(t)~! formal Laurent serisi elde edilmis olur.

Ayrica (L£,+,-) cisminin (F,+,-) tamhik bolgesini iceren en kiigiik cisim
oldugunu belirtelim.
2.1.4. Formal kuvvet serileri iizerindeki islemler

Toplama, ¢ikarma, ¢carpma ve bolme iglemlerinin diginda bazi iglemleri de F
tizerinde goz Oniine alabiliriz. Ancak bunlardan kiigiik bir kismi, £’ye genigletilebilir.

Bu iglemlerin en énemlilerinden birisi bir formal kuvvet serisinin kuvvetini
almaktir. Bu iglem p € N olmak tizere

f)° =1 ;p=0
foP=f)fyrt ;p>0

seklinde tanimlanmaktadir. Kuvveti alinan formal kuvvet serisinin mertebesinin ise

ord(f(t)") = plord(f(t)))

oldugu, tiimevarim ile kolayca gosterilebilir. Ayrica, f(t)? € Fy olmasi i¢in gerek
ve yeter kogulun f(t) € Fy oldugu da aciktir. Eger f(t)? ¢ Fy ise f(t)P serisinin
mertebesi p bliytidiikce biiyiiyecektir.

Kuvvet alma iglemi formal Laurent serileri i¢in de gegerlidir. Bu durumda
g(t) bir formal Laurent serisi olmak iizere ord(g(t)) < 0 olsun. Bu serinin bir pozitif
tamsay1 kuvvetini alirsak, ord(g(t)?) degeri p bityiidiikge kiigiiliir; fakat daima sonlu
kalir.

Ayrica g(t) = f(t)~! olarak alirsak g(t)? = f(t)"? olur. Dolayisiyla kuvvet
her p € Z i¢in anlamhdir.

Klasik {istel ve logaritma fonksiyonun bilinen &zellikleri kullanilarak; formal
kuvvet serileri i¢in de iistel ve logaritma fonksiyonu tanimlanabilir; fakat bu islemler
formal Laurent serilerine genisletilememektedir.
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Formal kuvvet serileri i¢in iistel fonksiyon, f(t) € Fy ve f(t) = fo + v(¢)
olmak {izere

t ' 00 U(t)k
eI = eap(fy +uv(t)) = & ; Tk

seklinde tamimlanir. Burada da v(t) ¢ Fy oldugundan v(t)* serisinin mertebesi, k
biiytidiikce artar.

f(t) ¢ Fy oldugu durumda da e benzer bigimde tanimlanir, sadece e/0
¢arpani bu durumda ¢ikmaz.

Logaritma, f(t) € Fo, f(t) = fo+ 0(t) ve v(t) =
In(fo+0(t)) = lnfg—i-ln(l—l—v( )
— In fO + Z k+1

% olmak tlizere
)

?r

seklinde tanmmmlanir. Eger f(t) ¢ Fy olursa logaritma tanimlanamaz.

Bir diger 6nemli operator ise tiirev operatoriidiir. Tiirev operatort,
d - k—1 /
Df(t) = - f (1) =D kit~ = f'(1)
k=1
olarak tamimlanir. Bu iglem her f(¢) € £ i¢in de uygulanabilir.
Teorem 2 Herhangi bir f(t) € L igin f'(t),t™" igceren bir terim bulundurmaz.

Ispat. f/(t) serisinin ¢~ terimini icerdigini varsayalim. Ancak bu durumda f(t)
serisinin logt gibi bir terim igermesi gerekir. Fakat bu durum f(¢)'nin bir Laurent
serisi olmasi ile geligir. Sonug olarak; herhangi bir f(t) € £ igin f'(t),¢! igeren bir
terim bulundurmaz. m

Bir diger iglem ise integraldir. Belirsiz integralde keyfi bir sabit ortaya
gikacagindan belirli integral ile galigmay1 tercih edecegiz. f(t) € F igin formal
kuvvet serilerinde integral

o0

/f dT—Z/fkadT— kﬁl +

seklinde tanimlanir. Normalde terim terime integral alinirken integral ile serinin
yerlerini degigtirmek i¢in diizgiin yakinsaklik gereklidir. Ancak burada formal olarak
bunu yapmaktayiz. Tamimdan kolayca anlagilabilegi gibi integral iglemi formal
Laurent serileri icin de uygulanabilmektedir. Ancak t~! terimi iceren bir formal
Laurent serisine integral iglemi uygulanamaz; ¢iinkii sonug¢ bir formal Laurent serisi
olamaz.
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2.1.5. Bileske

Formal kuvvet serilerindeki bir diger 6nemli iglem ise bilegkedir. f(t) € F ve
g(t) ¢ Fo olmak tizere bu iki formal kuvvet serisinin bileskesi

Flg) => feg®)" (2.3)

olarak tanimlamir. Eger ¢(t) € Fy olursa f(g(t))'nin herbir terimin katsayisi sonsuz
toplam bi¢iminde ortaya c¢ikar. Bu da bizim sakindigimiz bir durum olup katsayilarin
bulunmasinda sorun yaratmaktadir. Diger bir yandan bileske operatorii

olarak da gosterilir.

(2.3) ile verilen bilegke tanimi her f(t) € L igin genigletilebilmektedir; fakat
ord(g(t)) > 0 olmalidir, diger durumda yukarida soyledigimiz gibi katsayilar sonsuz
toplamlar olarak ortaya cikar.

JFi deki formal kuvvet serileri igin bilegke iglemini ayrica inceleyelim. (Fi, o)
bir grup oldugunu gosterecegiz.

Ik olarak, t € F; formal kuvvet serisinin bileske islemi icin birim oldugunu
gozlemleyebiliriz. Gergekten, [y|ly = g(t)] = g(t) ve [f(y)|ly = t] = f(¢) olur.

Teorem 3 Bir f(t) formal kuvvet serisinin bileske islemine gére tersinin olmast
icin gerek ve yeter kosul f(t) € Fy olmasidar.

Ispat. g¢(t) kuvvet serisinin, f(¢) kuvvet serisinin tersi olmasi icin f(g(t)) = t
ve g(f(t)) = t olmahdir. Diger bir yandan verilen ilk tamimdan ord(f(g(t))) =
ord(f(t))ord(g(t)) oldugu agiktir. ord(t) = 1 ve ord(f(t)) > 0, ord(g(t)) > 0
oldugundan ord(f(t)) = ord(g(t)) = 1 bulunur.

Simdi kanitin diger tarafini gosterelim. f(¢) € F; olsun. Bilegke igleminin
tanimindan f(¢) serisinin tersi olacak bigimde bir ¢g(t) € F varsa ¢(t) € F; olmalidir.

ft) = fit + fot®> + fst> + -+ ve g(t) = git + got® + gst® + - -+ olmak fizere
g(t) formal kuvvet serisi f(t¢) formal kuvvet serisinin bilegke iglemine gore tersi ise
f(g(t)) =t saglanmalidir. Buradan

Flgt) = filgit+ got> + gst® + ) + fo( P2+ 201928 + ) + f3(Ft3 +--+)

= figt + (frge + f290)8 + (f195 + 2foag192 + fagi)t> + - -
=
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yazariz ve g(t) formal kuvvet serisini bulmak i¢in

fign=1
fi92 + f297 =0
f195 + 2f29192 + f393 =0

sistemini ¢ozeriz. 11k denklemden ¢, = f_ll bulunur. Bu deger ikinci denklemde yerine
konularak g, degeri bulunur. Bu yol ile devam edilerek ¢(t) formal kuvvet serisinin
tiim katsayilar1 hesaplanir. Dolayisiyla g(t) tek tirli ifade edilir. m

Sonug olarak f(g(t)) = t ve g(f(t)) = t oldugundan g(t) formal kuvvet
serisi f(t) serisinin bilegke iglemine gore tersi olur. Literatiirde bileske tersi f(t)
veya fI7U(t) olarak gosterilmektedir. Bizim siklikla kullanacak oldugumuz ilk
notasyondur. Ayrica f(t) = f(t) oldugunu kolayca gorebiliriz.

Boylece F; kiimesindeki seriler birlesme 6zelligini saglar. Dolayisiyla her
f(t) € Fi bilegke iglemine gore tersinin oldugu gosterildiginden (Fi, o) grup oldugu
goriiliir.
2.1.6. Katsay1 belirleme

f(t) € L veya ozel olarak f(t) € F olmak tizere [t"]f(t) ifadesi f(t) deki

t"'nin katsayisini vermektedir. Yani

"] () = fn
olur.

Dolaywsiyla [t"]; [t"] : £ — R (veya C) bigiminde bir dontsiim olarak
goriilebilir. Bu nedenle [t"] katsay1 operatorii olarak adlandirilir.

F&) =00 fal™, g(t) = >0 s gal”™ ve @, B € R (veya C) olmak iizere katsay1
operatoriiniin sik kullanilan temel 6zellikleri sunlardir:

(a) [t"](af(t) + Bg(t)) = alt"] f(t) + B[t"]g(t) (dogrusallik kuralr).
Bu ozellik katsay1 operatorii tanimindan agiktir.

(b) [t"]tf(t) = [t" ' f(t) (6teleme kural).
Bu ozellik yine katsay1 operatorii tanimindan agiktir.

(c) [t"f'(t) = (n+ D)[t" T f(¢) (tiirev kural).

Bu o6zellik katsayr operatoriiniin tanimi ve formal kuvvet serilerindeki tiirev
isleminin tanmimi kullanilarak kolayca goriilebilir.
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(d) [ (£)g(t) = 2ot £ ()" *]g(t) (girisim kural).
(2.1) esitliginden, f(¢)g(t) = > oeo (O p—o fegn—k)t" yazihr. Buradan istenen
esitlik goriliir.

(e) [t"]f(g(t)) = 3o ([y"1f ())[t"]g(t)* (bileske kuralr).
(2.3) deki bileske tanimu kullamilarak, f(g(t)) = > pey fr(g(t))" oldugu goriiliir.

Buradan,
[ f(g(8) = ("] fulg@)F = (W F W) ["g(t)*

olarak bulunur.

Ayrica, (b)’de verilen dteleme kural [t"|tFf(t) = [t"~*]f(t) olarak kolayca
genellestirilebilir. Aym sekilde negatif kuvvetler icin [t”]% = [t""*]f(t) olur. Bu
kurallarin hepsi ¢ok 6nemlidir ve formal kuvvet serilerine ve formal Laurent serilerine
uygulanabilir. Yalmz, n = 1 i¢in tiirev kuralimin [t7!]f/(f) = 0 esitligini verdigini
gozlemleyelim. Ayrica [t!] operatérii kalinti(rezidii) operatérii olarak adlandirilir.

Katsay1 operatoriine bircok uygulamada ihtiyac duyacagiz. Ornegin, a ve
r iki reel say1 olmak iizere (1 + at)” seri agihmindaki [¢"]'in katsayilarinmi bulalim.
(c)’de verilen tiirev kurali [t"]f(t) = Z[t"~!]f'(t) seklinde kolayca yazlabilir. Bu
ifade kullanilarak

)L +at) = =+ anY

_ %(Tn%io‘[t“]u +at)r-2)
— B(T _ 1)0& e <T —nt 1>a[t0](1 + at)r—n

n n—1 1
= " C;) [1°](1 + at)™™"

bulunur. Burada [t°](1 + at)"™™ = 1 oldugu agiktir. Dolayisiyla buradan

[")(1 + at)” = (;) " (2.4)

olan ve katsay1 belirleme islemlerinde ¢ok sik kullanilan Newton 6zdesligi bulunur.
(2.4) 6zdegliginde r = —1 alinirsa geometrik seri elde edilir ve

ey = (D= ()= o

bulunur.
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2.1.7. Matris gosterimi

f(t) € Fy olmak lizere f(t) formal kuvvet serisinin katsayilar1 sonsuz alt
tiggensel matris (veya sira) olarak gosterilebilir. Bu matrisi D = (d,, x)nken olarak
gosterecegiz. Bu matrisin 0. siitununda sirasiyla fy, f1, fo, ... elemanlar1 bulunur.
1. siitundaki elemanlar ise ayn1 katsayilarin bir agag 6telenmis bi¢imidir (Sprugnoli
2006). Yani, birinci stitundaki elemanlar 0, fy, f1, f2, - . . seklindedir. k. stitundaki
elemanlar ise f(t) formal kuvvet serisinin katsayilarinin k£ birim agag1 Otelenerek
yazilmig halidir, yani ilk &k siradakiler 0 olur. Verdigimiz bu tanmim su sekilde
ozetlenebilir: her n, k € N igin d,, , = f,,—x olur.

D = (dpk)nkeny matrisi D = (f(t),1) seklinde gosterilir. Dolayisiyla

fo 0 0 0 O
fr o 00 0
fo i fo 00
D= (f(t),1)= f§ f; f(1) fo 0
f4 f3 f2 fl fO

olur. f(t) ve g(t) iki formal kuvvet serisi olmak ftizere, bu kuvvet serilerinin
katsayilarin igeren matrisler (f(¢),1) ve (g(t),1) olur. Bu iki matrisin ¢arpimi

(f(®),1) - (g(1), 1)

seklinde gosterilir.  Bu garpimda klasik satir siitun c¢arpimi yapilir.  (f(¢),1)

matrisinde n. satir elemanlar1 olan f,,, f,—1, fn_2, ... ile (g(¢), 1) matrisinde k. stitun

elemanlar1 olan 0,0,0,...,0, g1, g2, . . . garpilir. Dolayisiyla olugan ¢arpim matrisinin
~—— —

k—tane
genel elemani

dn,k = Z fnfjgjfk
§j=0

olur. Burada her r < 0 i¢in g, = 0 olur.

k=0 icin dyo = Z;io JFn—jgi = Z?:o fn—jg; olur. Dolayisiyla 0. stitunun
(2.1) deki girisim tanmimindan f(¢)g(t) girigiminin katsayilarimi igerdigini goriiriiz.

k=1licindn1 =3 7" fnjgi1 = Z;L;ol fn-1-jg; olur. Bu esitlikte f(¢)g(t)
girisimindeki "1 katsayisim verir.

Aym yol ile devam edersek k. stitunda ise f(¢)g(t) girisimdeki katsayilarin k
birim agag1 otelenmis olarak siralandigini buluruz. Dolayisiyla

olur. Sonug olarak, (Fo,-) ile (f(¢),1) seklindeki matris kiimesi arasinda grup
izomorfizmi oldugu goriiliir.
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Ozel olarak (1,1) matrisi birim matris olarak ve (f(t)~%,1) ise (f(t),1)
matrisinin ters matrisi olarak adlandirilmaktadir.

Simdi f(t) € F; olmak iizere f(¢)* formal serisinin katsayilarindan bir sonsuz
alt tiggensel matris olugturabiliriz. Burada f(t) serisinin kuvvetlerindeki katsayilar
her bir siituna sirayla yazilmaktadir. Bu matris asagidaki sekilde gosterilir:

1 0 0 0 0
0 f 0 0 0
0 fo fr 0 0
0 f3  2fifs fi 0
0

Ja 2f1f3+f22 3f12f2 ffl

Yukarida verilen bu matris ise (1, f(¢)/t) seklinde gosterilmektedir (Sprugnoli 2006).

fit) € Fi ve g(t) € Fi olmak iizere (1,g(t)/t) - (1, f(t)/t) carpimim
inceleyelim.

(fnk> = (1, f(t)/t) olmak iizere tanimdan fnk = [t"]f(t)* olur. Dolayisiyla

carpimin genel elemani

i = Sansfie= 3 (00 (W150))
= 113 (W) sty
— o)

olur. Diger bir deyisle bu ¢carpim f(g(t)) bileskesinin k. kuvvetindeki ¢"’in katsayisin
vermektedir. Sonug olarak

(1, g(8)/t) - (L, f(£)/t) = (1, f(g(£))/?)

olarak yazilir.

t € Fy olmak iizere (1,t/t) = (1,1
boylece formal kuvvet serileri ile (1, f(t)/
oldugu goriilir.

) sonsuz boyutlu birim matrisi verir ve
t) matrisleri arasinda grup izomorfizmi

Sonug olarak her f(t) € Fy seklindeki formal kuvvet serisi (f(¢),1) olarak
gosterilebilir. (f(t),1) seklindeki matrislerin kiimesi A olmak tizere, (Fo,-) kiimesi
(A, -) kiimesine izomorftur ve satir siitun ¢arpimi Cauchy ¢arpimina doniisiir.

Diger taraftan g(t) € F; seklindeki formal kuvvet serileri (1, g(t)/t) olarak
gosterilebilir. (1, ¢(t)/t) seklindeki matrislerin kiimesi B olmak tizere (Fi, -) kiimesi
(B, -) kiimesine izomorftur ve satir siitun ¢arpimi bileskeye doniistir.
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2.1.8. Lagrange Tersinme Teoremi

f(t) € Fi olmak tizere (1, f(t)/t) alt liggensel matrisi verilsin ve bu matrisin
tersi ise (1,g(t)/t) olsun. Dolayisiyla (1,¢9(¢)/t) - (1, f(t)/t) = (1,1) olur. Bu
carpimin sonucu (1, f(g(t))/t) oldugundan f(g(¢)) = 1 bulunur. Diger bir deyisle
izomorfizmden dolay1 (1, f(¢)/t) matrisinin tersi f(¢) formal kuvvet serisinin bilegke
islemine gore tersinin matrisi olur.

Lagrange, bileskeye gore tersin katsayilarini veren o©nemli bir formiil
bulmugtur. Simdi (1, f(¢)/t) matrisinin tersi olan (1,g(t)/t) matrisinin gergek
formunu bulalim.

D = (dy j)n.ken Olmak iizere

olarak tammlayalim. f(¢t) € F; oldugundan f(¢)/t € JFy olur. Dolayisiyla
(/)" = (f(t)/)7F iyi tammhdir. (dpx)nren = (1,9(¢)/t) oldugunu gostermek
i¢in yalmizca D - (1, f(t)/t) = (1, 1) oldugunu gostermemiz yeterlidir; ¢linkii f(¢) nin
bilegkeye gore tersinin tek oldugunu biliyoruz.

D - (1, f(t)/t) matris carpiminin genel elemani v, olmak tizere,

o0
Unk = E dn,jfj,k

§=0
= > do 1)
§=0
— S J pi-n L)n J k
> () W)
bulunur. Katsay1 operatoriindeki tiirev kural kullanilarak
g ko j— i k
i) = ly 1]dyf(y)

= [y kf W) (v)
= [y lykf (@) " f'(y)
= k[ lyf (y) f(y)*

olur. Sonugta [y7](f(y))" = 5[y’]y.f"(y)f(y)"~" bulunur ve bu esitlik v, da yerine
yazilirsa

4
3
Eal
|
Nk
S |
"~
3
i
VR
kh

t "k g o
@) SWlr 1)
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= % ;[t”‘j] (%)n[yj]yf’(y)f(y)k‘1

bulunur ve burada da katsay1 operatorii igin verilen girigsim kurali kullanilarak

o = )55 ) 00

oldugu goriiliir. Burada k = n ve k # n olma durumlarim inceleyelim.

Ik olarak k = n icin,

o = 2100 ) e

)
t ey
= )55 )70 -1
olur; giinkii f/(t) = f1 + 2fot +3f3t2+ -+ ve f(t)/t € Fy, oldugundan (f(t)/t)~! =

(fi + fot + fst> +---)"' = f7' 4+ - bulunur, dolayisiyla f'(¢)(t/f(t)) nin sabit
terimi f;/f; = 1 dir.

Tkinci durum olarak k # n icin,

vp = 1] (L)nt THOYIOk=

"\
= Eegeapar
= S e =0

bulunur; ¢iinkii f(¢)*~" formal Laurent serisi olur dolayisiyla [t71] f/(¢) = 0 oldugunu
biliyoruz.

Boylece D - (1, f(t)/t) = (1,1) kamtlanmig olur. Yani D matrisi (1, f(¢)/t)
matrisinin tersidir.

J(t), f(t) formal kuvvet serisinin bilegke iglemine gére tersi olmak iizere;
matrisin 1. siitunu f(¢) fonksiyonunun katsayilarim verir. Dolayisiyla

fo = [t"1F(t) = dny = %[t”l] (ﬁ) (2.5)

esitligi tinli Lagrange Tersinme Formiilii (LTF) olarak adlandirilmaktadir. Diger

siitunlar ise f (t)k’mn katsayilarini verir bu formiil ise

170" =210 (10 ) 26)
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olarak yazilir.
Lagrange Tersinme Formiiliinii uygulamak i¢in baska bir yol daha vardir.

o(t) € Fo olmak tizere w = t¢(t) seklinde bir fonksiyon denklemi olsun.
Bu fonksiyon denklemindeki amacimiz w = w(t) formal kuvvet serisini bulmaktir.
Burada w(t) € F; oldugu agiktir. Ayrica f(y) = y/¢(y) oldugu diisiiniiliirse f(t) €
F7 oldugu goriiliir.

w = tp(w) fonksiyon denklemini ¢t = oy = f(w) seklinde yazabiliriz ki
buradan f(w(t)) = t oldugu goriiliir. Bu da bize w(t) kuvvet serisinin f(¢) serisinin
bilegke iglemine gore tersi oldugunu gosterir. Yani f(¢) = w(t) olur. Dolayisiyla
w(t)'nin tek tiirli tamiml oldugunu bildigimizden (2.5) daki LTF esitligi kullanilarak

o = 1) 55) = 2o 27)

esitligi bulunur.

LTF aym zamanda w(#)*nin da katsayilarim verebilir. Buradan daha genel
bir sonug elde etmek igin F'(t) € F olsun. w = t¢(t) fonksiyon denklemi ve ¢(w) €
Fo olmak tizere F'(w(t)) bilegkesinin ¢" katsayilarii bulalim:

@) = [ Fa®)*
= S R = Y BE ey
= LSRRI
k=1

= i (Z m) o(1)"

— LR e (2.8)

n

S

olur. Burada [t°| F(w(t)) = Fydur.

Ornek 4 b, = Y ro bkbn_i seklindeki rekiirans bagintisine saglayan bir dizinin
terimleri i¢in kesin bir formail elde edebiliriz.  Burada b(t) nin bir formal seri
oldugunu digiinerek b(t) =Y ;2 bit* esitligini yazalim. Yukarida vermis oldugumuz
rekiirans bagintising " dle carpip, n dizerinden toplarsak

ST (Z bkbnk)
n=0 n k=0

=0
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olur. by = 1 oldugunu goz oniine alip gerekli diizenlemeleri yaparsak

n=0 n=0 k=0

haline donisir. Esitligin sag tarafinda girisim vardir, sol tarafinda ise b(t) formal
serisi vardwr. Girigim ve b(t) 'yi yerine yazarsak

olur. Amacvmiz b, = [t"]b(t) yi hesaplamaktir. Dolayisiyla w = w(t) = b(t) — 1
olarak alalym ve bir fonksiyon denklemi olusturalim. Burada w(t) € F; ve ¥n > 0
i¢in wy, = by, dir. Dolayswyla yukarida vermis oldugumuz bagintr w = t(1+w)? olur.
Burada ¢(t) = (1 + t)*'dir. Sonug olarak olusan bu fonksiyonel denklem yardimyla
LTF uygulanabilir ve

b= [hlt) = [0+ o

1 @2n)! 1 [2n
" n+1nn!l n+1\n

bulunur. Dolayiswyla b, n. Catalan saysiny vermektedir. Boylece

o - 1 <2n>
n+1\n

esitliginin n = 0 durumu i¢in Cy = 1 oldugunu gérebiliriz.

2.2. Uretec Fonksiyonlar1

2.2.1. Genel kurallar

F = (fo, f1, fo,---) = (fx)ren seklinde bir say1 dizisini gézoniine alalim. Bu
F dizisinin (adi) iirete¢ fonksiyonu f(t) = fo + fit + fot*> + -+ - seklinde bir formal
kuvvet serisidir. Verilen bir (fy)gen dizisi igin G iireteg fonksiyonu operatori

G(fe)wen = f(t)

olarak tamimlanir. Buradaki ¢ degiskenini vurgulamak i¢in G(fx)keny = f(t)
gosterimi de kullamilmaktadir. Bu gosterim o6zellikle (fy)ren dizisi birden fazla
degiskene sahip oldugunda kullanighdir. Ornegin f(¢,w) iki degiskenli bir formal
kuvvet serisi ve f, bu serideki t"w*nin katsayis1 olmak iizere bu serinin iireteg
fonksiyonu

G(fop)npen = f(t,w)
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olarak yazilir.

Ayrica verilen bir (fo, fi1, fo, .. .) dizisinin {istel iireteg fonksiyonu

E(fr) = ( ) kak;'

bi¢iminde ifade edilir.

Simdi iirete¢ fonksiyonu operatoriiniin bazi temel 6zelliklerine bakalim:

(a) G(afe + Bgr) = aG(fx) + BG(gr) (dogrusallik 6zelligi).

Bu 6zellik formal kuvvet serisi tanimi ve iirete¢ fonksiyonu tanimi kullanilarak
kolayca goriilebilir.

(b) G(fr41) = w (oteleme Ozelligi).

Bu 6zellik de
G(frs1) Z frnt® = katk fk —Jo

esitliginden elde edilir.

(¢) G(kfr) =tDG(fr) (tiirev ozelligi).

Formal tiirev yardimiyla

W) = (Z fkt’f) Zkf = —G(kfr)
k=0
olarak goriiliir.

(d) GO i_o fegn—k) = G(f1)G(gx) (girigim 6zelligi).

Girigim tanimi kullanilarak

() - Bl )

n=0

- ant"Zgnt”
— GG

olarak elde edilir.
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(€) 2 onto fulG(ge))™ = G(fi) 0 G(gr) (bileske Ezelligi).
Bu 6zellik i¢in g(t) = Y -, gxt* olmak iizere go = 0 olmalhdir. Buradan formal
kuvvet serileri i¢in bilegke tanimi kullanilarak

o] In S m
> FaGlg)) =) (Z gktk> = G(/fr) © G(gx)

oldugu goriiliir.

() G([t"|F()e(1)") = ll_if;f()w)

w = t¢(w)] (kosegenlestirme 6zelligi).

Kogegenlestirme 6zelligi Lagrange Tersinme Formiilii yardimiyla ispatlanabilir.

Oncelikle

r1F0e0” = 1 Doy
olur. Daha 6nce LTF olarak (2.8) esitligi yani,
"] F (w(t)) = %[tnl]F'(tW(f)” (w = to(w))

oldugu gosterilmigti. Bu formiilde
Fw®)=[ #dmy = w(t) olarak alalim,

@ ( [ Wy - w<t>>> = L 0 gy

yazilabilir. Buradan ikinci kisimda katsay1 operatorii i¢in tiirev kurali kullanilarak

([")(8) = (n+ DE"f (1)

("] F()p(t)" = nlt"]

piree — g | [F —w(t)]
— FTw)w:wu)]‘fl—f 29)

elde edilir. Buradaki tiirevde zincir kurali uygulanir. w = t¢(w) olmak iizere

dw
dt

dw

= o(w) +t | 22w = w(w)] W = o) + 16/ () o
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olur ve dolayisiyla

dw _ [ 6(w)
dt 1 —t¢'(w)

bulunur ve bulunan bu ifadeyi (2.9) esitliginde yerine yazarsak, sonug olarak

o = 1)

Fw)  ¢(w)
w 1—td(w)

(IFEWe®)" = "]

= 1600)

=

F(w)

=6 (w)
F(w)

1 —t¢'(w)

= 1600)

= [t

= t600)
esitligi elde edilir.

Simdi n. satir1 F(¢)¢(t)" serisinin katsayilarindan olugan bir sonsuz matris
diiglinelim. [¢t"]F(t)¢(t)" bu matrisin ana kogegeni tizerindeki elemanlar1 verdiginden
dolay1 bu ozellik kogegenlestirme 0zelligi olarak adlandirilmigtir.

Inceledigimiz tiim ozellikler {iretec fonksiyonlar: teorisi icin cok 6nemlidir.
Bu o6zellikler ve gsimdi verecegimiz temel prensip, ileride sik¢a kullanilacaktir.

Teorem 5 (fi)ren ve (gr)ren olmak tzere iki dizi verilsin. G(fx) = G(gx) olmast
icin gerek ve yeter kosul her k € N i¢in fr = gr olmasidur.

Ispat. Tanimdan aciktir. m

Tanimdan olduk¢a acik goriinen bu ifade aslinda ¢ok ©nemlidir; c¢iinki
tireteg fonksiyonlarinin egitliginden katsayilar1 ayni olan dizilerin esitligine gegmemizi
saglar. Boylece 6nemli 6zdeslikler elde edilir. Iki dizinin elemanlarindan herhangi
iki tanesi bile esit degilse, tirete¢ fonksiyonlarinin esitligi s6z konusu degildir.

2.2.2. Uretec fonksiyonlari ile ilgili bazi teoremler

Bu boliimdeki Teoremler Sprugnoli (2006) kaynagindan alinmigtir.

Teorem 6 (fi)ren dizisinin ireteg fonksiyonu f(t) = G(fx) olmak iizere

G(fr) = fo— fut
t2

g(fk+2) =

olur.
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Ispat. ¢, = fr+1 secerek daha once elde ettigimiz iirete¢ fonksiyonlarinin temel
ozelliklerinden biri olan 6teleme 6zelligini kullanalim. gy = f; olacagindan

SU—fo
G(fra2) = G(grr1) = g(g'“t)fgo = — no_ g(f’“);éfo*flt olarak bulunur. m

Asagidaki teorem saga dogru j adim 6telenmis dizinin tirete¢ fonksiyonunu
vermektedir.

Teorem 7 f(t) = G(fx) olmak tzere yukaridaki esitlikten daha genel olan

G(fx) — fo— fut - fjfﬂfj_l

G(frrs) = %

esitligi saglanar.

Ispat. gr = fry1 alimrsa j tizerinden tiimevarim kullanilarak esitlik kolayca
ispatlanabilir. m

Asgagidaki teorem, sola dogru j adim 6telenmis dizinin iireteg fonksiyonunu
vermektedir.

Teorem 8 (fi)ren dizisinin treteg fonksiyonu f(t) = G(fi) olmak tizere

G(fe—g) =t'G(fr)

olur.

Ispat. G(fr) = G(ftk—1)41) = M olmak iizere f_;, t~Vin katsayisidir; fakat
f(t) € F oldugundan f_; = 0 olur. Dolayisiyla

G(fx-1) = tG(fr)

olarak bulunur ve tiimevarim uygulanarak

G(fry) =G (fr)
elde edilir. m

Ureteg fonksiyonlarinin tiirev 6zdesligi bircok bicimde genellestirilebilir.

Teorem 9 (fi)ren dizisinin treteg fonksiyonu f(t) = G(fx) olmak tzere

G((k+1)frr1) = DG(fr)

olur.
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Ispat. g, = kf, olarak alalim. Buradan iirete¢ fonksiyonlarimm ételeme ve tiirev
ozellikleri kullanilarak

=t""tDG(fr) = DG(fx)

G((k+1) frs1) = Glgrsr) = w

bulunur. =

Bir 6nceki teoremde bulunan esitligi bir adim daha uygulayabiliriz.

Teorem 10 (fi)ken dizisinin drete¢ fonksiyonu f(t) = G(fx) olmak tizere

G(k? fr) = tDG(fr) + *D*G(fx)

olur.
Bu teoremin daha genel halini yazip kanitlayalim.

Teorem 11 (fy)ren dizisinin trete¢ fonksiyonu f(t) = G(fx) ise
G(K fr) = S;(tD)G(fx)

olur. Burada Sj(w) = 7{ 1 {‘Z} w”, ikinci gegit j. Stirling polinomudur.

Not 1 Bu formiil operatér olarak algilanmalidir. Ornegin j = 3 icin,

G(K*fi) = S(tD)G(fi) = i{r} Jr)

_ } {3} (tDYG(fi) + {g} (tDYG(fi)

= (tD)G(fr) +3(tD)*G(fr) + (tD)*G(fr)

olarak bulunur.

ispat. Kanit1 tiimevarimla yapacagiz. j = 1 i¢in

G(kfy) = Si(tD)G(fr) = (tD)G(fx)

dogru oldugu agiktir.
Jj=micin G(E" fr) = Sn(tD)G(fr) dogru oldugunu varsayalim.
7 =m + 1 i¢in bakalim
G(E™ fir) = G(k(E™ fi)) = (LD)G (K™ fi) = (tD)Sm(tD)G(fr)
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olur. Buradan 6ncelikle (tD)S,,(tD)’yi bulup yerine yazalim.

(tD)S,(tD) = (t )i {T} D"

r=1

{ }Ttr"_lDT—FZ {m} tTDr+1>
=1 r=1 "
m m+1
1{r}rtD +Z{ }tD
<{ } { }) trD'r' +tD+tm+1Dm+1
2
{ 1}trDr+tD+tm+1Dm+1

= {m+1}tTDT
r

bulunur. Bu deger yukarida yerine yazilirsa

S

r

Il
~
/\

I
NE

T

I
NE

ﬁS

r

I
M

3
=

Il
—

m+1

gy = S {" ) Hanrec

r=1

= Sm(tD)G(fi)

bulunur ve kanit tamamlanmis olur. m

kKt = k(k—1)---(k —r + 1) azalan faktoriyel gézoniine alimrsa agagidaki
sonug elde edilir.

Teorem 12 (fy)ken dizisinin drete¢ fonksiyonu f(t) = G(fr) olmak tzere,

G(k fr) =t"D"G(fr)

olur.
ispat.
UD'G(fi) =t"D"f(t) = t'D"> fit*
k=

_ trDr—l Z k’fktk_l

k=0

= D" k(k — 1) fit*

k=0
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= "> k(k—1)-(k—r+1)fit"™"

= > k(k—=1)-(k—r+1)fit*
k=0
= G(k"fy)
bulunarak kanit tamamlanir. =

Teorem 13 (fi)ren dizisinin treteg fonksiyonu f(t) = G(fx) olsun. Vk # 0 igin

gk = & ve go = 0 olmak tizere

6 (+4) =6t = [ (605 - 0 E

Ispat. k # 0 icin fi = kgy'dir. Dolaysiyla G(kg,) =
tireteg fonksiyonlar: igin tiirev kural kullamlarak ¢DG(g
bu esitlikte integral alinirsa

olur.

G(fx) — fo olur. Buradan
k) = G(fx) — fo bulunur ve

6(90) = [ (015 - 1) %

elde edilir. =

Teorem 14 (fy)ken dizisinin dreteg fonksiyonu f(t) = G(fx) olmak dzere (f(t) bir
formal Laurent serisi degil)

QQ+1) /Qﬁd%—/fmw

Ispat. gpi1 = fi ve go = 0 olacak bicimde (gi)ren dizisini gozoniine alahm. Burada

olur.

G(fx) = G(grs1) = M oldugunu biliyoruz. Sonug olarak

1 = PR B
g<k+1 k) = g<k+19k+1> Z 9k+1t :gzylkt

= g( )Z%/t(g(gk—go g
/gnw— /f

bulunarak ispat tamamlanir.
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Teorem 15 (fi)ren dizisinin dreteg fonksiyonu f(t) = G(fx) olmak iizere,

G* fr) = f(pt)

olur.

Ispat. Ureteg fonksiyonunun bileske 6zelliginin

fk Oggk an

oldugunu daha énce gostermistik. Burada g(t) = pt olarak alirsak

Z Fu(pt)" Zp”fnt” = G(p" i)

elde edilir. =

Ozel olarak, p = —1 i¢in G((—1)* f) = f(—t) olur.

2.2.3. Uretec fonksiyonlar ile ilgili baza sonuclar

Urete¢ fonksiyonlar: ile ilgili simdiye kadar verilen temel kavramlar ve
teoremler kullanilarak biraz daha ileri seviye sonuclar elde edilebilir.

Teorem 16 (Sprugnoli, 2006) (fi)ken dizisinin treteg fonksiyonu f(t) = G(fx)
olmak tizere,

F(V) + F(—=V1)

G(for) = 5

(2.10)

ve

G(fars1) = (2.11)

2Vt
olur. (Buradaki \/t, (v/t)? = tyi saglayan bir semboldiir.)

Ispat. Ureteg fonksiyonlarinin bileske ézelligi kullamlarak,

FVO+H (VD e V" + 30 f(= V)"
2 2

o (VO (V)"
— nz%fn 5
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elde edilir. Burada n tek ise (v/#)" + (—v/t)" = 0 olur. n = 2k icin

oo [e.9]

k| 4k
Zf%t —2Ft :Z " = G(far)
k=0 k=0

bulunur.

Benzer gekilde (2.11) formiilii igin de ayni yontem kullanilarak ispat yapilir.

Teorem 17 (Sprugnoli, 2006) (fi)ken dizisinin trete¢ fonksiyonu f(t) = G(fx) ise,

o(a'r) -] A

olur.

Ispat. ¢, = Qk_’fH olarak alalm. Buradan 2kgy + g = fi olur. g¢(t) = G(gx)

olmak ftizere iireteg fonksiyonunun tiirev ozelligini uygularsak 2G(kgr) + G(gx)
G(fx) bulunur ve buradan 2t¢'(t) 4+ g(t) = f(t) diferansiyel denklemi elde edilir. Bu
diferansiyel denklemin ¢oziimii ise g(0) = fj igin teoremdeki esitligi verir. m

Teorem 18 (Sprugnoli, 2006) (Kismi Toplam Teoremi) (fi)ren dizisinin treteg
fonksiyonu f(t) = G(fx) olmak tizere

(Z fk) = —9(f)

olur.

Ispat. s, = > r_o Jx olsun. Buradan her n igin s,.1 = s, + f,41 yazilabilir. Bu
esitligin her iki tarafina da G operatorii uygulanirsa G(sp41) = G(sn) + G(fnt1)
bulunur. Teorem (6)’in yardimiyla

g(sn) — S0
t

elde edilir. sy = fp oldugundan G(s,) = tG(s,) + G(f,) bulunur. Buradan da

(Z fk) = 9(f)

bulunur. =
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Teorem 19 (Sprugnoli, 2006) (Euler Dontisimii) (fi)ren dizisinin dreteg
fonksiyonu f(t) = G(fr) olmak tizere

g (g (Z) fk) = %_tf (%_t) (2.12)

Ispat. Binom katsayilarinm temel 6zelliklerinden,

M = (") = (Y= = (:L"’__kl)(—l)”_k bulunur. Béylece
bu ifade (1 —t)"*"V’deki " *'nin katsayisim verir. Ureteg fonksiyonunun bilegke

ozelligini kullanarak

> (1) = X (e

k=0

olur.

kanitlanmis olur. m

Not 2 Ayrica, formal kuvvet serilerinde girisim kuralinin

n

[t F(0)g(t) = Y IO g (1)

k=0
oldugunu gostermistik. Bu egitlikte g(t) = (1 + )" olarak alirsak,

n

O+ = Y O+

k=0

elde edilir. Fakat bu ifade n’ye bagl oldugundan bir treteg fonksiyonu gostermez.
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2.2.4. Bagka baz iirete¢ fonksiyonlar:

Bu boéliimiin amacit 6nceki boliimleri kullanarak daha genel olan iireteg
fonksiyonlarini elde etmektir. Ilk 6rnek olarak her k& € N icin fi1 = fi = 1 olacak
sekilde bir F' = (1,1,1,...) sabit dizi alalim. Bu dizi i¢in Teorem 5’de verilen iireteg
fonksiyonlarinin temel prensibi kullanilarak G(fy11) = G(fx) bulunur. Daha sonra
burada iireteg fonksiyonlarmin ételeme 6zelligi kullanilarak G(f) — fo = tG(fx) elde
edilir. Dolayisiyla fy = 1 oldugundan

bulunur.
Boylece herhangi bir F' = (¢, ¢,¢,...) seklindeki bir sabit dizi i¢in tireteg
fonksiyonlarimin dogrusallik 6zelligi kullanilarak,

G(c) =G(e-1) = cG(1)

o
1t
elde edilir. Benzer sekilde 6nceki boliimlerde inceledigimiz tirete¢ fonksiyonlarinin

temel ozellikleri ve teoremleri kullanilarak birgok formiil bulunabilir. Simdi bunlar:
verelim:

Q

(n)=G(n-1) =tD{- = ﬁ

n?) = G(n-n) =tDG(n) = tDﬁ _ (itgs

H,) =G> 01) =156 (%) = £ In (%) olur, burada H, n. harmonik

-t
sayidir.

Buldugumuz bu formiiller kullanilarak bagka iirete¢ fonksiyonlar: egitlikleri
de bulunabilir:

G(nH,) = tDG(H,) = tD (1;1]“(1;)) _ (1_tt)2 (m (%) +1).

1 1 [t 1/t 1 1 1 1 \?
g H, :—/ Q(Hn)dz:—/ In dz=—(In )
n+1 tJo t)o 1—=2 1—-2 2t 1-1

Ayrica 05, ,, bilinen Kronecker delta olmak iizere

g((s[)m,) == Z 507ntn = 5070 + (5071{: R 1

n=0 0
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olarak bulunur. Bu egitlik daha genel halde

g<5n7m> = Z 6n,mtn = §O,m + 51,mt + -+ 5m71,mtmi1 + 5m,m " +o = "
= })r \T/ VO

olarak elde edilir.

Simdi ilging bir 6rnek olarak G ( > ifadesini bulalim. —— = % -

(n+1) n(nt1) ntl
oldugundan esitligin her iki tarafina G operatoriinii uygulayabiliriz; fakat bu baginti
n = 0 i¢in tanimh degildir. Dolayisiyla Teorem 5’de verilen iireteg fonkiyonlarinin
temel prensibini uygulayabilmek i¢in

1 1 1

- - 5,
n(n+1) n n—i—l+ 0

seklinde tanimlanir. Boylece,

= (1 1 .
g( n+1> n+1 - Z(ﬁ_n%—l)t

n=1 n=1

M

olarak elde edilir.

Simdi binom katsayilarinin tirete¢ fonksiyonlarina bakalim. Q((Z) )’y1 bulmak
i¢in oncelikle binom katsayilar: tanimindan

(kil) :p(p_l)m((/f;f)fl)(p_k) :i;];(@

elde edilir. Burada f = (2) olarak segersek fy,1 = (kil) olur. Dolayisiyla
G((k+1)fr) =G((p — k) fx) = pG(fi) — G(k [r)

bulunur. Burada Teorem 9 ve iirete¢ fonksiyonlarinin tiirev o0Ozelliginden
yararlamlarak DG(f) = pG(fr)—tG(fx) elde edilir. Bu esitlikte, G(f) = f(t) olarak
alirsak f'(t) = pf(t) — tf'(t) diferansiyel denklemini verir. Bulunan bu diferansiyel
denklemin ¢6ziimi ise In f(t) = pIn(1+1¢) + ¢ veya diger bir ifadeyle f(t) = c(1+1¢)?
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olarak kolayca bulunur. ¢ = 0 i¢in f(0) = (g) = 1 = ¢ oldugundan ¢ = 1 olarak
bulunur. Dolayisiyla

Q((i)) =1+t peR

Buradan hareketle binom katsayilari igin meshur rekiiransi, formal kuvvet
serilerindeki katsay1 belirleme operatoriiniin temel 6zellikleri yardimiyla elde
edebiliriz:

olarak elde edilir.

(2) = oy =1l s o

(1 + )P+ t(1+ )P
= A+ !

()65

2.2.5. Uretec fonksiyonlarinda 6teleme metodu

Bir F' dizisinin elemanlar1 agik bir formiil olarak verildiginde bu F' dizisinin
iirete¢ fonksiyonunu bulabilmek i¢in 6teleme teknigi kullamilabilir. Yani f,1, fn
cinsinden belirlenir. Boylece, f, € F' elemanlar igin rekiirans bulunur ve iireteg
fonksiyonunun temel 6zellikleri kullanilarak bu rekiirans ¢oziillmeye galigilir.

(1,p,p% p3,...) olacak sekilde bir geometrik dizi alahm. Bu dizide her k € N
icin p**!' = pp* olur. Burada esitligin her iki tarafina G oreratorii uygulanirsa,
G(p*1) = pG(p*) bulunur. Bulunan bu ifadeye iirete¢ fonksiyonlarimin &teleme
ozelligi uygulanirsa,

Gt = % = pG(p") elde edilir ve buradan

1

g(r") = 1 e

bulunur. Dolayisiyla bu ifade kullanilarak bagka iirete¢ fonksiyonlar1 da elde
edilebilir. Ornegin

kY t

g(k.Zpk) _ pt4p?t?

- (1=p)®?
G (") =In 55
G (X)) = (pjl)t (%pt — ﬁ) olarak bulunur. Buradan [t*] operatorii

kullanilarak



iyi bilinen geometrik dizi formiilii elde edilir. Benzer sekilde

m
g ((,Jp‘“) = (1+pt)"
oldugu goz oniine alinarak

() = g

Oteleme metodunun basit bir uygulamasi olarak

olarak bulunur.

1 1 1

n+1)! n+ln!

esitliginde f,, = 1/n! olarak alalim. Dolayisiyla yukaridaki esitlik (n 4+ 1) f,11 = fa
olarak yazlabilir. Burada Teorem 9 kullanilarak f’(¢) = f(¢) bulunur veya

o (i) = [ (oo n)) - [

g(ﬁ):wgﬂnim) - th(nL%)

1
= tD;(et—l)
B tel —et +1
n t

olarak elde edilir. Bu esitlikten G (ZZ:O ﬁ) = ﬁg (ﬁ) kullanilarak

S = e ()
= [t"] (%_ ett_l)
- (nil)!

bulunur.
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Simdi (2n+2) i inceleyelim:

(n+1) (?if) —2(2n+1) (2:)

oldugu kolayca goriiliir. Bu rekiirans bagintisinda f,, = (2:) olarak alalim. Bdoylece
rekiirans bagintisi

(n+1)for1 =22n+1)f,

olarak yazilir. Burada Teorem 9, iirete¢ fonksiyonlarinin dogrusallik ve tiirev
ozellikleri kullamlarak f'(t) = 4tf'(t) + 2f(¢t) diferansiyel denklemi bulunur. Bu
diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin kolayca f(t) = —=2— oldugu bulnur. Sonug

1—4t
()181"8[(,
n \/1 — 4t

elde edilir. Ayrica bu iireteg fonksiyonu yardimiyla

G (1 () = H Iy G () d== 4 i gz = =57,
G () = [ G (CD) — o) % = fi (ks —1) & =2l (257,

g (n(zg)) =tDg ((2:)) =tD \/11741‘/ - (174t§i/174t’

g (2n1+1( )) = f Vz - 2\/ fO \/m = \/%Earctan \/ 14t4t ureteg

fonksiyonlar: elde edlhr.

2.2.6. Uretec fonksiyonlarinda kosegenlestirme

Oteleme metodu, iiretec fonksiyonlarmi elde etmede diger metotlara gore
daha genel bir metotdur. Bu yontem bir énceki boliimde inceledigimiz gibi birinci
mertebeden rekiirsif bagintilar iiretir. Fakat her dizi, birinci mertebeden rekiirsif
bir baginti ile tanimlanamaz. Bu nedenle {irete¢ fonksiyonlarini bulmak igin farkh
metodlar da gerekebilir. Bunlardan birisi de kogegenlegtirme o6zdesligidir. En
yaygin ve basit olan ornek ise kdgegenlestirme 6zdesligi kullanilarak, merkezi binom
katsayilarinin iirete¢ fonksiyonlarinin diferansiyel denklemsiz ¢oziimiidir. Simdi bu

ornegi inceleyelim:
2n
= [t"](1 +t)*
() =0

esitliginde iirete¢ fonksiyonlarinin

P |
= t¢/(w)

olan kogegenlestirme 6zdesligini uygulanirsa F(t) = 1 ve ¢(t) = (1 + t)? olarak
alinir. Dolayisiyla bu durumda w = ¢(1+w)? fonksiyonel denklemi ¢oziilerek kolayca

Gt F)e(1)") =

35



w = w(t) fonksiyonu elde edilir. Simdi tw? — (1 —2¢)w+¢ = 0 ikinci derece denklemi

¢oziilerek
1—2t++/1—4t
2t

olarak bulunur. Fakat w € F; oldugundan "+" isaretli ¢oziim elenir, aksi takdirde
bulunan fonksiyon bir formal kuvvet serisi olmaz. Sonug olarak

_1—2t—\/1—4t]

w=w(t) =

g(@)) - ;1;#(@0) v
=i

2t

2

1—-2t—+1—-4t
t

olarak bulunur. ¢(t) = (1 + ¢)? ikinci dereceden bir denklem olugsmasina neden
olmaktadir.

2.2.7. Baz1 ozel iiretec¢ fonksiyonlar:

{0,1,1,1,2,2,2,2,3,...} olarak verilen ve genel elemani L\/EJ olan dizinin
iirete¢ fonksiyonunu bulalim. Bu sonsuz elemanli dizinin iirete¢ fonksiyonunu
bulmak icin dizi sonsuz sayidaki basit dizilerin toplami olarak yazilabilir:

{0,1,1,1,2,2,2,2,3,...} ={0,1,1,1,1,1,1,...} + {0,0,0,0,1,1,1,1,. ..} + - -~
Bu sekilde yazilan dizilerin tirete¢ fonksiyonlar:

t 4 19 116
1—t 1—t 1—t 1—t

olur. Dolayisiyla

2

o) =21

k=1

olur. Benzer gekilde
"

QQWJ>::11—15 ([log, k]) :iltr

k=1

olarak bulunur. Bu egitliklerde r herhangi bir tamsay1 veya reel sayidir. Eger k" ve
r*’y1 birbirlerinin yerine koyarsak [k"] ve [r¥| olur.

Bu {irete¢ fonksiyonlar bir¢cok toplamin kapali ya da yari kapali formda
bulunmast igin kullanihr. Ornegin 3, (Z) {\/EJ (—1)¥y1 kapali form ya da yan
kapali formda bulalim.
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Oncelikle (7)(—1)"™* = (7)) = [t" (1 + )™ oldugunu biliyoruz.

Dolaysiyla bu ifade Y i, (7)(—1)"7" fi’da yerine konularak, fr = [y*]f(y) olmak

iizere ve formal kuvvet serilerinin bilegske 6zdegliginden yararlanilarak

n n

Z(D(—l)”_kﬁc = D "M+ )

k=0 k=0
n

= D [+ )T M f ()

k=0

= Pl 2 (1)

= [t ]1+tf(1+t) (2.13)

olarak bulunur. Bu egitlikte fp = {\/EJ olmak iizere

k=0 k=0
iy 1 - ka t
= (=1 [t]1+t 1—yy 1+t
,; L
7] 2 1
= (=" ) " ]m
olur. Burada (1 4 ¢)"*’nin binom katsayilar1 yardimyla,
n Lv]
n ko 1y —k?
Z(k) VR (-DF = (1) 2 (n_k)
Lv7]
n n—1 _ 1\n—k?
= 03 ()
Lv7]
n—1 k2
— ; (n_k2>( 1)

olarak elde edilir. Bulunan toplam n’ye bagh olmasina ragmen terim sayisi n’den
v/n’ye indirgendiginden bu toplami yar1 kapal form olarak diigiinebiliriz.
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2.2.8. Sabit katsayil dogrusal rekiiranslar

(fx)ken bir dizi ise, bu dizi bir rekirans bagintisi ile tanimlanabilir. Yani
dizinin genel terimi olan f, eleman1 & < n olmak {lizere diger f; terimlerine
baglh bir sekilde ifade edilebilir. Genel olarak dizinin genel terimini bulabilmemize
yardimci olacak bagintidan sirayla dizinin terimlerini bulabilmek i¢in ilk birkag
terimi agik olarak verilmelidir. Bunlara baslangi¢c degerleri denir ve basglangig
degerleri kullanilarak dizinin geri kalan elemanlar1 verilen rekiirans bagimntisi ile
hesaplanabiliyorsa buna iyi tanimlh dizi denir. Ornegin, (1,1,1,...) sabit dizisi
xo = 1 baglangi¢ kogulu ve x,, = x,,_; rekiirans bagintisi ile tanimlanabilir. Baglangig
degerleri degigince dizi tamamen degisebilir. Mesela, x,, = x,,_; rekiirans bagintisi
ile verilen dizide baglangi¢ kogsulu xy = 2 olursa (2,2,2,...) sabit dizisi elde edilir.

Genel olarak bir rekiirans bagintisi f,, = F/(fn_1, fu_2, - - .) seklinde yazilabilir.
Burada F' fonksiyonu f,_1, fn_2,..., f1, fo degerlerinin hepsine bagh ise bagintiya
tam gegmise bagumly, fn_1, fn—2,..., fan—p gibi sabit sayida terime bagh ise kismi
gecmise bagimly rekiirans bagintisi ve p sayisina da bagimtinin mertebesi denir.
Dogrusal rekiiranslar en yaygin ve onemli rekiirans bagintilardir. F' fonksiyonu
biitiin degigkenler tiirtinden dogrusal ise rekiirans bagintisina dogrusal rekirans
bagintise denir. Dogrusal bir rekiirans bagintisindaki F' fonksiyonundaki biitiin
katsayilar sabit ise buna sabit katsayile dogrusal rekiirans bagintisi, katsayilar n
degiskenine bagli polinomlar ise buna polinom katsayilv dogrusal rekiirans denir.
Az sonra gorecegimiz gibi, lirete¢ fonksiyonlar: yontemi herhangi bir sabit katsayil
dogrusal rekiirans denklemini ¢6zmemize yardimci olacaktir. Bu yontemde her
n € N i¢in [t"]f(t) = f. olmak iizere bir f(t) fonksiyonu bulmaya g¢ahsacagiz.
Polinom katsayili dogrusal rekiiranslar igin, ¢ogu zaman ayni yontemle ¢Oziim
bulunabilir. Diger yandan, bu tiirden biitiin rekiiranslar1 ¢ézmek ic¢in herhangi bir
yontem bilinmemektedir ve iireteg fonksiyonlar yontemi en ¢ok olumlu sonug veren
yontemdir. Bu durumu bir sonraki béliimde inceleyecegiz.

Fibonacci rekiiransi olarak bilinen F),, = F,,_| + F,,_ rekiiransi sabit katsayil
rekiiransa bir drnektir. Bu tiir bir rekiirans bagintisini ele aldigimizda bu bagintiy
her n € N ic¢in gegerli olacak sekilde ifade etmekle baslayacagiz. Rekiiransi
F,.o = F,11 + F), seklinde yazinca bu ifade her n € N igin gegerlidir. Bu ilk adim
biiylik bir 6nem tegkil etmektedir; ¢linkii bu rekiiransin her tarafina G operatoriini
uygulayabiliriz. Bir onceki adimda iirete¢ fonksiyonlarinin temel prensibine goére bu
miimkiin degildi.

Rekiirans bagintisi dogrusal oldugu i¢in dogrusallik aksiyomunu

fn+p = Oélfnerfl + OégfneriQ + .. 4 Oépfn

rekiiransina uygulayarak

g(fn-l—p) - alg(fn-‘rp—l) + a2g(fn+p—2) + -+ apg(fn)

bagintisini elde ederiz.
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Teorem 7’dan her G( f,1,—;) ifadesini f(t) = G(f,) tiiriinden ifade ederek f(t)
tiirtinden dogrusal bir baginti ve dolaysiyla f(t) igin acik bir ifade elde ederiz ki bu
da rekiirans bagmtinin ¢éziimi olur. G( f,+,—;) icin yazilan ifadede dizinin baslangig
kosullarinin kullanildigina dikkat edelim.

Fibonacci dizisi ornegimizle devam edelim: G(F,12) = G(Fh41) + G(F,)
ifadesinde F'(t) = G(F},) olmak iizere

F(t) —750 — Pt _ F(t)t— B, by

elde edilir. Fy =0, F; = 1 oldugu i¢in

F(t)—t=tF(t) +t*F(t)
ve buradan da ;
Tt
bulunur. Bu fonksiyon Fibonacci sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonudur. Buradan F),
i¢in acik bir ifade bulabiliriz.

1+5
2

F(t)

¢ = ~ 1.618033989, ¢ = ~ —0.618033989

1-+5
2

olmak iizere, F'(t)'nin paydast 1 — ¢ —t* = (1 — ¢t)(1 — &) seklinde yazlabilir.
Burada 1/¢ ~ 0.618033989 sabiti altin oran olarak bilinir. Basit kesirlere

ayirma yontemi ile

/ A B A—Adt+ B - Bt

B T R e B A T e

elde edilir. A ve B bilinmeyenlerini bulmak i¢in F'(¢)’nin ilk ve son ifadelerindeki
katsayilar esitlenir ve

{A+B=0 {A=1A¢—@=1A@
~ =
—Ap—Bp =1 B=-A=-1V5

bulunur. Béylece F(t) ifadesindeki ¢" katsayis1 hesaplanarak F,, bulunur:

Ui 1 1\ ¢ ¢
F":“]F(”‘[”ﬁ(l—qsfl_at)‘ V5

¢" = exp(nlng) oldugu i¢in bu formill F,’yi sadece n’ye bagh bir sekilde
hesaplamamiz saglar ve F),’'nin istel arttigini gosterir. Aslinda |$| < 1 oldugu
icin, %n ifadesi sifira ¢ok hizh yaklagir ve F,, = O(¢") olur. Gergekte F), bir tam
say1 olmalidir ve bu nedenle F, sayisimi ¢"/+/5 sayisina en yakin tam sayiy1 bularak
hesaplayabiliriz.

1
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2.2.9. Polinom katsayil dogrusal rekiiranslar

Polinom katsayili dogrusal rekiiranslar igin iirete¢ fonksiyonlar1 metodu bir
¢oziim vermez. Genellikle, tiirev kurali ile iirete¢ fonksiyonlari i¢in bir diferansiyel
denklem olusur; fakat bu yaklagimdaki problem diferansiyel denklemin ¢oziimii ile
ugragilmasidir. Bu durumun bazi orneklerini 6teleme metodu alt baghigi altinda
inceledik. Burada ise kombinatorik problem kullanarak ¢oziimii bulacagiz.

7 € P, bir permiitasyon olmak iizere, 7% = (1) olursa bu durum involiisyon
tanimini verir. P, kiimesinde bulunan involiisyon sayisi ise I, ile gosterilir.
Involiisyon sayilariyla ilgili

I, =11+ (TL - 1)[n72

seklinde bir rekiirans bagintisi oldugu gosterilebilir. Bu bagint1 ayrica polinom

katsayilidir. Involiisyon sayilar1 cok hizli biiyiidiigiinden i, = % niceligini diigiinmek

giizel bir fikir olabilir. Dolayisiyla 6ncelikle bu rekiirans bagintisinin degistirerek
iirete¢ fonksiyonlarinin temel prensibini uygulayacak hale getirelim:

]n+2 = Ipt1 + (TZ + 1)]71
olur. Burada esitligin her iki tarafim (n + 2)! ile bélersek

[n+2 o 1 In+1 1 In
(n+2) n+2(mn+1) n+2n

elde edilir. Boylece buradan
(n+2)i, =tpe1 +in

seklinde rekiirsiyon bagintisi elde edilir. Bu bagintida G operatorii uygulanarak
iirete¢ fonksiyonlarina gecilir ve

G((n 4 2)int2) = Glint1) + G(in)

bulunur. Bu esitlikte G((n+2)in+2), G((n+1)i,41) = ¢'(£) nin Stelenmis hali olarak
diigtiniliir ve i(t) ise (ix)ren = (Ix/k!)ren dizisinin treteg fonksiyonudur. Aslinda
i(t) fonsiyonu (Iy)ren igin iistel tireteg fonksiyon olur. Dolayisla buradan iireteg
fonksiyonlarinin 6zellikleri kullanilarak

‘t)—1 i) -1
t ot

+i(t)
esitligi bulunur. Burada basglagi¢ degerleri ig = i, = 1 oldugundan yukaridaki esitligi

i'(t) = (1 +t)i(t)
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diferansiyel denklem halinde yazabiliriz. Boylece diferansiyel denklemin ¢oziimii

t? t?
lni(t):t—l—g—l—C veya  i(t) =exp (t+§—|—0)

olur. Buradaki C' integral sabitidir. i(0) = e“ = 1 oldugundan C' = 0 olur. Sonug
olarak

I, = nli,

— nl[t"] exp (t + g)

olarak elde edilir.

2.2.10. Carpimlarin toplanma metodu

Bu metod, birinci mertebeden olan dogrusal rekiiranslar igin tanimlanan
dizilerin genel terimi i¢in agik bir ifade bulmamizi saglar. Metod kapali formun
bulunmasini garanti etmez. a,,b,, c, n’ye bagh ifadeler olmak tizere

an-i—lfn—i—l = bnfn +cn (214)

seklinde bir rekiirans bagintisi alahm. Bu bagintida a,,; = b, = 1 oldugunu
diigiinelim. Bdéylece f,,11 veya f, icin agik bir ifade bulunabilir:

fn+1:fn+cn:fn—1+cn—1+cn:"':f0+zck

bu ifadede f; baslangic kosuludur. Ilk basta verilen rekiirans her zaman bu
sekilde daha basit forma ¢evrilebilir. Simdi (2.14) esitligini “katsay1 ¢arpan1” olarak

adlandirilan
ApQnp—1 4o

bnbn—l e bO

ile carpalim. Katsay1 ¢carpaninda bulunan terimlerin hepsi sifirdan farkhidir. Boylece

Ap+1QnpQp—1 " * a'Of _ QpQp—1---0ag
n+l — 37 1 7
bnbr—1 - -+ o bp—1bn—2 -~ - o

f + ApQp—1 Qo

" b1 "
elde edilir. Burada

o Ap41GpQp—1 **° CLOf
I by by
olarak tamimlarsak g, = =12 f olur ve buradan baslangic durumu gy = agfo

bn_1-bo
olarak bulunur. Boylece rekiirans

+ ApQAp—1 - Aag
= —_—C
In+1 = Gn boby 1 by n
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olarak elde edilir. Rekiirans iizerinde gerekli diizenlemeler yapilarak sonug olarak

bnby_1 - ApGg—1 -
Jfot1 = —~~a (aofo + Z Db k) (2.15)

Ap4+1Qan -

elde edilir. Eger ag veya by sifir olsaydi buradaki indis 1’den baglatilirdi.

Bu metodu bir 6rnek iizerinde incelemek icin f(t) = /1 —tln(1/1—1)
fonksiyonundaki ¢"’in katsayisin1 bulalim. f(t) fonksiyonunun agilimi

1

ft) = V1—tln .
Lp L My 81
24 24 1920 960

A
olur. Oncelikle f(t) = >°° ) fut™ seklinde formal kuvvet serisi olmak iizere f, icin
rekiirans bagintisi bulmak amaciyla f(¢) fonksiyonunun tiirevini aliriz:
1 1 1
In +
21—t 1—t 1-—t

bulunur. Bu esitlik {izerinde gerekli iglemler yapilarak

ORE

(1= 0)f/(t) = 3 /() + VT~

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklemde f(¢) formal kuvvet serisi
yerine seri acilimi yazilarak ve t™’in katsayisi1 ayrilarak

(4 Do —nfo = g+ (17) 1y

( 1)n 1
47 (2n—1)

rekiirans bagintisi bulunur. Bu bagintida (17/1 2) =
gerekli igslemler yapilarak

( ) ifadesi yerine yazilip

4 Do =20 s () (2,16

olarak bulunur. Bulunan bu rekiirans bagintisi birinci mertebeden olup baslangig
kogulu fo = 0’dir. Bu durumda katsay1 ¢arpani metodunu uygulayalim: a, .1 = n+1

oldugundan a,, = n olur ve b,, = 2’2‘;1 "dir. ap = 0 oldugundan dolay1
Aplp_1 - nn—1)---1
= 2m—12n-3 1
bby 1+ by moimes L

n(n—1)---1(2")
(2n—1)(2n—3)---1
nl2"(2n)(2n —2)---2
(2n—1)(2n —3)---1(2n)(2n — 2)
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n!2"(2n)(2n —2) - -2
(2n)!
nl2m2"n!
(2n)!
4nn)?

(2n)!

(2.17)

olarak katsayi ¢arpani elde edilir. Simdi (2.16)’de buldugumuz rekiirans bagintisini
elde ettigimiz (2.17) katsay1 garpani ile garparsak

47n)?

(n + 1)—fn+1

(2n)!

2n — 14"n!? 1 47nl? (2n
2 (2n)!""  47(2n—1) (2n)! (n)
2n — 14"n!? 1
2 2!’ 2m—1

bulunur. Simdi (2.15)’de bulmug oldugumuz genel egitlik kullanilarak

fn—l—l

(n+1)4»

(2n)!
(n+1)4rn!?

)

(aofo =0)

(kzi%_zk;l— 1
W)

k=0

-1
2k —1

elde edilir. Bulunan bu ifadeyi daha basitlestirebiliriz. H, = 1+ % + % +% harmonik

sayilar olmak {izere,

—~ 1 1 1
;Qk—l T e
Y P SR G S
2n  2n—-1 2n-2 2 2n 2
1 1 1 1
- H2n+2_2n+1_2n+2_§(Hn+1_n——|—1)_
1 1 1
B R MRS s s R s
= Hyna = gHo — ot
olarak yazilabilir ve ayrica
1 (Qn) _ 4 (2n+2) n+1
(n+1)4" \ n (n+ 14"\ n+1)2(2n+1)
2 1 [(2n+2
- 2n+14"+1<n+1)
olur. Dolayisiyla
2(n +1) 2 1

1
fot1 = <_Hn+1 — Hopio +

2

o 2n+ 2
2n + 1 2n +14nt1\ n4+1
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olarak elde edilir. Ayrica buradan

1 2n 2 1 /2n
. = [(=H,— H,, —
f (2 ? +2n—1)2n—14n<n>

_ (Hn—2H2n+ dn ) 1 <1/2>4”(2n—1)

2n—1/) 2n— 14"\ n / (1)1

. (Hn — 2H,, + 2n471 1) (17/12> (_1)n

Not 3 H, ~ Inn 4+~ oldugunu biliyoruz. Buradan

bulunur.

4n
2n — 1

H, — 2H,, + ~ Inn+v—-2(In2n+~v) + 2

~ Inn+~v—2(In2+Innvy)+2
= —Inn—~v—In4+2

olur. Bunun yaninda

1 1 /2n 1
2n— 14"\ n 2na/mn

1
2ny/Tn

haze ile biiytudigini gosterir.

ve sonu¢ olarak

fa~—(nn+~+1nd—2)

bulunur. Bu da bize | f,|’in Inn/n3/?

2.2.11. Bagka baz rekiiranslar

Tim rekiirans bagintilar1 dogrusal degildir, dogrusal olmayan rekiirans
bagintilar1 vardir. Ornegin Catalan sayilarinin n > 0 igin

n—1
Co =) CiCri
k=0

bi¢iminde rekiirans bagintis1 vardir. Bu bagintiya iirete¢ fonksiyonlari metodunu
uygulayalim. Bunun igin katalan sayilar1 bagintisi dncelikle n + 1 i¢in yazilir:

Cut1 =Y CiCarre
k=0

Goriildiigii tizere egitligin sag tarafinda girisim vardir. Dolayisiyla Cy = 1 baglangig
kosulu i¢in
c(t)—1
% =C@t)? veya tC(t)*—C(t)+1=0
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olmak iizere ikinci dereceden bir denklem bulunur. Bu denklemin ¢oztimleri C(t) =
(1 £+/1—4t)/(2t)dir. Fakat denklemde ¢t = 0 i¢gin C(0) = Cy = 1 oldugundan bu
¢oziimlerden —+ isaretli olan ¢6zlim elenir. Sonug olarak

1—+v1 -4t
2t

bulunur.(Aym sonug tireteg fonksiyonlarindan 6teleme metodu baghg altinda da
bulunmustur.)

O(t) =

Ikinci bir 6rnek olarak, Bernoulli Sayilarimin iirete¢ fonksiyonuna bakalim.
B(t) = G(B,/n!) olmak fizere, Bernoulli sayilar1 3 ("s') By = 8,0 rekiirans
bagintisi ile tanimlanir. Buradan

" (n+1 RN (n+1)! B
Z <n—k)Bn_k B kz:%(k‘+1)!(n—k:)!Bn_k_5"’0

k=0

olur. Esitligin her iki tarafin1 (n + 1)! ile bolersek

n

Z 1 Bn ko 571,0 -5
e (k+ D) (n—k)!  (n+1)! "

bulunur. Son esitlik her n € N i¢in saglandigindan iireteg fonksiyonlarina gegebiliriz.
Goriildiigii tizere esitligin sol tarafinda girisim vardir.

i(i«in Z‘W (kin)g(ﬁ)

olur. Buradan

el —1 t
; B(t)=1 veya B(t):et_1

elde edilir.
2.3. Riordan Siralari

2.3.1. Tammmlar ve ana kavramlar

d(t) ve h(t) iki formal kuvvet serisi olmak tizere D = (d(t), h(t)) ikilisine bir
Riordan siras1 denilir. Eger d(t), h(t) € Fy ise Riordan sirasi, temel Riordan sirasi
olarak adlandirilir (Riordan 1979, Shapiro vd 1991, Sprugnoli 2006).

dp i = [t"]d(t)(th(t))" (2.18)

olmak tizere bir Riordan sirasi; girdileri (d, x)n ren bigiminde elde edilen bir sonsuz
alt iiggensel sira olarak da tanimlanir. Dolayisiyla, bu sonsuz alt iiggensel siranin
siitun girdilerinin iirete¢ fonksiyonlari

do(t) = d(t)
d(t) = dp_1(t)th(t) = d(t)(th(t))*
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olur.

Riordan sirasinin siitunlarini veren formal serilerin {irete¢ fonksiyonu; D =
(d(t),h(t)) olmak tizere

d(t,z) = d(t)(th(t))" =" = % (2.19)

iki degiskenli iirete¢ fonksiyonu ile verilebilir.

Ornek 20 En yaygin Riordan swrasi érneji Pascal ti¢genidir. Pascal ticgeni igin

Riordan sirasinda bulunan formal kuvvet serileri d(t) = h(t) = 1= olarak alar ve

t
(2.18) ’de verilen Riordan sirast tanima kullamilarak,

1 t\"
i = [t]l——t(l——t>

n 1
= [t ]tkm

= [ -
B (;k—_;)(_l)n_k
- ()= ()

bulunur. Bu durum genel terimin, (Z) binom katsayist oldugunu gdsterir. Aymi

durum (2.19)’deki esitlik icin uygulamirsa iyi bilinen d(t,z) = (1 —t — tz)7" ik
degiskenli tirete¢ fonksiyonu bulunur.

Riordan siralarinin en oOnemli oOzelliklerinden birisi, agagidaki teoremle
verilmigtir. Bu 6zellik, Riordan siralarinin satirlar ile ilgili toplamlarin, s6z konusu
iirete¢ fonksiyonlarina uygun operasyonlarin uygulanmasiyla elde edilebilecegi
gercegidir.

Teorem 21 (Sprugnoli, 2006) D = (d(t),h(t)) Riordan swrase ve f(t), (fi)ren
dizisinin trete¢ fonksiyonu olmak tzere,

> dnifr = [E7]d() f(th(1)) (2.20)
olur.

ispat. dy, ;' nin tammin kullanarak;

Zdn,kfk: = Zdn,kfk
=0 =0
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= D ["d(O)(th(t)* i

00
k=0

= [t]d(8) Y fulth(1))"
= [t"]d(@) f(th(?))

elde edilir. =

Buradan Pascal tiggeni durumunda (2.12) esitliginde verilen Euler déniigiimii
bulunabilir. d,, ; = (Z) olmak tlizere

S (= o senn = w1 (75
Euler doniigtim esitligi elde edilir.
fr = 1igin f(t) = £ olur. Buradan
—~ (n 1 1
> (3) =Elm =
bulunur.
Ureteg fonksiyonlar1 béliimiinden
G)=1+t+t2+- =1/(1—1),
G(=D*) =1/(1+1) ve

Gk)=G(k-1) = tDli_t = ﬁ oldugunu biliyoruz. Bu iirete¢ fonksiyonlar:
ve Teorem 21 kullanilarak ,

Riordan sirasindaki n. satir girdilerinin toplamai:
d(t)
dpj = [t"|——,
D k= ]l—th(t)
k

n. satir girdilerinin alterne toplami:

d(t)
E —D)*dy g = [t"]——t,
(=1 dns = | ]1+th(t)

k

n. satir girdilerinin agirlikli (weighted) toplamu:

n_td@)h(?)
=0
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olarak bulunur.

Ayrica, D = (d(t),th(t)) olarak verilen Riordan sirasmm satirlarmm D =
(d(t),h(t)) Riordan sirasmin kogegenlerinden olugtugu asagidaki sekilde kolayca
gozlemlenebilir. c/l\mk, D = (d(t),th(t)) Riordan sirasimin genel elemani olmak {izere
(2.18) esitligi kullanilarak

-~

dns = [t"]d(t)(tth(t))"
= [t"]d(t)t" (th(t))"
= ["Md(t)(th(t)"
= dp ki
bulunur (Sprugnoli 2006).  Simdi bu Riordan sirasmin kogsegen tizerindeki

elemanlarinin toplamina bakalim:

> o= duig = [t"]d(t) f(Eh(t) = i Fryay _dgi(t)

elde edilir. Dolayisiyla yukarida gézlemlenmis olan durum her s > 1 i¢in Y, dp_spk
iirete¢ fonksiyonuna genellestirilebilir. Kosegen toplami kullanilarak, Pascal ti¢ggeni
icin iyi bilinen sonuclar elde edilebilir; Ornegin

n—=~k At ﬁ o ] B
Z( k ):[t]l—ﬁh(t)_l_i_[t]l_t_tQ_Fn—l—l

k 1-t

bu durum Fibonacci sayilarimi verir. Dolayisiyla bu esitlik binom katsayilar: ile
Fibonacci sayilar1 arasindaki baglantiy1 gosterir.

Bir bagka genel sonug ise soyledir: f(t) fonksiyonu (fy)ren dizisinin tireteg
fonksiyonu olmak iizere p = 1,2,. .., icin (f(t),#*~1) Riordan sirasinin genel terimi,

dn o = [t"]d(&)(th($))" = [E"]F(£) (") = ["P*1F () = fuop

olarak yazilabilir. ¢(t) fonksiyonu ise (g )ren dizisinin iireteg fonksiyonu olmak tizere
(2.20) esitligi kullanilarak,

[n/p)
Z fnfpkgk = fnfpkgk
k

k=0
Ln/p)

= D [ @B)gu(t)"

k=0

= ["1f(1) Y an(?)"

= [t"lf®)]g(y)ly = t*]
= [t"|f(t)g(t")
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elde edilir (Sprugnoli 2006). Bulunan bu sonug ise genellegtirilmiy girigim kurali
olarak adlandirilir; ¢iinkii p = 1’e kadar indirgendiginde iyi bilinen girisim kurali
oldugu goriiliir.

Ornek 22 S, = 2" + 2773 4276 4 279 4 ... seklinde bir dizi olmak iizere, (S,)

[n/3] Ln/3]

Sn _ Z 2n—3k _ Z 2n2—3k
k=0 k=0

olarak yazalim. Bdylece

/3]
Su=d_ 2" = [t"]f(t)g(t")
k=0
= [t"]f(t)g(t?)
_ 1 1
= | 1—2t1—13

bulunur.

2.3.2. Riordan siralarimin cebirsel yapisi

Riordan siralarinin en 6nemli cebirsel 6zelligi, iki Riordan sirasinin klasik satir
ve slitun ¢arpiminin yine bir Riordan sirasi olmasidir. Bunu gostermeye caligalim.
(d(t),h(t)) ve (a(t),b(t)) iki Riordan sirasi olmak iizere, bu iki siranmn ¢arpimina
bakalim. d, j, (d(t), h(t))'nin genel terimi ve f;; da (a(t),b(t)) Riordan sirasinin
genel terimi olmak {izere,

Z dn,jfik = Z([tn]d(t)(th(t))j ) ([y)a(y) (yb(»))")

o0

= [t"]d(?) Z(th(t))j [¥]a(y) (yb(y))*

= [t"]d(t)Z%[yj]a(y)(yb(y))k(th(t))j
= [t"]d(t);(th(t))(th(t)b(th(t)))k (2.21)
olur. Riordan sirasi tanimma gore son bulunan ifade
f(t) = d(t)a(th(t)) ve g(t) = h(t)b(th(t))
olmak iizere (f(t), g(t)) Riordan sirasmm genel terimini verir. Dolayisiyla
(d(t), h(t)) - (a(t), b(t)) = (d(t)a(th(t)), h(t)b(th(t))) (2.22)
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elde edilir (Shapiro vd 1991). Bu ifade énemlidir ve Riordan siralarindaki birgok
gelisime temel olusturmaktadir.

Riordan siralarimin  ¢arpiminin  birlesme 6zelligini  sagladigt  kolayca
gortilebilir.  Ayrica ¢arpim i¢in (1,1) Riordan sirasinin birim eleman oldugu da
kolayca gozlemlenebilir. Riordan siralarinda ¢arpim tanimi kullanilarak

(d(t), h(t)) - (1,1) = (1, 1) - (d(2), h(t)) = (d(2), h(t))

olur. Dolayisiyla (1, 1) Riordan siras: birim matrise kargilik gelir. d,, x, (1,1) Riordan
sirasinin genel terimi olmak tizere (2.18) esitligi kullanilarak

1, n=k

dup = [tﬂ]d(t)(th<t>>k=[t”N(t'“):[tn_k“:{0» nk

oldugu goriiliir. Yani (1,1) Riordan sirasinda késegendeki elemanlar 1, digerleri 0
olur. Ayrica (1,1) Riordan sirasinin bir temel Riordan sirasi oldugu agiktir.

Diger taraftan (d(t¢),h(t)) Riordan sirasimn temel Riordan sirasi oldugunu
varsayarsak (2.22) egitliginden kolayca goriildiigii gibi iki temel Riordan sirasimin
carpimi yine bir temel Riordan sirasi olur. Dolayisiyla (d(t), h(t))(a(t),b(t)) = (1,1)
olan (a(t),b(t)) seklinde temel Riordan sirasi arayabiliriz. Bu durumda (2.22) esitligi
kullanilarak

d(t)a(th(t)) =1 ve h(t)b(th(t)) =1
1

elde edilir. ¢(h(t)) = y olarak almirsa t = yh(t)~" olur. Boylece
d(t)a(y) =1 = a(y) = [dt)""[t =yh(t)"']

ve
h(t)b(y) =1 = bly) = [h(t)"|t = yh(t)™]

olarak bulunur. Goériildiigii gibi bu durumda Lagrange Tersinme Formiilii kargimiza

cikar. Dolayisiyla t = t(y) seklinde ¢(0) = 0 saglayan ve t = yh(t)™! olan tek bir

fonksiyon vardir. Ayrica d(t),h(t) € Fy oldugundan a(y) ve b(y) formal kuvvet

serileri tek tiirli tanimhidir. Dolayisiyla agagidaki teoremin ispatini yapmis oluruz:

Teorem 23 (Sprugnoli 2006) Temel Riordan siralarindan olusan A kiimesi (2.22)
esitligi ile tanimlanan satir ve stitun ¢arpvm islemine gore grup olur.

2.3.3. Bir Riordan sirasinin tersi

di(t) = [d(y) "y = th(y) ™

olarak tammlansm. Dolayisiyla (d(t),h(t))™' = (du(t), hn(t)) olarak yazilabilir.
Buradan (2.22) ¢arpim formiili kullamlarak

h(t) tersi almabilir bir formal kuvvet serisi (h(t) € Fy) olmak iizere
] (2.23)

A(tha(t) = du(®)™" dau(th(t) = d(t)™ (2.24)
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ve
h(tha(t) = ha()™" hy(th(t)) = h(t)™" (2.25)
elde edilir. Daha basitlegtirilmig kural olarak her f(t) € Fy igin

Fthu(t)) = fult)

biciminde yazilabilir. Ayrica fh(t) = f(t) oldugu kolayca goriilebilir.

1

(d(t), h(t)) bir Riordan sirasi, ve (d(t),h(t))"! de bu Riordan sirasiin tersi
olmak fizere, bu ters Riordan sirasina karsilik gelen matrisin d,; genel terimini
verecek agik bir ifade bulunabilir. Bu agik ifade, (2.8) ile verilen Lagrange Tersinme
Formiilii kullanilarak elde edilecektir. (2.19) esitliginde gozlemledigimiz, Riordan
siralarimin iki degigkenli tireteg fonksiyonu gosteriminin d(t)/(1 — tzh(t)) oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla buradan Riordan sirasinin tersi icin

7 dn(t) dn(t) 7
dp i = [1"2" ] ———— = [ZF][t" = thy(t
w1 ]L_Zyy (1)
olur. (2.25) formiilleri kullamlarak,
y = thy(t) = th(thy(t)) ™ = th(y)™*

bulunur ve y = th(y)~' oldugundan ¢ = yh(y) olur. Boylece
dn(t) = du(yh(y)) = d(y)™"

elde edilir. Sonug olarak Lagrange Tersinme Formiilii

@) = T F 00" w =)
kullanlarak,
dnge = [2*][t"] [f(z—); thh(y)1]
= (152 ) @
- v (5125) o
1

[yn—l] < < _ d/<y) > 1
n d(y)(L—zy)*  d(y)*(1—zy)) hy)"
bulunur. Burada ﬁ =, 2"y" oldugunu biliyoruz. Bu formal kuvvet serisinin

tiirevi ahmp gerekli diizenlemeler yapilarak = = Yoo o(r+1)z"ty" bulunur ve
bu ifade yukarida yerine konularak,

~ B zkl 1 z B dl(?J) 1
dge = 2]y ]((1_2y)2 d(y)(l—zy)> d(y)h(y)"
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I k—r1:_ pd'(y 1 -
= v ]<’“y y d<y>>d<y>h<y>n
_ trn—k _yd'(y) 1

= ol ]<’“ d(y))d@)h(y)n

elde edilir.

2.3.4. Temel Riordan siralarimin A-dizisi ve 7-dizisi

Temel Riordan siralar1 bu galigmada énemli rol oynamaktadir. d(t) € Fy olan
D = (d(t),h(t)) bigiminde temel olmayan bir Riordan sirasi alalim. Bu Riordan
sirast temel olmadigindan h(t) ¢ Fo'dir. h(0) = 0 oldugundan bir s > 0 igin
h(t) = hgt® 4+ hg 15T 4+ ve hy # 0 olur. h(t) = t*(hs+hepit +- -+ ) olacak sekilde
bir h(t) = hy+ hgsrt + - - - tammlanirsa h(t) € Fo oldugundan (D) = (d(t), h(t)) bir

~

temel Riordan sirasi olur. D = (d(t), h(t)) = (d(t),t°h(t)) oldugundan D Riordan
sirasinin satirlary, (d,,—g)gen olmak tizere D Riordan sirasindaki s-kogegenleri olur.

SJimdi Riordan siralari igin agagidaki teoremin ispatinda kullanacagimiz
onemli bir sonug verelim.

Onerme 24 A(t) € F, bir formal kuvvet serisi olmak tizere;
h(t) = A(th(t))

esitligini saglayan tek tirli belirli h(t) formal kuvvet serisi vardur.

Ispat. h(t) = A(th(t)) esitligini formal olarak yazip, béyle bir h(t) serisinin tek
tiirlii elde edilebilecegini gosterecegiz.

D hat" =" an(th(t)"

esitliginden hg = ag oldugu goriiliir ve bu terimler her iki taraftan sadelestirilerek
terimlerin kargilagtirilmasina devam edilirse;

hl = a1Qp
h2 = CL16L0+CL26L0

seklinde biitiin terimlerin tek tiirlii elde edilebilecegi goriiliir. m

Not 4 Onermenin kanite Kapal Fonksiyon Teoremi (Implicit Function Theorem,)
kullanilarak da yapilabilir.
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Temel Riordan siralar igin Rogers (Merlini vd 1997) énemli bir karakterizasyon
bulmustur. n,k € N olmak {iizere dp41r+1 seklindeki her eleman asagida
belirtilen bi¢gimde bir énceki siradaki elemanlarin bir dogrusal kombinasyonu geklinde
yazilabilir.

[e.9]

dnt1 41 = Qoln g + Q1dy g1 + Qody o + -+ = Z Ajdn gt (2.26)
=0

Bu toplam sonludur ve A = (ay)gen dizisi sabittir. Simdi bunu kanitlayalim.

Teorem 25 (Sprugnoli 2006) D = (d,, x)n ken sonsuz alt d¢gensel sirast verilsin. Bu
durumda D ‘nin bir Riordan sirast olmasy i¢in gerek ve yeter kosul her n,k € N i¢in

[o@)
i1 k41 = oln o + a1dp 1 + Qodp o + -+ - = E @iy ot j
j=0

saglanacak sekilde bir A = {ag # 0, a1, a9, as, ...} dizisinin var olmasidar.

Ispat. (:=) D = (d(t), h(t)) Riordan siras1 olsun. (d(t)h(t),h(t)) Riordan sirasm
cle alarak

veya

(d(t), h(t)) - (A(t), B(t)) = (d(t)h(t), h(t))
seklinde (A(t), B(t)) Riordan sirasi tanimlayalim. Buradan (2.22) esitliginde verilen
¢arpma islemi yapilarak

d(t)A(th(t)) = d(t)h(t) ve h(t)B(th(t)) = h(t)
bulunur. Ikinci 6zdeslik B(t) = 1 oldugunu gosterir. Dolayisiyla
(d(t), h(2)) - (A(), 1) = (d(t)h(2), h(t))

olur. Bu esitligin sol tarafindaki carpanlarin genel elemanlaria sirasiyla d,, ; ve c;
denilirse ¢arpimin genel elemani f,, , olmak iizere,

dyj = [t"]d(t)(th(t))

ve

i = [WJAR) ()" = [FMA() = aj

oldugundan
fn,k = Z dn,jcj,k = Z dn,jaj—k = Z dn,j+kaj
j=0 j=k =0
bulunur. Esitligin sag tarafinin genel elemani
fage = [t")d(@)R()(th(2))"
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= [t"F]d(t)h(t)t(th(t))"
[ d() (th(1))* = dur i

olarak elde edilir. Her iki taraftaki genel terimleri birbirine esitlersek,

(o)
Z dn,j+kaj = (dn+1,k+1)
=0

bulunur.

(<) duprksr = aodn g+ ardp g1 + aadn pra + -+ = D72 ajdy ey tek tipli D
Riordan sirasini tamimlamak tizere, D Riordan sirasinin 0. siitununun elemanlar:
{doo,d10,d2yp,...} olarak verilsin. Bu slitunun iireteq fonksiyonu d(t) ve A(t)
de A dizisinin iirete¢ fonksiyonu olmak iizere; Onerme 24’da gordiigiimiiz gibi
h(t) = A(th(t)) bi¢iminde h(t) bulunabilir. Dolayisiyla d(t) ve h(t) formal kuvvet
serileri bilinen D = (d(t), h(t)) Riordan sirast bulunur. Bulunan bu Riordan siras: da
teoremde verilen D Riordan sirasindan bagka birgey degildir. Sonug olarak, teorem
¢ift yonlii ispatlanmig olur. m

A = (ap)geny dizisi D = (d(t),h(t)) Riordan swasmin A-dizisi olarak
adlandirilir ve bu dizi yalnizca h(t)’ye baghdir. Onerme 24’da bahsedildigi iizere

h(t) = A(th(t)) (2.27)

esitliginden h(t), A-dizisini tanimlar veya tam tersi olarak, A-dizisi verildiginde h(t)
tek tiirli tanimlanmaktadir.

Ornek 26 Pascal iiggeni i¢in A-dizisini bulalim. h(t) = & ve d(t) = & olmak
tizere, (2.27) egitligi kullanidarak %_t = A(75) bulunur. Burada y = & yazlbirsa
Ay) = 1 +y elde edilir. Béylece bu fonksiyon ag = 1, a; = 1, ag = 0, ... olmak

tizere {1,1,0,0,0, ...} dizisini verir. Buradan

i1 k41 = @ody e + a1dp g4

esitligi bulunur ve bu esitlik de

n+1\ [n L n
k+1)  \k k+1
olan Pascal ticgeninin bilinen rekiirsif bagintisiny verir.

Diger bir yandan Pascal ti¢geninin (Zﬁ) = (Z) + (,Cil) rekiirsif bagintising
kullanarak da Riordan sirasina bulabiliriz. Bu bagintidan dyyq1 k41 = dpg + dp gt
veag =1, a1 =1, aa = 0, ag = 0, ... oldugu a¢ikter. Dolaysiyla {1,1,0,0,...}
dizisi elde edilir. Bu dizinin trete¢ fonksiyonu A(t) = 1+t olur ve (2.27) esitligi

kullamalarak A(th(t)) = 1+ th(t) elde edilir. Béylece h(t) = - olur. Ayrica Pascal

1-t

d¢geninin 0. situnu {1,1,1,1,...} oldugu i¢in d(t) = 1+t +t*+t*+--- = 7= olur.

Sonug olarak Pascal i¢geninin Riordan svrasy (1/1 —t,1/1 —t) olarak bulunur.
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d(t) ve A(t) fonksiyon ikilisi bir temel Riordan sirasini tam olarak karakterize
eder. Diger bir tip karakterizasyon ise agagidaki teorem ile ortaya konulacaktir.

Teorem 27 (Sprugnoli 2006) (d,x)nken, her n € N dgcin bir (d(t),h(t)) temel
Riordan swrasina karsilik gelen bir alt tiicgensel sira olsun. Bu durumda 0. stitundak:
her elemamin kendinden bir énceki satirdaki elemanlarin bir dogrusal kombinasyonu
olarak

dpt1,0 = Zodn,o + 21dn1 + 22dpo + -+ = Z Zjdy,;. (2.28)
j=0
seklinde yazilmasini saglayan tek bir Z = (zx)ren dizisi vardor.

Ispat. dio elemanm 0. satir elemanlarinin bir dogrusal kombinasyonu seklinde

d . . . .
yazarsak zyp = ﬁ olur. Benzer sekilde dy elemani, bir 6nceki satir elemanlarin bir

dogrusal kombinasyonu olarak yazilinca

2
d0,0d2,0 - d170

d270 = ZOdl,O + Zldl,l veya 21 =
d0,0dl,l

bulunur. Aym yol ile ds bir 6nceki satir elemanlarimim bir dogrusal kombinasyonu
olarak yazilip buradan z, cekilerek 2z, ve z; degerleri yerine yazilirsa, 2o bulunur.
Diger z; degerleri de ayni sekilde bulunabilir. Dolayisiyla Z dizisi tek bir yol ile
bulunur. m

Teoremde belirtilen (zg)reny dizisi Riordan sirasi i¢in Z dizisi olarak
adlandirilir ve bu dizi dp elemani diginda 0. siitunu tanmimlamaktadir. Dolayisiyla

(do, A(t), Z(1))
ticliisii bir temel Riordan sirasini tam olarak tanimlar.
Ornek 28 Yine sonsuz alt ticgensel sira olarak Pascal dicgeni alirsak Z-dizisinin

(1,0,0,0,...) oldugu gorilir.  Bdéylece buna karsgilik gelen Riordan sirasinin
karakterizasyonu (1,1 +t,1) olur.

Teorem 29 (Sprugnoli 2006) (d(t),h(t)) bir temel Riordan sirasy ve Z(t) ise
Z-dizisinin trete¢ fonksiyonu olmak tzere

d0,0
W) = T 7w

olur.
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Ispat. Bir énceki teoreme gore Z-dizisi vardir ve tektir. Dolayisiyla (2.28) esitligi
her n € N igin gegerlidir. d,;x = [t"]d(t)(th(t))* oldugundan k. siitunun iireteg
fonksiyonu d(¢)(th(t))* olur. Ayrica d(t) = > o7 dy ot™ oldugunu biliyoruz. Buradan

d(t) —d ® d, ot" >
( ) 0,0 Zn:l ,0 _ ZdnJrl,Otn

t t

[e.9]

- Z(Z’odn,o + z1dy g + 2odp o + - )"

n=0

= ZOZant +ledn1t +2’22dn2t + -

_ zOd()+zld(t)(t ())+z2d()( ())
= d(t)(20 + 21 (th(t)) + za(th(t))* + - -)
= d(t)Z(th(t))

elde edilir. Bu esitlik d(t)’ye gore ¢oziiliirse istenen baginti bulunur. =

Yukarida bulmus oldugumuz bagint1 diizenlenerek

Z(y) = [—d(tz dzt)d 001 =

bi¢iminde genel Z-dizisi formiilii bulunur.

yh(t)ll

Ornek 30 d(t) = h(t) = ﬁ olan sonsuz alt i¢gensel siraya karsilik gelen
Y

f— :]_
14y

olarak bulunur.

Teorem 31 (Sprugnoli 2006) d(0) = h(0) # 0 olmak tzere, d(t) = h(t) olmasu i¢in
gerek ve yeter kosul
A(y) = d(0) +yZ(y)

olmasaidar.

ispat. («<:) A(y) = d(0) + yZ(y) oldugunu diiiinelim. Buradan Z(y) = 240
yazilabilir. Teorem 29 kullanilarak

() o) d(0) _ d(0)h(t)
C1—tZ(th(t)) 1 _ t(A(thﬁ;)&)—d(D)) ~ h(t) — A(th(t)) + d(0)
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olur. Burada A(th(t)) = h(t) oldugu goz oniine alinarak

bulunur. Simdi teoremin diger yonlii ispatina bakalim:

(:=) d(t) = h(t) olarak alnirsa;

bulunur. =

d(0) +yZ(y)

d(0) +y d(tt) dzt)d ot = yh(t)‘1”

d(0) +y % - % t= yh(t)‘l- -

d(0) +y % - % t = yh(t)™

d(0) th;(t) - d(gf)bi?)@ t= yh_(t—)ll
[h(t)[t = yh(t)™'] = A(y)
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3. BULGULAR

3.1. Temel Binom Katsayilarimin Riordan Siralari

a, b iki tam say1 parametresi ve k € Z1 U {0} olmak iizere (:;Cl‘f;) seklindeki
temel binom katsayilarii diigtinelim. Eger n bir degisken ve m bir parametre (sabit)
ise (d,, ) bir sonsuz sira olur ve bu siranin elemanlari a, b, m parametrelerine baghdir.
Eger m bir degigken n parametre (sabit) ise (cjmk) sirast olur ve bu siranin elemanlar
ise a,b,n parametrelerine baghdir. Her iki durumda da a ve b fiizerinde belli
kogullar kullanilarak Riordan siralar1 olusturulabilir. Dolayisiyla bircok toplamin

degerlerinin bulunmasi igin (2.20) esitligi olarak verilen
S dufi = (0 £ (h(1)
k=0

formiili kullanilabilir.

Teorem 32 (Sprugnoli 2006) d,j wve c?mk yukaridaki gibi tamimlanmas olmak
kaydwyla, eger b > a ise

D = (dny) = ((1 _t;n)mu’ (l;b_j_t;’)

bir Riordan sirasiy olur. Eger b € 7~ ise

-~

D = (dpy) = (U )", (1%)1)

bir Riordan sirasi olur.

Ispat. Binom katsayilarmm bilinen 6zellikleri kullamlarak,

g n+aky) n + ak
R \mavk) T \ntak—m—obk
_ —n —ak+n+ak —m—bk—1 . (_1)n+ak7mfbk
n+ ak —m — bk

_ —m — bk —1 . (_1)n—m+ak—bk
n —m + ak — bk
1

(1 _ t)m—i—bk—‘rl
tbkfak

[tnferakfbk]

e

- g <<1tb—_jf>b)k
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tm tb—a—1

elde edilir. Sonug olarak D = (W’ W) olur. Simdi Jm,k’yl bulalim:
T n+ ak m+bk n+ak
= )+ (A"

b

olur. Buradan D = (c/l\mk) = <(1 + )", %) elde edilir. m

(::ZIZ) igin m = a =0 ve b = 1 olursa, (Z) bulunur. Yani buradan Pascal

tiggenini veren Riordan sirast bulunur. (2.20) esitligi olarak verilen Y, dy, i fi =
[t"]d(t) f(th(t)) toplam formiilii agagidaki gibi ifade edilen iki 6zel formda olabilir:

g (Ziﬁ) Je=1t"] a _t:;me <(1tb_;b> , b>a (3.1)

ve

Z (:11(212) fro=[t" A+ )" fFE (1 +8)), b<O. (3.2)

Eger m ve n birbirinden bagimsiz ise bu bagintilar {irete¢ fonksiyonu
ozdeslikleri cinsinden de belirtilebilir. (Z:Iﬁ) genel binom katsayisi (3.1) ve (3.2)’de
verilen egitlikler kullanilarak da ¢oziilebilir.

Ornek 33 Bir ("ﬂ;lﬁ) binom katsayisinin olusturdugu Riordan sirasini bulup sonra
da bu stramin satir toplamane bulalim. Verilen binom katsayisinda a = —1 ve b =0
olmak tzere;

<n”_”b k) =g —t;m+1 ((;b_;b)’“ = [tn](l_t—z;,nﬂ(t’“)

tm

elde edilir. Dolayisiyla (";Lk) binom katsaypst D = (W’ 1) Riordan sirasin

verir. Baylece bu siradaki satur toplamlary (3.1) esitligi kullanilarak

(") = e <<1tb—_1>b)

tm
mf(t)
tm 1
A= mi1—t
-y

[£"]

= [t"]

29



olarak bulunur.

n+ak)

Ornek 34 Dok (%11)5’“ toplamans bulalum. Oncelikle, genel olarak verilen (m+bk

binom katsayisinda a = 0, b = 2 ve m = 1 oldugundan (3.1) esitligi kullanilarak

2 (') = e () = ! ()

bulunur ve burada fy = 5* olarak almirsa f(t) = 1%515 bulunur. Dolaysiyla

n ko om0 1 ot
§<2k+1)5 = g [1—5yy_(1—t)2]
S —
20 Tl -2t — 42

1 2t

= [
2[ ]1—275—4752

elde edilir. Burada F(t) = = oldugundan F(2t) = 1 = Yoo Fa2"t" olur.
Dolaysiyla

n 1 2t 1
5F = [t —————— = Z9"F, =2""'F,
Zk:(%—i—l) 2[ ]1—2t—4t2 2

olarak bulunur.

Siradaki toplam ise ilging durumlardan bir tanesidir. Catalan sayilarinin iireteg
fonksiyonu kullanilarak bulunmaktadir.

Ornek 35 (3.1) esitliginde a = 1, b =2 ve f = (Qkk) (/;ﬂk olarak alinmirsa

o(() ) - Y

ft) =

ve

Z@ifk) (2:)% - et ()

tm

T
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N VI+dy -1 t
M |y (1—1)
e

gt Y
= -

= o= ()

olarak bulunur.

Simdi inceleyecek oldugumuz toplam i¢in bir dizinin tek veya ¢ift terimlerinin {ireteg
fonksiyonlarini veren (bisection) formiilleri kullanacagiz.

Ornek 36 ((ZH) 2’“) dizisinin trete¢ fonksiyonu (1 + 2t)*™! olur. Dolayswyla

k
1 2t2’+1: z 2ktk‘
v =Y (511

k=0
ve
- =3 (1)

olur. Bu iki esitligi taraf tarafa ¢ikarip 2t 'ye bolersek

(142)*H — (1 —2t)*F i 241 o
ot 2k +1

k=0

bulunur. Burada t yerine \/t yazarsak

(L+2vE)y ! — (1 =2V O~ 241 21k
= 2k+1

2Vt £

olur. Dolaypsiyla

6 (5 1)2) = 5o (0 2vi — - 2vi)

elde edilir. Simdi (3.2) esitligi kullanilarak

> () G )2 = s orsea o)

k
(1 + 2\/@)2—1-1 _ (1 _ 2\/§)z+1
27

t

= ()1 + 1) e

YT
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— [4n 241 (1+t—|—2ﬂ)z+l_(1+t_2\/%)z+l
-y [ (14071127
(1 + \/¥)22+2 o (1 _ \/Z)2Z+2

2Vt

elde edilir. Burada t yerine t* yazlirsa,

Z 21N (222K g _ [th](lﬂt)%?—(1—15)22+2
2k+1)\n—k B 2t

k
2300 G !

2t

= (2242
™1 (513

k=0

B 22+ 2
-\ n+1

= [t

[£*"]

bulunur.

Ornek 37 Son drnek olarak Dok (2;17_?) (Z)(—Q)k toplamina bakalim. Bu toplamda

fr = () (=2)F oldugundan irete¢ fonksiyonu f(t) = > oy (2)(=20)F = (1 — 2t)"
olur. Ayrica (::Z’Z) genel binom katsayisina gore n yerine 2n alp, a = —2 ve

b= —1 oldugundan (3.2) esitligi kullanilarak,

g [ e e

m 2n n o t
= 0™ | =2y =
= "]+
_ [tm]Z(Z)tQk

bulunur.

3.2. Binom Katsayilari ile iliskili Diger Riordan Siralar

Baska Riordan siralari i¢in bir énceki boliimde verilen teoremler ve

) =660 -
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seklindeki binom katsayilar1 ile ilgili kurali kullanacagiz. (Bu kural “” igaretli
diisiiniiliirse o # 0 olur.) Ornek olarak;

2n (n+k
n+k\ 2k
gozoniine alimirsa a = n + k, f = n — k alimmahdir. Boylece
2n (n+k\ (n+k n n—1+k
n+k\ 2k ) \ 2k 2k
elde edilir. Dolayisiyla

2n (n+k n+k n—1+k
Zn+k<n—k)f’“:;(2k )f”;( 2% >f’“

k

olmak tizere iki toplami ayr1 ayr1 (3.1) esitligi yardimiyla

2 (5 (o)

(" i ()

k

ve

olarak yazabiliriz. Boylece

anfk:(zi@f’“ N [tn]litf<<1—tt>2>+[tnwlitf((l—ttﬁ)

k

1+t t
= [t" 3.4
e ) (3.4)
elde edilir. Bu ifade de % (ZJ_FZ) 'nin sonsuz alt licgensel matris olan temel Riordan

sirast oldugunu gosterir.  Birgok 6zdeslik de en son buldugumuz (3.4) formiilii
kullanilarak ayni mantik ile ispatlanabilir. Ornegin f;, = (Zk)(—l)k alalim:

(@)

oldugundan f(t) = G(fx) = 1/4/1 + 4t bulunur ve buradan n > 1 i¢in

Znﬁk@tZ) (2:)(—1)’“:#”]12 y:ﬁ] =["1=0

k
B t
N TI=E

1
v14+4y

elde edilir. Benzer gekilde n > 1 icin

S G - e

k

VvVi4+4dy -1

2y
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= )

= [P+ 1)
= [P+ [ = b

bulunur.

Siradaki durum biraz daha farkhdir. f(¢) = G(fx) olmak {izere

olur. k # 0 igin saglanan

() =)

esitligi goz Oniine alalim. Buradan (3.1) formili kullanilarak

n n—k . n n—k{n—-k-1
;n—k( . )f’“ = bt T ( k-1 >f’“

elde edilir. Burada f = (—1)* alimirsa G(f3) = %th bulunur. Aynm zamanda

ou-s(5)-o(5L) - [0k

= A7 " gr
0 T

t
—1
= / dr
0 ].+7—

= —In(1+41¢)

oldugundan

Sata( e - e (n(i55))

= 14nft"|(In(1—2) —In (14 %))
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& 752m e -1 mt3m
m=1 m=1

bulunur. Sonug olarak

(1+6m(—5-+5), n=0m
1, n=6m+1
Z n (n_k)(—l)k _ 1+ (6m+2) (—55), n=06m+2
n—k\  k 1+ (6m+3) (- 2m+1) n=6m+3
1+ (6m+4) (—515), n=>06m+4
L1, n=6m-+>5

(—=1)"!,  diger durumlarda

B {(—1)” -2, n=0 (mod 3)
elde edilir. Elde edilen bu esitlik Hardy Ozdesliji olarak bilinir. Ayrica
1 n—k
n—k k
n—k—1
kE—1
1/m—k—-1
k -1

esitligi kolayca bulunur. Burada f; = 1 oldugundan f(t) = 1/(1—t) oldugu goriliir.
gr = 1/k oldugundan

e}

n—=k k on

k=0

3|*—‘

£
,i

Glgr) = G(1/k) = f fods = fot —ds = —In(1 —t) olarak elde edilir.

Boylece
1 (n—k 11 t?
Zn—k( k > =l ]¥G(1—t)
k=0
1 t?
= —+[t"G
n + 1) (1 — t)
1 1—t
e — n 1 B ————
(e (2755))
= —[t"]In(1 —t—t%)
olarak bulunur. Bu asamada ¢ altin oran ve dolayisiyla 5 = —¢ ! saglamak tizere

1—t—12=(1-¢t)(1 — ¢t) olarak alimirsa yukaridaki esitlik,

S (") = iema-on-wma-an

k=0
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ntn

o
n

gk
)
SHINE
-

z|€*

olarak elde edilir.

(3.5) esitliginde ¢ yerine pt yazilarak
n (n—Fk\ , 0 p3t?
= "G
Zk:n—k< I )pfk p fo+nlt"] (1_pt

biciminde genellestirilebilir.

3.3. Binom Katsayilar1 ve Lagrange Tersinme Formiilii

Bir 6nceki boliimdeki formiiller bazi durumlarda m ve n’nin pay veya paydada
olma durumuna goére binom katsayilarinda istenen sonucu veriyordu. Fakat bu
boliimde, [t"]'in katsayisini verilen fonksiyonun n veya m’ye bagh olma durumuna
gore inceleyecegiz. Bu nedenle burada Lagrange Tersinme Formiiliine bagvuracagiz.

Ornegin (2:__15) binom katsayisimin bir Riordan sirasi olusturup

olusturmayacagini inceleyelim:

2:__:’ = [ 0P = (0 (e k
(

14+t

Goriildiigii gibi (1+t)?" fonksiyonu Riordan sirasinin d(t) formal kuvvet serisi olarak
diisiiniilemez; ¢ilinkii bu fonksiyon n degeri degistik¢e degismektedir. Dolayisiyla k
degerinin sabit oldugunu diisiinelim ve iirete¢ fonksiyonlarinin

F(w)

G(t"F(t)o(t)") = 1= 1 (w)

o = i)

olarak verilen kogegenlegtirme kuralin1 uygulayalim. F(t) = (%H)k ve ¢(t) = (1+t)?
olmak iizere

w=tp(w) veya w =t(l+w)?
denkleminin ¢oziimiinii bulmak igin elde edilen tw?—(1—2¢)w+t = 0 ikinci dereceden
denklemin ¢oziimii w(0) = 0 esitligini saglayan

1—-2t—+1—-41

w(t) = 2t

olur. Cinkii F'(w) anlaml olabilmesi i¢in w(0) = 0 olmalidir. Dolayisiyla buradan

(i) - (505 - (5
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bulunur. Ayrica

1 1 1

1t (w) 1-2(1+w) I—4t

olur. Boylece kogegenlestirme kural ile

<2n—k>:[tn] 1 (pm)’“

n—k 1 —4¢ 2

2n—k

o k) binom katsayilarinin Riordan sirasinin

elde edilir. Dolayisiyla (

D_ 1 1—1— 4t
N 1— 4t ot

oldugunu gosterir. Goriildiigii gibi 0. siitun £ = 0 oldugu durumdaki tiim elemanlari
igerir. Yani k£ = 0 i¢in (27?) binom katsayisinin iirete¢ fonksiyonu daha 6nceden de

bildigimiz gibi d(t) = 1/4/1 — 4t olur.

fr = 2% dolaywsiyla f(t) = ﬁ olmak ftizere basit bir 6rnek olarak,

" 20—k a1 1
kz;(n—k)Qk - [t]\/1—4t [1—2yy
_ 1 1
VI— 4t /T4t
_ [tn] — 4"

1
1—4t

2

_ 1—\/1—415]

olur.

Kosegenlestirme kurali kullanilarak

<(2n+ak)> B 1 tc—l(l_ 1—4t)“+20
n —ck keN_ V1—4t’ 2t

oldugu ispatlanabilir. Bu ispata bakalim. Oncelikle,
<2n + ak

o ) — [tn_Ck](l + t)2n+ak — [tn](l 4 t)2n (tc(l + t)a)k
olur. Buradan késenlestirme kuralma gore F(t) = (t°(1+6)*)* ve ¢(t) = (1 + t)?

1-2t—/1-4¢
2t

almarak w = ¢(1 + w)? denklemi ¢oziilerek w(t) = bulunur. Béylece

F(w) = (@ +w))* = (0 +w) (1 w)) = (tc (5 )
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ve
1 1 1

1—td(w) 1-2(1+w) 1—4
olarak bulunur. Dolayisiyla buradan

()~ (tc (12_14t>>k

elde edilir. Sonug olarak,

() - (s (2))

Riordan siras: elde edilir.

Ilging bir érnek olarak bulunan bu genel ifade kullanilarak;

zk:(nin?)k)(_l)k = ¥ 11—4t liyy:t?)(l_ 21_475)1
1 643
- [tn]m {64753%—(1—\/1——@)6}

N 1 t—1
B [t]<2\/1—4t+2(3t—1))
N 1 3 — 3t
7] (2\/—1 —5 60 —3t))
B [t”]< 1 +2+1—3t)
2v/1—4t  6(1—3t)

- 1 1 1
= | ]<2m+3(1—3t)+6)

2\ n

+ 23t 2

)
)

[«%)
c»‘; 2
(e}

elde edilir. Benzer sekilde
—~\n—3k)  2\n 6 3
bulunur.

Not 5 Ayni yol ile (psfc‘;f) seklindeki binom katsaylarina da bakabiliriz; fakat

burada LTF uygulayabilmek icin derecesi ikiden biytk olan denklemlerin ¢ozilmesi
gerekir. Uctinci ve daha biiyiik dereceli denklemleri ¢ézmek zor oldugundan, p > 2

durumu ile ilgilenmeyecegiz.
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3.4. Stirling Sayilar: ve Riordan Siralar:

Riordan suralari ve Stirling sayilari arasmdaki baglanti agik degildir. Stirling

dpi = {k} veya dyp = [Z] olacak gekilde Riordan siralarimin bulunamayacagi
Teorem 25’den yararlanilabilir.

Ikinci cesit Stirling sayilarindan olusan, sonsuz alt iicgensel matrisin siitun
iirete¢ fonksiyonunu bulmak icin

Go-eonf

rekiirans bagintisi kullanilabilir. n. siitun elemanlar: {i} ,n=kk+1,... olmak

tizere sifirmer stitunun tireteg fonksiyonu So(t) = >/, {’8} tf =1 olur. Her n € N
i¢in yukarida verilen rekiirans bagintisinin k£ = 0 i¢in

Ui

s e i

=0 n=0

olur. Buradan

bulunur. Dolayisiyla iirete¢ fonksiyonlarinin 6zellikleri kullanilarak
S1(t) — S1(0)
t

bulunur. S;(0) = 0 ve Sp(t) = 1 oldugundan S;(t) = 15 olarak elde edilir. Benzer
sekilde k£ = 1 i¢in rekiirans bagintisindan

Ul

yazilabilir. Buradan iirete¢ fonksiyonu bulmak igin

i{n—gl}tn:g{g}2t"+§;{g‘}t”—22{ }t”+51 £)

n=

= S1(t) + So(t)

esitliklerini gozlemleyerek

Sa(t) — S2(0)

; = 255(t) + Si1(t)

elde edilir. Boylece
tQ
(1—1¢)(1—2t)

Sa(t) =
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olarak bulunur. Ayrica bu esitlikte kismi kesir yontemi uygulanarak
t? 1 2
Sa(t) = = (-
2(1) (1—1t)(1—2t) ( 1—t+1—2t>
= (—Zt” +222”t”>
n=0 n=0
— t2 <Z(2n+1 o 1)tn>

n=0

o

— Z(2TL+1 o 1)tn+2

n=0
0o

= > @' -

n=2
elde edilir. Burada S(t) = Yo7, {}} " oldugundan dolayisiyla cebirsel yol ile
n>2icin {§} =27 — 1 kanitlanms olur.

Ikinci cesit Stirling sayilarinin siitun iirete¢ fonksiyonlarinin sifirmer siitun

igin Sp(t) = 1, birinci siitun igin S;(t) = L, ikinci siitun igin Sy(t) = m

-t
oldugunu gosterdik, & = m olmak {tizere, m. siitun iirete¢ fonksiyonunun ise

tiimevarim ile
Sm(t) =G ({Z})%N = 1-H1- th (1 —mt)

oldugu goriiliir.
n+1| n n
{k+1} = (k+1){k+1}+ {k}

rekiirans bagmtisim (k4 1)!/(n + 1)! ile ¢arparsak;
E+D!' fn+1y  KR+D' [ n k‘+1+k‘_! n| k+1
(n+1)! k+1f  nl E+1fn+1 n!l|kfn+1

olur. Bu rekiirans bagmtisinda d,, j, = fT', {Z} olarak alirsak baginti

k+1—|—d k+1
n+1  “ntil

dn-i-l,k-l—l = dn,k+1
sekline doniigiir ve
(n+ 1)dpy1 441 = (k+ 1)dy g1 + (K + 1)dn (3.7)

olarak yazilabilir. Simdi yeni buldugumuz rekiirans bagintisi iizerinde ilerleyelim ve
yeni olusturulan (d,, ), ken sirasinin siitun tirete¢ fonksiyonlarimi bulahm. d,; =

Z—!! {Z} olmak tizere
dk(t)zzzgdn,kt :Zﬁ{k}t

n=0
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bulunur ve buradan do(t) = 1 ve d;(0) = 0 oldugu kolayca goriiliir. Boylece k = 0
i¢in (3.7) esitliginde verilen rekiirans bagintis

(Tl + 1)dn+171 = dn,l + dn,O
olur. Bu rekiirans bagintisina G operatoriinii uygularsak

G((n+1)dp+11) = G(dn1) + G(dno)

olur ve buradan tirete¢ fonksiyonlarimin ozellikleri kullanilarak d}(t) = d;(t )
diferansiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii ise d; (t) = €
olarak bulunur.

k =1 i¢in (3.7) esitliginde verilen rekiirans bagintisi;
(n+1)dpi12 = 2dn2 + 2d,, 1

olur. Burada G operatorii uygulanirsa G((n + 1)d,412) = 2G(d,2) + 2G(d,1) olur
ve burada iireteg fonksiyonlarimin ozellikleri kullamlarak d,(t) = 2ds(t) + 2d;(t)
diferansiyel denklemi elde edilir d;(¢) = e — 1 degeri diferansiyel denklemde yerine
yazilip ¢oziiliirse, bu diferansiyel denklemin ¢oziimii do(t) = (e —1)? olarak bulunur.
Dolaysiyla do(t) = 1, di(t) = et — 1 ve da(t) = (e — 1)? oldugundan tiimevarim
yontemi ile dj,(t) = (e! — 1) oldugu ispatlanir. Sonug olarak,

a0 -6 (5 {ih) = -y

bulunur ve buradan (d, 1 )nren = [t"](e — 1) oldugundan d(t) = 1 ve h(t) = ett_l
formal kuvvet serileri elde edilir. Dolayisiyla (dy, x)nren'nin Riordan sirasi oldugu
ispatlanmig olur. Bu durum ikinci gesit Stirling sayilarini iceren bir¢ok 6zdesligin

kanitlanmasini saglar.

Simdi birinci gesit Stirling sayilarina bakalim. Birinci gegit Stirling sayilar:

in) el o)

seklinde rekiirans bagintisi vardir. Bu rekiiransi Ek ! ile carparsak

el e S

icin

elde edilir. Burada f, ; = % [Z} olarak alinirsa, rekiirans bagintisi

(n+1) fos1hr1 = nfoprr + (K +1) for (3.9)
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bigimine doniisiir. f,, = & ["} oldugundan fi(t) = >0 X [Z} t" olur ve buradan

n! Lk n=0 n!

fo(t) = 1 oldugu agiktir. &k = 0 igin (3.9) esitliginde verilen rekiirans bagintisi
(n 4+ 1) fas11 = nfn1 + fuo olur. Bu rekiiransa G operatorii uygulanirsa

G((n+1) frur11) = G(nfar) + G(fro)

elde edilir. Buradan {ireteg fonksiyonlarimin o6zellikleri kullanilarak

fi(t) = tfi(t) + fo(t)
diferansiyel denklemi bulunur. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii ise

1

fl(t) :hll—t

olarak kolayca bulunur.

k = 1icin (3.9) esitliginde verilen rekiirans bagintist (n + 1) f412 = nfno +
2 fp.1 olur. Burada da G operatorii uygulanarak G((n+1) fni12) = G(nfn2)+2G(fn1)
bulunur ve iireteg fonksiyonlarinin 6zellikleri kullamlarak f5(¢) = tf5(t) + 2f1(¢)
diferansiyel denklemi bulunur. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii ise

Jolt) = (m 12)2

olarak bulunur. Tiimevarim yontemi ile genel formiiliin

so=s(41]) = (nity)

oldugu ispatlanir. Sonug olarak,

(foge)npen = [1"] (ln 1 - t)k

oldugundan (f, x)nrennn d(t) = 1 ve h(t) = ¢! ln%_t formal kuvvet serilerine
sahip olan bir Riordan sirasi oldugu ispatlanmig olur.

3.5. Stirling Sayilarm Iceren Ozdeslikler

% {Z} ikinci gesit Stirling sayilarindan olusan matrisin genel terimi d,,  ve
z—!! [Z] birinci gesit Stirling sayilarindan olugsan matrisin genel terimi f,  olmak iizere,
dn i ve fnr icin verilen iki rekiirans bagintisi da olusan iki alt iiggensel matrisin
Riordan sirasi oldugunu hemen kanitlayamaz; ¢linkii bu matrislerden A-dizisi hemen
goriilmez. Bunun yaninda iki sira iginde A-dizisi, h(t) fonksiyonlarini bildigimiz i¢in
bulunabilir.
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Birinci gesit Stirling sayilarinin A-dizisinin {ireteg fonksiyonunu (2.27)’de
verilen h(t) = A(th(t)) esitligini kullanarak bulahm. h(t) = ¢ 'In (15) oldugundan

() -ea ()

fonksiyonel denklemi bulunur. Bu denklemde y = In1/(1 —¢) veya t = (e — 1)/y
olarak alinirsa birinci gesit Stirling sayilarinin A-dizisinin tirete¢ fonksiyonu

yeY
ey —1

Ay) =

olarak bulunur. Benzer sekilde, ikinci ¢egit Stirling sayilarinin A-dizisinin iireteg
fonksiyonunu bulurken ise h(t) = et;1 oldugundan (2.27)’de verilen h(t) = A(th(t))
esitligi kullanilarak

et — 1
t

fonksiyonel denklemi bulunur. Bu denklemde ise y = ¢! — 1 olarak almirsa, ikinci
gesit Stirling sayilarinin A-dizisinin iireteg fonksiyonu

= A(e' - 1)

Y
Aly) = m

olarak bulunur.

Ik sonug olarak Stirling sayilarmin her iki cesidi icin de yazilan alt iicgensel
matrislerin bir Riordan sirasi olugturdugunu gordiik. Simdi Riordan siralarinin
ozellikleri ve teoremlerini kullanarak Stirling sayilar1 igin bulunan matrisin satir
toplamlarini bulalim.

Birinci gesit Stirling sayilari igin olusturulan matrisin satir toplami;

= [n “~ nlk! [n k! [n] 1
> | -] -2
k=0 k=0 k=0

olarak yazihr. Bu esitlikte g, = ; olarak almwsa g(t) = Y7, gxt® = €' olarak

bulunur ve f,, = £ [*] olmak lizere d(t) = 1 ve th(t) = In 7+ oldugunu bir énceki

n!

boliimden biliyoruz. Béylece (2.20) esitligi kullamlarak

y=1In

> [3] =i snc) = ntie [

k=0

1
— ] —— = pl
1—t] Ml =n

bulunur. Bu sonu¢ kombinatorik yol ile de bulunabilir. Ikinci cesit Stirling
sayilarinin satir toplamlar1 Bell sayilarini verir. Dolayisiyla bu sayilar igin tireteg
fonksiyonunu bulabiliriz.

" (n "kl (n) 1
B”:Z{k}:”!kgﬁ{k}ﬂ

k=0
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olarak yazilabilir. Burada f, = 1/k! olarak alimirsa f(t) = e’ olur. Ayrica d,; =
E {7} olmak iizere d(t) = 1 ve th(t) = ' — 1 oldugunu biliyoruz. Dolaysiyla (2.20)
esitligi kullanilarak;

B, = :ZO {Z} =nl[t"] [e']ly = e — 1] = nl[t"] [eet_l] = n![t"] exp (&' — 1)

bulunur. Buradan 22 = [t"] exp (¢’ — 1) oldugundan

g (%) =exp (¢! — 1)

olarak elde edilir. Bu nedenle Bell sayilarina iistel sayilar da denir.

Swrali Bell sayilar ise O, = >~} _, {Z} k! seklinde tanimlanmak {izere

O, &K (n
7ﬁzzggﬁi{k}

olarak yazilir. Bu esitlikte f; = 1 olarak almrsa f(t) = {5 olur. Aynica d, ), =

E {7} olmak iizere d(t) = 1 ve th(t) = e’ — 1 oldugunu biliyoruz. Dolaysiyla (2.20)
esitligi kullanmilarak;

% = [t"] [L

% yy—é—&]—ﬁﬂ(zjé)

olarak bulunur. Sonug olarak sirali Bell sayilarinin iistel iirete¢ fonksiyonu

O, 1
r00-5(%)- %

Birinci ve ikinci ¢esit Stirling sayilarinin ¢arpimlarinin sira toplamina

bakalim: N | . L
306 o = i

olarak yazilabilir. Bu esitlikte g, = 77 { } olmak {izere g(t) o 7]?,' { }t"“ =
(e — 1)™ olur. Ayrica birinci gesit Stirling sayilar igin d(¢ ) =1 ve th(t) = In5
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla (2.20) esitligi kullanilarak;

%:[Z] {:;} _ ;:Lt'[tn] [(69_1)my=1n11t]

= e[
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= Dl

- Y

B nl fn—1
 oml\m—1

Stirling sayilar igin iki tane diklik bagintis1 (orthogonality relations) ifade
edilebilir. Birinci diklik bagintisi su yol ile ispatlanir:

S {nf e = G LR g e

yazilarak bu esitlikte g, = 2 {7} (=1)* olarak almwsa g(t) = (e7* — 1)™ olur.
Ayrica birinci gegit Stirling sayilar: igin d(t) = 1 ve th(t) = In ﬁ oldugunu biliyoruz.
Dolayisiyla (2.20) esitligi kullanilarak;

Zk: m {:’L} (=) = (—1)"%[t"] [(e‘y— ™

olarak elde edilir.

= (1 By
= —1)n+m%[tn—m]1

olur. Benzer yontem kullanilarak ikinci diklik bagintisi

= (e

olarak bulunur.

Stirling sayilar1 Stirling 6zdegliklerine gore kuvvet ve azalan faktoriyel
cinsinden de tanimlanir. Bu 6zdeglikleri Riordan sirasi yaklagimi ile ispatlayalim:

S [ ot = oS B [

k=0

esitliginde gx = %(—1)"3 olarak almirsa g(t) = > .2, gst" = e olur. Ayrica
( fnﬁ;f)n,keN =& [ZT olmak tizere birinci gesit Stirling sayilar i¢in d(t) = 1 ve th(t) =

In ;= oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla,

n

N a——

k=0




elde edilir ve

CIUIINE S LD L St e LW AL
{k}”” _”‘Zn!{k}k!_”'zn! kS \k
k=0 k=0 k=0

olarak bulunur. Bu egitlikte f, = (;2 olmak iizere f(t) = > oo, (})t* ( )"
olarak bulunur. Ayrica (dn)nken = o {7} olmak iizere d(t) = 1 ve th(t) = €' — 1
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

n

S Lo et =nle [ ol = e - 1] =t =i =t
k=0
olarak elde edilir.

Bu boliimii Stirling sayilar1 ve Bernoulli sayilar1 arasindaki iki iligkiyi
gostererek sonlandiralim. Ilk olarak,

SR - i

k+1 * olarak almirsa FE) =3, fut" =3TIn(1+¢)
olur. Ayrica (dp k)nken = fT', { } olmak {izere d(t) = 1 ve th(t) = e’ — 1 oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla

y=e — 1]

i{z} (;zklk! - E In(1+y)
= nl[t"] (et 1_ 1 n 6t>

k=0
t
= =B,
it

bulunur. Bu esitlik Bernoulli sayilarimin ikinci cesit Stirling sayilari cinsinden
tanimlanabilecegini gosterir.

olarak yazilir. Bu esitlikte fr =

Ikinci olarak, birinci cesit Stirling sayilar ile Bernoulli sayilari arasindaki

iligkiyi inceleyelim.
ARSI

k=0
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%l olur. Aym

zamanda (fy, x)nken = % [Z} olmak tizere d(t) = 1 ve th(t

biliyoruz. Boylece
1
—ln | —
(i)

im B, = nl[t") [eyy—l

= nlt"|t71(t—1)In(1 —1)
= nlt"](1—t 1) In(1 —1)

- (ln(l—t)—%ln(l—t))

5 )
= nl|{—+
n n+1

-1 _
wn ey Y

olarak yazilan esitlikte g, = Z& olarak almirsa g(t) = G (k—k) = ==
t) = In (1—) oldugunu

(n—1)!
n+1

= nl

olarak bulunur. Acgikca goriildigii gibi bu ifade n > 0 i¢in saglanir. n = 0 i¢in

n

Z[Z]Bk230:1

k=0

olur.

3.6. Fibonacci ve Harmonik Sayilari Iceren Ozdeslikler

Bu kisimda Teorem 21 yardimiyla binom katsayilari, Fibonacci sayilar1 ve
harmonik sayilari iceren bazi agik formiiller elde edilecektir.

Ik olarak (2.20) formiiliinde d(t) = h(t) = = ve Fibonacci sayilarmimn iireteg
fonksiyonu olan ——"yi f(t) olarak alirsak

Xn:(Z>Fk [t"]mf<1—t) - [tn]litl—ﬁ%—t(L)z

k=0

elde edilir.

Simdi (2.20) formiiliinde f(¢) yerine harmonik sayilarmn iireteg fonksiyonu

ln(l

olan y1 alirsak

1 —In(1-5)

(et () -

1 1t
g 1
M= n(l—Qt)

77



bulunur ve son olarak (2 20) formiilinde f(¢) yerine hiperharmonik sayilarin tireteg
—In(1-¢)
(1-t)*

ﬁéQyMM—ijﬁ<£¢)=[ﬁL;_F(:?)

k=0 1

n 1—t\ (1—t)!
H]m(l—%)(l—%w

fonksiyonu olan aliirsa

elde edilir.
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