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1. GIRIS

Giliniimiiz fiziginde kiitle ¢cekim teorileri arasinda en basarili model Einstein’in
Genel Gorelilik (Relativite) Teorisi (GRT)’dir. Gerek kiitle ¢ekim teorileri, gerekse
fizikteki diger teoriler matematiksel bir modele ve dolayisiyla bu model kapsaminda
ortaya konulan diferansiyel denklem sistemlerine dayanir. Einstein’in genel gorelilik
teorisindeki diferansiyel denklem sistemi bir Riemann manifoldu ile tanimlanabilen,
uzay-zaman geometrisi taban alinarak olusturulur. GRT’nin denklemleri,

1
Ry — ERgab + Agap = KoTap (1-1)

seklinde verilen Einstein Alan Denklemleridir (EFE). Burada R,; Ricci tensori, ggp

: ) . . 816G . e
metrik tensor, A kozmolojik sabit, k, = % ve T, enerji-momentum tensoriidiir. Genel

gorelilik teorisi veya herhangi bir fiziksel teori i¢in olusturulan matematiksel model
fiziksel olarak yorumlanmadan 6nce, ele alinan modele ait diferansiyel denklem sistemi
¢Oziilmelidir.

GRT’ de ortaya c¢ikan diferansiyel denklemler, ikinci mertebe kismi veya adi
tirevli diferansiyel denklem sisteminden olusurlar ve ¢oziimleri olduk¢a zordur
(Stephani vd. 2009). Bu denklemlerin ¢6ziimii ancak bazi kabuller yontemlerle miimkiin
olabilir. Coziim aranirken ele alinan uzaya-zamana ait metrik tensor lizerinde simetri
kabulii yapmak bu yontemlerden birisidir. Genel gorelilik teorisinde kullanilan geometri
Riemann geometrisidir. Riemann geometrisi, calisilan diferansiyel geometriye g,
metriginin eklenmesi ve g,j.. = 0 kabuliiniin yapilmasiyla elde edilir. Bu kabulde (;)
kovaryant tiirevi gostermektedir. GRT’ de, geometrinin yani uzay-zamanin i¢inde
bulundugu yapiya diferansiyellenebilir bir M uzay-zaman manifoldu adi1 verilmektedir.
Manifold kavrami, yerel olarak diiz Minkowski uzay1 gibi alinabilen ve fakat global
olarak ¢ok farkli 6zellikteki bir yapiy1 ifade eder. Bir n-boyutlu M manifoldu iizerinde
metrik, u = u%e,,v = vP e, n-vektor alanlarimin skaler c¢arpiminda ortaya c¢ikan
simetrik bilineer gonderim (mapping) ile asagidaki sekilde ifade edilir;

uv=v.u=g,v) = ggu*v’ (1.2)
Bu gonderimdeki g, tensorii (0,2) tipinden simetrik kovaryant metrik tensordiir ve

9ab = Yba = €a-€p (1.3)
seklinde tanimlanir. Sifirdan farkli bir u n-vektorii i¢in u.u skaler carpiminin sonucu
pozitif ise u uzaysal (spacelike) n-vektor, negatif ise zamansal (timelike) n-vektor ve
sifir ise 151ksal (lightlike veya null) n-vektor adini alir. Egrisel bir geometrik yapida iki

nokta arasindaki uzaklik (veya yay uzunlugu-ds) séz konusu oldugunda, g,, metrik
tensorii kullanilarak,

ds? = ggpdx®dx? (1.4)

yazilir. Eger ele alinan geometri sadece uzay koordinatlarin1 degil, ayrica zaman
koordinatlarin1 da igeriyorsa; iki nokta arasindaki uzaklik kavrami yerine, iki olay



arasindaki uzaklik kavramindan bahsedilebilir. Calisilan uzay-zaman geometrisi metrik
tensor ile tanimlanir. Dort-boyutlu uzay-zaman (li¢ uzay ve bir zaman) geometrisi igin
yazilabilecek en basit metrik, diiz uzay-zamandaki

ds? = —c?dt? + dx? + dy? + dz* (1.5)

Minkowski metrigidir. Bu tez calismasinda; hem kartezyen hem de kutupsal (polar)
koordinat sisteminde yazilacak olan pp-dalga uzay zamani dikkate alinmis ve bu
geometrideki uzay-zaman simetrileri ile Noether ve Lie simetrileri arasindaki iligkiler
arastirilmistir.

1.1. Uzay-Zaman Simetrileri

GRT’nin alan denklemleri (EFE), lineer olmayan ve ciftlenmis (coupled) bir
diferansiyel denklem sistemi olup (Ryan ve Shepley 1975), bunlarin ¢dziimlerini elde
etmek icin bazi ¢oziim teknikleri uygulanir. Bu tekniklerden en ¢ok kullanilan1 ve
¢ozlim bulmada kolaylik saglayani simetri teknikleridir.

Simetrinin en iyi tanimlarindan biri Weyl (1952) tarafindan yapilmstir.

“Bir nesne lizerine islem uygulandiginda, islem sonunda elde edilen nesne ilk
alian ile ayni c¢ikarsa, bu nesne simetriktir denir. Yani ele alinan nesne, uygulanan
isleme gore degismezdir.”

Boyle bir isleme ornek olarak “Gteleme” verilebilir. Uzayin bir bolgesinde bir
deney yapilsin. Daha sonra bu deney ve deneyi etkileyebilecek biitiin sartlar uzayin
baska bir bolgesine tagmarak tekrar yapilsin. Iki deneyin sonucu da aym ise bu deney
uzayda Oteleme islemine gore simetriktir. Ayni deney, deneyin uzaydaki yeri
degistirilmeden bagka bir zamanda yapilirsa ve ayni sonug elde edilirse, deney zamanda
oteleme iglemine gore simetriktir (Feynman 1970).

GRT’ de kullanilan simetri, yerel akisa ait tiirevlenebilir doniisim
(diffeomorphism) sonucunda uzay-zamanin bazi 6zelliklerini koruyan vektor alanlar ile
ifade edilir. Bu vektdr alanlarin (veya simetrilerin) koruduklar o6zellikler ve bu
ozelliklere gore aldiklar1 isimler (Hall 2004);

a) Jeodezigi (geodesic) korurlar (Projektif Vektor Alanlar)

b) Jeodezik ve affine parametrelerini korurlar (Affine Vektor Alanlar)

¢) Konformal parametrelere bagl olarak metrigi korurlar (Konformal Vektor
Alanlar)

d) Sabit bir konformal faktére bagli olarak metrigi korurlar (Homotetik Vektor
Alanlar)

e) Metrigi korurlar (Killing Vektor Alanlar)

f) veya uzay-zamana ait bagka temel 6zellikleri korurlar, 6rnegin egrilik tensorii

seklinde siralanmistir. Ornek olarak Newton mekaniginde kullanilan kiiresel simetri
kavramini ele alalim. Kiiresel simetri tanimi, bir merkez ve bu merkez etrafinda esit
uzakliktaki herhangi bir noktada esdeger olma 6zelligi seklinde tanimlanabilir. Genel



gorelilik teorisinde ise boyle dogrudan bir tanimlama yapilamaz ¢linkii merkez adi
verilen bir yer bulunmasi miimkiin olmayabilir; 6rnegin Schwarzschild geometrisinde
durum boyledir. Buna karsilik genel gorelilikte metrigi koruyan simetri tanimlanmak
istenirse, iki nokta arasindaki uzaklig1 degistirmeden birakan ve metrigi koordinatlardan
bagimsiz hale getiren bir doniisiim (Killing Vektoér Alani) olarak tanimlanabilir (Islam
2001). Killing vektor alanlart (veya izometriler), Riemann uzayinda kollinasyon olarak

adlandirtlirlar. Riemann uzayinda bir kollinasyon, ¥ = Y¢ 687 vektor alan olmak iizere,

esitligi ile belirlenir. Bu denklemde A, metrik ve metrigin tiirevleri ile tanimlanan
geometrik bir nicelik iken, B’ de A ile ayn1 indise sahip bir tensordiir. £y ise Y = Y¢ 667

vektor alan1 yoniinde Lie tiirevini gostermektedir. Cizelge 1.1. de uzaya ait
kollinasyonlar gosterilmistir (Tsamparlis ve Paliathanasis 2011). Bu cizelgedeki A ve B
nesnelerinin, g,, metrik tensor veya skaler ¢arpanli metrik tensor oldugu durumlardaki
kollinasyonlar, uzay-zaman simetrileri adin1 almaktadir.

Cizelge 1.1. Riemann uzayinda kollinasyonlar

KOLLINASYON A B KISITLAMA
Killing Vektorii (KV) Jap |0 -
Homotetik Vektor (HV) 9ap | Yap Y,=0
Ozel Konformal Killing Vektér (SCKV) Jab VGap Y.qp =0
Konformal Killing Vektorii(CKV) Gab | VYab YaF 0, #0
Affine Kollinasyon (AC) T 0 -
Projektif Kollinasyon (PC) Tpe | 2¢(bse) b *0
Ozel Projektif Kollinasyon (SPC) Tpe | 2P(hsm) bPa#0,,.=0

1.2. pp-Dalga Uzay-Zamanlari

Bu tez galigmasinda kullanilan pp-dalga uzay-zamanlari (agik yazilirsa, paralel
1sinl diizlem-6nli kiitle ¢ekimsel dalgalar -the plane fronted gravitational waves with
parallel rays-) kovaryant olarak sabit bir 1giksal (null) vektor alanin,

ka;b = 0 (17)

aef = 0 (18)
sartlarini sagladig1 uzay-zamanlardir (Sippel ve Goenner 1986). Burada R%,.; Riemann
egrilik tensoriidiir. Bu sartlar altinda pp-dalga uzay-zamanlari i¢in en genel haliyle
metrik, x* = (u,v,x%), i = 2,3 ve a = 0,1,2,3 olmak iizere,

ds? = —=2dudv — 2H(u, x")du? + &;;dx'dx’ (1.9)

ile verilir. pp-dalga uzay zamanlar1 ilk kez Brinkmann (1925) tarafindan kesfedilmis ve
incelenmistir. pp-dalga uzay-zamanlari {izerine daha sonra Jordan ve ark. (1960),



Takeno (1961), Ehlers ve Kundt (1962), Sippel ve Goenner (1986), Maartens ve
Maharaj (1991), Podolsky ve Vesely (1998) ve Keane ve Tupper (2004) tarafindan pek
cok arastirma yapilmistir. Ozellikle Sippel ve Goenner (1986) tarafindan yapilan pp-
dalga uzay zamanlarinin izometri (Killing vektor alanlari) siniflart ile Keane ve Tupper
(2004) tarafindan yapilan konformal Killing vektér alanlarinin siniflamalart bu
calismada temel alinmistir.

Bu c¢alismada kullanilacak olan pp-dalga metrikleri kartezyen ve kutupsal
koordinatlarda se¢ilmis olup sirasiyla,

ds? = —2dudv — 2H(u,y,z)du® + dy? + dz* (1.10a)
ds? = —2dudv — 2H(u,r,0)du® + dr? + r?d6? (1.10b)

ile verilmektedir. Calismanin tigiincii boliimiinde Keane ve Tupper’in (2004) konformal
simetri smiflar1 kullanilarak (1.10a) ve (1.10b) metrikleri i¢cin Noether ve Lie nokta
simetrileri hesaplanmis ve aralarindaki iliskiler incelenmistir. Calismanin sonunda
beklenenler ise Lie nokta simetrilerinin hesaplanma metodu geregi, Noether
simetrilerinin tamaminin Lie nokta simetrisi olmas1 ve Noether simetrisi olmayan Lie
nokta simetrilerinin bulunmasidir. Ayrica bu metrikler i¢in 1s1ksal KV alan k = @, olup
biitiin siniflarda ortaya ¢ikmalidir. Bunlarla birlikte diger uzay-zaman simetrileri ile
Noether ve Lie nokta simetrileri arasindaki iligki de arastirilmistir.

Bu ¢aligmanin ikinci boliimiinde Noether ayar (gauge) simetrileri (NGS) ile Lie
nokta (point) simetrileri (LPS) igin detayli bir agiklama yapilmis ve (2+1)-boyutlu bir
metrik icin bu simetrilerin nasil bulunabilecegi drnek olarak gosterilmistir. Ugiincii
bolimde; pp-dalga uzay-zamanlari i¢in NGS ve LPS vektor alanlari hesaplanmistir. Bu
boliimde Sippel ve Goenner (1986) ile Keane ve Tupper (2004) tarafindan yapilan pp-
dalga metrigi i¢in uzay-zaman simetri siniflamalar1 dikkate alinarak, ayni uzay-zaman
icin hem NGS hem de LPS siniflamalar1 yapilmistir.



2. MATERYAL VE METOT
2.1. Materyal
2.1.1 Noether Ayar Simetrileri ve Lie Nokta Simetrileri

Noether teoremi, her diferansiyellenebilir simetrinin fizikte bir korunan
biiyiikliige karsilik geldigini ifade etmektedir. Noether teoremi Alman matematikgi
Emmy Noecther tarafindan 1918’de ispatlanmistir (Noether 1918). Noether simetrileri
Lagrangian’a ait simetrilerdir. Ornegin fiziksel bir sistemin Lagrangian’1 rotasyonel
simetriye sahipse, bu simetri ag¢isal momentumun korunumuna karsilik gelmektedir.
Noether simetrileri (NS) ile ilgili yapilan ¢alismalar arasinda Capozziello ve Lambiase
(20004, 2000b), Sanyal vd. (2005), de Souza ve Kremer (2008), Capozziello vd. (2009),
Jamil vd. (2011) ¢alismalar1 bulunmaktadir. Noether ayar simetrileri (NGS) ise Noether
simetri denklemine bir ayar teriminin eklenmesiyle elde edilir ve NS’nin
genellestirilmis seklidir. NGS ile ilgili, Jamil vd. (2011), Hussain (2012), Kucukakca ve
Camci (2012), Sk ve Sanyal (2012), Jamil vd. (2012), Aslam vd. (2013) ¢alismalar1
mevcuttur

Bir sistemin Lie nokta simetrileri (LPS) diferansiyel denklem sisteminin her
¢Ozliimiinii aym sistemin diger bir ¢6ziimiine tasiyan yerel doniisim grubu olusturur
(Olver 1986). Lie simetrileri diferansiyel denklemlere ait simetrilerdir ve NGS’lerden
daha geneldir. Bu durumda aymni fiziksel sistem igin LPS hesaplandiginda NGS’lerden
daha fazla simetri bulunmasi beklenmektedir. Lie nokta simetrileri ile yapilan
caligmalar arasinda Olver (1986), Stephani (1989), Blumen ve Kumei (1989), Kweyema
vd. (2011), Tsamparlis ve Paliathanasis (2010a), Tsamparlis ve Paliathanasis (2010Db),
Tsamparlis ve Paliathanasis (2011), Tsamparlis (2013) bulunmaktadir.

2.1.2. Noether ayar simetrileri

Klasik fizikte herhangi bir evren ¢izgisi lizerinde ve iki nokta arasinda hareket
eden bir pargacigin hareket denklemi, parcacigin Lagrangian’1 ile tanimlanabilir. Bu
parcacik i¢in tanimlanan Lagrangian; S, yay parametresi olmak lizere, koordinatlar ve
koordinatlarin s’ ye gore tiirevlerinin bir fonksiyonudur (Gron ve Hervik 2007);

L=L(x%x%) (2.1)
a
Burada x¢ = ddis’tir. Bu pargaciga ait Lagrangian’in varyasyonunun alinmasiyla,

() —m==0 (2.2)

ds \ox@ x4

Euler-Lagrange hareket denklemleri elde edilir. Klasik fizikte serbest pargacik igin
Lagrange fonksiyonu parcacigin kinetik enerjisine esittir. Goreli fizikte ise ayni
Lagrange fonksiyonu, parcacigin 4-hizinin karesine (yani kinetik enerjisine) ve
potansiyel enerjisine bagl skaler bir fonksiyondur. Bu durumda kiitleli bir pargacik i¢in
goreli fizikteki Lagrangian,



L =25,2% — U(x®) = 2 gapk@x® — U(x%) (2.3)
seklinde verilir. (2.3) denklemindeki X, 4-hiz, U potansiyel ve g,, metrik tensordiir.
Goreli fizik i¢in T 6z zaman gostermek lizere x¢ = ddir 4-1i hiz ifadesidir. (2.3) ile

verilen Lagrangian’in g,,’ye gore varyasyonu alindiginda Euler-Lagrange hareket
denklemleri asagidaki gibi elde edilir:

op o 1 a.
gcbxb + 2 (gca,b + 9cba — gab,c)xaxb =0 (2-4)
Burada X¢ = gg.,,¥° ve TS = %ng (Gaap + Gava — Gapa)  esitliklerinden

yararlanilirsa, (2.4) Euler-Lagrange hareket denklemleri veya parcacigin jeodezik
denklemleri

X¢ 4+ TS x%xb = (2.5)

seklini alir. Buradaki T, semboliine, Christoffel sembolii denir ve Christoffel
sembolleri (veya baglant1 katsayilari), bir M 'manifolduna ait farkli noktalardaki bazlar
arasinda baglanti kurmak icin kullanilir (Stephani vd. 2009). Lagrange fonksiyonu
Noether ayar simetrilerinin hesabinda ve Euler-Lagrange hareket denklemleri ise Lie
nokta simetrileri hesaplanirken kullanilir. NGS denklemleri

XU + L(D§) = Df (2.6)

esitligi ile verilir (Ibragimov 1993). Burada L, Lagrange fonksiyonu ve f ayar (gauge)
fonksiyonudur. D, s egrilik parametresine gore tam tiirev operatorii olup,

D=2 . a

s X ﬁ (27)

seklinde tanimhidir. X[, simetri dogurucusunun birinci mertebe genisletmesi
(extension, prolongation) olup X = f(s,xb)%+ Tla(S'xb)a% ve n¢ = Dn® — x*DE
olmak tizere,

X0 = X + ¢ 2 (2.8)

esitligi ile verilir. NGS denklemlerinin baska bir ifadesi,
f,a =0
gabng = fa
(2.9

£r/gab = S;,sgab < gab,cnc + gacn,cb + gcbrlﬁl = f,sgab

EnU = _f,sU - f:s And U,ana = —=&U _fs



denklemleridir (Tsamparlis ve Paliathanasis 2011). Burada £,, n yoniindeki Lie tiirev
operatoriidiir. (2.6) bagintisi ile verilen ilk NGS denklemlerindeki X vektor alani, bu
calismada hem Noether ayar simetri denklemleri hem de Lie nokta simetri denklemleri
hesaplanirken kullanilacaktir. (2.9) denklemleri, uzay-zaman simetrileri ile Noether ayar
simetrileri arasindaki iligkiyi agik bir sekilde vermektedir.

Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri aranirken siklikla basvurulan metot,
diferansiyel denklemi basitlestirecek bir degisken doniisiimiiniin yapilmasidir. Bu
degisken doniisiimii yapilirken x%’lar bagimsiz degiskenler olmak iizere ¥¢ = ¥*(x%)
seklinde bir doniisiim aranir. Bu doniisime x® noktalarini, ¥* noktalarina doniistiiren
nokta doniisiim ad1 verilir. Simetri hesab1 s6z konusu oldugunda ise bu nokta doniisiim,

X =x%(x%¢€) (2.10)

denkleminde oldugu gibi en az bir keyfi parametreye (&) bagli olmalidir (Stephani
1989), (Ibragimov 1993). Bununla birlikte bir parametreli nokta doniislimiiniin
saglanabilmesi i¢in doniisiimler tersinir olmali ve doniisiim tekrar uygulandiginda yine
ayni aileden sonuglar vermelidir. Iste bu déniisiimlerin olusturdugu egri ailelerinin teget
vektorleri, X vektor alanimni veya diger adiyla simetri dogurucusunu (veya simetri
tireticisi) olustururlar. (2.10) denklemi € = 0 civarinda Taylor serisine agilirsa,

¢ =~ x* + e¢%(xP) (2.11)
seklinde yazilabilir (Ibragimov 1993). Burada {¢(x?),

9x%(xb;¢e)

qa(eh) = 9, (2.12)

denklemi ile verilir. {*(x%), X vektor alaninin bilesenleridir. Bir parametreli nokta
doniisiim i¢in parametre olarak s yay uzunlugu alindiginda X vektor alani bilesenlert,

X = &(s,x") =+ n%(s,x") = (2.13)

dx@

seklinde yazilabilir. Simetri hesab1 yapilirken X vektor alaninin genisletmesi kullanilir.
X vektor alaninin veya dogurucusunun k. mertebeden genisletmesi,

3}

Kl — O iype 9
XM =X+ni——++nly5@ (2.14)
denklemi ile verilir. X'*J dogurucusundaki ng ve nf, nicelikleri,
ns = Dn® — x°Dg,

Nss = Dng — X%D§ (2.15)

NGos = DNik—1ys — XD, k =2



denklemleri ile hesaplanir. Burada (k), s parametresine gore k’mci tiirevi
gostermektedir. X ile gosterilen Noether ayar simetrileri hesaplanirken (2.8)
denkleminde verildigi gibi simetri dogurucusunun birinci mertebe genisletmesi
kullanilir.

Eger X bir L Lagrangian’indan elde edilen Noether ayar simetrisi ise

=L+~ ) 5 f (2.16)

esitligi, X ile iliskili ilk integral veya bir korunumlu nicelik vermektedir. Noether ayar
simetrilerinin hesaplanmasi bir drnek ile sonraki boliimde gosterilecektir.

2.1.3. Lie nokta simetrileri

Oklidyen bir uzaydaki iki noktay: birbirine baglayan en kisa egri bir dogrudur.
Egri bir uzay ele alindiginda ise bu noktalar1 baglayan en kisa yol i¢in bir dogrudan
bahsedilemez. Egri bir uzay s6z konusu oldugunda bu noktalar birbirine baglayan en
uzun ve en kisa egrilere jeodezik egrileri denir. Egri uzaylar i¢cin genel olarak jeodezik
egrileri; teget vektorleri paralel tagima ile doniistiiren, iki nokta arasindaki olasi en kisa
egrilerdir. Bir egriye ait teget vektor u = u%e, ile verilir. Jeodezik egrilerinin teget
vektorleri tanim geregi paralel tasima ile baghdirlar ve bu durum

Ea

u;%ub =0 (217)

jeodezik denklemi ile gosterilebilir (Gron ve Hervik 2007). (2.17) esitligi, (2.5) jeodezik
denkleminin gosterimidir. Jeodezik denklemleri uzay-zaman metriginden elde edilirler
ve bu metrigin bazi simetrilerini miras alirlar. Lie nokta simetriler hesaplanirken simetri
dogurucusunun ikinci mertebe genisletilmis sekli kullanilir. Lie nokta simetri
denklemleri

XPE pa_y =0 (2.18)
seklinde olup, elde edilen diferansiyel denklemlerin sistem halinde ¢oziilmesiyle X

vektor alani bilesenleri bulunur. Ornegin; x bagimsiz degisken ve y bagimli degisken
olan durumda X!2], simetri dogurucusunun ikinci mertebe genisletmesi,

d d N 0 o 0
X = £ 5z +n(0y) 5+ 0503,y ) 57+ s 3,y Y ) 5m (219)

esitligi ile verilir. Buradaki n; ve 1,

Ns =Ny + (n,y - S;,x)y, - S;,yylz (2-20)

Nss = N xx + (Zn,xy - f,xx)y’ + (n,yy - ZE,xy)ylz - E,yy:y’3
+(77,y - Zf,x - 3E,yy’)y” (2-21)



Seklinde tanimlidir (Stephani 1989). (2.18) LPS denkleminde dikkat edilmesi gereken
durum, simetri operatorii jeodezik denklemine uygulandiktan sonra E¢ = 0 alinmasidir.
Lie nokta simetrisinin hesaplanmasi bir 6rnekle gelecek boliimde gosterilecektir. (2.18)
ile verilen Lie nokta simetri denklemleri, ayn1 zamanda

nss = (2.22)
205y — 5566 =0 (2.23)

Flglc,dnd + Fgcn% + Flgldn,% - Fl?crl,%i
$lebay = 0 (2.25)

olarak ifade edilebilirler (Tsamparlis ve Paliathanasis 2011). Burada (2.24) esitliginde
EnF(‘,‘)C) = Flf‘c’dr]d + Fgcr]_‘}, + Ignd — F,flcn%, F(‘})C)’mn 1 boyunca Lie tirevi ve
NSy = Nsp T N5lEpy, NS mn [, ’ye gore kovaryant tiirevidir (Tsamparlis ve
Paliathanasis 2010a). Bu denklemler; Cizelge 1.1 dikkate alindiginda, Lie nokta
simetrileri ile uzay-zaman simetrileri arasindaki iliskiyi vermektedir.

2.2. Metot
2.2.1. (2+1)-Boyutlu pp-dalga metrigi icin Noether ayar simetrileri

Verilen bir uzay-zamana ait Noether ayar simetri denklemleri, (2.6) veya (2.9)
denklemleri kullanilarak olusturulur ve olusan denklem sisteminin ¢oziimiinden NGS
vektor bilesenleri bulunmaya c¢alisilir. Bu islemleri anlatmak i¢in diisiik boyutlu yani
(2+1)-boyutlu pp-dalga metrigi kullanilacaktir. Noether ayar simetrileri hesaplanirken
kullanilacak olan (2+1)-boyutlu pp-dalga metrigi, bu tezde ele alinan pp-dalga uzay-
zamaninin 6zel bir durumudur ve

ds? = —2H(x)du? — 2dudv + dx? (2.26)

denklemi ile verilir. (2.26) metrigine ait jeodezik Lagrangian’i, (2.3) denklemi ile
1 .a-b a 1.0 ) ..
L =2>gapxx —U(x )=Ex —HQ@)u* —uv — U(x,u,v) (2.27)

seklinde hesaplanir. Bu Lagrangian (2.6) denkleminde yerine yazilirsa agsagidaki on ii¢
tane kismi tiirevli diferansiyel denklem (PDE) elde edilir:

n,ls _fx = 01
27756 _E,s =0,

ny —2Hn% —n% =0,



E,u =0,
E,v =0,
Ny —1n% =0,

(2.28)
2Hn% + 13— fu =0,

2Hn3, —Hés+n3, +H'nt =0,

2Hn% + 03, +n3y— &5 =0,

77,25+f:v201
n% =0,
fs=0.

Bu on ii¢ PDE’nin sistem halinde ¢oziilmesiyle NGS bilesenleri &,1n1,1n%,13 ve f elde
edilir. Ornek olarak; H(x) = ax™ ve U(x,u,v) = 0 secilirse PDE’lerin ¢6ziimiinden
elde edilen Noether ayar simetri bilesenleri ve f ayar fonksiyonu,

E=sci+cy, nt = %xcl, n? = —scy —i(n — 2)uc; + ¢
(2.29)
n3 = scg +%(n + 2)vey + ¢y, f = ucsy + vey + cs,
bulunur. Burada cy, ..., c; sabit parametrelerdir. Boylece NGS vektor alanlari
k = av, X1 = au, Y1 = as,
Y, = sd,, ayar terimi f = u, (2.30)

Y; = —sd,, ayar terimi f = v,
ve Z = x0, — % (n—2)uo, + % (n + 2)v0d, olmak lizere Y, = 2sds + Z seklini alir.

2.2.2. (2+1)-Boyutlu pp-dalga metrigi icin Lie nokta simetrisi denklemleri

Ormek Lie nokta simetrileri hesaplanirken yine (2.26) metrigi kullanilacaktir.
(2.3) denkleminden hesaplanan Lagrangian, (2.27) denklemi ile verilir. Varyasyon
hesab ile (2.27) Lagrangian’ina ait jeodezik denklemleri hesaplanirsa,

EhM%+Hu>+U,=0 (2.31)

10



E*i—-U,=0 (2.32)
E3: ¥+ 2H'xu+2HU, - U, =0 (2.33)

bulunur. Jeodezik denklemleri elde edildikten sonra (2.18) ile verilen Lie nokta simetri
denklemi kullanilir ve

nis + WH N + Uy + U + U on® + u[2Hm2] = 0 (2.34)
2

Nss — U,xvnl - U,uvnz - U,vv773 =0 (2-35)

n3s + xu[2H '] + w[2H'n}]| + %[2H'n3] + 2H'U,n* + 2HU 0

+2HU,uvr]2 + ZHU,vvr]3 - U,xun1 - U,uu772 - U,uv773 =0 (2.36)
denklemleri elde edilir. Daha sonra (2.20) ve (2.21) denklemlerinden elde ettigimiz
sonuglara benzer sekilde (2.15) bagintilarindan 1%, 1%, n3, nks, n4s Ve n3s hesaplanip
(2.34)-(2.36) denklemlerinde yerlerine konulur. Denklemler yeniden diizenlendikten

sonra; (2+1)-boyutlu pp-dalga uzay-zamanina ait (2.26) metrigi i¢in otuz alt1 tane PDE
elde edilir:

205 = 55 T 3Ux8x — Uy — Uy + 2HU S, = 0,

Msu + Ux§u + HN% =0,

Mo +Ux$p =0, 1Ny —2§x =0,

Miu =& —HMY +HN5Z =0, 1k — & =0,

N — H'nY + H'n* + 2H'n% = 0, Exx =0,

H'¢,—¢xu=0, & =0, H'éy =& =0,
Mw+HN,=0, 1np=0, &,=0, &, =0,

Mss — Usly + 2U&5 + Uyny, — 2HU Y, + Uy + U + U
+U 1’ =0, Nix — Upéx =0,

2% = &ss = 3UpSu + Uy + 2HU 8, — Upyé, = 0,

Mow —Upéy =0, Mo —&sx —HM% =0,

Maw — 280 —HM% =0, Mo —&u =0, Nix =0, (2.37)

773617 =0, Ny = 0, 77,%717 — 285, =0,
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N&s + Uyt — 2U 85 — Uank — 2HUun% + Uty — Ul + Upot?

+Un° =0,

N5+ 2HU 5 + U x + H'n% = 0,

Mow + 2HU 0 — Upu + H'njs = 0,

2050 — §ss F 6HULE, —3U 8 + Uy — Uyéy =0,

Mow = Esx THML =0, =&+ HMy =0,

Mo —HMS +H'n' + H'y + H'% =0,

N3x+2HM% =0, ni.+Hn%+2Hn: =0,

nss — 2HUyn; + Uyny + 4HUEs — 2Ués + Uny + Upny + 2H' Uy

+2HUyn' + 2HUpyn? + 2HUpyn® = Urut' = Uyutt® = Uyo® = 0.
Bu asamada Lie nokta simetrilerini hesaplamak i¢in yapilmasi gereken PDE’lerin
¢oziilmesidir. (2.37) ile verilen PDE’lerden &,711,n% ve n3 bulunmak istenmektedir. Bu
nedenle; H(x) metrik katsayis1 ve U(x,u,v) potansiyeli verildiginde, dort bilinmeyenli
otuz alti denklemden overdetermined PDE sistemi c¢oziilecektir. Asagida H(x) =

ax™ ve U(x,u,v) = 0 i¢in PDE’lerin ¢dziimiinden elde edilen &,1nt,n? ve n3 ile Lie
nokta simetri bilesenleri verilmistir.

§=ucz+scy+cs nt = —%, n% = uc, + ¢y,
(2.38)
3 ci1(n+2)v
n- = _T+uc6+SC7+C8
k=00 X =8 o = - 2000, - 2,
(2.39)

yl = as, Y2 = Sav, Y3 = uas, Y4_ = Sas.

NGS denklemleri ile LPS denklemleri hakkinda verilen bilgiler dogrultusunda 6rnek
olarak secilen (2+1)-boyutlu pp-dalga metrigi i¢in hesaplama metodu gosterilmistir. Bu
tez calismasinin asil konusu olan 4-boyutlu pp-dalga uzay-zamanlarina ait NGS ve LPS
vektor alanlarmin hesaplanmasi, aralarindaki iliskilerin incelenmesi ve uzay-zaman
simetrileri ile baglantilarinin arastirilmasi bulgular kisminda yapilacaktir.
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3. BULGULAR

(1.10a) ve (1.10b) ile verilen, dort boyutta pp-dalga uzay-zamanina ait
metriklerden yola ¢ikilarak Keane ve Tupper’in (2004) ¢alismasindaki H(u,y,z) ve
H(u,r,0) metrik fonksiyonlar1 i¢in Noether simetrileri ile Lie nokta simetrileri
hesaplanmistir. Bu uzay-zamana ait Noether simetrileri 3.1 boliimiinde verilirken, 3.2
boliimiinde Lie nokta simetrileri ele alinmastir.
3.1. Noether Ayar Simetrileri

NGS bolimii iki alt boliim ile incelenmistir. Birinci alt bolim ile H metrik
fonksiyonunun daha genel durumlarn arastirilirken, ikinci alt durum ile metrik
fonksiyonunun 6zel bir durumu i¢in olusan diizlem dalga siniflar1 aragtirilmistir. Metrik
fonksiyonun bu 6zel durumu ikinci alt boliimde agik olarak verilmistir.

3.1.1. pp-dalga uzay-zamam i¢in Noether ayar simetrileri

Denklem (2.3) kullanilarak hesaplanan kartezyen koordinatlardaki pp-dalga
metrigine ait jeodezik Lagrangian,

L=-Huwy2)i? — v +y% + 222 = U(w,v,y,2) (3.1)
ve kutupsal koordinatlardaki pp-dalga metrigine ait jeodezik Lagrangian,
L=—HQ@r 0% —uv+ %1’"2 + %rzéz —U(wv,1,0) (3.2)

seklinde bulunmustur. (2.6) NGS denklemi kullanilirsa yukaridaki her bir Lagrangian
i¢in on dokuz tane denklem elde edilir. Kartezyen koordinatlardaki NGS denklemleri;

$u=0, $v=0, $y =0, §,=0, (3.33)
ny =0, ny —ny =0, Nz =My =0, (3.3b)
ny—n%=0, 2% —¢s =10, 2% —$5=0, (3.3¢c)
2Hn; +1% — 1% =0, 2Hny +n5 —ny =0, (3.3d)
2Hn, + 0%+ +8s =0, ns+f»=0, (3.3¢)
ni—fy,=0, nt—f.=0, 2HnS +n3+fu =0 (3.3f)
n% + 2Hn, + Hyn' + Hyn® + H,n* — HE = 0, (3.4)
Ut + Un®> + Uyn® + Un* + U+ f; =0, (3.5)
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denklem sistemiyle verilmistir. Bu denklem sistemindeki (3.3a) - (3.4) ile verilen 18
denklem kullanilarak Noether ayar simetrisi doguruculari hesaplanir. Eger ele alinan
Lagrangian’ da potansiyel mevcut ise (3.5) denkleminin de saglanmasi1 gerekmektedir.
(3.3) ve (3.5) denklemleri ile &, nt, n?%, 13, n*ve f NGS vektor bilesenleri ve f ayar
fonksiyonu hesaplanirken (3.4), kisitlama denklemlerini verecektir:

& =¢S5+ cy, nt = cgu + ¢y,

772 = _Sflyu + J’leu + Zf3,u + (1 —cev+ fa,

(3.6)
n® =cs+ c1%+ csZ + fa,
774=C45+C1§_C53’+f3» f=cy+czt+fi.
Boylece, saglanmasi gereken kisitlama denklemleri,
fl,uu - (C3H,y + C4H,Z) = O, (37)
1 1
Y (Faue +301Hy — csHy ) +2(fo +3C1H, + csHy) + Hyfy + Ho fs
+fs, — c1H + cs(uHy + 2H) + ¢;H, = 0 (3.8)

seklinde bulunur. (3.6)-(3.8) denklemlerinde (i = 1,...,7) c; sabitler ve olmak iizere
fi’'lar (k=1,..,4) u degikenine bagh fonksiyonlardir. Yukaridaki denklemler
kullanilarak H(u,y,z) metrik fonksiyonunun se¢ilmesiyle birlikte pp-dalga uzay
zamanlar i¢in kartezyen koordinatlarda Noether ayar simetrileri hesaplanir. Bununla
birlikte literatiirde pp-dalga metrikleri i¢in hesaplanmis uzay-zaman simetrilerinin
biiytik bir kismi1 kutupsal koordinatlardadir (Sippel ve Goenner 1986, Keane ve Tupper
2004). Bu durumda kartezyen koordinatlarda hesaplanacak olan simetrilere ek olarak
kutupsal koordinatlardaki simetrilere de ihtiya¢ duyulmaktadir. Kutupsal koordinatlarda
yazilmis (1.10b) pp-dalga metrigi ele alinir ve yukaridaki gibi simetriler hesaplanirsa,
on dokuz denklemden olusan NGS sistemini ¢6zmemiz gerekir. Bu sistem;

E,u = 0' f,v = O' f,r = O' 6,9 = 0' (393.)
ny, =0, n-—n3 =0, ny—r’n% =0, (3.9b)
2
ny+riny =0, 2n3 —¢,=0, 20 + ;773 —&,=0, (3.9¢)
2Hny +n% —r’nh =0, 2HnL+n%2—n3 =0, (3.9d)
2HnL + 0% +nk +&,=0, 2HnS +n3+ fu =0, (3.9¢)
ny—fr=0, Nt —fo =0, ns+f,=0, (3.9f)
2 1 1 3 4 _—
ns + 2Hn, + Hyn* + H.n° + Hgn Hé¢ =0, (3.10)
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Unt+Un?+Un®+Um*+UE+f,=0 (3.12)

denklemleri ile verilmistir. Kutupsal koordinatlarda hesaplanan NGS vektor bilesenleri
&, nt, n?% n3, n* ve f ayar fonksiyonu en genel halde,

E=cs+ ¢y, nt = cou+cy,
n? = —Sg1, +1cosbg,, +1rsinfgs,, + (c1 — )V + gu,
N3 = (€48 + go)c0s0 + (¢35 + g3)sinf + ¢, %, (3.12)

sinf
r

‘]
n* = (c3s + g3) % — (€45 + g2) + Cs,

f =1(c3sinb + c,cos0) + g4

seklinde bulunur. Bu durumdaki kisitlama denklemleri ise

91,, — cosb (C4H,r +c3 %) + sinf(c3H, — ¢4 %) =0, (3.13)

H . H
cos6 (rgz‘uu +H,.9,+ T'eg3) + sinf (rg3,uu +H,g3 — T'ng)
+9a, — 2¢6H + (ceu + c;)Hy + ¢ (g H, - H) +csHg =0 (3.14)

olur. Bu denklemlerde H metrik fonksiyonunun u,r ve 6 degiskenlerine bagli oldugu
gbz Oniine almmahidir., nt, n?, n3, n* ve f nicelikleri ile kisitlama denklemleri hem
kartezyen hem de kutupsal koordinatlarda bulunduktan sonra Noether ayar simetrileri
Keane ve Tupper (2004) ile Sippel ve Goenner’in (1986) siniflamalar1 dikkate alinarak
hesaplanacaktir. Kartezyen koordinatlarda veya polar koordinatlarda verilmis olan genel
simetri dogurucularina bakildiginda k=20, Y, =05 Y,=-50,(f =u)
simetrilerinin, verilecek olan her sinifta mutlaka ortaya ¢iktigina dikkat edilmelidir. Bu
asamadan sonra, H metrik fonksiyonuna bagli olarak simetri siniflart incelenecektir.

Ik olarak konformal Killing vektdrlerinin (CKV) Keane ve Tupper’mn (2004)
caligmasina gore en genel simiflart ele alinmistir. CKV smiflar1 ile bu siniflara ait H
metrik fonksiyonu ve Ricci tensoriinde ortaya ¢ikan F fonksiyonu Cizelge 3.1. ile
verilmistir. Bu ¢izelgedeki Aiv, Biv, Civ ve Div siniflar1 A, B, C ve D simiflarina ait
metrik fonksiyonunda t(u) = 0 alindiginda olusan siniflardir.

Cizelge 3.1. pp-dalga uzay-zamanlari i¢in konformal killing vektor siniflart

Smif Metrik fonksiyonu H F

A T(w)r? + le?™0r—2 4t(u) + 41(1 + m?)e?mor—*

B t(Wr? + l(oz — py)~? 4t(u) + 6l(a? + p*)(0z — py)~*
C T(wWr? + 6r2 4t(u) + 46r™*

D tWr? + §(9)r? 4t(w) +4(8(6) + 8(8),00)r*

Devami sonraki sayfada.

15



Cizelge 3.1. pp-dalga uzay-zamanlar1 i¢in konformal killing vektor siniflar1 (devam)

Aiv le?mOy—2 41e?™0 (1 + m?)r—*

Biv l(oz — py)~2 6l(c% + p*)(oz— py)™*
Civ 5r2 46r~*

Div §(6)r=? (46(6) +5(6) go)r™*

Swinif A: Bu simifa ait simetriler N, D H, D G, cebrine sahiptir ve Noether ayar
simetrileri

k=0, Y, =0, Y, =-50, ayarterimif = u,
(3.15)
Y3 = 2505 + Zl

seklinde bulunur. Burada k Killing vektori ve Z; = 2vd, + r0, +%69 homotetik

vektordiir. Bu smif i¢in sifirdan farkli Lie parantezleri veya diger bir deyisle
komiitasyon bagintilari

[k, Ys] =k, [Y1; Y3] =Y, [Y1,Y2] =—k (3.16)

olur. Smif A i¢in (2.16) esitligi kullanilirsa ilk integraller;

ly=—t, ly=-E, Iy=si—u, Iy=-2sE —2vi+ri+=120
seklinde hesaplanir. Burada E; = x¢ a(% — L olmak iizere sistemin enerji fonksiyoneli

ya da Hamiltonyen’i olarak bilinir. Yukaridaki simetriler haricinde H = t(u)r? +
le?™9r=2 denkleminde 7(u)’ nun 6zel durumlari igin alt durumlar ortaya ¢ikmaktadir.
Asagida bu alt durumlar ve bunlara karsilik gelen NGS vektor alanlart verilmistir.
a) t(u) = w =sabitigin k, Y;,Y,, X, ve bu vektor alanlara ait ilk integraller
L=—u, lL=-E, L=si—u I,=-2Hi—7v

olur. Bu sinifa ait simetriler N, D G, cebrine sahiptir.

b) t(u) = wu~? iken NGS vektor alanlan k, ¥,,Y,,Y, olarak hesaplanmistir. Bu
smifin cebri N, D H, D G, ve ilk integralleri

11 = —‘ll, 12 = _EL, 13 =Sll—u, 14 = —ZSEL—4Hu11—2u13+Tf'
seklindedir.
Sinif B:

2
a) t(u) = wu™*: Burada w sabiti % (g=sabit) alinmistir. Sinzf B’nin bu alt durumu
icin Noether ayar simetrilert;
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k = av, Y1 = aS’ YZ = _Sav,

X3 = f(u) y(ocos6 + psin®)ro, + f(u)(ocosd + psind)a,
—r~1f(u)(osinf — pcosh)dy,
(3.17)
X, = g(u)(ocosh + psind)ra, + g(u)(ocosd + psin)a,
—r~tg(u)(osind — pcosh) g

olarak bulunmustur. X; ve X, simetrileri killing vektorleri olup f(u) =
usin(q/u) ve g(u) = ucos(q/w)’dur. Bu alt durum igin cebirsel yap1 N5 D G
seklindedir. Burada ilk integraller
11 = —Il, IZ = _EL’ 13 = su —Uu,
I, = —f'(ocosO + psin®)rit + f(ocosd + psind)i — f(asind — pcosé)ro,
Is = —g'(ocosB + psin®)rit + g(ocosd + psin®)i — g(osing — pcosf)ro
ile verilirler.
b) 7(u) = g = sabit: Bu alt durumda Noether ayar simetrileri
k = av, Y1 = as, YZ = _Sav, XZ = au,
X3 = f(u)(gcosé + psinB)rad, + f(u)(ocosd + psinb)o,
—r~Yf(u)(osinf — pcosh)dy,
(3.18)
X, = g(u)y(ocosB + psinb)ra, + g(u)(ocosd + psinb)o,
—r~tg(u)(osind — pcosB) oy

seklinde verilmis olup X3 ve X, vektor alanlarinda f(u) = sin(y/2qu) ve g(u) =
cos(y/2qu)’ dur. Bu iki alt durum i¢in Lie parantezleri sirastyla,

a) [X3,X,] = (p? +0*)mk, m=(fg'=f'9)
(3.19)
[Yl: YZ] =-k
b) [X2, X3] =+/2qX,, [X2, Xa] = —\/2qXs5,
(X3, X4] = (p* + o*)mk, m=(fg'—f'9)
(3.20)
[Yl; YZ] =-k
denklemleri ile verilmistir. Tlk integraller;
L=-u, IL,=-E, Iz=su—u, I,=-2sE, —4Huu—2uv +rr,
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Is = —f'(ocosB + psin@)riL + f(ocosd + psind)t — f(asing — pcosO)ré,
Is = —g'(0cosB + psind)rit + g(ocosh + psin®)i — g(osing — pcosO)ré
seklindedir.

Swnif C: Bu simif N, D G, cebrine sahiptir ve NGS vektor alanlart;

k = av, Yl = as, YZ = _Sav, X5 == ag (321)
Y, Y] =—k (3.22)
11 = —ll, 12 = _EL1 13 = Sll —-Uu, 14, = ng

olarak bulunur. Olusan tek alt durum 7(u) = wu~? igin NGS’ler;

k = av, Yl = 05, Y2 = _Sav, X5 == 03

(3.23)
Y4_ = 2565 + Zz
[Yl) YZ] = _k1 [Yll Y4-] = Yla [YZl Y4] = YZ (324)

Burada Z, = 2ud,, + rd, olup homotetik vektor alandir ve Ny D H; D G, dir.
L=-u IL,=-E, L=su—u, I,=r2%0,
Is = —2sE; — 4Huu — 2uv +rr
Sinif D: Bu smif metrik fonksiyonunda bulunan §(8) fonksiyonunun keyfi alindig

duruma karsilik gelir ve N3 D G; cebrine sahiptir. Noether ayar simetrileri ise {i¢ tanedir
ve

k=29, Y, =0, Y, =—s0, (3.25)

[Y1,Y,] = -k (3.26)
ile verilir.

L=-u L=-E, IZ=su—u

Eger metrik fonksiyonu H’deki t(u) sifir segilirse A4,B,C ve D siniflari Keane ve
Tupper (2004) ¢alismasindaki Aiv, Biv, Civ ve Div siniflarina doniisiir ortaya ¢ikan
NGS’ler Cizelge 3.2.de verilmistir.

18



Cizelge 3.2. Aiv, Biv, Civ ve Div siiflar1 i¢in Noether ayar simetrileri

Sif | Simetriler Cebir Metrik F
Fonksiyonu H
Aiv | k,X1,X,,Y,, | NyD H, D Gy | le?mOyr—2 41e*™9 (1 + m?)r—*
Y, Y,

Biv | k,X,,Xs, X5, | NgD Hs D Gy | (02— py)~2 6l(c? + p*)(oz — py)™*
Y1J YZJ YS)YG

Civ k,XZ,X5, Yl) N6 o H4_ o G3 67'_2 457‘_4
Y21Y4-

Div | k,X,,Y.,Y,, | NsDH; DG, | §(8)r2 (45(60) + 6(6) go)r*
Y,

Daha 6nce bulunan NGS’ler haricinde Cizelge 3.2.°de ilgili durumlarda ortaya ¢ikan
NGS vektor alanlar X¢, X5, Y5 ve Y kullanilmis olup bunlar asagidaki gibidir:

Xo =00, +pd, X;=(oy+pz)d,+u(cd, + pd,),

Y = s(aay + paz) ve f =0y +pz (3.27)

Y6 = 2505 + Z3.
Burada Z; = 2ud, + yd, + z0d, bir homotetik vektordiir. Cizelge 3.3.’de Sippel ve
Goenner’in (1986) pp-dalga uzay-zamanlari igin izometri siniflar1 ile Keane ve
Tupper’in (2004) pp-dalga metriklerine ait konformal simetri siniflamasinda buldugu
ilave siniflar verilmis olup bu siniflarin sahip oldugu Noether ayar simetrileri her bir
durum i¢in yazilmistir. Cizelge 3.3.’den sonra, izometri sinifi 2’nin iki alt durumu

ayrica ele alinacaktir.

Cizelge 3.3. Sippel ve Goenner’in izometri siniflarina gére Noether ayar simetrileri

Sinif | Simetriler Cebir Metrik Fonksiyonu H
1 kY,Y, N; D G, Keyfi

1i k,Xg5,Xo,Y,Y,, Y, Ng D G, H(u,z)

2 kX, Y,Y, N, 2 G, H(u,1)

2ii |k, X5Y,Y,,Yg N; D H; D G, Kel=4/Bl1n|r|

3 kXYY, N, > G, u2W(s,t)

4 k,X.,Y,.,Y, N, D G, W(s,t)

5 kX, X.,,Y,Y, Ns O G, u2W(r)

5i kX, X,Y,Y, N: D G, u~?{In|r|

5ii | kX5, X5,Y.,Y, N: D G4 u?(6r?—o02—0)"%r?
6 kX, XYY, N5 D G, W (r)

6i kX, X, Y,.,Y, N: D G4 vr?/4 + 6r~*

6ii | kX, XYY, Y, NgD>H,>Gy |6r2

6iii | k,X,,X:,Y,,Y, N: D G4 {In|r|

Devami sonraki sayfada.
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Cizelge 3.3. Sippel ve Goenner’in izometri smiflarina gére Noether ayar simetrileri
(devam)

6iv | kX, X, Y, Y, Y, NeoH,D2G; |6r°

7 kX.,X,,Y.,Y, Ns O G, W (r)e?<?
7i | kX, X5, Y, Y5, Y5, N¢ D H,> Gy | 8r%e?®
7ii | kX5, Xs,Y,,Y,, Yy N¢ D H, D Gy | Sr2e%®
8 kX, X5,Y,Y, Ng D G, e?tW(s)

9 kX, X, X14,X7,Y1,Y,,Ys | Ng D Gs Ke?(y=o2)

Cizelge 3.3.’de kullanilan ve 6nceden agik olarak yazilmamis olan NGS vektor alanlar
ve varsa ayar fonksiyonlar1 asagida verilmektedir.

X8 = ay,

X9 =ud, + yo,,

X0 =ud, —vo, + e(zay — yaz),

X1, =0y + &(z0, — y0,),

X1, =ud, —vo,,

X153 = €(udy —v0,) + pdy, + dd,,

X, = o(ud, —vad,) + 9, (3.28)
Y;=sd,vef =y,

Yg = 2505 + Z,, Z,=-200,+ (217 + ﬁKe_E) 0, + 10,

(c-2)v
2

Vo =250,+2s,  Zs=""2"9, -

0, + 1o,

o+2

Y10 = 2565 + Z6’ Z6 = Zvav + Tar +2_Cag,
Yll = 2565 + Z7, Z7 = —Uav + T'ar _éag

Simdi Cizelge 3.3.’de yer almayan izometri sinifi 2’ye ait simetri siniflar1 i¢in Noether
ayar simetrileri ele alinacaktir.

Swf 2i: Metrik fonksiyonu H = K(au + B)%In(r) alindiginda olusan bu sinif igin
olusan alt durumlar agagidaki gibidir.

a) q = —1 iken NGS vektor alanlari:

k = av, Y1 = as, YZ = _Sav, X5 = ag, Y12 = 2565 +Z8 (329)
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(au (au

Burada Zg =2 +B) 0, — K +B) d, + rdg homotetik vektor olup, cebir
(24 [24

Nz D H; D G, seklindedir.

[Y,,Y,] = —k, [Y1,Yi2] =Yy, [Y2,Yi,] =Y,
L=—u IL,=—E, Iy =su—u, I, =r%0 ve Ig=—2sE, — 2"‘“;’3 (2Hu +
v) + K@fi +73¢
b) q # —1 iken NGS’ler:
k=24, Y, = 0, Y, = —sd,,  Xs=0, (3.30)

Y, Y] =—-k

olup bu durumdaki cebir N, o G, dir.

L=-ul,=-E,I;=su—uvel, =1%0
Sunif 2iii: Bu smif igin metrik fonksiyonu H = e9® In|r| ile verilir. Olusan alt
durumlar ise g(u) = keyfi ve g(u)=—In(lpu?+au+p|) —o [(pu? + au +
B)~1du seklindedir. Her iki durumda da hesaplanan NGS’ler ve bunlara ait cebirsel
yapt aynidir.

Simetriler: k =0,,Y, =0,Y, = —s0d,, X5 = d9 Cebir: N, D G, (3.31)

[V, Y] =—-k
denklemleri ile verilmistir.

11 = —l'l, 12 = _EL113 =Sll—uvel4 =T2é
3.1.2. Diizlem dalga uzay-zamanlari icin Noether ayar simetrileri

Eger pp-dalga uzay-zamanlari i¢in H(w,y,z) metrik fonksiyonu, 2H =
A)y? + 2B(u)yz + C(u)z? seklinde yazilabiliyorsa, ele alinan uzay-zaman diizlem
dalga uzay-zamani olarak adlandirilir (Keane ve Tupper 2004). Diizlem dalga uzay-

zamanlar1 i¢in genel ¢oziim (3.4) denklemleri ile verilmektedir. Sadece kisitlama
denklemleri asagidaki sekli alir:

fi =0 fo, =0, (3.32)
[ T AW + Bw)fs =0, (3.33)
f3u T CWf3 + BW)f, =0, (3.34)
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csA(u) + c,B(u) =0, csB(u) + c,C(u) =0, (3.35)

(cgu + c7)A'(u) + 2¢cgA(u) — 2csB(u) =0, (3.36)
(ceu + c7)B'(u) + 2¢cgB(u) + c5[A(uw) — C(w)] =0, (3.37)
(ceu + ¢7)C'(u) + 2¢4C(u) — 2¢csB(u) = 0, (3.38)

Bu kisitlama denklemlerinde c3, ¢y, cs5, ¢ Ve ¢, Sabitler ve fi, f5, f3 Ve f, nicelikleri u’ya
bagli fonksiyonlardir. Diizlem dalgalar i¢in konformal simetri smiflar1 Swmif 10 — Sinif
14 olup (Keane ve Tupper 2004) asagida bu durumlardaki NGS vektor alanlari
arastirilacaktir. Diizlem dalga uzay-zamanlarina ait siniflar Cizelge 3.3 ile verilen
izometri siniflarinin devami seklinde verildigi i¢in Sinif 10 ile baglanmistir (Sippel ve
Goenner 1986, Keane ve Tupper 2004).

Swtuf 10: (3.4) genel ¢oziimleri kullanildiginda c, sabiti ile f; ve f, fonksiyonlarindan
Killing vektorii k = d,, ile Noether ayar simetrileri ¥, =ds, Y, = —sd, (f = u)
bulunur. (3.33) ve (3.34) denklemlerinden dort tane killing vektorii elde edilir:

Xi = LWidy + (W0, + [y(f2,)i + 2(f3,)i10 (3.39)

Denklemleri ile verilmistir. Burada i = 1,2,3 ve 4 olmak tizere X;,X,, X5 ve X,
simetrileri elde edilmistir. Kisitlama denklemlerinde olmayan c¢; parametresi de goz
ontine alinirsa bu parametreden bulunan NGS Z4 = 2vd, + yd, + z0, olmak iizere
Y3 = 2505 + Z4 olarak hesaplanir. Boylece Swnif 10, Ng D Hg D G5 cebrine sahiptir.

Konformal olmayan diiz uzay-zamanlar i¢in A(u) # C(u) ve B(u) #0
alindiginda, denklem (3.33) — (3.38)’de bulunan A(u), B(u) ve C(u) fonksiyonlarinin
bazi 0zel durumlari i¢in olusacak dort simif (Keane ve Tupper 2004) asagida
incelenmistir.

Stmif 11: Bu smif igin A(w) = au™?, B(u) = bu™? ve C(u) = cu™? olmak iizere metrik
fonksiyonu, 2H =au~?y?+ cu ?z? +2bu"?yz seklini alir. Bu durumda
k., X1, X, X3,X,Y, Y, ve Y3 simetrilerine ek olarak X5 = ud,, — vd, Killing vektorii ile
Y, = S(O'ay + p(')z) simetrisine sahip olacaktir. Dolayisiyla bu sinifa ait cebir Nyg D
H; D Gg seklinde olur.

Stif 12: Bu smifta c, [,y sabitler ve ¢ = 2yIn|u| olmak iizere A(u) = cu™%(sing +
D), B(w) = cu™2cos¢ ve C(u) = cu™?(—sing + 1) ’dir. Bu simufta Smif 10’a ek olarak
Xe = y(zay — yaz) + ud, — vd, KV alan1 bulunmus ve bu sinifa ait cebir Ny > H, D
G ile verilmistir.

Swmif 13: Metrik fonksiyonu H = (ay? + ¢z?)/2 + byz alindifinda yani A(u) = a,
B(u) = b ve C(u) = c iken Sinif 12°de oldugu gibi Sinuf 10’a ek olarak bir KV alam
daha elde (X, = 0,,) edilir. Bu sinifa ait cebir de Ng D H, D G seklindedir.

Stnif 14: Bu simif i¢in metrik fonksiyonu;
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2H = c(sing + Dy? + c(—sing + 1)z* + 2cyzcos¢ (3.40)

ile verilir. Bu durumda yine Sinif 10’a ek olarak bir adet KV alami elde edilir ve
Ny D H; D Gg cebri bulunur.

Xg = y(zay — yaz) + 0, (3.41)
Noether ayar simetrileri hesaplanirken temel alinan Keane ve Tupper’in (2004)
caligmasinda verilen siiflar hesaplandiktan sonra karsilastirma yapabilmek i¢in ayni
smiflarin Lie simetrileri de hesaplanmaya c¢alisilmistir. Fakat Lie simetrileri
hesaplanirken &,71%,n%,n3 ve n* genel olarak hesaplansa da kisitlama denklemleri
kullanilarak Noether ayar simetrileri icin elde edilen smiflarin  tamami
hesaplanamamustir. Ozellikle diizlem dalga uzay-zamanlar1 igin Lie simetrileri
hesaplanamamistir. Bir sonraki boliimde Lie simetrileri verilirken hesaplanamayan
siniflar bu boliime dahil edilmemistir.

3.2. Lie Nokta Simetrileri

pp-dalga uzay-zamanlart i¢in NGS hesab1 yapilirken elde edilen (3.1)
Lagrangian’ina ait jeodezik denklemleri varyasyon yontemiyle hesaplanirsa kartezyen
koordinatlarda,

E:i-U,=0,

E* ¥+ 2HU, + H,u* + 2H uy + 2H ,uz - U,, = 0,

(3.42)

E3:y+u*H,+U, =0,

E*Z+u*H,+U,=0

bulunur. Jeodezik denklemleri elde edildikten sonra Lie nokta simetri denklemi
(2.18)’in kullanilmasiyla yetmis adet PDE elde edilir:

$yy =0, Sow =0, $22=0, Suv = 0, $yz =0,
vz =0, $oy =0,  my» =0 n3,=0  13},=0,
My =0, n3, =0, 1y =0, 104, =0, 1y, =0,
Mwz=0, M5y =0, 13 =0 13 =0,

2%y = &ss ¥ 3UE, + 2HU ,E, — Uy — Uydy + U8, =0,
Maw T Hyms + Uy =0, n+UyE, =0, 13, +UuE,=0,

77,35/3/ - 2E,sy =0, niy + H,yn,ly - E,su - H,yn,% =0, n,?;y - f,sv =0,
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n3z = &5z =0, Mw +Hynb =0,  ni; —H %+ Hynj =0,
HySy=Suy =0, Hu$y—Suu +Hz$, +HYE, =0,

Hy6p—8u, =0, 15y —Uyé, =0,

2Ny — &g + UyEy —3U &0 + 2HU LS, — U8, + U8, =0,
Mow—Upép =0, nm5—Uyé, =0, nuy—&s —Hyny =0,
M — Hyny — 280y — Huny — Hm = 0, M — &ev = 0,
Muz —$sz —HaMp =0, 0%y +2HUE, —Uyéy, + Hyns =0,
Mew + 2HU &, — Uy + Hyn3 + Hyns + Hons = 0,

277,2517 - ‘f,ss + U,yf,y - U,v‘f,u + 6HU,v€,v - 3U,u‘>;,v + U,zf,z =0,

(3.43)

Miz +2HU S, — Uy, + Hons =0, 13y +2H,n), =0,
77,%73/ - E,sy + H,yTI,%; =0, n,zyz + H,yn,lz + H,Zn»ly =0,
77,%117 - ‘f,su + H,yn,% + H,u’?,% + H,zn,;}; =0,
r],%m - Zf,sv =0, 77,%)2 - ‘f,sz + H,zrl,%; =0,

2 +2HL =0 4 +ULE,=0 4ot U, +H =0
Nzz zlz ’ Nsy ZS,y ) N su zZSu zMs )
r]i‘v + U,zf,v = 0; n,“ty + H,zn,ly - H,yn,%; = 0' 77312 - ’f,sy = 0’

20t — &ss — UySy + 2HU &, — U8, +3U 8, + U ¢, =0,

Maw +H My =0, niz+Hmz—HnMy—8u=0 13, —$0 =0,

N%z =285, =0,

Mss = Uyl + Uy — 208 s + Uy — Uiy — Upyn® = Uyt = Uy
~Uyn* —2HU 1y = 0,

Mas — Uynsy + Uun? — 208 s + Upni — U % — Uyyn® = Uput' = Uyyn®
—Uyn* = 2HU 0% + 4HU ,& s + 2H,,U,n® + 2HU ,yn® + 2H,,U ,n*

+2HU ,,n' + 2HU ,,n? + 2H U ,n* + 2HU ,,n* = 0,
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nis + U,yy773 - U,y77,351 + U,v77,3& - ZHU,vTIﬁJ + U,url,% - U,zn,3z + U,uyn1 + U,vynz
U,yz774 +2U,¢5 =0,

Nes —Uyns + Uyny + Uynt — U ng 42U 8 s+ Uyun® + Uyon' + Uy
+U,zz774 - ZHU,VU,%J =

n,zuu - H,yn,zy - H,un,%z - H,zn,zz + H,uyrl3 + H,uurll + H,uzn4 + ZH,yn,’b{L

(3.44)
+2H 0% + 2H n% =0,
Moz — Hn% + Hyn® + Hyn'' + Hon* + Hyn + Hynly
(3.45)
+H,n% + H,ni =0,
Nuy — Hyn% + Hyyn® + Hyyn* + Hyn* + Hynd, + Hynj,
(3.46)
+H,n% + Hyny =0,
H,yyn3 - H,y77331 + nitu - H,ung - H,z’E" + 2H,y77114
(3.47)
+Hyyn' + Hym* =0,
r],?,tu - H,y’?f‘& - H,yzng + H,uzn1 + H,zzn4 + ZH,ZYIL
(3.48)

_H,un,?; - H,zﬂf‘% =0

Sippel ve Goenner (1986) ile Keane ve Tupper’in (2004) caligmalarinda ele alinan ve
3.1 boliimiinde NGS vektor alanlar1 bulunan izometri siniflart durumunda bu denklem
sisteminin ¢ozlilmesi sonucu kartezyen koordinatlarda Lie nokta simetrileri elde
edilmistir. NGS vektor alanlar1 hesabinda oldugu gibi (3.46) denklemlerinden Lie nokta
simetri vektdr alan bilesenleri &, 1%, 12,13 ve n*,

E=csu+c3s+cu+cy,

nt = c;u? + csu + ¢,

n° =yg:1(W) + ¢35 + viciu + cp) + 29, (W) + gs(w), (3.49)

n® =y(cu+c;) +cgz + g,(w,

n* = coy + z(ciu + c19) + gz (W)

seklinde hesaplanir. Kalan (3.44) - (3.48) denklemlerinde bu bilesenlerin kullanilmasi
sonucu kisitlama bagintilari,
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u[H,uucs + 3Hucl] + u? [H,uucl] + uy[H,uycl] + uZ[H,chl]
+y[H,uyc7 + Hy,c9 + 2H 01 + gl,uu]
+Z[H,uyc8 + Hy,¢10 + 2H ;01 + gzyuu] + 95, — H,y91(u)

_H,uclz - H,Zg4(u) + H,uygz (w) + H,uuc6 + H,uzg3 (w)
+2Hyg,, + 2Hycs + 2H .95, = 0, (3.50)

u[H,uycs + 2Hyc1] + uZ[H,uycl] + uy[H,yycl] + uz[H‘chl]
+y[H yyc7 + Hypco| + z[Hyyc5 + Hypepo] + g1, + Hyyg, (W)
+Hyyce — Hycip + Hypgs(u) + Hycy + Hycg + Hycs = 0, (3.52)

u[Hyzc5 + 2H,01 ] + u?[H 00| + wy[Hyp0p| + uz[H p0q]
+y[H,yzC7 + H,zzc9] + Z[H,yzCS + H,zzclo] + 94_u
_H,zC12 + H,yzgz (u) + H,uzc6 + H,zzg3 (u) + H,yCS
+H,ci0+Hyes5 =0 (3.52)

u[Hyycs + 3Hycr| + w?[Hyyor | + uy[Hyyc1] + uz[Hy 0
+y[H,yyc7 + H,yzcg] + Z[H,yyCS + H,yzclo] + 92, T Hyyg2 (u)
+Hyyc6 + Hyrg3(w) — Hycy + 2H 05 — H 0 = 0, (3.53)

u[H 5+ 3H,¢1 | + u?[Hyp0h | + uy[Hyp00| + uzl[H ,p0q]
+y[H,ch7 + szzcg] + Z[H,yZCS + H,zsz] + 93, — H'yC9
+H,yzgz(u) +H,uzc6 + H,zzQB (u) + 2H,ZCS - H,zclo = 0: (3-54)

olur. Dikkate alinan izometri siniflarinin biiyiikk bir kismi kutupsal koordinatlarda
verildigi i¢in (3.2) Lagrangian’t kullanilarak kutupsal koordinatlardaki jeodezik
denklemlerine ait yetmis adet Lie nokta simetrisi denklem sistemi elde edilir. Kutupsal
koordinatlarda jeodezik denklemleri,

El: il - U’y = O)
E%: %+ 2HU, + H, 42 + 2H i + 2Hguf — U, = 0,

’ (3.55)
E3: ¥+ H,u2 —r02 + U, =0,

E46+22402 4240 4+ ~Up =0
r r r ’
seklindedir. Bu denklemlere ait Lie nokta simetri denklemleri ise

Ugéo
TZ

277,1su - E,ss - 3U,v€,u + ZHU,vS;,v - U,u’f,v + U,r’f,r +

=0,

n,lsv - U,vf,v =0, n,%”s - U,v’f,r =0, Tl,lse - U,vf,@ =0,
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Honl
1 1 1 676
n,uu - 2E,su - H,un,v - H,rn,r -

=0, n,%w - f,sv =0,

r2

n,lru - E,rs - H,rn,lv =0, 77,19u - 5;,59 - H,Hn,lv =0, 77,%717 =0,

nt
Mw=0 Moy =0,  7Mpy=0 ny—-2=0,
1 1 _ HpSo _ _
TU,r + 77,99 - 0' E,uu + H,us;,v + H,r’f,r + rz Or f,uv - Or

E,vv =0, H,rf,v - f,ru =0, H,Gf,v - S;,Hu =0, S;,rv =0,

f,ev =0, ‘f,rr =0, 579 - E,r@ =0, Té,r + 5,99 =0,

Ugn
77,155 + U,vr],%l - ZU,vE,s - ZHU,UU%J + U,un,%z - U,rn,%‘ - 19,2 2 — U,uvnl

_U,vvnz - U,rvn3 - U,9v774 =0,
n,zsu + ZHU,UE,u - U,uf,u + H,un,%s + H,r77,3; + H,ans =0,

Ugéo
r2

2N = &5 = Upy + 6HU &y, — 3U 8, + UL Ey + =0,
Nys +2HUE — Uy + Homs =0,

Nag +2HU &g — U9+ Hen = 0,

Mow — §su + Hunh + Hyy + Hony = 0,

Moy — 285y =0, N3y —&rs+Homy =0,

Moy —&so +Hont =0, 0%, +2H,nk =0,

2
n,
Nrg =+ H g+ Hony =0, 15 +n%e +2Henee =0,

2
Uon'y
TZ

77,255 + U,vn,zu - ZHU,‘UT],%J + U,un,%z + 4HU,v€,s - ZU,uf,s - U,rn,%‘ -

+(2H, U, + 2HU ,,)n* + 2HU ,,n? + (2H, U, + 2HU ,,,)n®

(3.56)

+(2H,6 U,v + ZHU,HV)U4 - U,uu771 - U,uvrlz - U,rurl3 - U,9u774 =0,

r],zsu + U,rf,u + H,rn,%s =0, nfw + U,r’f,v =0,

Uoéo
TZ

277,?;"5 - 5,55 - U,vf,u + ZHU,vf,v - U.uf,v + 3U.r€,r +

=0,
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N +UEg—1nt =0,
Nuw+Hmy =0, n3,=0, 1}y —§s=0, Ny =115 =0,
—&su— Hen% + Hymp =0, my, — Hony + Hemg — 113, =0,
S — 285 =0, fse———rnr— ,
3+ n%e =1 —2rnh =0,

9779

77,%5 + U,v’?,“?il + (_ZHU,v + U,u)nﬁz - U,rn,?;* + 2U,r‘>;,s + Urun + Urvn

U,rrn3 + U,r9774 =0,

Hgé Ugér | %
4 ,05,v 4 AYS S
WFRE=0, M +=Rt+2=0,
4 Honr Nu 4 U,efu Hgns
Nru _H,rnv + ) + r Or su + 72 + 72 0'

086 | 2n%
277?59 - E,SS - U,vf,u + ZHU,vf,v - U,uf,y + U,rf,r + —z + - = 0,

4 Henp _ 0 4 Hoan* Henp | ni _ 0 R
Nuv + rz Nou — E,su — Ny + 72 + - Y Nvw =Y,
4 3 4
4 Ny _ 4 Ny _ 4 2Ny _
Nrv + P 0, Nov — ‘f,sv + P 0, Nrr + r 0,
n’ 4 4, 20%
ro__ ,
—Srs 5+ =0, Mgg— 2859t +—==0,

4
Ugng |, 2Mgés | Ugyn' | Ugyn?
r2 r2 r2 r2

77,‘;5 + U,vn,t - ZHU,vn,t + U,un,?ﬂ - U,rnﬁ” -

Uron® 2Ugn3  Upggn*
4+ Zren” _ 28en” | TDeen” _

r2 r3 r2
n
Uiu—H,uU,%; _H,rn,%‘ Hots +Huu77 +Hru77 +H9u77 +2Hu77u
+2H,n3 + 2Hgn = 0, (3.57)

r],%’u - H,rn,%ﬂ + H,un,lr + H,runl + H,rr773 + H,r9774 + H,r'?,h + H,rn,?.’s

+Hont =0, (3.58)
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Now— Hen% + Hyny + H,ny + Houn* + H,oon® + Hgen* + Hen?,

+Hgn'%s =0, (3.59)
3 _H.ond_H 3 Homy Hon' 2 Hon3 + Hoon
Nuu ullv rr 72 + rull + rrl + ron
+2H,r77,h =0, (3.60)

4
Heng | Heun' | Hren® 2Hen> | Hgen*
r2 r2 T-Z T3 TZ

U,‘Lu - H,uﬂ,df; - H,Tnﬁ‘ -

Ho7
+-2 = 0, (3.61)
olarak bulunur. (3.57) — (3.61) denklemleri, kartezyen koordinatlarda oldugu gibi
kisitlama denklemlerini verecektir. Noether ayar simetrilerinde her sinifta sabit olarak
bulunan ii¢ simetriye karsilik Lie nokta simetrilerinde bu sayr altidir. Her smifta
bulunan bu Lie nokta simetrileri k = d,,,X; = ud,,Y, = 0,Y, = —s0,,Y3; = uds ve
Y, = sd; seklindedir. Noether ayar simetrileri hesaplanirken biitiin siniflar ve bu
siiflara ait metrik fonksiyonlar1 verilmistir. Bu fonksiyonlara karsilik gelen Lie nokta
simetrileri Cizelge 3.4 ve Cizelge 3.5’de listelenmistir.

Cizelge 3.4. A, B, C, D, Aiv, Biv, Civ ve Div siniflar1 i¢in Lie nokta simetrileri

Sinif Simetriler Cebir

A kY.,Y,YsY,, X, Le D G,
A kY,Y,,Y3Y,, X, X, L; D Gy
Alt Durum a

A kY,Y, Y3V, X, X3 L; D Gy
Alt Durum b

B kY,Y,Y3Y,, X, X, Xs Lg D G,
Alt Durum a

B kY. Y, Y3, Y, X, X5, Xy, Xs Ly D Gy
Alt Durum b

C kY,Y, Y3, Y, X;, Xe L; D Gy
C kY,Y, Y3 Y, X;, Xe L, D Gy
Alt Durum a

D kY.,Y,YsY,, X Le D G,
Aiv kY,Y,YsY,, X, X5, X5 Lg D G,

Devami sonraki sayfada.
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Cizelge 3.4. A, B, C, D, Aiv, Biv, Civ ve Div smiflari i¢in Lie nokta simetrileri (devam)

Biv kP erYZrY3;Y4;X11X21X7iX8'X9' L14 2 H8 > G7
XlO'YS'Y6'Z1

Civ kY.Y, Y3 Y, X ,X,,X¢,2Z, Lo D H; D Gy

Div kY., Y, Y5, Y, X, X, L, > G,

Cizelge 3.4’de verilen Lie nokta simetrilerinin acik sekilleri asagidaki gibidir:

X, =0,
X3 = m(ud, —vd,) — dy,

X, = f(u) y(ocos6 + psinB)ro, + f(u)(ocosb + psind)o,
—r~1f(u)(osind — pcosh)dyg,

f(w) = —usin(q/w): Simif B, alt durum a
f(u) = —sin(y/2qu): Swf B, alt durum b

X5 = g(u) 4(ocosB + psinb)ra, + g(u)(ocosd + psinb)o,
—r~tg(u)(osind — pcosB)dy,

g) = —ucos(q/uw): Smif B, alt durum a
gu) = —cos(y/2qu): Simif B, alt durum b (3.62)

X¢ = 0g, X, = u(ac’)y + paz),

Xg = (poz + 0y)0, + (poy + pz)d,, Xy =00, + pd,,
X1 = (0y + pz)0,,

Yo = (oy +pz)d;, Y¢ = s(aay + pdy,),

Zy=2ud, +yo,+z0, Z,=2ud,—vo,+710,.

NGS vektor alanlart Cizelge 3.3 ile verilen izometri siniflarinin karsiligi olan Lie nokta
simetrileri Cizelge 3.5 ile verilmektedir. Cizelge 3.3 ile verilen izometri siniflarindan
Suuf 3, Siif 4 ve Suif 8 onceki galismalarda yapilan koordinat doniisiimii Lie nokta
simetrilerinde yapilamadig1 icin hesaplanamamistir. Kalan smiflar ¢izelgede yer
almaktadir.
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Cizelge 3.5. izometri siniflart i¢in Lie nokta simetrileri

Sinif Simetriler Cebir

1 kY, Y, Y, Y, X Le D G,
1i k! YliYZiY3) Y4-)X1'X111X121X131X14' Y7r Y8 L12 2 GG
2 kY,Y, Y Y, X;, X¢ L, D Gy
2iAlt Durum a kY,,Y, Y Y, X, X L; D G,
2iAlt Durum b kY,,Y,Y: Y, X, X L; D G,
2ii kY,Y, Y Y, X;, X¢ L, D G,
2iiiAlt Duruma | kY., Y,, Y3, Y, Xq, X, L; D G,
2iiiAlt Durumb | kY., Y, Y3, Y, Xq, X, L; D G,
5 kY, Y, Y Y, X, Xe,Xq5 Lg D G,
5i kY, Y, Y Y, X\, X6,X15 Lg D G,
5ii kY, Y, Y, Y, X{,X6,X15 Lg D G,
6 kY,Y, Y Y, X{,X5,Xg Lg D G,
61 kY,Y, Y Y, X{,X5,X¢ Lg D G,
6ii kY, Y, Y. Y, X,X,,X6,Z, Ny D Hs; D G,
6iii kY, Y, Y, Y, X{,X5,X¢ Lg D G,
6iv kY, Y, Y Y, X{,X5,X¢,Z5 Ny D H: D G,
7 kY,Y, Y Y, X, X5, X5 Lg D G,
7i kY, Y, Y, Y, X1, X5, X5 Lg D G,
71l kY,Y, Y Y, X, X, X5 Lg D G,
9 kY,Y, Y5 Y, X, X5, X7 Xg Xo, Ly D Gg

X10t X16t Y5, Y6

Cizelge 3.5’te verilen simetrilerin agik sekilleri asagida verilmistir:

X1, =y,
X15 = u(')u -
Y7 = Sa )

X1 =0y, Xiz=udy, Xi4=20,,

vd,, X6 =0(d, —vd,) +d,,

Y8 = yas:

Z; = (2+0)ud, —ovod, + 2r0,.

(3.63)

pp-dalga uzay-zamanlari i¢in simetri denklemleri hem NGS hem de LPS igin
hesaplandiktan sonra caligmanin son bdoliimiinde bu simetriler arasindaki iligkiler

aranmistir.
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4. SONUC

Genel gorelilik teorisinin temel denklemleri olan Einstein alan denklemlerinin
cozlimlerinin baz1 simetri kabulleri altinda yapilabilmesi, ele alinan simetri tiiriinii genel
gorelilik teorisi agisindan ¢ok oOnemli hale getirmektedir. Bununla birlikte; gerek
Einstein alan denklemlerinin gerekse uzay-zamana ait Lagrange fonksiyonu ile iliskili
diferansiyel denklemlerin simetrilerinin belirlenmesi, s6z konusu denklem sistemlerine
¢ozlim bulabilmek icin faydali olabilir. Lagrange fonksiyoneli kullanilarak olusturulan
Noether simetri denklemlerinden, NGS vektor alan1 ve jeodezik denklemlerine ait Lie
nokta simetri denklemlerinden ise LPS vektor alan1 bulunmaktadir

pp-dalga uzay-zamani igin yapilan NGS siniflamasinda ilk dikkat ¢eken 6zellik,
bulunan NGS’lere ait her sinifin en az ii¢ boyutlu bir NGS cebri olusturmasidir. Bu
cebirdeki NGS vektor alanlar

k=20, (4.1)
Yl = 05 (42)
Y,=—so,vef=u (4.3)

ile verilirler. Buradaki k, null KV alan1 olup ¥; ve Y, 6z olmayan NGS vektor
alanlaridir. Buna karsilik elde edilen Lie nokta simetrilerinde her sinif en az alti boyutlu
bir LPS cebri olusturur ve bu cebri olusturan LPS vektor alanlari,

k=0, W = ud, (4.4)
Y, = 0, (4.5)
Y, = —sd, (4.6)
Y5 = ud, 4.7)
Y, = s (4.8)

seklindedir. Burada W, affine kollinasyon vektor alani, Y5 ve Y, ise 6z LPS vektor
alanlaridir.  Bulgular kisminda elde edilen sonucglardan yapilan gozlem sudur; KV
alanlarina ait cebir, hem jeodezik denklemlerinden bulunan LPS vektor alanlarinin hem
de jeodezik Lagrangian’t i¢in elde edilen NGS vektor alanlarmin birer alt cebridir.
Ayrica, pp-dalga uzay-zamanlar1 igin NGS cebri, LPS cebrinin bir alt cebri olarak
ortaya ¢cikmaktadir.

NGS denklemlerinin (2.9) ile verilen seklinden de goriilecegi ilizere, bir NGS
vektor alant hem KV alan1 hem de HV alani igerebilir. Fakat HV alaninin tek basina bir
NGS vektdr alani olusturmadigi bulunmustur. Ornegin Simif A durumunda hesaplanan
bir NGS vektor alani,

Y, = 250, + Z, (4.9)
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olup burada Z; = 2vd, + ro, + %69 HV alanidir. Bu HV alaninin ne bir NGS ve ne de

bir LPS vektor alan1 olmadig: dikkat ¢ekicidir. Buna benzer bir¢gok durum mevcuttur ve
A, C, Civ, Div, 1i, 2i, 2ii, 6ii, 6iv, 7i ve 7ii smiflarinda gozlenmistir. Kalan siniflarda
bulunan NGS vektor alanlart ayn1 sekilde LPS vektor alanlari olarak da elde edilmistir.
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