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kompleks split kuaterniyonlar tan¬t¬l¬p, kompleks split kuaterniyonlar üzerindeki
temel i̧slemler incelenmi̧stir. Bununla birlikte, elemanlar¬kompleks split kuaterni-
yonlar olan matrisler ele al¬narak özellikleri sunulmuştur. Son olarak ise, dual split
kuaterniyon matrislerinin ana özellikleri incelendikten sonra, dual split kuaterniyon
matrislerinin özde¼gerlerine ili̧skin baz¬sonuçlar verilmi̧stir.
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S·IMGELER VE KISALTMALAR D·IZ·IN·I
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C : Kompleks say¬lar kümesi
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H : Kuaterniyonlar kümesi

bH : Split kuaterniyonlar kümesi

bHC : Kompleks split kuaterniyonlar kümesi

bHD : Dual split kuaterniyonlar kümesi

In : n� n tipinde birim matris

Mn(C) : n� n tipinde kompleks matrisler kümesi

Mn(bH) : n� n tipinde split kuaterniyon matrisler kümesi
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h , iL : Lorentz iç çarp¬m¬

�L : Lorentz vektörel çarp¬m¬

�l(A) : A matrisinin sol spektrumu

�r(A) : A matrisinin sa¼g spektrumu

�A : A matrisinin kompleks adjoint matrisi
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1. G·IR·IŞ

Kuaterniyonlar; 1843 y¬l¬nda, ·Irlandal¬matematikçi SirWilliamRowan Hamil-
ton taraf¬ndan kompleks say¬lar¬n bir tür genelleştirmesi olan yeni bir say¬sistemi
olarak tan¬t¬lm¬̧st¬r. Kuaterniyonlar kümesi

H = fq = q0 + q1i+ q2j + q3k : q0; q1; q2; q3 2 Rg

olarak tan¬mlanm¬̧s olup, burada imajiner birimler ise

i2 = j2 = k2 = �1 ve ij = �ji = k; jk = �kj = i; ki = �ik = j

eşitlikleri ile tan¬ml¬d¬r. Hamilton, kuaterniyonlar¬ tan¬mlamakla iki vektör için
bölümün de mümkün olabilece¼gi yeni bir çarp¬m i̧slemini vektör cebirine dahil et-
mi̧s oldu. Yani kuaterniyonlar keşfedilmi̧s ilk bölüm cebiridir (Hac¬saliho¼glu 1983,
Kantor ve Solodovnikov 1989).

Kuaterniyonlar çarpmaya göre de¼gi̧smeli olmad¬¼g¬ndan, kompleks ve reel say¬-
lardan farkl¬baz¬ sonuçlara sahiptir. Bu sebepten kuaterniyon matrisleri üzerine
pek çok çal¬̧sma vard¬r. Wolf (1936) reel kuaterniyon elemanlara sahip matrisler
için benzerlik kavram¬n¬ele alm¬̧st¬r. Lee (1949) kuaterniyon matrislerinin özde¼geri
ve köşegenleştirilmesi üzerinde durmuştur. Brenner (1951) ise her kare kuaterniyon
matrisinin bir karakteristik kökü oldu¼gunu ve benzer matrislerin ayn¬ karakteris-
tik köke sahip oldu¼gunu ispatlam¬̧st¬r. Ayr¬ca Brenner (1951) Schur�s Lemma�n¬n
kuaterniyon matrisleri için de sa¼gland¬¼g¬n¬göstermi̧stir. Ard¬ndan, Weigmann (1955)
n � n tipindeki kuaterniyon matrisleri ile 2n � 2n tipindeki kompleks matrisler
aras¬nda bir izomor�zma tan¬mlam¬̧s ve bu izomor�zm yard¬m¬yla kuaterniyon
matrislerini ele alm¬̧st¬r.

Son zamanlarda, kuaterniyon matrisleri üzerine yap¬lm¬̧s en önemli çal¬̧sma
ise Zhang�¬n (1997) yapm¬̧s oldu¼gu kuaterniyon matrisler ile kompleks matrisleri
k¬yaslayarak inceledi¼gi çal¬̧smad¬r. Ayr¬ca, bu çal¬̧smada kuaterniyon matrislerine
ait iyi bilinen sonuçlar için yeni ispatlar verilmi̧stir. Baker (1999) Lefschetz sabit
nokta teoremini kullanarak, her kare kuaterniyon matrisinin en az bir sa¼g özde¼gerinin
oldu¼gunu ispatlam¬̧st¬r. Di¼ger taraftan, Huang (2000) ise her n � n tipindeki bir
kare kuaterniyon matrisin herhangi ikisi benzer olmayan n farkl¬sol özde¼geri var ise
köşegenleştirilemeyece¼gini göstermi̧stir. Ard¬ndan, Huang ve So (2001) kuaterniyon
matrislerinin sol özde¼gerlerini daha ayr¬nt¬l¬bir şekilde incelemi̧stir.

Kuaterniyonlar¬n de¼gi̧smeli olmamas¬, kuaterniyon matrisleri için özde¼ger
problemini özel bir araşt¬rma alan¬haline getirmi̧stir. Örne¼gin; Baker (1999) kuater-
niyon matrislerinin sa¼g özde¼gerlerini topolojik bir yaklaş¬m ile ele alm¬̧st¬r. Huang
ve So (2001) ise kuaterniyon matrislerinin sol özde¼gerleri üzerine çal¬̧sm¬̧st¬r. Daha
sonra, Zhang�¬n (2007) yapt¬¼g¬birleştirici bir çal¬̧sma ile kuaterniyon matrislerinin
sa¼g ve sol özde¼gerlerini k¬yaslanm¬̧s ve bununla birlikte sa¼g ve sol özde¼gerler için
Gershgorin teoremini ifade edilmi̧stir. Zhang�¬n (2007) çal¬̧smas¬n¬n devam¬niteli¼gin-
de, kompleks matrislerin özde¼gerleri ile kuaterniyon matrislerin özde¼gerlerinin bir-
likte incelendi¼gi bir çal¬̧sma ise Farid vd (2011) taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r.
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Kuaterniyonlar¬n keş�nden k¬sa bir süre sonra, James Cockle taraf¬ndan Co-
kuaterniyonlar kümesi tan¬t¬lm¬̧st¬r (Cockle 1849). Co-Kuaterniyonlar kümesi, za-
manla birim elemanlar¬n pozitif ve negatif birimler olarak ikiye bölünüyor olmas¬n-
dan dolay¬, split (bölünmüş) kuaterniyonlar olarak adland¬r¬lm¬̧st¬r. Split kuater-
niyonlar, kuaterniyonlara benzer olarak de¼gi̧smeli olmayan bir cebirdir. Fakat s¬f¬r
bölen, nilpotent eleman ve s¬f¬rdan farkl¬ idempotent eleman içerir (Kula 2003,
Özdemir 2005).

Split kuaterniyonlar¬n geometride pek çok uygulama alan¬mevcuttur (Kula
2003). Bunlardan en önemlisi, Öklid uzay¬nda dönmelerin kuaterniyonlar ile ifade
edildi¼gi gibi, Minkowski 3-uzay¬ndaki dönmelerin birim timelike split kuaterniyonlar
ile ifade edilebilmesidir (Özdemir ve Ergin 2005, Özdemir ve Ergin 2006, Özdemir
2007). Bu ifade edili̧si kullanarak Özdemir vd (2014) taraf¬ndan, Minkowski 3-
uzay¬nda dönme matrislerinin özde¼ger ve özvektörleri split kuaterniyonlar yard¬m¬
ile incelenmi̧stir. Kula ve Yayl¬(2007) ise split kuaterniyonlar ile yar¬Öklid uzay¬n-
daki dönme dönüşümlerini ifade etmi̧stir. Di¼ger taraftan, Ata ve Yayl¬(2009) split
kuaterniyonlar ile yar¬Öklid projektif uzaylar¬birlikte ele alm¬̧st¬r.

Split kuaterniyon matrisleri yeni geli̧sen bir çal¬̧sma olup, bu alana ait ilk
çal¬̧sma Alagöz vd (2012) taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Alagöz vd�nin (2012) çal¬̧smas¬nda
split kuaterniyon matrislerinin temel özellikleri ele al¬nm¬̧s ve split kuaterniyon
matrislerinin kompleks adjoint matrisi tan¬mlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca, split kuaterniyon
matrislerin özde¼gerleri ise Erdo¼gdu ve Özdemir (2013a) taraf¬ndan incelenmi̧s ve
split kuaterniyon matrisleri için Gershgorin Teoreminin bir tür genelleştirilmesi ifade
edilmi̧stir. Di¼ger yandan kompleks split kuaterniyonlar ve matrisleri ise Erdo¼gdu ve
Özdemir (2013b) taraf¬ndan tan¬t¬lm¬̧s ve temel özellikleri ele al¬nm¬̧st¬r. Antonuc-
cio (2014) ise bir Lorentz dönüşümün 2� 2 tipinde üniter split kuaterniyon matris
olarak temsil edilebildi¼gini göstermi̧stir.

Dual say¬lar, 1873 y¬l¬nda Cli¤ord taraf¬ndan tan¬t¬lm¬̧st¬r (Cli¤ord 1873).
Dual split kuaterniyonlar ise split kuaterniyonlar¬n dual say¬lar yard¬m¬ile farkl¬bir
tür geni̧sletilmesidir. Bu genelleştirmenin üç boyutlu Minkowski uzay¬nda pek çok
uygulama alan¬mevcuttur. Örne¼gin; üç boyutlu Minkowski uzay¬nda vida hareketi
dual split kuaterniyonlar yard¬m¬ile incelenmi̧stir (Kula ve Yayl¬2006). Di¼ger yan-
dan, Özkald¬ve Gündo¼gan (2011) taraf¬ndan ise üç boyutlu Minkowski uzay¬nda
vida hareketleri Lorentz matris çarp¬m¬kullan¬larak tart¬̧s¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca, dual split
kuaterniyonik e¼griler üzerine bir çal¬̧sma ise Çöken vd (2009) taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r.

Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r. Giri̧s bölümünde konu ile ilgili daha önce
yap¬lan çal¬̧smalar hakk¬nda bilgiler, baz¬kaynaklardan al¬nt¬yap¬larak verilmi̧stir.

·Ikinci k¬s¬mda, bilineer form ve kuadratik form tan¬mlar¬ verilmi̧s ve baz¬
özellikleri ele al¬nm¬̧st¬r. Daha sonra cebir ve Cli¤ord cebirin tan¬mlar¬ifade edilmi̧s
ve bir kuadratik form ile donat¬lm¬̧s n boyutlu vektör uzay¬taraf¬ndan üretilen Clif-
ford cebirlerine dair örnekler verilmi̧stir (Kantor ve Solodovnikov 1989). Bununla
birlikte, p + q boyutlu reel vektör uzay¬nda (p; q) i̧saretine sahip kuadratik form
taraf¬ndan üretilen Cli¤ord cebirleri üzerinde durulmuş ve örneklerle aç¬klanm¬̧st¬r.
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Ayr¬ca, nondegenere kuadratik form ile donat¬lm¬̧s reel vektör uzaylar¬n üreti¼gi en
önemli Cli¤ord cebirleri verilmi̧stir. Son olarak ise, bir cebirin çift alt cebiri tan¬m¬
ile birlikte, bir Cli¤ord cebirinin çift alt cebirinin nas¬l bulunaca¼g¬bir örnekle aç¬k-
lanm¬̧st¬r (Kantor ve Solodovnikov 1989, Gürlebeck ve Sprossing 1997, Aragon vd
1997).

Üçüncü k¬s¬mda, split kuaterniyonlara ait temel i̧slem ve özellikler verilmi̧stir.
Ard¬ndan split kuaterniyonlar¬n reel matris temsilleri ve özellikleri üzerinde durul-
muştur (Kula 2003, Kula ve Yayl¬2007). Bununla birlikte, Minkowski 3-uzay¬ndaki
dönme dönüşümlerinin birim time timelike split kuaterniyonlarla ifade edili̧si ve-
rilmi̧stir. Ard¬ndan, split kuaterniyon matrisleri tan¬t¬lm¬̧s ve split kuaterniyon
matrisleri üzerinde tan¬mlanan temel i̧slem ve özellikler verilmi̧stir (Alagöz vd 2012).
Daha sonra, bir kare split kuaterniyon matrisin kompleks adjoint matrisi tan¬m-
lanm¬̧s ve baz¬ özellikleri ele al¬nm¬̧st¬r (Alagöz vd 2012). Ayr¬ca, split kuater-
niyon matrisleri için sa¼g ve sol özde¼ger tan¬m¬verilmi̧stir. Ek olarak, split ku-
aterniyon matrislerinin öz de¼gerlerine ili̧skin baz¬yeni sonuçlar ortaya konulmuştur
(Erdo¼gdu ve Özdemir 2013a). Son olarak ise split kuaterniyon matrislerinin tersinin
kompleks adjoint matrisin yard¬m¬ile nas¬l bulunaca¼g¬na dair bir yöntem verilmi̧s
ve bir örnekle aç¬klanm¬̧st¬r.

Dördüncü k¬s¬mda, split kuaterniyonlar¬n kompleks say¬lar yard¬m¬ ile bir
tür geni̧sletilmesi olan, kompleks split kuaterniyonlar tan¬t¬lm¬̧s. Daha sonra kom-
pleks split kuaterniyonlara ait temel i̧slem ve özellikler verilmi̧stir. Ayr¬ca, kompleks
split kuaterniyonlar¬n reel matris temsilleri ifade edilmi̧stir. Bu matris temsilleri
aras¬ndaki ili̧skiler ortaya konulmuştur. Bununla birlikte, kompleks split kuater-
niyon matrisleri ele al¬nm¬̧s ve temel özellikleri incelenmi̧stir. Ard¬ndan, kompleks
split kuaterniyon matrisi için kompleks adjoint matrisi tan¬mlanm¬̧st¬r. Ek olarak,
kompleks split kuaterniyon matrislerin öz de¼gerlerine ili̧skin baz¬yeni sonuçlar elde
edilmi̧stir. Son olarak, bir kompleks split kuaterniyon matrisinin tersini bulmak için
bir yöntem geli̧stirilmi̧stir. Bu yöntem, bir örnek yard¬m¬yla aç¬klanm¬̧st¬r (Erdo¼gdu
ve Özdemir 2013b).

Son k¬s¬mda ise, dual split kuaterniyonlar ve matrisleri ele al¬nm¬̧st¬r. Önce-
likle dual say¬lar ve dual split kuaterniyonlara ait temel özellikler ifade edilmi̧stir
(Kula ve Yayl¬2006). Bununla birlikte, dual split kuaterniyonlar ile Minkowski 3-
uzay¬nda vida hareketleri ele al¬nm¬̧st¬r. Ard¬ndan, dual split kuaterniyon matrisleri
tan¬t¬lm¬̧s ve temel özellikleri üzerinde durulmuştur. Ayr¬ca, dual split kuaterniyon
matrislerin split kuaterniyon matris temsili ifade edilmi̧stir. Bu matris temsilini
kullanarak, dual split kuaterniyon matrislerin özde¼gerleri ile ilgili baz¬yeni sonuçlar
elde edilmi̧stir. Son olarak ise, dual split kuaterniyon matrislerinin tersi bulmak için
bir metot verilmi̧s ve bir örnek yard¬m¬ile aç¬klanm¬̧st¬r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu k¬s¬mda, bilineer form ve kuadratik form tan¬mlar¬ile birlikte baz¬özel-
likleri verilmi̧stir. Daha sonra baz¬Cli¤ord cebirlerinin elde edili̧sine dair örnekler
ve tan¬m¬verilmi̧s olup, en önemli Cli¤ord cebirleri üzerinde durulmuştur (Aragon
vd 1997).

2.1. Bilineer Form

Tan¬m 2.1.1. V; F cismi üzerinde n boyutlu bir vektör uzay¬olmak üzere

B : V � V ! F

dönüşümü, her u; v; w 2 V ve � 2 F için

i. B(u+ v; w) = B(u;w) +B(v; w);

ii. B(u; v + w) = B(u; v) +B(u;w);

iii. B(�u; v) = B(u; �v) = �B(u; v)

özelliklerini sa¼gl¬yorsa B dönüşümüne bilineer form denir. A = (aij) 2 Mn�n(F )
olmak üzere, her u; v 2 V için

B(u; v) = uTAv =
nX

i;j=1

aijuivj

biçiminde yaz¬labilir. Ayr¬ca her u; v 2 V için B(u; v) = B(v; u) ise B�ye simetrik
bilineer form denir.

Tan¬m 2.1.2. B : V � V ! R bir bilineer formu olsun. Her s¬f¬rdan farkl¬u 2 V
için, B(u; u) > 0 ise B�ye pozitif tan¬ml¬bilineer form denir.

Tan¬m 2.1.3. B : V � V ! R bir bilineer formu olsun. Her s¬f¬rdan farkl¬u 2 V
için, B(u; u) < 0 ise B�ye negatif tan¬ml¬bilineer form denir.

Tan¬m 2.1.4. B : V � V ! R bir bilineer formu ve v 2 V olsun. Her s¬f¬rdan
farkl¬u 2 V için, B(u; v) = 0 olmas¬v = 0 olmas¬n¬gerektiriyorsa (bir başka deyi̧sle
s¬f¬rdan farkl¬her vektöre dik olan tek vektör s¬f¬r vektörü ise) B�ye nondegenere
bilineer form denir.

Örnek 2.1.1. V = R2; F = R olsun ve u = (u1; u2); v = (v1; v2) 2 R2 olmak
üzere B1(u; v) = u1v1 � u1v2 � u2v1 + 3u2v2 şeklinde tan¬mlanan dönüşüm bilineer
formdur. Gerçekten, her u = (u1; u2); v = (v1; v2); w = (w1; w2) 2 R2 ve � 2 R için

B1(u+ v; w) = (u1 + v1)w1 � (u1 + v1)w2 � (u2 + v2)w1 + 3(u2 + v2)w2

= u1w1 � u1w2 � u2w1 + 3u2w2 + v1w1 � v1w2 � v2w1 + 3v2w2

= B1(u;w) +B1(v; w);
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B1(u; v + w) = u1(v1 + w1)� u1(v2 + w2)� u2(v1 + w1) + 3u2(v2 + w2)

= u1v1 � u1v2 � u2v1 + 3u2v2 + u1w1 � u1w2 � u2w1 + 3u2w2

= B1(u; v) +B1(u;w);

B1(�u; v) = �u1v1 � �u1v2 � �u2v1 + 3�u2v2

= u1�v1 � u1�v2 � u2�v1 + 3u2�v2

= B1(u; �v) = �B1(u; v)

olur.

B1(u; v) =
�
u1 u2

� � 1 �1
�1 3

� �
v1
v2

�
= uTAv

biçiminde yaz¬l¬r. Burada A matrisi simetrik oldu¼gundan B1 bilineer formu da
simetriktir. Ayr¬ca her u = (u1; u2) 2 R2 için

B1(u; u) = u
2
1 � u1u2 � u2u1 + 3u22 = (u1 � u2)2 + 2u22 > 0

oldu¼gundan B1 pozitif tan¬ml¬bilineer formdur.

Örnek 2.1.2. V = R2; F = R olsun ve u = (u1; u2); v = (v1; v2) 2 R2 olmak üzere
B2(u; v) = �u1v1 � u2v2 şeklinde tan¬mlanan dönüşüm bilineer formdur ve

B2(u; v) =
�
u1 u2

� � �1 0
0 �1

� �
v1
v2

�
= uTAv

şeklinde yaz¬labilir. Burada A matrisi simetrik oldu¼gundan B2 simetrik bilineer
formdur ve her u = (u1; u2) 2 R2 için B2(u; u) = �u21 � u22 < 0 oldu¼gundan B2
negatif tan¬ml¬bilineer formdur.

Örnek 2.1.3. V = R2; F = R olsun ve u = (u1; u2); v = (v1; v2) 2 R2 olmak üzere
B3(u; v) = u1v1 � u2v2 şeklinde tan¬mlanan dönüşüm bilineer formdur ve

B3(u; v) =
�
u1 u2

� � 1 0
0 �1

� �
v1
v2

�
= uTAv

şeklinde yaz¬labilir. Burada A matrisi simetrik oldu¼gundan B3 de simetrik bilineer
formdur ve her u = (u1; u2) 2 R2 için B3(u; u) = u21 � u22 oldu¼gundan B3 ne pozitif
ne de negatif tan¬ml¬d¬r.

Her s¬f¬rdan farkl¬u = (u1; u2) 2 R2 için B3(u; v) = u1v1�u2v2 = 0 olsun. Bu eşitlik
yanl¬zca v = (0; 0) için sa¼glan¬p sa¼glanmad¬¼g¬na bakal¬m.
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u = (1; 0) için B3(u; v) = v1 = 0 eşitli¼gi v = (0; v2) için sa¼glan¬r.

u = (0; 1) için B3(u; v) = �v2 = 0 eşitli¼gi v = (v1; 0) için sa¼glan¬r.

O halde her s¬f¬rdan farkl¬u = (u1; u2) 2 R2 için

B3(u; v) = u1v1 � u2v2 = 0

eşitli¼gi yanl¬zca v = (0; 0) için sa¼gland¬¼g¬ndan B3 nondegenere simetrik bilineer
formdur.

2.2. Kuadratik Form

Tan¬m 2.2.1. V; F cismi üzerinde bir vektör uzay¬olmak üzere

Q : V ! F

dönüşümü, her u 2 V ve � 2 F için

Q(�u) = �2Q(u)

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa Q dönüşümüne kuadratik form denir.

Örnek 2.2.1. V = R2; F = R olsun ve u = (u1; u2) 2 R2 olmak üzere

Q(u) = u21 � 2u1u2 + u22

şeklinde tan¬mlanan dönüşüm bir kuadratik formdur.

Gerçekten, her u = (u1; u2) 2 R2 ve � 2 R için

Q(�u) = (�u21)� 2(�u1)(�u2) + (�u2)2 = �2(u21 � 2u1u2 + u22) = �2Q(u)

olur.

Bir bilineer form verildi¼ginde; bu bilineer form yard¬m¬yla bir kuadratik form
tan¬mlayabiliriz. B : V � V ! F bilineer form olmak üzere

Q(u) = B(u; u)

şeklinde tan¬mlanan Q : V ! F dönüşümü B bilineer form yard¬m¬yla elde edilen
kuadratik formdur.

Tersine bir kuadratik form verildi¼ginde, bu kuadratik formu kullanarak bir
bilineer form elde edebiliriz. Q : V ! F bir kuadratik form olmak üzere

BQ(u; v) =
1

2
(Q(u+ v)�Q(u)�Q(v))

şeklinde tan¬mlanan BQ : V � V ! F dönüşümü Q kuadratik formuyla elde edilen
bilineer formdur.
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Örnek 2.2.2. V = R2; F = R olsun ve u = (u1; u2); v = (v1; v2) 2 R2 olmak üzere

B3(u; v) = u1v1 � u2v2

şeklinde tan¬mlanan bilineer form yard¬m¬yla üretilen kuadratik form

Q(u) = B3(u; u) = u
2
1 � u22

olur.

Örnek 2.2.3. V = R3; F = R olsun ve u = (u1; u2; u3) 2 R3 olmak üzere

Q(u) = u21 + 2u
2
2 + 3u

2
3 + 2u1u2

şeklinde tan¬mlanan kuadratik form taraf¬ndan üretilen bilineer form, u = (u1; u2; u3);
v = (v1; v2; v3) 2 R3 için

BQ(u; v) =
1

2
(Q(u+ v)�Q(u)�Q(v))

=
1

2

24 (u1 + v1)2 + 2(u2 + v2)2 + 3(u3 + v3)2 + 2(u1 + v1)(u2 + v2)
�(u21 + 2u22 + 3u23 + 2u1u2)� (v21 + 2v22 + 3v23 + 2v1v2)

35
= u1v1 + u1v2 + u2v1 + 2u2v2 + 3u3v3

olarak bulunur ve

BQ(u; v) =
�
u1 u2 u3

� 24 1 1 0
1 2 0
0 0 3

3524 v1v2
v3

35 = uTAv
biçiminde yaz¬labilir.

2.3. Cli¤ord Cebiri

Tan¬m 2.3.1. Bir F cismi üzerinde V vektör uzay¬verilsin.

� : V � V ! V

ikili i̧slemi, her u; v; w 2 V ve � 2 F için

i. u � (v � w) = (u � v) � w; (birleşme)

ii. u � (v + w) = u � v + u � w; (da¼g¬lma)

iii. (u+ v) � w = u � w + v � w; (da¼g¬lma)

iv. �(u � v) = (�u) � v = u � (�v) (skalerle çarpma)

özellikleri sa¼gl¬yorsa, bu i̧slemle birlikte V �ye F cismi üzerinde bir cebir denir.
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Uyar¬2.3.1. Baz¬kaynaklarda birleşme özelli¼gi cebir tan¬m¬na dahil edilmemi̧stir.
Birleşme özelli¼gini sa¼glayan cebirler ise birleşmeli cebir olarak adland¬r¬lm¬̧st¬r.

Örnek 2.3.1. V = R3 vektörel çarpma i̧slemiyle birlikte birleşmeli olmayan bir
cebirdir.

Örnek 2.3.2. V = H kuaterniyonlar, kuaterniyon çarp¬m¬yla birlikte bir cebirdir.

Tan¬m 2.3.2. Bir Q kuadratik formuyla donat¬lm¬̧s bir V vektör uzay¬taraf¬ndan,
her u; v 2 V için

v2 = Q(v) (2.3.1)

u � v + v � u = 2BQ(u; v) (2.3.2)

şeklinde tan¬mlanarak üretilen (birleşmeli) cebire Cli¤ord cebiri denir ve Cl(V;Q)
ile gösterilir. Ayr¬ca (2:3:2) eşitli¼gi temel Cli¤ord özdeşli¼gi olarak adland¬r¬l¬r.

V; n boyutlu bir vektör uzay¬ve fe1; e2; :::; eng ise V �nin bir taban¬olmak
üzere Cl(V;Q) cebiri

f1g [ fei1 � ei2 � ::: � eik : 1 � i1 � i2 � ::: � ik � n; 1 � k � ng

kümesi taraf¬ndan üretilir ve boy(Cl(V;Q)) =
nX
k=1

�
n
k

�
= 2n�dir.

Örnek 2.3.3. Bir Q kuadratik formuyla donat¬lm¬̧s bir V = R3 vektör uzay¬için
fe1; e2; e3g bir taban olmak üzere, Cl(V;Q) Cli¤ord cebiri

f1; e1; e2; e3; e1e2; e1e3; e2e3; e1e2e3g

kümesi taraf¬ndan üretilir ve boy(Cl(V;Q)) = 23�dir.

Uyar¬2.3.2. Bir Q nondegenere kuadratik formuyla donat¬lm¬̧s bir V reel vektör
uzay¬için fe1; e2; :::; eng bir ortonormal baz ise i 6= j için BQ(ei; ej) = 0 olacakt¬r.
Bu durumda temel Cli¤ord özdeşli¼gi

eiej + ejei = 0 (i 6= j)

şeklinde olur.

Örnek 2.3.4. V = R2 olmak üzere u = (u1; u2) 2 R2 için

Q(u) = u21 + u1u2 + u
2
2

şeklinde tan¬mlanan bir kuadratik form olsun. Bu kuadratik form ile donat¬lm¬̧s R2
vektör uzay¬taraf¬ndan üretilen Cli¤ord cebirini bulal¬m.

fe1 = (1; 0); e2 = (0; 1)g
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kümesi R2�nin bir ortonormal baz¬olmak üzere Cl(R2; Q)

f1; e1; e2; e1e2g

kümesi taraf¬ndan (2.3.1) ve (2.3.2) özelliklerini kullanarak üretilir. O halde

e21 = Q(1; 0) = 1;

e22 = Q(0; 1) = 1;

e1e2 + e2e1 = Q(1; 1)�Q(1; 0)�Q(0; 1) = 1

olarak bulunur ve birleşme özelli¼gi kullan¬l¬rsa

(e1e2)
2 = (e1e2)(e1e2) = e1(e2e1)e2 = e1(1� e1e2)e2 = e1e2 � e21e22 = e1e2 � 1;

e1(e1e2) = e
2
1e2 = e2;

(e1e2)e1 = e1(1� e1e2) = e1 � e21e2 = e1 � e2;

e2(e1e2) = (1� e1e2)e2 = e2 � e1e22 = e2 � e1;

(e1e2)e2 = e1e
2
2 = e1

elde edilir. O halde Cl(R2; Q) cebiri

1 e1 e2 e1e2
1 1 e1 e2 e1e2
e1 e1 1 e1e2 e2
e2 e2 1� e1e2 1 e2 � e1
e1e2 e1e2 e1 � e2 e1 e1e2 � 1

i̧slem tablosu ile üretilen birleşmeli cebirdir ve

Cl(R2; Q) =

8<:
a0 + a1e1 + a2e2 + a3e1e2 : ai 2 R(i = 0; 1; 2; 3);

e21 = e
2
2 = e1e2 + e2e1 = 1

9=;
şeklinde gösterilebilir.

boy(Cl(V;Q)) = 22 = 4

olarak elde edilir. Ayr¬ca bu cebir nondegenere de¼gildir. Gerçekten, u = (u1; u2);
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v = (v1; v2) 2 R2 için

BQ(u; v) =
1

2
(Q(u1 + v1; u2 + v2)�Q(u1; u2)�Q(v1; v2))

=
1

2

24 (u1 + v1)2 + (u1 + v1)(u2 + v2) + (u2 + v2)2
�u21 � u1u2 � u22 � v21 � v1v2 � v22

35

= u1(v1 +
v2
2
) + u2(

v1
2
� v2)

olarak bulunur. Her s¬f¬rdan farkl¬u = (u1; u2) 2 R2 için BQ(u; v) = 0 olsun. Bu
durum

v = (
4

5
u2 �

2

5
u1;
4

5
u1 +

2

5
u2) 6= 0

iken sa¼gland¬¼g¬ndan bu cebir nondegenere de¼gildir.

p+ q boyutlu reel vektör uzay¬nda

Q(v) = �v21 � v22 � :::� v2p + v2p+1 + :::+ v2p+q
bir nondegenere kuadratik formdur. Burada (p; q) ikilisine kuadratik formun i̧sareti
denir. Bu kuadratik form ile birlikte reel vektör uzay¬Rp+qp ile gösterilir. Bu vektör
uzay¬n¬n üretti¼gi Cli¤ord cebiri ise

Cl(Rp+qp ; Q) = Clp;q(Rp+q) = Cl(Rp+qp )

ile gösterilebilir. Bu şekildeki kuadratik formlar için

BQ(u; v) = �u1v1 � u2v2 � :::� upvp + up+1vp+1 + :::+ up+qvp+q

olur ve fe1; e2; :::; ep+qg; Rp+q için bir ortonormal baz olmak üzere

eiej + ejei = 2BQ(ei; ej) = 0 (i 6= j)

olur. Böylece fe1; e2; :::; ep+qg ortonormal baz¬na ve (p; q) i̧saretine sahip Rp+qp vektör
uzay¬taraf¬ndan üretilen Cli¤ord cebiri

e2i = �1 (i = 1; 2; :::; p);

e2i = 1 (i = p+ 1; :::; p+ q);

eiej + ejei = 0; (i 6= j)

ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glayan birleşmeli cebirdir.

Örnek 2.3.5. V = R5 için Q(v) = �v21 � v22 + v23 + v24 + v25 kuadratik formu (2; 3)
i̧saretine sahiptir. Bu kuadratik form ile birlikte reel vektör uzay¬R52 ile gösterilir
ve

BQ(u; v) = �u1v1 � u2v2 + u3v3 + u4v4 + u5v5
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olur. fe1; e2; e3; e4; e5g, R52 için bir ortonormal baz¬ taraf¬ndan üretilen Cli¤ord
cebiri

e2i = �1 (i = 1; 2);

e2i = 1 (i = 3; 4; 5);

eiej + ejei = 0 (i 6= j)
ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glayan birleşmeli cebirdir.

2.4. Baz¬Önemli Cli¤ord Cebirleri

En önemli Cli¤ord cebirleri, nondegenere kuadratik formlarla donat¬lm¬̧s reel
vektör uzaylar¬taraf¬ndan üretilen Cli¤ord cebirleridir.

Cl1;0(R11); Q(v) = �v2 kuadratik formuyla donat¬lm¬̧s V = R vektör uzay¬
taraf¬ndan üretilen Cli¤ord cebiridir. f1; e1g ile

e21 = Q(e1) = �1
şeklinde tan¬mlanarak üretilir. Böylece

Cl1;0(R11) =
�
z = a+ e1b : e

2
1 = �1; a; b 2 R

	 �= C
olur.

Cl0;2(R2); Q(v) = v21 + v
2
2 kuadratik formuyla donat¬lm¬̧s V = R2 vektör

uzay¬taraf¬ndan üretilen Cli¤ord cebiridir. Bu cebir; fe1; e2g; R2�nin ortonormal
baz¬olmak üzere f1; e1; e2; e1e2g taraf¬ndan

e21 = Q(e1) = 1; e
2
2 = Q(e2) = 1; e1e2 + e2e1 = 0

şeklinde tan¬mlanarak üretilir. Birleşme özelli¼gi kullan¬l¬rsa

(e1e2)
2 = e1(e2e1)e2 = e1(�e1e2)e2 = �e21e22 = �1;

e1(e1e2) = e
2
1e2 = e2;

(e1e2)e1 = (�e2e1)e1 = �e2e21 = �e2;

e2(e1e2) = e2(�e2e1) = �e22e1 = �e1;

(e1e2)e2 = e1e
2
2 = e1

elde edilir. O halde Cl0;2(R2) Cli¤ord cebiri

1 e1 e2 e1e2
1 1 e1 e2 e1e2
e1 e1 1 e1e2 e2
e2 e2 �e1e2 1 �e1
e1e2 e1e2 �e2 e1 �1
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i̧slem tablosu ile üretilen birleşmeli cebirdir ve

Cl0;2(R2) =

8<:
a+ be1 + ce2 + de1e2 : e

2
1 = e

2
2 = 1;

(e1e2)
2 = �1; e1e2 + e2e1 = 0; a; b; c; d 2 R

9=;
şeklinde ifade edilebilir. Ayr¬ca

1!
�
1 0
0 1

�
; e1 !

�
1 0
0 �1

�
; e2 !

�
0 1
1 0

�
; e1e2 !

�
0 1
�1 0

�
eşleşmeleriyle Cl0;2(R2) �= M2�2(R)�dur.

Cl2;0(R22); Q(v) = �v21 � v22 kuadratik formuyla donat¬lm¬̧s V = R2 vektör
uzay¬taraf¬ndan üretilen Cli¤ord cebiridir. Bu cebir; fe1; e2g; R2�nin ortonormal
baz¬olmak üzere f1; e1; e2; e1e2g taraf¬ndan

e21 = Q(e1) = �1; e22 = Q(e2) = �1; e1e2 + e2e1 = 0

şeklinde tan¬mlanarak üretilir. Birleşme özelli¼ginden faydalan¬l¬rsa

(e1e2)
2 = e1(e2e1)e2 = e1(�e1e2)e2 = �e21e22 = �1;

e1(e1e2) = e
2
1e2 = �e2;

(e1e2)e1 = (�e2e1)e1 = �e2e21 = e2;

e2(e1e2) = e2(�e2e1) = �e22e1 = e1;

(e1e2)e2 = e1e
2
2 = �e1

olarak bulunur. Bu durumda Cl2;0(R22) Cli¤ord cebiri

1 e1 e2 e1e2
1 1 e1 e2 e1e2
e1 e1 �1 e1e2 �e2
e2 e2 �e1e2 �1 e1
e1e2 e1e2 e2 �e1 �1

i̧slem tablosu ile üretilen birleşmeli cebirdir ve

Cl2;0(R22) =

8<:
a+ be1 + ce2 + de1e2 : e

2
1 = e

2
2 = (e1e2)

2 = �1;

e1e2 + e2e1 = 0; a; b; c; d 2 R

9=;
şeklinde ifade edilebilir. Bunun yan¬nda

e1 ! i; e2 ! j; e1e2 ! k

12



eşleşmeleriyle Cl2;0(R22) �= H�dur. Burada H kuaterniyonlar cebirini temsil etmekte-
dir.

Cl1;1(R21); Q(v) = �v21 + v22 kuadratik formuyla donat¬lm¬̧s V = R2 vektör
uzay¬taraf¬ndan üretilen Cli¤ord cebiridir. Bu cebir; fe1; e2g; R2�nin ortonormal
baz¬olmak üzere f1; e1; e2; e1e2g taraf¬ndan

e21 = Q(e1) = �1; e22 = Q(e2) = 1; e1e2 + e2e1 = 0

şeklinde tan¬mlanarak üretilir. Birleşme özelli¼gi kullan¬l¬rsa

(e1e2)
2 = e1(e2e1)e2 = e1(�e1e2)e2 = �e21e22 = 1;

e1(e1e2) = e
2
1e2 = �e2;

(e1e2)e1 = (�e2e1)e1 = �e2e21 = e2;

e2(e1e2) = e2(�e2e1) = �e22e1 = �e1;

(e1e2)e2 = e1e
2
2 = e1

elde edilir. O halde Cl1;1(R21) Cli¤ord cebiri

1 e1 e2 e1e2
1 1 e1 e2 e1e2
e1 e1 �1 e1e2 �e2
e2 e2 �e1e2 1 �e1
e1e2 e1e2 e2 e1 1

i̧slem tablosu ile üretilen birleşmeli cebirdir ve

Cl1;1(R21) =

8<:
a+ be1 + ce2 + de1e2 : e

2
1 = �1; e22 = (e1e2)2 = 1;

e1e2 + e2e1 = 0; a; b; c; d 2 R

9=;
şeklinde ifade edilebilir. Ayr¬ca

e1 ! i; e2 ! j; e1e2 ! k

eşleşmeleriyle Cl1;1(R21) �= bH olur. Burada bH split kuaterniyonlar cebirini temsil
etmektedir.

Tan¬m 2.4.1. Cl(V;Q) cebirinin çift çarp¬ml¬üreteçleri de bir cebir oluşturur. Bu
cebire Cl(V;Q)�nun çift alt cebiri denir ve Cl+(V;Q) ile gösterilir.

Örnek 2.4.1. Cl1;2(R31); Q(v) = �v21 + v22 + v33 kuadratik formuyla donat¬lm¬̧s
V = R3 vektör uzay¬taraf¬ndan üretilen Cli¤ord cebiridir. Bu cebir, fe1; e2; e3g
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R3�nin ortonormal baz¬olmak üzere, f1; e1; e2; e3; e1e2; e1e3; e2e3; e1e2e3g taraf¬ndan
e21 = Q(e1) = �1; e22 = Q(e2) = 1; e23 = Q(e3) = 1;

e1e2 + e2e1 = 0; e1e3 + e3e1 = 0; e2e3 + e3e2 = 0

şeklinde tan¬mlanarak üretilir. Birleşme özelli¼gini kullanarak

(e1e2)
2 = e1(e2e1)e2 = e1(�e1e2)e2 = �e21e22 = 1;

(e1e3)
2 = e1(e3e1)e3 = e1(�e1e3)e3 = �e21e23 = 1;

(e2e3)
2 = e2(e3e2)e3 = e2(�e2e3)e3 = �e22e23 = �1;

e1(e1e2) = e
2
1e2 = �e2;

e2(e1e2) = �e22e1 = �e1;

e3(e1e2) = e1e2e3;

(e1e2)e1 = (�e2e1)e1 = �e2e21 = e2;

(e1e2)e2 = e1e
2
2 = e1;

(e1e2)e3 = e1e2e3

ve benzer şekilde di¼ger çarp¬m elemanlar¬elde edilirse Cl1;2(R31) Cli¤ord cebiri

1 e1 e2 e3 e1e2 e1e3 e2e3 e1e2e3
1 1 e1 e2 e3 e1e2 e1e3 e2e3 e1e2e3
e1 e1 �1 e1e2 e1e3 �e2 �e3 e1e2e3 �e2e3
e2 e2 �e1e2 1 e2e3 �e1 �e1e2e3 e3 �e1e3
e3 e3 �e1e3 �e2e3 1 e1e2e3 �e1 �e2 e1e2
e1e2 e1e2 e2 e1 e1e2e3 1 e2e3 e1e3 e3
e1e3 e1e3 e3 �e1e2e3 e1 �e2e3 1 �e1e2 �e2
e2e3 e2e3 e1e2e3 �e3 e2 �e1e3 e1e2 �1 �e1
e1e2e3 e1e2e3 �e2e3 �e1e3 e1e2 e3 �e2 �e1 1

i̧slem tablosu ile üretilen birleşmeli cebirdir. Cl1;2(R31) cebirinin çift alt cebiri ise

Cl+1;2(R31) =

8<:
a+ be2e3 + ce1e3 + de1e2 : (e2e3)

2 = �1; (e1e3)2 = (e1e2)2 = 1;

eiej + ejei = 0; i 6= j; i; j = 1; 2; 3

9=;
olarak bulunur. Ayr¬ca

e2e3 ! i; e1e3 ! j; e1e2 ! k

eşleşmeleriyle Cl+1;2(R31) �= bH olur.
14



3. SPL·IT KUATERN·IYONLAR VE MATR·ISLER·I

3.1. Split Kuaterniyonlar

Hamilton�un kuaterniyonlar¬keş�nden k¬sa bir süre sonra, 1849 y¬l¬nda, James
Cockle split kuaterniyonlar kümesinibH = fq = q0 + q1i+ q2j + q3k; q0; q1; q2; q3 2 Rg
olarak tan¬tm¬̧st¬r (Cockle 1849). Burada imajiner birim elemanlar

i2 = �1; j2 = k2 = ijk = 1;

ij = �ji = k; jk = �kj = �i; ki = �ik = j

eşitliklerini sa¼glarlar (Inoguchi 1998, Kula 2003).

Her q = q0 + q1i+ q2j + q3k split kuaterniyonu

q = q0 + q1i+ (q2 + q3i)j

olarak yazabiliriz. Buradan c1 = q0 + q1i ve c2 = q2 + q3i kompleks say¬lar olmak
üzere her split kuaterniyonun

q = c1 + c2j

olarak tek türlü temsil edildi¼gi görülür.

3.1.1 Split kuaterniyonlar üzerinde temel i̧slemler

Split kuaterniyonun skaler k¬sm¬: Her q = q0 + q1i + q2j + q3k split kuaterni-
yonunun skaler k¬sm¬

Sq = q0

olarak tan¬mlan¬r. E¼ger Sq = 0 ise q�ya pure split kuaterniyon ad¬verilir. Pure split
kuaterniyonlar kümesibH0 = fq = q0 + q1i+ q2j + q3k 2 bH : q0 = 0g
ile gösterilir.

Split kuaterniyonun vektörel k¬sm¬: Her q = q0 + q1i + q2j + q3k split quater-
niyonunun vektörel k¬sm¬

Vq = q1i+ q2j + q3k

şeklinde tan¬mlan¬r.

Split kuaterniyonlar¬n toplam¬: p = p0+p1i+p2j+p3k ve q = q0+q1i+q2j+q3k
split kuaterniyonlar¬n¬n toplam¬

p+ q = (Sp + Sq) + (Vp + Vq)

= (p0 + q0) + (p1 + q1)i+ (p2 + q2)j + (p3 + q3)k
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olarak tan¬mlan¬r.

Split kuaterniyonlar¬n çarp¬m¬: p = p0+p1i+p2j+p3k ve q = q0+q1i+q2j+q3k
split kuaterniyonlar¬n¬n çarp¬m¬

pq = SpSq + hVp; VqiL + SpVq + SqVp + Vp �L Vq

= (p0q0 � p1q1 + p2q2 + p3q3) + (p1q0 + p0q1 � p2q3 + p3q2)i

+ (p0q2 + p2q0 � p1q3 + p3q1)j + (p0q3 + p3q0 � p2q1 + p1q2)k

şeklinde tan¬ml¬d¬r. Burada, h , iL ve �L s¬ras¬yla Lorentz iç ve vektör çarp¬m¬n¬
temsil etmekte olup, u = (u1; u2; u3) ve v = (v1; v2; v3) vektörleri için

hu;viL = �u1v1 + u2v2 + u3v3;

u�L v =

������
�i j k
u1 u2 u3
v1 v2 v3

������
olarak tan¬mlan¬r. Bahsi geçen Lorentz iç çarp¬m¬ ile donat¬lm¬̧s Öklid uzay¬na
Minkowski 3-uzay¬ad¬verilir ve E31 ile gösterilir. Ayr¬ca pure split kuaterniyonlar
kümesi Minkowski 3-uzay¬ile özdeşleştirilebilir (Kula 2003, Özdemir ve Ergin 2005,
Özdemir ve Ergin 2007, Kula ve Yayl¬2007).

Split kuaterniyonlar¬n skalerle çarp¬m¬: q = q0 + q1i + q2j + q3k split kuater-
niyonu ile � 2 R skalerinin çarp¬m¬

�q = q� = (�q0) + (�q1)i+ (�q2)j + (�q3)k

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Split kuaterniyonun eşleni¼gi: q = q0 + q1i + q2j + q3k split kuaterniyonunun
eşleni¼gi

q = Sq � Vq = q0 � q1i� q2j � q3k
olarak tan¬mlan¬r.

Split kuaterniyonun normu: q = q0+q1i+q2j+q3k split kuaterniyonunun normu

Nq = kqk =
p
jqqj =

q
jq20 + q21 � q22 � q23j

olarak tan¬mlan¬r. E¼ger Nq = 1 ise q�ya birim split kuaterniyon denir.

Split kuaterniyonun tersi: E¼ger Nq 6= 0 ise q = q0 + q1i + q2j + q3k split
kuaterniyonunun tersi vard¬r ve

q�1 =
q

(Nq)2
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şeklindedir.

Split kuaterniyonun karakteri: q = q0 + q1i+ q2j + q3k split kuaterniyonu için

Iq = qq = qq = q
2
0 + q

2
1 � q22 � q23

de¼geri q split kuaterniyonunun karakterini belirler.

E¼ger Iq < 0; ise q split kuaterniyonuna spacelike;

E¼ger Iq > 0; ise q split kuaterniyonuna timelike;

E¼ger Iq = 0; ise q split kuaterniyonuna lightlike (null) ad¬verilir.

Teorem 3.1.1.1 (Alagöz vd 2012) Her split kuaterniyon 2 � 2 tipinde kompleks
matris olarak temsil edilebilir.

·Ispat. Bir q 2 bH alal¬m. O halde q = c1 + c2j öyle ki c1; c2 2 C olacak şekilde tek
türlü temsil edilir. Şimdi

fq : bH! bH
lineer dönüşümü tan¬mlayal¬m öyle ki

p! fq(p) = pq

olsun. Bu dönüşüm bire bir eşlemedir ve

fq(1) = c1 + c2j;

fq(j) = j(c1 + c2j)

= c1j + c2j
2 = c2 + c1j;

eşitliklerinden, split kuaterniyonlar kümesini, M2�2(C)�nin��
c1 c2
c2 c1

�
: c1; c2 2 C

�
alt kümesi olarak tan¬mlayabiliriz. �

Not edelim ki

M : q = c1 + c2j 2 bH! q0 =

�
c1 c2
c2 c1

�
birebir eşlemedir ve i̧slemleri korur. Ayr¬ca

(Nq)
2 = det q0

d¬r (Alagöz vd 2012).
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3.1.2. Split kuaterniyonlar¬n reel matris temsilleri

Her q 2 bH için,
gq : bH! bH

gq(p) = qp

lineer dönüşümünü ele alal¬m. Bu dönüşüm birebir eşlemedir ve her q = q0 + q1i +
q2j + q3k split kuaterniyonu için

gq(1) = q0 + q1i+ q2j + q3k;

gq(i) = �q1 + q0i+ q3j � q2k;

gq(j) = q2 + q3i+ q0j + q1k;

gq(k) = q3 � q2i� q1j + q0k

eşitlikleri sa¼glan¬r. Bu dönüşüm yard¬m¬ile, bH ve
M =

8>><>>:
2664
q0 �q1 q2 q3
q1 q0 q3 �q2
q2 q3 q0 �q1
q3 �q2 q1 q0

3775 : q0; q1; q2; q3 2 R
9>>=>>;

matris cebiri aras¬nda bir izomor�zma tan¬mlan¬r. Yukar¬da ifade edilen 4� 4 tipin-
deki reel matrise q split kuaterniyonunun sol matris temsili ad¬verilir ve

L(q) =

2664
q0 �q1 q2 q3
q1 q0 q3 �q2
q2 q3 q0 �q1
q3 �q2 q1 q0

3775
ile gösterilir (Kula 2003, Kula ve Yayl¬2007).

Önerme 3.1.2.1 (Kula 2003, Kula ve Yayl¬2007) Her p; q 2 bH ve r 2 R için,
aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r;

i. L(p+ q) = L(p) + L(q);

ii. L(pq) = L(p)L(q);

iii. L(rp) = rL(p);

iv. L(1) = I4:

·Ispat. p = p0+p1i+p2j+p3k; q = q0+q1i+q2j+q3k herhangi iki split kuaterniyon
ve r 2 R olsun.
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i.

L(p+ q) =

2664
p0 + q0 �(p1 + q1) p2 + q2 p3 + q3
p1 + q1 p0 + q0 p3 + q3 �(p2 + q2)
p2 + q2 p3 + q3 p0 + q0 �(p1 + q1)
p3 + q3 �(p2 + q2) p1 + q1 p0 + q0

3775

=

2664
p0 �p1 p2 p3
p1 p0 p3 �p2
p2 p3 p0 �p1
p3 �p2 p1 p0

3775+
2664
q0 �q1 q2 q3
q1 q0 q3 �q2
q2 q3 q0 �q1
q3 �q2 q1 q0

3775
= L(p) + L(q):

ii.

L(pq)=L

0@ p0q0 � p1q1 + p2q2 + p3q3 + (p0q1 + p1q0 � p2q3 + p3q2)i

+(p0q2 + q0p2 � p1q3 + q1p3)j + (p0q3 + p1q2 + q0p3 � p2q1)k

1A

=

2664
p0 �p1 p2 p3
p1 p0 p3 �p2
p2 p3 p0 �p1
p3 �p2 p1 p0

3775
2664
q0 �q1 q2 q3
q1 q0 q3 �q2
q2 q3 q0 �q1
q3 �q2 q1 q0

3775
= L(p)L(q):

iii.

L(rp)=

2664
rp0 �rp1 rp2 rp3
rp1 rp0 rp3 �rp2
rp2 rp3 rp0 �rp1
rp3 �rp2 rp1 rp0

3775=r
2664
p0 �p1 p2 p3
p1 p0 p3 �p2
p2 p3 p0 �p1
p3 �p2 p1 p0

3775
=rL(p):

iv.

L(1) =

2664
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

3775 = I4:
�
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Burada L(pq) = L(p)L(q) eşitli¼gi sa¼gland¬¼g¬ndan

L : bH!M

dönüşümü homomor�zmdir. Benzer şekilde,

fq : bH! bH
fq(p) = pq

lineer dönüşümünü ele alal¬m. Bu dönüşüm de birbire eşlemedir. Her q = q0+ q1i+
q2j + q3k 2 bH için aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r;

fq(1) = q0 + q1i+ q2j + q3k;

fq(i) = �q1 + q0i� q3j + q2k;

fq(j) = q2 � q3i+ q0j � q1k;

fq(k) = q3 + q2i+ q1j + q0k:

Bu dönüşüm yard¬m¬ile bH ve
N =

8>><>>:
2664
q0 �q1 q2 q3
q1 q0 �q3 q2
q2 �q3 q0 q1
q3 q2 �q1 q0

3775 : q0; q1; q2; q3 2 R
9>>=>>;

matris cebiri aras¬nda bir izomor�zma tan¬mlan¬r. Yukar¬da elde edilen 4� 4 tipin-
deki reel matrise q split kuaterniyonun sa¼g matris temsili ad¬verilir ve

R(q) =

2664
q0 �q1 q2 q3
q1 q0 �q3 q2
q2 �q3 q0 q1
q3 q2 �q1 q0

3775
ile gösterilir (Kula 2003, Kula ve Yayl¬2007).

Önerme 3.1.2.2 (Kula 2003, Kula ve Yayl¬2007) Her p; q 2 bH ve r 2 R için,
aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r;

i. R(p+ q) = R(p) +R(q);

ii. R(pq) = R(q)R(p);

iii. R(rp) = rR(p);

iv. R(1) = I4:
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·Ispat. p = p0+p1i+p2j+p3k; q = q0+q1i+q2j+q3k herhangi iki split kuaterniyon
ve r 2 R olsun.
i.

R(p+ q) =

2664
p0 + q0 �(p1 + q1) p2 + q2 p3 + q3
p1 + q1 p0 + q0 �(p3 + q3) p2 + q2
p2 + q2 �(p3 + q3) p0 + q0 p1 + q1
p3 + q3 p2 + q2 �(p1 + q1) p0 + q0

3775

=

2664
p0 �p1 p2 p3
p1 p0 �p3 p2
p2 �p3 p0 p1
p3 p2 �p1 p0

3775+
2664
q0 �q1 q2 q3
q1 q0 �q3 q2
q2 �q3 q0 q1
q3 q2 �q1 q0

3775
= R(p) +R(q):

ii.

R(pq)=R

0@ p0q0 � p1q1 + p2q2 + p3q3 + (p0q1 + p1q0 � p2q3 + p3q2)i

+(p0q2 + q0p2 � p1q3 + q1p3)j + (p0q3 + p1q2 + q0p3 � p2q1)k

1A

=

2664
q0 �q1 q2 q3
q1 q0 �q3 q2
q2 �q3 q0 q1
q3 q2 �q1 q0

3775
2664
p0 �p1 p2 p3
p1 p0 �p3 p2
p2 �p3 p0 p1
p3 p2 �p1 p0

3775
=R(q)R(p):

iii.

R(rp)=

2664
rp0 �rp1 rp2 rp3
rp1 rp0 �rp3 rp2
rp2 �rp3 rp0 rp1
rp3 rp2 �rp1 rp0

3775=r
2664
p0 �p1 p2 p3
p1 p0 �p3 p2
p2 �p3 p0 p1
p3 p2 �p1 p0

3775=rR(p):
iv.

R(1) =

2664
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

3775 = I4:
�
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Tan¬m 3.1.2.1. (Kula 2003, Kula ve Yayl¬2007) Her x = x0+x1i+x2j+x3k 2 bH
için; �!x = (x0; x1; x2; x3)

T vektörüne x split kuaterniyonunun vektör temsili ad¬
verilir.

Teorem 3.1.2.1. (Kula 2003, Kula ve Yayl¬2007) Her a; b ve x split kuaterniyonlar¬
için, aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r;

i. �!ax = L(a)�!x ;

ii.
�!
xb = R(b)�!x ;

iii.
�!
axb = L(a)R(b)�!x = R(b)L(a)�!x ;

iv. det(L(a)) = det(R(a)) = (Ia)2:

·Ispat. a = a0+ a1i+ a2j + a3k; b = b0+ b1i+ b2j + b3k ve x = x0+ x1i+ x2j + x3k
herhangi split kuaterniyonlar olsun.
i.

�!ax=

2664
a0x0�a1x1+a2x2+a3x3
a0x1+a1x0�a2x3+a3x2
a0x2+a2x0�a1x3+a3x1
a0x3+a1x2+a3x0�a2x1

3775=
2664
a0 �a1 a2 a3
a1 a0 a3 �a2
a2 a3 a0 �a1
a3 �a2 a1 a0

3775
2664
x0
x1
x2
x3

3775=L(a)�!x :
ii.

�!
xb=

2664
x0b0�x1b1+x2b2+x3b3
x0b1+x1b0�x2b3+x3b2
x0b2+x2b0�x1b3+x3b1
x0b3+x1b2+x3b0�x2b1

3775=
2664
b0 �b1 b2 b3
b1 b0 �b3 b2
b2 �b3 b0 b1
b3 b2 �b1 b0

3775
2664
x0
x1
x2
x3

3775=R(b)�!x :
iii. �!

axb = L(a)
�!
xb = L(a)R(b)�!x = R(b)�!ax = R(b)L(a)�!x :

iv.

det(L(a)) = det

2664
a0 �a1 a2 a3
a1 a0 a3 �a2
a2 a3 a0 �a1
a3 �a2 a1 a0

3775 = �a20 + a21 � a22 � a23�2 = (Ia)2;

det(R(a)) = det

2664
a0 �a1 a2 a3
a1 a0 �a3 a2
a2 �a3 a0 a1
a3 a2 �a1 a0

3775 = �a20 + a21 � a22 � a23�2 = (Ia)2:
�
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3.1.3. Minkowski 3-uzay¬nda dönme dönüşümünün birim timelike split
kuaterniyonlarla ifade edilmesi

Her q = q0 + q1i+ q2j + q3k split kuaterniyonu

q = (q0; q1; q2; q3)

şeklinde de temsil edebilir. O halde her split kuaterniyon E42�ün bir eleman¬olarak
da düşünebilir. Burada u = (u0; u1; u2; u3);v = (v0; v1; v2; v3) 2 E4 olmak üzere, E42
uzay¬

hu;viE42 = �u0v0 � u1v1 + u2v2 + u3v3
iç çarp¬m¬yla donat¬lm¬̧s Öklid uzay¬n¬temsil etmekte olup, yar¬Öklid uzay olarak
da adland¬r¬l¬r. Her u 2 E42 için, e¼ger hu;uiE42 > 0 ise u vektörüne spacelike, e¼ger
hu;uiE42 < 0 ise u vektörüne timelike, e¼ger hu;uiE42 = 0 ise u vektörüne lightlike

(null) ad¬verilir. Dolay¬s¬yla split kuaterniyonlar yar¬Öklid uzay¬ile özdeşleşebilir.
Benzer şekilde, her q = q1i+ q2j + q3k pure split kuaterniyon

q = (q1; q2; q3)

şeklinde temsil edebilir. Dolay¬s¬yla her pure split kuaterniyonu, Minkowski 3-
uzay¬n¬n bir eleman¬olarak düşünebiliriz. Bahsi geçen Minkowski 3-uzay¬, Lorentz
iç çarp¬m¬

hu;viL = �u1v1 + u2v2 + u3v3
ile donat¬lm¬̧s Öklid uzay¬olup, E31 ile gösterilir. Her u 2 E31 için, e¼ger hu;uiL > 0
ise u vektörüne spacelike, e¼ger hu;uiL < 0 ise u vektörüne timelike, e¼ger hu;uiL = 0
ise u vektörüne lightlike (null) ad¬verilir. Ayr¬ca, Minkowski 3-uzay¬ndaki timelike
vektörler için, e¼ger ilk bileşeni pozitif ise future pointing timelike vektör, e¼ger ilk
bileşeni negatif ise past pointing timelike vektör ad¬ verilir. u 2 E31 vektörünün
normu ise

kuk =
q
jhu;uiLj

olarak tan¬mlan¬r. Bununla birlikte, Lorentz vektörel çarp¬m¬

�L : E31 � E31 ! E31

: (u;v)! u�L v =

������
�e1 e2 e3
u1 u2 u3
v1 v2 v3

������
şeklinde tan¬mlan¬r. Pure split kuaterniyonlar kümesi ve Minkowski 3-uzay¬özdeşleşe-
bildi¼ginden, Lorentz iç ve vektörel çarp¬m ile yapt¬¼g¬m¬z heŗseyi pure split kuater-
niyonlar ile yapmak mümkün olacakt¬r (Kula 2003, Özdemir 2007).

Her u; v 2 E31 için, u ve v vektörleri aras¬ndaki aç¬aşa¼g¬daki şekilde tan¬m-
lan¬r.

i. E¼ger u ve v future pointing (past pointing) timelike vektörler ise u �L v bir
spacelike vektör olup

hu;viL = �kuk kvk cosh � ve ku�L vk = kuk kvk sinh �
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ili̧skileri sa¼glan¬r. Burada � ise u ve v vektörleri aras¬ndaki hiperbolik aç¬d¬r.
ii. E¼ger u ve v vektörleri

jhu;viLj < kuk kvk

eşitsizli¼gini sa¼glayan spacelike vektörler ise u�L v bir timelike vektör olup

hu;viL = kuk kvk cos � ve ku�L vk = kuk kvk sin �

ili̧skileri sa¼glan¬r. Burada � ise u ve v vektörleri aras¬ndaki aç¬d¬r.
iii. E¼ger u ve v vektörleri

jhu;viLj > kuk kvk

eşitsizli¼gini sa¼glayan spacelike vektörler ise u�L v bir timelike vektör olup

hu;viL = �kuk kvk cosh � ve ku�L vk = kuk kvk sinh �

ili̧skileri sa¼glan¬r. Burada � ise u ve v vektörleri aras¬ndaki hiperbolik aç¬d¬r.
iv. E¼ger u ve v vektörleri

jhu;viLj = kuk kvk

eşitli¼gini sa¼glayan spacelike vektörler ise u�L v bir lightlike vektördür (Özdemir ve
Ergin 2006, Kula ve Yayl¬2007).

Her q = q0 + q1i+ q2j + q3k spacelike split kuaterniyonu için,

0 < q20 < �q21 + q22 + q23 = hVq; VqiL < 0

oldu¼gundan, q split kuaterniyonunun vektörel k¬sm¬bir spacelike vektördür. Fakat
bir timelike split kuaterniyonunun vektörel k¬sm¬, spacelike, timelike veya ligthlike
olabilir. Bu bilgi split kuaterniyonlar¬n polar formda ifade edili̧sinde önem taş¬r.
Kuaterniyonlar¬n polar formda gösterimine benzer olarak, her q = q0+q1i+q2j+q3k
split kuaterniyonu için,

i. q spacelike ise
q = Nq(sinh � + u cosh �)

şeklinde yaz¬labilir. Burada

sinh � =
q0
Nq

ve cosh � =

p
�q21 + q22 + q23

Nq

olup

u =
1p

�q21 + q22 + q23
(q1i+ q2j + q3k)

ise birim spacelike vektördür.

ii. q timelike ve Vq spacelike vektör ise

q = Nq(cosh � + u sinh �)
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şeklinde yaz¬labilir. Burada

cosh � =
q0
Nq

ve sinh � =

p
�q21 + q22 + q23

Nq

olup

u =
1p

�q21 + q22 + q23
(q1i+ q2j + q3k)

ise birim spacelike vektördür.

iii. q timelike ve Vq timelike vektör ise

q = Nq(cos � + u sin �)

şeklinde yaz¬labilir. Burada

cos � =
q0
Nq

ve sin � =

p
q21 � q22 � q23
Nq

olup

u =
1p

q21 � q22 � q23
(q1i+ q2j + q3k)

ise birim timelike vektördür (Özdemir 2005, Özdemir ve Ergin 2006).

Timelike split kuaterniyonlar kümesi

TbH = fq = (q0; q1; q2; q3) : q0; q1; q2; q3 2 R; Iq > 0g
ile gösterilir ve split kuaterniyon çarpma i̧slemi alt¬nda bir grup oluşturur. Di¼ger
yandan birim timelike split kuaterniyonlar kümesi

TbH1 = fq = (q0; q1; q2; q3) : q0; q1; q2; q3 2 R; Iq > 0 ve Nq = 1g
ile gösterilir ve timelike kuaterniyonlar¬n bir alt grubu olup yar¬Öklid küre

S32 =
n
u 2 E42 : hu;uiE42 = 1

o
ile özdeşleşebilir. Bu sebepten, kuaterniyonlar ile Öklid uzay¬ndaki dönme dönüşüm-
leri aras¬ndaki ili̧skinin bir benzeri, birim timelike split kuaterniyonlar ile Minkowski
3-uzay¬ndaki dönme dönüşümleri aras¬nda vard¬r. Bir başka deyi̧sle, Minkowski 3-
uzay¬nda her dönme dönüşümü birim timelike split kuaterniyonlarla ifade edilebilir.
Bahsi geçen, Minkowki 3-uzay¬ndaki dönme dönüşümlerinin kümesi

SO(1; 2) =
�
R 2M3(R) : I�RT I�R = I ve detR = 1

	
olarak temsil edilir. Burada

I� =

24 �1 0 0
0 1 0
0 0 1

35
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matrisidir. Her u;v 2 E31 için,

hu;viL = uT I�v

eşitli¼gi sa¼glan¬r. O halde, her R 2 SO(1; 2) ve u;v 2 E31 için,

hRu; RviL = (Ru)
T I�(Rv) = uTRT I�Rv = uT I�v = hu;viL

oldu¼gu görülür. Yani, Minkowski 3-uzay¬nda dönme dönüşümleri, aç¬lar¬, uzunluk-
lar¬ ve vektörlerin karakterlerini korur. Elbette ki dönme aç¬s¬n¬n çeşidi (küresel
veya hiperbolik) ve dönme ekseninin karakteri dönme dönüşümüne ba¼gl¬d¬r.

Her q = q0 + q1i+ q2j + q3k birim timelike split kuaterniyonu için,

Rq : E31 ! E31
: x!Rq(x) =qxq�1

dönüşümü lineerdir. Bu dönüşüme kaŗs¬l¬k gelen matris ise

Rq =

26664
q20+q

2
1+q

2
2+q

2
3 2q0q3�2q1q2 �2q0q2�2q1q3

2q1q2+2q3q0 q20�q21�q22+q23 �2q2q3�2q1q0

2q1q3�2q2q0 2q1q0�2q2q3 q20�q21+q22�q23

37775
olarak elde edilir. Buradan I�RTq I

�Rq = I ve detRq = 1 oldu¼gu aç¬kça görülür. Yani
Rq 2 SO(1; 2)�dir. Tersine R = (Rij) 2 SO(1; 2) verildi¼ginde, bu dönme dönüşümü-
ne kaŗs¬l¬k gelen q = q0 + q1i + q2j + q3k birim timelike split kuaterniyonu aşa¼g¬da
verilen formüller yard¬m¬ile elde edilebilir:

i. E¼ger q0 6=0 ise

q20 =
1

4
(1 +R11 +R22 +R33) ;

q1 =
1

4q0
(R32 �R23) ;

q2 = �
1

4q0
(R13 +R31) ;

q3 =
1

4q0
(R21 +R12) :
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ii. E¼ger q0=0 ise

q2 = �
1

2q1
R12;

q3 = �
1

2q1
R13;

q21 = 1 + q
2
2 + q

2
3:

Dolay¬s¬yla

' : S32
�= TbH1 ! SO(1; 2)

fonksiyonu bir grup homomor�zmas¬d¬r. Öyle ki ' dönüşümünün kerneli f�1g�dir.
Dolay¬s¬yla SO(1; 2) grubu TbH1= f�1g bölüm grubuna izomorftur. Bir başka de-
yi̧sle, Minkowski 3-uzay¬ndaki her dönme dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen q ve �q olmak
üzere iki birim timelike split kuaterniyon vard¬r. Buradan görülüyor ki Minkowski
3-uzay¬ndaki her dönme dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen skaler k¬sm¬pozitif olan bir tek q
bir birim timelike split kuaterniyonu vard¬r. Burada q�nun vektörel k¬sm¬n¬n karak-
teri; dönme aç¬s¬n¬n ve dönme eksenin karakterinin belirlenmesinde önem taş¬r.

Teorem 3.1.3.1. (Özdemir ve Ergin 2006) q = cosh �+u sinh � birim timelike split
kuaterniyon olmak üzere, Rq dönüşümü u spacelike ekseni etraf¬nda 2� hiperbolik
aç¬s¬kadar dönmeyi ifade eder.

·Ispat. u spacelike birim vektör olmak üzere, q = cosh � + u sinh � birim timelike
split kuaterniyon olsun. Bir fe1; e2;ug ortonormal üçlüsü alal¬m öyle ki

he1;uiL = 0; he1; e1iL = �1 ve e2 = u�L e1

olsun. e1 ve u vektörlerinin gerdi¼gi düzlemdeki her x spacelike (timelike) birim
vektörü,

x = cosh�u+ sinh�e1 (x = sinh�u+ cosh�e1)

şeklinde yaz¬labilir. Burada �; x ve u vektörleri aras¬ndaki hiperbolik aç¬d¬r. O halde
Rq(u) ve Rq(e1) vektörlerini hesaplamam¬z yeterli olacakt¬r. Rq lineer dönüşümünün
tan¬m¬n¬ve u2 = 1 oldu¼gunu kullanarak

Rq(u)=(cosh � + u sinh �)u( cosh � � u sinh �)

= (cosh �u+ sinh �)( cosh � � u sinh �)

= cosh2 �u� sinh2 �u = u
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oldu¼gu görülür. Di¼ger yandan

ue1 = hu; e1iL + u�Le1 = e2

e1u= he1;uiL + e1�Lu = �e2

e2u= he2;uiL + e2�Lu = e1

ili̧skileri kullan¬l¬rsa

Rq(e1)=(cosh � + u sinh �)e1( cosh � � u sinh �)

= (cosh �e1 + sinh �e2)( cosh � � u sinh �)

= cosh2 �e1 + 2 cosh � sinh e2 + sinh
2 �e1

= cosh(2�)e1 + sinh(2�)e2

elde edilir. Bu da bize Rq dönüşümü ile x vektörünün u spacelike ekseni boyunca 2�
hiperbolik aç¬s¬ ile döndürüldü¼günü gösterir. �

Örnek 3.1.3.1.
q = 2 +

p
3(
1p
3
; 0;

2p
3
)

birim timelike split kuaterniyonunu ele alal¬m. q�nun vektörel k¬sm¬spacelike olup,
Rq lineer dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen dönme matrisi

Rq =

24 9 8 �4
8 7 �4
4 4 �1

35
olarak elde edilir. Bu dönüşüm,

cosh � = 2 ve sinh � =
p
3

olmak üzere, 2� hiperbolik aç¬s¬kadar

u = (
1p
3
; 0;

2p
3
)

spacelike eksen boyunca dönmeyi ifade eder.

Teorem 3.1.3.2. (Özdemir ve Ergin 2006) q = cos � + u sin � birim timelike split
kuaterniyon olmak üzere, Rq dönüşümü u timelike ekseni boyunca 2� aç¬s¬kadar
dönmeyi ifade eder.
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·Ispat. u timelike birim vektör olmak üzere, q = cos � + u sin � birim timelike split
kuaterniyon olsun. Bir fu; e1; e2g ortonormal üçlüsü alal¬m öyle ki

he1;uiL = 0; he1; e1iL = 1 ve e2 = u�L e1

olsun. e1 ve u vektörlerinin gerdi¼gi düzlemdeki her x timelike (spacelike) birim
vektör

x = cosh�u+ sinh�e1 (x = sinh�u+ cosh�e1)

şeklinde yaz¬labilir. Burada �; x ve u vektörleri aras¬ndaki hiperbolik aç¬d¬r. Rq
lineer dönüşümünün tan¬m¬n¬ve u2 = �1 oldu¼gunu kullanarak

Rq(u)=(cos � + u sin �)u( cos � � u sin �)

= (cos �u� sin �)( cos � � u sin �)

= cos2 �u+ sin2 �u = u

oldu¼gu görülür. Di¼ger yandan

ue1 = hu; e1iL + u�Le1 = e2

e1u= he1;uiL + e1�Lu = �e2

e2u= he2;uiL + e2�Lu = e1

ili̧skileri kullan¬l¬rsa

Rq(e1)=(cos � + u sin �)e1( cos � � u sin �)

= (cos �e1 + sin �e2)( cos � � u sin �)

= cos2 �e1 + 2 cos � sin e2 � sin2 �e1

= cos(2�)e1 + sin(2�)e2

elde edilir. Bu da bize Rq dönüşümü ile x vektörünün u timelike ekseni boyunca 2�
aç¬s¬ ile döndürüldü¼günü gösterir. �

Örnek 3.1.3.2. q = 1
2
+
p
3
2
( 2p

3
; 1p

3
; 0) birim timelike split kuaterniyonunun vektörel

k¬sm¬timelike olup, Rq lineer dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen dönme matrisi

Rq =

26664
3
4

�1 �1
2

1 �1 �1

�1
2

1 �1
2

37775
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olarak elde edilir. cos � = 1
2
ve sin � =

p
3
2
eşitliklerinden � = �

3
oldu¼gu görülür. O

halde elde edilen dönüşüm, 2�
3
aç¬s¬kadar

u = (
2p
3
;
1p
3
; 0)

timelike eksen boyunca dönmeyi ifade eder.

3.2. Split Kuaterniyon Matrisleri

Elemanlar¬split kuaterniyon olanm�n tipindeki matrisler kümesiMm�n(bH)
ile gösterilir. E¼ger m = n ise Mn(bH) ile gösterilir. Standart matris toplam¬ve
çarp¬m¬tan¬ml¬d¬r ve bu i̧slemlerle birlikte Mn(bH) birim elemanl¬bir halkad¬r.

3.2.1. Split kuaterniyon matrisleri üzerinde temel i̧slemler

Split kuaterniyon matrislerini toplam¬: A = (A)ij; B = (B)ij 2 Mm�n(bH)
split kuaterniyon matrislerinin toplam¬

A+B = (A+B)ij = (A)ij + (B)ij

olarak tan¬mlan¬r.

Split kuaterniyon matrislerinin çarp¬m¬: A = (A)ij 2 Mm�n(bH);
B = (B)jk 2Mn�p(bH) olmak üzere, split kuaterniyon matrislerinin çarp¬m¬

AB = (AB)ij =
nX
k=1

(A)ik(B)kj

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Split kuaterniyon matrisinin skalerle çarp¬m¬: A = (A)ij 2 Mm�n(bH) ve
� 2 bH için, skalerle sa¼gdan ve soldan çarp¬m s¬ras¬yla

A� = (A�)ij = (A)ij� ve �A = (�A)ij = �(A)ij

olarak tan¬ml¬d¬r. Ayr¬ca A 2Mm�n(bH); B 2Mn�p(bH) ve �; � 2 bH için,
�(AB) = (�A)B; (A�)B = A(�B); (��)A = �(�A)

eşitlikleri sa¼glan¬r. Yani Mm�n(bH) skalerle sa¼g ve sol çarp¬ma göre ayr¬ ayr¬ bH
üzerinde vektör uzay¬d¬r (Alagöz vd 2012).

Split kuaterniyon matrisinin eşleni¼gi: Her A = (A)ij 2 Mm�n(bH) için, A�n¬n
eşleni¼gi

A = (A)ij 2Mm�n(bH)
olarak tan¬ml¬d¬r.

30



Split kuaterniyon matrisinin transpozesi: Her A = (A)ij 2 Mm�n(bH) için,
A�n¬n transpozesi (devri¼gi)

AT = (AT )ij = (A)ji 2Mn�m(bH)
şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Split kuaterniyon matrisinin eşlenik transpozesi: A = (A)ij 2 Mm�n(bH)
olmak üzere, A�n¬n eşlenik transpozesi

A� = (A)T 2Mn�m(bH)
şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Ayr¬ca her A 2Mn(bH) kare matrisi için,
E¼ger AA� = A�A ise A matrisine normal matris;

E¼ger A = A� ise A matrisine hermityan matris;

E¼ger AA� = I ise A matrisine üniter matris ad¬verilir.

Split kuaterniyon matrisinin tersi: A; B 2 Mn(bH) için; e¼ger
AB = BA = I ise A matrisinin tersi vard¬r denir ve B matrisine A�n¬n tersi denir
(Alagöz vd 2012).

Her q split kuaterniyonu; c1; c2 2 C olmak üzere q = c1 + c2j şeklinde tek
türlü yaz¬labildi¼ginden, her A 2Mn(bH) matrisi A1; A2 2Mn(C) olmak üzere

A = A1+A2j

şeklinde tek türlü yaz¬labilir.

3.2.2. Split kuaterniyon matrislerinin özellikleri

Teorem 3.2.2.1 (Alagöz vd 2012) A; B 2Mn(bH) için aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r;
i. (A)T = (AT );

ii. (AB)� = B�A�;

iii. E¼ger A ve B matrislerinin tersi var ise (AB)�1 = B�1A�1;

iv. E¼ger A matrisinin tersi var ise (A�)�1 = (A�1)�:

·Ispat. i. özellik eşlenik ve transpoze tan¬mlar¬gere¼gi aç¬kça görülür.

ii. A; B 2Mn(bH) olsun. O halde A1; A2; B1; B2 2Mn(C) olmak üzere,

A = A1+A2j ve B = B1+B2j
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şeklinde tek türlü yazabiliriz. Buradan

AB = (A1+A2j)(B1+B2j)

= (A1B1 +A2B2) + (A1B2 +A2B1)j

AB = (A1B1 +A2B2) + (A1B2 +A2B1)j

= (A1B1 +A2B2)� (A1B2 +A2B1)j

= (A1B1 +A2B2)� (A1B2 +A2B1)j

(AB)� = (AB)T

= (A1B1 +A2B2)
T � (A1B2 +A2B1)

T j

=
�
(B1)

T (A1)
T + (B2)

T (A2)
T
�
�
�
(B2)

T (A1)
T + (B1)

T (A2)
T
�
j

eşitliklerini elde ederiz. Di¼ger yandan,

B� = (B)T = (B1 �B2j)T = (B1)T � (B2)T j;

A� = (A)T = (A1 �A2j)
T = (A1)

T � (A2)
T j

eşitlikleri kullan¬l¬rsa

B�A� =
�
(B1)

T (A1)
T + (B2)

T (A2)
T
�
�
�
(B2)

T (A1)
T + (B1)

T (A2)
T
�
j

olarak elde edilir. Dolay¬s¬yla (AB)� = B�A� oldu¼gu görülür.

iii. E¼ger A ve B matrislerinin tersi var ise

A�1A = AA�1 = In ve B�1B = BB�1 = In

eşitlikleri sa¼glan¬r. Bu iki eşitlikten

A(BB�1)A�1 = In ) (AB)(B�1A�1) = In

B�1(A�1A)B = In ) (B�1A�1)(AB) = In

elde edilir. Yani AB matrisinin de tersi vard¬r ve (AB)�1 = B�1A�1 olarak bulunur.

iv. E¼ger A matrisinin tersi var ise

A�1A = AA�1 = In
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eşitli¼gini yazabiliriz. Buradan ii. özelli¼gi ve I�n = In özelli¼gini kullan¬rsak

A�(A�1)� = (A�1)�A� = In

oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla A� matrisinin tersi vard¬r ve (A�)�1 = (A�1)��dir.
�

Örnek 3.2.2.1. (Alagöz vd 2012)

A =

24 i j

0 k

35 ve B =

24 i k

0 j

35
split kuaterniyon matrislerini ele alal¬m. A matrisinin tersi ve eşleni¼gi s¬ras¬yla

A�1 =

24 �i 1

0 k

35 ve A =

24 �i �j

0 �k

35
olarak bulunur. Burada A ve B split kuaterniyon matrisleri için

(A)�1 =

24 i �1

0 �k

35 ve (A�1) =

24 i 1

0 �k

35 =) (A)�1 6= (A�1);

(AT )�1 =

24 �i 0

�1 k

35 ve (A�1)T =

24 �i 0

1 k

35 =) (AT )�1 6= (AT )�1

(AB) =

24 �1 1 + j

0 �i

35 ve A B =

24 �1 1� j

0 i

35 =) (AB) 6= A B;

(AB)T =

24 �1 0

1� j i

35 ve (B)T (A)T =

24 �1 0

1 + j �i

35 =) (AB)T 6= (B)T (A)T

oldu¼gu görülür.

Bu örnek ile aşa¼g¬daki sonucu elde edilir.

Sonuç 3.2.2.1. (Alagöz vd 2012) A 2 Mm�n(bH) ve B 2 Mn�s(bH) için aşa¼g¬daki
özellikler sa¼glan¬r;

i.
�
A
��1 6= (A�1) (genel olarak),

ii.
�
AT
��1 6= (A�1)T (genel olarak),
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iii. AB 6= A B (genel olarak),

iv. (AB)T 6= BTAT (genel olarak).

Teorem 3.2.2.2. (Alagöz vd 2012) A; B 2 Mn(bH) olmak üzere; e¼ger AB = In ise
BA = In�d¬r.

·Ispat. A1;A2;B1;B2 2Mn(C) olmak üzere A = A1+A2j, B = B1+B2j 2Mn(bH)
olsun. AB = In oldu¼gunu kabul edelim. O halde

AB = (A1B1 +A2B2) + (A1B2 +A2B1)j = In

oldu¼gundan

A1B1 +A2B2 = In

A1B2 +A2B1 = 0n

eşitliklerini elde ederiz. Burada In; n � n tipinde birim matrisi ve 0n; ise n � n
tipinde s¬f¬r matrisini temsil etmektedir. Bu iki eşitlik kullan¬l¬rsa24 A1 A2

A2 A1

3524 B1 B2

B2 B1

35 =
24 In 0n

0n In

35
blok matris eşitli¼gi elde edilir. Bu teorem kompleks matrisler için do¼gru oldu¼gundan24 B1 B2

B2 B1

3524 A1 A2

A2 A1

35 =
24 In 0n

0n In

35
eşitli¼gini yazabiliriz. Bu eşitli¼gi açarsak

B1A1 +B2A2 = In

B1A2 +B2A1 = 0n

eşitliklerini elde ederiz. Buradan

In = (B1A1 +B2A2) + (B1A2 +B2A1)j = BA

oldu¼gu görülür ve ispat biter. �

De¼gi̧smeli olmayan girdilere sahip bir A matrisinin sa¼g

AB = I

ve sol
BA = I

olmak üzere iki tersi olabilir. Teorem 3.2.2.2 gösteriyor ki, split kuaterniyonlar
de¼gi̧smeli olmamas¬na ra¼gmen A 2 Mn(bH) matrisinin tersinin olmas¬için sa¼g veya
sol tersinin olmas¬yeterlidir. Çünkü sa¼g (sol) ters var ise sol (sa¼g) ters de mevcuttur
ve her zaman birbirine eşittir.
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3.2.3. Split kuaterniyon matrislerinin kompleks adjoint matrisi

Tan¬m 3.2.3.1. (Alagöz vd 2012) A = A1+A2j 2Mn(bH) öyle ki A1; A2 2Mn(C)
olsun. 2n� 2n tipindeki 24 A1 A2

A2 A1

35
kompleks matrise, A matrisinin kompleks adjoint matrisi ad¬verilir ve �A ile gös-
terilir.

Örnek 3.2.3.1. (Alagöz vd 2012)

A =

24 1 i+ j + k

0 1

35
split kuaterniyon matrisini ele alal¬m. Bu matrisi

A =

24 1 i

0 1

35+
24 0 1 + i

0 0

35 j
şeklinde yaz¬labilir. Buradan

A1 =

24 1 i

0 1

35 ve A2 =

24 0 1 + i

0 0

35
oldu¼gu görülür. O halde A matrisinin kompleks adjoint matrisi

�A =

24 A1 A2

A2 A1

35 =
266666664

1 i 0 1 + i

0 1 0 0

0 1� i 1 �i

0 0 0 1

377777775
olarak bulunur. Di¼ger yandan

A� =

24 1 0

�i� j � k 1

35
oldu¼gundan A� matrsisinin kompleks adjoint matrisi

�A� =

266666664

1 0 0 0

�i 1 �1� i 0

0 0 1 0

�1 + i 0 i 1

377777775
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olarak elde edilir. Burada

(�A)
� = (�A)

T =

266666664

1 0 0 0

�i 1 1 + i 0

0 0 1 0

1� i 0 i 1

377777775
oldu¼gundan, �A� 6= (�A)� oldu¼gu görülür.

Teorem 3.2.3.1. (Alagöz vd 2012) Her A; B 2 Mn(bH) için aşa¼g¬daki özellikler
sa¼glan¬r;

i. �In = I2n;

ii. �A+B = �A + �B;

iii. �AB = �A�B;

iv. E¼ger A matrisinin tersi var ise (�A)�1 = �A�1 ;

v. �A� 6= (�A)� (genel olarak).

·Ispat. A = A1 + A2j, B = B1 + B2j 2 Mn(bH) olsun öyle ki A1; A2; B1; B2 2
Mn(C):

i. In = In + 0nj oldu¼gundan tan¬m gere¼gi

�In =

24 In 0n

0n In

35 = I2n
oldu¼gu görülür.

ii. A+B = (A1 +B1) + (A2 +B2)j oldu¼gundan

�A+B =

24 A1 +B1 A2 +B2

A2 +B2 A1 +B1

35 =
24 A1 A2

A2 A1

35+
24 B1 B2

B2 B1

35
= �A + �B

olarak elde edilir.
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iii. AB = (A1B1 +A2B2) + (A1B2 +A2B1)j oldu¼gundan tan¬m gere¼gi

�AB =

24 A1B1 +A2B2 A1B2 +A2B1

A1B2 +A2B1 A1B1 +A2B2

35 =
24 A1B1 +A2B2 A1B2 +A2B1

A1B2 +A2B1 A1B1 +A2B2

35

=

24 A1 A2

A2 A1

3524 B1 B2

B2 B1

35 = �A �B
olarak elde edilir.

iv. A matrisinin tersi var ise

AA�1 = A�1A = In

eşitli¼gi yaz¬labilir. i. ve iii. özellik kullan¬l¬rsa

I2n = �In = �A�A�1 = �A�1�A

oldu¼gu görülür. O halde �A matrisinin de tersi vard¬r ve

(�A)
�1 = �A�1

olarak elde edilir.

iv. Örnek 3.2.3.1 ile bu eşitli¼gin her zaman sa¼glanmad¬¼g¬görülür. �

3.2.4. Split kuaterniyon matrislerinin özde¼gerleri

Tan¬m 3.2.4.1. (Alagöz vd 2012) A 2Mn(bH) ve � 2 bH olsun. E¼ger
Ax = �x

eşitli¼gini sa¼glayan en az bir s¬f¬rdan farkl¬x split kuaterniyon kolon vektörü varsa
��ya A�n¬n sol özde¼geri denir. A�n¬n sol özde¼gerleri kümesi

�l(A) = f� 2 bH : Ax = �x; x 6= 0g
ile gösterilir ve A�n¬n sol spektrumu olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger

Ax = x�

eşitli¼gini sa¼glayan en az bir s¬f¬rdan farkl¬x split kuaterniyon kolon vektörü varsa
��ya A�n¬n sa¼g özde¼geri denir. A�n¬n sa¼g özde¼gerleri kümesi

�r(A) = f� 2 bH : Ax = x�; x 6= 0g
ile gösterilir ve A�n¬n sa¼g spektrumu olarak adland¬r¬l¬r.
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Örnek 3.2.4.1. (Alagöz vd 2012)

A =

24 0 i

�i 0

35
split kuaterniyon matrisini ele alal¬m. Bu matrisin sol özde¼gerlerinden (Ax = �x
denklem sistemini x 6= 0 için sa¼glayan � de¼gerlerinden) baz¬lar¬n¬n kümesi

f�1g � �l(A)

olarak elde edilir. Sa¼g özde¼gerlerinden (Ax = x� denklem sistemini x 6= 0 için
sa¼glayan � de¼gerlerinden) baz¬lar¬n¬n kümesi

f�1; � j; � kg � �r(A)

olarak bulunur. Bu örnekle sol özde¼gerlerden � = �1�nin ayn¬zamanda sa¼g özde¼ger
oldu¼gu görülüyor.

Örnek 3.2.4.2. (Alagöz vd 2012)

A =

24 0 j

�j 0

35
split kuaterniyon matrisini ele alal¬m. Bu matrisin sol özde¼gerlerinden (Ax = �x
denklem sistemini x 6= 0 için sa¼glayan � de¼gerlerinden) baz¬lar¬n¬n kümesi

f�kg � �l(A)

olarak elde edilir. Fakat � = �k; A�n¬n sa¼g özde¼gerlerinden de¼gildir. Yani � = �k
için, Ax = x� denklem sisteminin s¬f¬rdan farkl¬bir x split kuaterniyon kolon vektörü
için çözümü yoktur.

Teorem 3.2.4.1. (Alagöz vd 2012) A 2Mn(bH) olmak üzere aşa¼g¬dakiler denktir;
i. A matrisinin tersi vard¬r,

ii. Ax = 0 s¬f¬r tek çözüme sahiptir,

iii. j�Aj 6= 0 yani �A matrisinin tersi vard¬r,

iv. A�n¬n özde¼gerleri s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Daha aç¬kças¬, e¼ger baz¬� 2 bH ve s¬f¬rdan
farkl¬split kuaterniyon x vektörü için Ax = �x veya Ax = x� ise � 6= 0�d¬r.

·Ispat. i. , ii. Aç¬kça görülür.

ii. ) iii. A = A1 +A2j 2Mn(bH) ve x = x1 + x2j split kuaterniyon kolon vektörü
olsun. Burada A1, A2 2Mn(C) ve x1, x2 kompleks kolon vektörlerdir.

Ax = (A1x1 +A2x2) + (A1x2 +A2x1)j
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oldu¼gundan, Ax = 0 eşitli¼gi

A1x1 +A2x2 = 0; A1x2 +A2x1 = 0

eşitliklerine denk olacakt¬r. Bu iki eşitlik kullan¬l¬rsa24 A1 A2

A2 A1

3524 x1
x2

35 =
24 0
0

35
eşitli¼gi yaz¬labilir. Buradan

Ax = 0 , �A(x1; x2)
T = 0

oldu¼gu görülür. Kabul gere¼gi Ax = 0 eşitli¼gi sadece x = 0 çözüme sahip oldu¼gundan
�A(x1; x2)

T = 0 eşitli¼gi de sadece s¬f¬r çözüme sahiptir. Burada �A matris kompleks
matris oldu¼gundan j�Aj 6= 0�d¬r. Bir başka deyi̧sle �A matrisin tersi vard¬r.

ii. ) iv. Ax = 0 sadece x = 0 çözüme sahip olsun. Kabul edelim ki � = 0; A
matrisinin bir özde¼geri olsun. O halde en az bir s¬f¬rdan farkl¬x için Ax = 0x = 0
olacakt¬r. Kabul gere¼gi Ax = 0 sadece x = 0 çözümüne sahip oldu¼gundan bir çeli̧ski
elde ederiz. O halde A matrisinin tüm özde¼gerleri s¬f¬rdan farkl¬d¬r.

iv. ) ii. A matrisinin tüm özde¼gerleri s¬f¬rdan farkl¬olsun. E¼ger Ax = 0 = �x ise
kabul gere¼gi x = 0 olmal¬d¬r.

iii. ) ii. A = A1 +A2j 2Mn(bH) matrisinin kompleks adjointinin tersi var ise bir
2n� 2n kompleks matrisi 24 B1 B2

B3 B4

35
vard¬r öyle ki 24 B1 B2

B3 B4

3524 A1 A2

A2 A1

35 =
24 In 0n

0n In

35
eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada A1; A2; B1; B2; B3; B4 2Mn(C)�d¬r. Bu eşitli¼gi açarsak

B1A1 +B2A2 = In; B1A2 +B2A1 = 0n

eşitliklerini elde ederiz. Bu iki eşitlik kullan¬l¬rsa

(B1A1 +B2A2) + (B1A2 +B2A1)j = In

eşitli¼gi yaz¬labilir. Bu eşitlik, B = B1 +B2j 2Mn(bH) olarak al¬rsa
BA = In

eşitli¼gine denktir. Teorem 3.2.2.2 gere¼gince AB = In eşitli¼gi de sa¼glan¬r. O halde A
matrisinin de tersi vard¬r. �
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Split kuaterniyonlar de¼gi̧smeli olmad¬¼g¬ndan determinant tan¬m¬ split
kuaterniyon matrisleri için genelleştirilemez. Bu sebepten Teorem 3.2.4.1�den yola
ç¬karak split kuaterniyon matrisleri için bir determinant fonksiyonu tan¬mlanabilir.
Bu determinant fonksiyonu, kompleks matrisin determinat¬n¬hesaplayabildi¼gimiz-
den aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 3.2.4.2. (Alagöz vd 2012) A 2 Mn(bH) ve �A ise A matrisinin kompleks
adjoint matrisi olsun. A matrisinin q determinant¬

jAjq = j�Aj

olarak tan¬ml¬d¬r. Burada j�Aj ise �A matrisinin determinant¬d¬r.

Teorem 3.2.4.2. (Alagöz vd 2012) A; B 2Mn(bH) olsun. Aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r;
i. A�n¬n tersi vard¬r , jAjq 6= 0:

ii. jABjq = jAjq jBjq ; sonuç olarak A�1 var ise jA�1jq = (jAjq)�1�dir.

iii. P ve Q elementer matrisleri için jPAQjq = jAjq�d¬r.

·Ispat. i. Teorem 3.2.4.1 gere¼gi aç¬kça görülür.

ii. Teorem 3.2.3.1�den �AB = �A�B oldu¼gunu biliyoruz. Buradan

jABjq = j�ABj = j�A�Bj = j�Aj j�Bj = jAjq jBjq

oldu¼gu görülür. E¼ger A matrisinin tersi var ise

1 = jInjq =
��AA�1��

q
= jAjq

��A�1��
eşitli¼ginden jA�1jq = (jAjq)�1 elde edilir.

iii. P ve Q elementer matrisleri için jP jq = jQjq = 1 oldu¼gundan aç¬kça görülür. �

Teorem 3.2.4.3. (Erdo¼gdu ve Özdemir 2013a) Her A 2Mn(bH) için
�r(A) \ C = �(�A);

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada

�(�A) = f� 2 C : �Av = �v; v 6= 0g

A matrisinin kompleks adjoint matrisinin, yani �A matrisinin spektrumudur.

·Ispat. A 2 Mn(bH) ve � 2 C, A matrisinin bir sa¼g özde¼geri olsun. A matrisi A1;
A2 2Mn(C) olmak üzere

A = A1 +A2j
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şeklinde tek türlü yaz¬labilir. Ayr¬ca � 2 C, A matrisinin sa¼g özde¼geri oldu¼gundan
en az bir s¬f¬rdan farkl¬x = x1 + x2j split kuaterniyon kolon vektörü için

Ax = x�

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada x1 ve x2 s¬f¬rdan farkl¬kompleks kolon vektörleridir. Bu
eşitli¼gi açarsak

(A1 +A2j)(x1 + x2j) = (x1 + x2j)�

A1x1 +A1x2j +A2jx1 +A2jx2j = x1�+ x2j�

(A1x1 +A2x2) + (A1x2 +A2x1)j = x1�+ x2�j

elde ederiz. Bu eşitlik ise

A1x1 +A2x2 = �x1;

A1x2 +A2x1 = �x2

eşitliklerine denktir. ·Ilk eşitlik ve ikinci eşitli¼gin eşleni¼gi blok matrisler olarak24 A1 A2

A2 A1

3524 x1
x2

35 = �
24 x1
x2

35
şeklinde ifade edilebilir. Sonuç olarak A n¬n kompleks sa¼g özde¼gerleri kümesinin
key� bir � eleman¬ayn¬zamanda �A matrisinin özde¼geridir. Yani

�r(A) \ C � �(�A)

oldu¼gu elde edilir. �r(A)\C � �(�A) oldu¼gu ise yukar¬daki i̧slemler tersine yap¬ld¬-
¼g¬nda kolayca görülür. Sonuç olarak �r(A) \ C = �(�A) eşitli¼gi elde edilir. �

Bu teorem ile her A 2 Mn(bH) split kuaterniyon matrisinin sa¼g özde¼gerin
varl¬¼g¬n¬ispat etmi̧s olduk. Fakat sa¼g özde¼gerlerinin say¬s¬hakk¬nda kesin bir şey
söylemek için bu teorem yeterli de¼gildir. Bununla birlikte sa¼g özde¼gerlerin say¬s¬
hakk¬nda k¬smen bilgi sahibi olduk. Yani, A 2 Mn(bH) matrisinin en fazla 2n tane
farkl¬kompleks sa¼g özde¼geri vard¬r. Ayr¬ca teoremin ispat¬ile Amatrisinin kompleks
sa¼g özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özvektör ile �A matrisinin özvektörü aras¬ndaki ili̧ski
de görülüyor.

Teorem 3.2.4.4. (Erdo¼gdu ve Özdemir 2013a) A1; A2 2 Mn(C) ve �1; �2 2 C
olmak üzere, � = �1 + �2j 2 bH de¼geri A = A1 + A2j 2 Mn(bH) matrisinin sol
özde¼geridir ancak ve ancak x1; x2 2 Cn vektörleri vard¬r öyle ki

maxfkx1k1 ; kx2k1g > 0
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ve 24 (A1 � �1In) (A2 � �2In)

(A2 � �2In) (A1 � �1In)

3524 x1
x2

35 =
24 0
0

35 :
Burada, y = (y1; y2; :::; yn) kompleks kolon vektörü için

kyk1 = maxfkyik : i = 1; 2; :::; ng

olarak tan¬ml¬d¬r.

·Ispat. A1; A2 2 Mn(C) ve �1; �2 2 C olmak üzere A = A1 + A2j 2 Mn(bH)
ve � = �1 + �2j 2 bH olsun. � 2 bH de¼geri A matrisinin sol özde¼geridir ancak
ve ancak en az bir s¬f¬rdan farkl¬ x = x1 + x2j split kuaterniyon kolon vektörü
(maxfkx1k1 ; kx2k1g > 0) için

, Ax = �x

, (A1 +A2j)(x1 + x2j) = (�1 + �2j)(x1 + x2j):

Bu eşitlik aç¬l¬rsa

A1x1 +A1x2j +A2jx1 +A2jx2j = �1x1 + �1x2j + �2jx1 + �2jx2j

(A1x1 +A2x2) + (A1x2 +A2x1)j = �1x1 + �2x2 + (�1x2 + �2x1)j

(A1x1 +A2x2 � �1x1 � �2x2) + (A1x2 +A2x1 � �1x2 � �2x1)j = 0

elde edilir. Elde edilen eşitlik ise

(A1 � �1In)x1 + (A2 � �2In)x2 = 0;

(A1 � �1In)x2 + (A2 � �2In)x1 = 0

olarak ifade edilir. ·Ilk eşitlik ve ikinci eşitli¼gin eşleni¼gi blok matrisler olarak24 (A1 � �1In) (A2 � �2In)

(A2 � �2In) (A1 � �1In)

3524 x1
x2

35 =
24 0
0

35
şeklinde yaz¬labilir ve ispat biter. �

Bu teorem, her A 2 Mn(bH) split kuaterniyon matrisinin sol özde¼gerin hangi
şartlar alt¬nda var oldu¼gunu gösterir. Ayr¬ca teoremin ispat¬ile e¼ger A matrisinin
sol özde¼geri var ise nas¬l elde edilece¼gi de görülüyor.

Klasik Gershgorin Teoremi; n�n tipindeki kompleks matrisler için, özde¼ger-
leri içine alan diskleri ifade eder. Gershgorin Teoreminin, n � n tipindeki split ku-
aterniyon matrisleri için nas¬l genelleştirilece¼gini vermeden önce, Klasik Gershgorin
Teoremini hat¬rlayal¬m.
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Klasik Gershgorin Teoremi: A = (aij) 2Mn(C) ve A matrisinin özde¼ger-
leri kümesi ise �(A) = f�1; �2; :::; �ng olmak üzere, her i 2 f1; 2; :::; ng için

�i 2 G(A) =
n[
j=1

fz 2 C : jz � ajjj � Rjg

sa¼glan¬r. Burada Ri =
nX

j=1;i6=j

jaijj d¬r.

Teorem 3.2.4.5. (Sol özde¼gerler için Gershgorin Teoremi) (Erdo¼gdu ve
Özdemir 2013a) A = (aij) 2Mn(bH) olmak üzere

�l(A) �
n[
i=1

fq 2 bH : kq � aiik � Rig
sa¼glan¬r. Burada Ri =

nX
j=1;i6=j

kaijk :

·Ispat. A = (aij) 2 Mn(bH); � 2 �l(A) ve � özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özvektör ise
x = (x1; x2; :::; xn) olsun. O halde Ax = �x eşitli¼gi sa¼glan¬r. Kabul edelim ki x
vektörünün xi bileşeni, her j için

kxik � kxjk

eşitsizli¼gini sa¼glas¬n ve kxik > 0 olsun. Di¼ger yandan, �xi de¼geri Ax vektörünün i:
bileşenine eşittir. Yani

�xi =
nX
j=1

aijxj:

eşitli¼gini yazabiliriz. Buradan

(�� aii)xi =
nX

j=1;i6=j

aijxj

eşitli¼gini elde ederiz. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n normunu al¬rsak,

k(�� aii)xik =
 nP
j=1;i6=j

aijxj


k(�� aii)k kxik �

nP
j=1;i6=j

kaijxjk

k(�� aii)k kxik �
nP

j=1;i6=j
kaijk kxik
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k(�� aii)k �
nP

j=1;i6=j
kaijk = Ri

olarak bulunur. Buradan

�l(A) �
n
[
i=1
fq 2 bH : kq � aiik � Rig

oldu¼gu görülür. �

Aşa¼g¬daki örnekle, bu tür bir genelleştirmenin split kuaterniyon matrislerinin
sa¼g özde¼gerler için her zaman mümkün olmayaca¼g¬görülür.

Örnek 3.2.4.3.

A =

24 i 1 + j

�1 + j �i

35 2M2(bH)
matrisini ele alal¬m. A matrisinin kompleks adjoint matrisi

�A =

266666664

i 1 0 1

�1 �i 1 0

0 1 �i 1

1 0 �1 i

377777775
olarak bulunur. Teorem 3.2.4.3 gere¼gi,

�r(A) \ C = f�
p
�1� 2i;

p
�1� 2i; �

p
�1 + 2i;

p
�1 + 2ig

olarak bulunur. Burada

G(A) = fq 2 bH : kq � ik � 0g [ fq 2 bH : kq + ik � 0g
olarak elde edilir. �1 = �

p
�1� 2i özde¼geri için

k�1 � ik =
�p�1� 2i� i �= 0:8318 
 0

k�1 + ik =
�p�1� 2i+ i �= 2:404 2 
 0

oldu¼gu görülür. Bir başka de¼gi̧sle �1 =2 G(A)�d¬r.

3.2.5. Split kuaterniyon matrislerinin tersinin bulunmas¬

A 2Mn(bH) matrisinin tersi var ise Teorem 3.2.4.1 gere¼gi �A matrisinin tersi
vard¬r. E¼ger �A matrisinin tersi

(�A)
�1 =

24 B1 B2

B3 B4

35
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şeklinde ise Teorem 3.2.4.1�in ispat¬gere¼gi A matrisinin tersi

A�1 = B1 +B2j

olarak elde edilir.

Örnek 3.2.5.1.

A =

24 1 + i j

0 k

35
split kuaterniyon matrisini ele alal¬m. A matrisini

A =

24 1 + i 0

0 0

35+
24 0 1

0 i

35 j
şeklinde yazabiliriz. Burada

A1 =

24 1 + i 0

0 0

35 ve A2 =

24 0 1

0 i

35
oldu¼gundan A matrisinin kompleks adjoint matrisi

�A =

266666664

1 + i 0 0 1

0 0 0 i

0 1 1� i 0

0 �i 0 0

377777775
olarak bulunur. jAjq = j�Aj = �2 6= 0 oldu¼gundan Teorem 3.2.4.2. gere¼gi Amatrisin
tersi vard¬r. �A matrisinin tersi ise

(�A)
�1 =

1

2

266666664

1� i 1 + i 0 0

0 0 0 2i

0 0 1 + i 1� i

0 �2i 0 0

377777775
oldu¼gundan

B1 =
1

2

24 1� i 1 + i

0 0

35 ve B2 =
1

2

24 0 0

0 2i

35
oldu¼gu görülür. Buradan

A�1 =
1

2

24 1� i 1 + i

0 0

35+
24 0 0

0 i

35 j =
264 1

2
� i

2

1

2
+
i

2

0 k

375
olarak elde edilir.
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4. KOMPLEKS SPL·IT KUATERN·IYONLAR VE MATR·ISLER·I

4.1. Kompleks Split kuaterniyonlar

Kompleks Split kuaterniyonlar kümesibHC = fQ = Q0 +Q1i+Q2j +Q3k : Q0; Q1; Q2; Q3 2 Cg
olarak tan¬mlan¬r. Birimlerin çarp¬m¬ise, aşa¼g¬daki tabloya göre belirlenir;

1 i j k i ii ij ik
1 1 i j k i ii ij ik
i i �1 k �j ii �i ik �ij
j j �k 1 �i �ij ik �i ii
k k j i 1 �ik �ij �ii �i
i i ii ij ik �1 �i �j �k
ii ii �i ik �ij �i 1 �k j
ij ij �ik i �ii j �k 1 �i
ik ik ij ii i k j i 1

:

Burada i; j; k split kuaterniyon birimlerini ve i ise kompleks birimi temsil etmektedir
(Erdo¼gdu ve Özdemir 2013b).

4.1.1. Kompleks split kuaterniyonlar üzerinde temel i̧slemler

Kompleks split kuaterniyonun skaler k¬sm¬: Her Q = Q0 +Q1i +Q2j +Q3k
kompleks split kuaterniyonunun skaler k¬sm¬

SQ = Q0

olarak tan¬mlan¬r. E¼ger SQ = 0 ise Q�ya pure kompleks split kuaterniyon ad¬verilir.

Kompleks split kuaterniyonun vektörel k¬sm¬: Her Q = Q0+Q1i+Q2j+Q3k
kompleks split kuaterniyonunun vektörel k¬sm¬

VQ = Q1i+Q2j +Q3k

olarak tan¬mlan¬r. E¼ger VQ = 0 ise Q bir kompleks say¬belirtir.

Kompleks split kuaterniyonlar¬n toplam¬: P = P0 + P1i + P2j + P3k,
Q = Q0 +Q1i+Q2j +Q3k kompleks split kuaterniyonlar¬n¬n toplam¬

P +Q = (P0 +Q0) + (P1 +Q1)i+ (P2 +Q2)j + (P3 +Q3)k

olarak tan¬mlan¬r.

Kompleks split kuaterniyonlar¬n çarp¬m¬: P = P0 + P1i + P2j + P3k,
Q = Q0 +Q1i+Q2j +Q3k kompleks split kuaterniyonlar¬n¬n çarp¬m¬

PQ = SPSQ + SPVQ + VPSQ � P1Q1 + P2Q2 + P3Q3

+ (P3Q2 � P2Q3)i+ (P3Q1 � P1Q3)j + (P1Q2 � P2Q1)k
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şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Kompleks split kuaterniyonun skalerle çarp¬m¬: Q = Q0 +Q1i +Q2j +Q3k
kompleks split kuaterniyonu ile � 2 R skalerinin çarp¬m¬

�Q = Q� = (�Q0) + (�Q1)i+ (�Q2)j + (�Q3)k

olarak tan¬ml¬d¬r.

Kompleks split kuaterniyonun kuaterniyon eşleni¼gi: Q = Q0 +Q1i+Q2j +
Q3k kompleks split kuaterniyonun kuaterniyon eşleni¼gi

Q = SQ � VQ = Q0 �Q1i�Q2j �Q3k

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Kompleks split kuaterniyonun kompleks eşleni¼gi: Q = Q0+Q1i+Q2j+Q3k
kompleks split kuaterniyonun kompleks eşleni¼gi

Qc = Q0 +Q1i+Q2j +Q3k

olarak tan¬ml¬d¬r.

Kompleks split kuaterniyonun total eşleni¼gi: Q = Q0 + Q1i + Q2j + Q3k
kompleks split kuaterniyonun total eşleni¼gi

(Q)c = (Qc) = Q0 �Q1i�Q2j �Q3k

olarak tan¬mlan¬r.

4.1.2. Kompleks split kuaterniyonlar¬n özellikleri

Teorem 4.1.2.1. (Erdo¼gdu ve Özdemir 2013b) Her P; Q 2 bHC ve c 2 C için,
aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r;

i. ic = ci;

ii. jc =
_
cj,

iii. kc =
_
ck;

iv. Q = Q ancak ve ancak Q 2 C;

v. Q = Qc ancak ve ancak Q 2 bH;
vi. E¼ger P 2 R ise PQ = QP:

·Ispat. P = P0 + P1i + P2j + P3k; Q = Q0 + Q1i + Q2j + Q3k 2 bHC ve
c = c1 + c2i 2 C olsun.

i. ic = i(c1 + c2i) =c1i+ c2ii = (c1 + c2i)i = ci:
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ii. jc = j(c1 + c2i) =c1j � c2ij = (c1 � c2i)j = cj:

iii. kc = k(c1 + c2i) =c1k � c2ik = (c1 � c2i)k = ck:

iv. Q = Q , Q0 + Q1i + Q2j + Q3k = Q0 � Q1i � Q2j � Q3k , VQ = 0 , Q =
SQ = Q0 2 C.

v. Q = Qc , Q0 + Q1i + Q2j + Q3k = Q0 + Q1i + Q2j + Q3k , her i = 0; 1; 2; 3
için Qi 2 R�dir. , Q 2 bH:
vi. E¼ger P 2 R ise

PQ = P (Q0 +Q1i+Q2j +Q3k) = (Q0 +Q1i+Q2j +Q3k)P = QP:

�
Kompleks split kuaterniyonlar de¼gi̧smeli olmad¬¼g¬ndan, aşa¼g¬daki örnekte ifade edilen
baz¬temel özelliklerin her zaman sa¼glanma¼g¬görülür.

Örnek 4.1.2.1. (Erdo¼gdu ve Özdemir 2013b) Q = (1+ i)+ (1+ i)j ve P = (1+ i)j
kompleks split kuaterniyonlar¬n¬alal¬m.

QQ = �2 + 2i+ (2� 2i)j ve QQ = �2 + 2i+ (�2 + 2i)j ) QQ 6= QQ;

QcQ = (2� 2i)+(2� 2i)j ve QQc = (2 + 2i)+(2 + 2i)j ) QcQ 6= QQc;

(Q)cQ = (2 + 2i)+(2 + 2i)j ve Q(Q)c = (2� 2i)+(�2 + 2i)j ) (Q)cQ 6= Q(Q)c;

PQ = 2 + 2j ve QP = 2 + (2i)j ) PQ 6= QP;

(QP ) = 2� (2i)j ve P Q = 2� 2j ) (QP ) 6= P Q;

(QP )c = 2� (2i) j ve P cQc = 2 + 2j ) (QP )c 6= P cQc;

(QP )c = 2 + (2i) j ve P
c
Q
c
= 2� 2j ) (QP )c 6= P cQc:

Teorem 4.1.2.2. (Erdo¼gdu ve Özdemir 2013b) Her kompleks split kuaterniyon bir
4� 4 kompleks matris olarak temsil edilebilir.

·Ispat. Q = Q0 +Q1i+Q2j +Q3k bir kompleks split kuaterniyon olsun. Şimdi

fQ : bHC ! bHC
lineer dönüşümünü tan¬mlayal¬m öyle ki

P ! fQ(P ) = PQ:
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Bu dönüşüm bire bir eşlemedir ve

fQ(1) = Q0 +Q1i+Q2j +Q3k;

fQ(i) = i(Q0 +Q1i+Q2j +Q3k) = �Q1 +Q0i�Q3j +Q2k;

fQ(j) = j(Q0 +Q1i+Q2j +Q3k) = Q2 �Q3i+Q0j �Q1k;

fQ(k) = k(Q0 +Q1i+Q2j +Q3k) = Q3 +Q2i+Q1j +Q0k:

Bu eşitliklerden, kompleks split kuaterniyonlar kümesi, M4(C)�nin

fbHC =
8>>>>>>><>>>>>>>:

266666664

Q0 Q1 Q2 Q3

�Q1 Q0 �Q3 Q2

Q2 �Q3 Q0 �Q1

Q3 Q2 Q1 Q0

377777775
: Q0; Q1; Q2; Q3 2 C

9>>>>>>>=>>>>>>>;
alt kümesi olarak yaz¬labilir. �

4.1.3. Kompleks split kuaterniyonlar¬n reel matris temsilleri

Q0 = a0+ ib0; Q1 = a1+ ib1; Q2 = a2+ ib2 ve Q3 = a3+ ib3 2 C olmak üzere,
her Q = Q0 +Q1i+Q2j +Q3k 2 bHC iki farkl¬şekilde gösterilebilir.
Kompleks form: a = a0 + a1i + a2j + a3k ve b = b0 + b1i + b2j + b3k 2 bH olmak
üzere

Q = a+ ib

şeklindeki gösterime Q�nun kompleks formda gösterimi ad¬verilir.

Reel form: n = 0; 1; 2; 3 için an; bn 2 R olmak üzere

Q = a0 + a1i+ a2j + a3k + b0i+ b1ii+ b2ij + b3ik

şeklindeki gösterime Q�nun reel formda gösterimi ad¬verilir.

Her Q 2 bHC için,
GQ : bHC ! bHC

GQ(P ) = QP
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lineer dönüşümünü ele alal¬m. Bu dönüşüm birebir eşlemedir ve Q = a0+a1i+a2j+
a3k + b0i+ b1ii+ b2ij + b3ik = a+ ib 2 bHC için,

GQ(1) = a0 + a1i+ a2j + a3k + b0i+ b1ii+ b2ij + b3ik;

GQ(i) = �a1 + a0i+ a3j � a2k � b1i+ b0ii+ b3ij � b2ik;

GQ(j) = a2 + a3i+ a0j + a1k + b2i+ b3ii+ b0ij + b1ik;

GQ(k) = a3 � a2i� a1j + a0k + b3i� b2ii� b1ij + b0ik;

GQ(i) = �b0 � b1i+ b2j + b3k + a0i+ a1ii� a2ij � a3ik;

GQ(ii) = b1 � b0i+ b3j � b2k � a1i+ a0ii� a3ij + a2ik;

GQ(ij) = b2 + b3i� b0j � b1k � a2i� a3ii+ a0ij + a1ik;

GQ(ik) = b3 � b2i+ b1j � b0k � a3i+ a2ii� a1ij + a0ik;

eşitlikleri sa¼glan¬r. Bu dönüşüm yard¬m¬ile bHC ve

M=

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

266666666664

a0 �a1 a2 a3 �b0 b1 b2 b3
a1 a0 a3 �a2 �b1 �b0 b3 �b2
a2 a3 a0 �a1 b2 b3 �b0 b1
a3 �a2 a1 a0 b3 �b2 �b1 �b0
b0 �b1 b2 b3 a0 �a1 �a2 �a3
b1 b0 b3 �b2 a1 a0 �a3 a2
b2 b3 b0 �b1 �a2 �a3 a0 �a1
b3 �b2 b1 b0 �a3 a2 a1 a0

377777777775
: an; bn 2 R; n=0; 1; 2; 3

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
matris cebiri aras¬nda bir izomor�zma tan¬mlan¬r. Yukar¬da tan¬mlanan 8� 8 tipin-
deki reel matrise Q kompleks split kuaterniyonun sol matris temsili ad¬verilir ve

L(Q) =

266666666664

a0 �a1 a2 a3 �b0 b1 b2 b3
a1 a0 a3 �a2 �b1 �b0 b3 �b2
a2 a3 a0 �a1 b2 b3 �b0 b1
a3 �a2 a1 a0 b3 �b2 �b1 �b0
b0 �b1 b2 b3 a0 �a1 �a2 �a3
b1 b0 b3 �b2 a1 a0 �a3 a2
b2 b3 b0 �b1 �a2 �a3 a0 �a1
b3 �b2 b1 b0 �a3 a2 a1 a0

377777777775
ile gösterilir. Bu temsil a ve b split kuaterniyonlar¬n¬n sol matris temsilleri cinsinden

L(Q) =

24 L(a) �L(b�)

L(b) L(a�)

35
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olarak ifade edilir. Burada

a� = a0 + a1i� a2j � a3k ve b� = b0 + b1i� b2j � b3k

şeklindedir.

Önerme 4.1.3.1. Her p ve q split kuaterniyonlar¬ ve kompleks formda verilen
Q = a+ ib ve P = c+ id kompleks split kuaterniyonlar¬için, aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r;

i. (p�)� = p;

ii. (p+ q)� = p� + q�;

iii. p�i = ip; pi = ip�;

iv. (pq)� = p�q�;

v. QP = (ac� b�d) + i(bc+ a�d):

·Ispat. p = p0 + p1i + p2j + p3k; q = q0 + q1i + q2j + q3k 2 bH; ve Q = a + ib;
P = c+ id 2 bHC olsun.
i.

(p�)� = (p0 + p1i� p2j � p3k)� = p0 + p1i+ p2j + p3k = p:

ii.

(p+ q)� = ((p0 + q0) + (p1 + q1)i+ (p2 + q2)j + (p3 + q3)k)�

= (p0 + q0) + (p1 + q1)i� (p2 + q2)j � (p3 + q3)k

= p� + q�:

iii.

p�i=(p0 + p1i� p2j � p3k)i =p0i+p1ii� p2ji�p3ki

=i(p0 + p1i+ p2j + p3k) = ip;

pi=(p0 + p1i+ p2j + p3k)i =p0i+p1ii+ p2ji+p3ki

= i(p0 + p1i� p2j � p3k) = ip�:
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iv.

(pq)� = p0q0 � p1q1 + p2q2 + p3q3 + (p0q1 + p1q0 � p2q3 + p3q2)i

� (p0q2 + q0p2 � p1q3 + q1p3)j � (p0q3 + p1q2 + q0p3 � p2q1)k

= (p0 + p1i� p2j � p3k)(q0 + q1i� q2j � q3k) = p�q�:

v.

QP = (a+ ib)(c+ id) = ac+ aid+ ibc+ ibid

= ac+ ia�d+ ibc� b�d = (ac� b�d) + i(bc+ a�d):

�

Teorem 4.1.3.1. Her Q; P 2 bHC ve r 2 R için, aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r;
i. L(Q+ P ) = L(Q) + L(P );

ii. L(QP ) = L(P )L(Q);

iii. L(rQ) = rL(Q);

iv. L(1) = I8:

·Ispat. Q = a + ib ve P = c + id kompleks formda verilmi̧s iki kompleks split
kuaterniyon ve r 2 R olsun.

i.

L(Q+ P ) = L((a+ c) + i(b+ d))

=

24 L(a+ c) �L((b+ d)�)

L(b+ d) L((a+ c)�)

35 =
24 L(a) + L(c) �L(b�)� L(d�)

L(b) + L(d) L(a�) + L(c�)

35

=

24 L(a) �L(b�)

L(b) L(a�)

35+
24 L(c) �L(d�)

L(d) L(c�)

35 = L(Q) + L(P ):
ii.

L(QP ) = L((ac� b�d) + i(bc+ a�d))
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L(QP ) =

24 L(ac� b�d) �L((bc+ a�d)�)

L(bc+ a�d) L((ac� b�d)�)

35 =
24 L(ac� b�d) �L(b�c� + ad�)

L(bc+ a�d) L(a�c� � bd�)

35

=

24 L(a)L(c)� L(b�)L(d) �L(b�)L(c�)� L(a)L(d�)

L(b)L(c) + L(a�)L(d) L(a�)L(c�)� L(b)L(d�)

35

=

24 L(a) �L(b�)

L(b) L(a�)

3524 L(c) �L(d�)

L(d) L(c�)

35 = L(Q)L(P ):
iii.

L(rQ) = L(ra+ irb) =

24 L(ra) �L(rb�)

L(rb) L(ra�)

35 = r
24 L(a) �L(b�)

L(b) L(a�)

35 = rL(Q):
iv.

L(1) =
�
L(1) �L(0)
L(0) L(1)

�
= I8:

�

Her Q = a0 + a1i+ a2j + a3k + b0i+ b1ii+ b2ij + b3ik = a+ ib 2 bHC için,
FQ : bHC ! bHC

FQ(P ) = QP

lineer dönüşümünü ele alal¬m. Bu dönüşüm birebir eşlemedir ve

FQ(1) = a0 + a1i+ a2j + a3k + b0i+ b1ii+ b2ij + b3ik;

FQ(i) = �a1 + a0i� a3j + a2k � b1i+ b0ii� b3ij + b2ik;

FQ(j) = a2 � a3i+ a0j � a1k � b2i+ b3ii� b0ij + b1ik;

FQ(k) = a3 + a2i+ a1j + a0k � b3i� b2ii� b1ij � b0ik;

FQ(i) = �b0 � b1i� b2j � b3k + a0i+ a1ii+ a2ij + a3ik;

FQ(ii) = b1 � b0i+ b3j � b2k � a1i+ a0ii� a3ij + a2ik;
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FQ(ij) = b2 � b3i+ b0j � b1k + a2i� a3ii+ a0ij � a1ik;

FQ(ik) = b3 + b2i+ b1j + b0k + a3i+ a2ii+ a1ij + a0ik

eşitlikleri sa¼glan¬r. Bu dönüşüm yard¬m¬ile, bHC ve

N=

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

266666666664

a0 �a1 a2 a3 �b0 b1 b2 b3
a1 a0 �a3 a2 �b1 �b0 �b3 b2
a2 �a3 a0 a1 �b2 b3 b0 b1
a3 a2 �a1 a0 �b3 �b2 �b1 b0
b0 �b1 �b2 �b3 a0 �a1 a2 a3
b1 b0 b3 �b2 a1 a0 �a3 a2
b2 �b3 �b0 �b1 a2 �a3 a0 a1
b3 b2 b1 �b0 a3 a2 �a1 a0

377777777775
: an; bn 2 R; n = 0; 1; 2; 3

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
matris cebiri aras¬nda bir izomor�zm tan¬mlan¬r. Yukar¬da ifade edilen 8�8 tipindeki
reel matrise Q kompleks split kuaterniyonunun sa¼g matris temsili ad¬verilir ve

R(Q) =

266666666664

a0 �a1 a2 a3 �b0 b1 b2 b3
a1 a0 �a3 a2 �b1 �b0 �b3 b2
a2 �a3 a0 a1 �b2 b3 b0 b1
a3 a2 �a1 a0 �b3 �b2 �b1 b0
b0 �b1 �b2 �b3 a0 �a1 a2 a3
b1 b0 b3 �b2 a1 a0 �a3 a2
b2 �b3 �b0 �b1 a2 �a3 a0 a1
b3 b2 b1 �b0 a3 a2 �a1 a0

377777777775
ile gösterilir. Bu temsil a ve b split kuaterniyonlar¬n¬n sa¼g matris temsilleri türünden

R(Q) =

24 R(a) �R(b)I�

R(b)I� R(a)

35
olarak ifade edilir. Burada

I� =

2664
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1

3775
şeklindedir.

Önerme 4.1.3.2. Her p split kuaterniyonu için, aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r;

i. I�R(p) = R(p�)I�; R(p)I� = I�R(p�);

ii. I�R(p)I� = R(p�);

iii. I�R(p�)I� = R(p):
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·Ispat. p = p0 + p1i + p2j + p3k; q = q0 + q1i + q2j + q3k 2 bH olsun.
i.

I�R(p) =

2664
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1

3775
2664
p0 �p1 p2 p3
p1 p0 �p3 p2
p2 �p3 p0 p1
p3 p2 �p1 p0

3775 =
2664
p0 �p1 p2 p3
p1 p0 �p3 p2
�p2 p3 �p0 �p1
�p3 �p2 p1 �p0

3775

=

2664
p0 �p1 �p2 �p3
p1 p0 p3 �p2
�p2 p3 p0 p1
�p3 �p2 �p1 p0

3775
2664
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1

3775 = R(p�)I�

R(p)I� =

2664
p0 �p1 p2 p3
p1 p0 �p3 p2
p2 �p3 p0 p1
p3 p2 �p1 p0

3775
2664
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1

3775 =
2664
p0 �p1 �p2 �p3
p1 p0 p3 �p2
p2 �p3 �p0 �p1
p3 p2 p1 �p0

3775

=

2664
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1

3775
2664
p0 �p1 �p2 �p3
p1 p0 p3 �p2
�p2 p3 p0 p1
�p3 �p2 �p1 p0

3775 = I�R(p�):
ii.

I�R(p)I� =

2664
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1

3775
2664
p0 �p1 p2 p3
p1 p0 �p3 p2
p2 �p3 p0 p1
p3 p2 �p1 p0

3775
2664
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1

3775

=

2664
p0 �p1 �p2 �p3
p1 p0 p3 �p2
�p2 p3 p0 p1
�p3 �p2 �p1 p0

3775 = R(p�):
iii.

I�R(p�)I� =

2664
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1

3775
2664
p0 �p1 �p2 �p3
p1 p0 p3 �p2
�p2 p3 p0 p1
�p3 �p2 �p1 p0

3775
2664
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1

3775

=

2664
p0 �p1 p2 p3
p1 p0 �p3 p2
p2 �p3 p0 p1
p3 p2 �p1 p0

3775 = R(p):
�
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Teorem 4.1.3.2. Her Q; P 2 bHC ve r 2 R için, aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r;
i. R(Q+ P ) = R(Q) +R(P );

ii. R(PQ) = R(Q)R(P );

iii. R(rQ) = rR(Q);

iv. R(1) = I8:

·Ispat. Q = a + ib ve P = c + id kompleks formda verilmi̧s herhangi iki kompleks
split kuaterniyon ve r 2 R olsun.

i.

R(Q+ P )=R((a+ c) + i(b+ d))

=

24 R(a+c) �R(b+d)I�

R(b+d)I� R(a+c)

35=
24 R(a)+R(c) �R(b)I��R(d)I�

R(b)I�+R(d)I� R(a)+R(c)

35

=

24 R(a) �R(b)I�

R(b)I� R(a)

35+
24 R(c) �R(d)I�

R(d)I� R(c)

35=R(Q) +R(P ):
ii.

R(QP ) = R((ac� b�d) + i(bc+ a�d))

=

24 R(ac� b�d) �R(bc+ a�d)I�

R(bc+ a�d)I� R(ac� b�d)

35

=

24 R(c)R(a)�R(d)R(b�) �R(c)R(b)I� �R(d)R(a�)I�

R(c)R(b)I� +R(d)R(a�)I� R(c)R(a)�R(d)R(b�)

35

=

24 R(c) �R(d)I�

R(d)I� R(c)

3524 R(a) �R(b)I�

R(b)I� R(a)

35 = R(P )R(Q):
iii.

R(rQ) = R(ra+ irb)
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R(rQ) =

24 R(ra) �R(rb)I�

R(rb)I� R(ra)

35 =
24 rR(a) �rR(b)I�

rR(b)I� rR(a)

35

= r

24 R(a) �R(b)I�

R(b)I� R(a)

35 = rR(Q):
iv.

R(1) =

24 R(1) �R(0)I�

R(0)I� R(1)

35 = I8:
�

Tan¬m 4.1.3.1. x = x0 + x1i + x2j + x3k ve y = y0 + y1i + y2j + y3k split
kuaterniyonlar olmak üzere, kompleks formda verilmi̧s her X = x + iy kompleks
split kuaterniyonu için,

�!
X = (x0; x1; x2; x3; y0; y1; y2; y3)

T

vektörüne X kompleks split kuaterniyonunun vektör temsili ad¬verilir.

Teorem 4.1.3.3. a; b; c; d; x ve y split kuaterniyon olmak üzere, kompleks formda
verilmi̧s Q = a + ib, P = c + id ve X = x + iy kompleks split kuaterniyonlar¬için,
aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r;

i.
��!
QX = L(Q)�!X;

ii.
��!
XP = R(P )�!X;

iii.
���!
QXP = L(Q)R(P )�!X = R(P )L(Q)�!X;

iv. det(L(Q)) = (Iaa�+b�b)2 ve det(R(Q)) = (Ia2+b�b)2:

·Ispat. a; b; c; d; x ve y split kuaterniyon olmak üzere, Q = a + ib, P = c + id ve
X = x+ iy kompleks formda verilmi̧s herhangi kompleks split kuaterniyonlar olsun.
Burada a; b; c; d; x ve y split kuaterniyonlar¬

a = a0 + a1i+ a2j + a3k, b = b0 + b1i+ b2j + b3k;

c = c0 + c1i+ c2j + c3k; d = d0 + d1i+ d2j + d3k;

x = x0 + x1i+ x2j + x3k, y = y0 + y1i+ y2j + y3k

şeklinde verilsin.
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i.

��!
QX =

266666666664

a0x0 � a1x1 + a2x2 + a3x3 � b0y0 + b1y1 + b2y2 + b3y3
a0x1 + a1x0 � a2x3 + a3x2 � b0y1 � b1y0 � b2y3 + b3y2
a0x2 � a1x3 + a2x0 + a3x1 � b0y2 + b1y3 + b2y0 + b3y1
a0x3 + a1x2 � a2x1 + a3x0 � b0y3 � b1y2 � b2y1 + b3y0
a0y0 � a1y1 � a2y2 � a3y3 + b0x0 � b1x1 + b2x2 + b3x3
a0y1 + a1y0 + a2y3 � a3y2 + b0x1 + b1x0 � b2x3 + b3x2
a0y2 � a1y3 � a2y0 � a3y1 + b0x2 � b1x3 + b2x0 + b3x1
a0y3 + a1y2 + a2y1 � a3y0 + b0x3 + b1x2 � b2x1 + b3x0

377777777775

=

266666666664

a0 �a1 a2 a3 �b0 b1 b2 b3
a1 a0 a3 �a2 �b1 �b0 b3 �b2
a2 a3 a0 �a1 b2 b3 �b0 b1
a3 �a2 a1 a0 b3 �b2 �b1 �b0
b0 �b1 b2 b3 a0 �a1 �a2 �a3
b1 b0 b3 �b2 a1 a0 �a3 a2
b2 b3 b0 �b1 �a2 �a3 a0 �a1
b3 �b2 b1 b0 �a3 a2 a1 a0

377777777775

266666666664

x0
x1
x2
x3
y0
y1
y2
y3

377777777775

= L(Q)�!X:

ii.

��!
XP =

266666666664

x0c0 � x1c1 + x2c2 + x3c3 � y0d0 + y1d1 + y2d2 + y3d3
x0c1 + x1c0 � x2c3 + x3c2 � y0d1 � y1d0 � y2d3 + y3d2
x0c2 � x1c3 + x2c0 + x3c1 � y0d2 + y1d3 + y2d0 + y3d1
x0c3 + x1c2 � x2c1 + x3c0 � y0d3 � y1d2 � y2d1 + y3d0
x0d0 � x1d1 � x2d2 � x3d3 + y0c0 � y1c1 + y2c2 + y3c3
x0d1 + x1d0 + x2d3 � x3d2 + y0c1 + y1c0 � y2c3 + y3c2
x0d2 � x1d3 � x2d0 � x3d1 + y0c2 � y1c3 + y2c0 + y3c1
x0d3 + x1d2 + x2d1 � x3d0 + y0c3 + y1c2 � y2c1 + y3c0

377777777775

=

266666666664

c0 �c1 c2 c3 �d0 d1 d2 d3
c1 c0 �c3 c2 �d1 �d0 �d3 d2
c2 �c3 c0 c1 �d2 d3 d0 d1
c3 c2 �c1 c0 �d3 �d2 �d1 d0
d0 �d1 �d2 �d3 c0 �c1 c2 c3
d1 d0 d3 �d2 c1 c0 �c3 c2
d2 �d3 �d0 �d1 c2 �c3 c0 c1
d3 d2 d1 �d0 c3 c2 �c1 c0

377777777775

266666666664

x0
x1
x2
x3
y0
y1
y2
y3

377777777775

= R(P )�!X:
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iii. ���!
QXP = L(Q)��!XP = L(Q)R(P )�!X = R(P )��!QX = R(P )L(Q)�!X:

iv.

det(L(Q)) = det

24 L(a) �L(b�)

L(b) L(a�)

35 = det(L(a)L(a�) + L(b�)L(b))
= det(L(aa� + b�b)) = (Iaa�+b�b)

2;

det(R(Q)) = det

24 R(a) �R(b)I�

R(b)I� R(a)

35 = det(R(a)R(a) +R(b)I�R(b)I�)
= det(R(a)R(a) +R(b)R(b�)) = det(R(a

2 + bb�)) = (Ia2+bb�)
2:

�

4.2. Kompleks Split Kuaterniyon Matrisleri

Elemanlar¬kompleks split kuaterniyon olan m�n tipindeki matrisler kümesi
Mm�n(bHC) ile gösterilir. E¼ger m = n ise Mn(bHC) ile gösterilir. Standart matris
toplam¬ve çarp¬m¬tan¬ml¬d¬r ve bu i̧slemlerle birlikte Mn(bHC) birim elemanl¬bir
halkad¬r.

4.2.1 Kompleks split kuaterniyon matrisleri üzerinde temel i̧slemler

Kompleks split kuaterniyon matrislerinin toplam¬: A = (A)ij;

B = (B)ij 2Mm�n(bHC) matrislerinin toplam¬
A+B = (A+B)ij = (aij + bij)

olarak tan¬mlan¬r.

Kompleks split kuaterniyon matrislerinin çarp¬m¬: A = (A)ij;
B = (B)jk s¬ras¬yla m � n ve n � p tipinde kompleks split kuaterniyon matrisler
olmak üzere,

AB = (AB)ij =
nX
k=1

(A)ik(B)kj

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Kompleks split kuaterniyon matrisinin skalerle çarp¬m¬: Her A=(A)ij 2
Mm�n(bHC) ve � 2 bHC için, skalerle sa¼gdan ve soldan çarp¬m s¬ras¬yla

A� = (A�)ij = (A)ij� ve �A = (�A)ij = �(A)ij
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olarak tan¬ml¬d¬r. Ayr¬ca A 2Mm�n(bH); B 2Mn�p(bHC) ve �; � 2 bHC için,
�(AB) = (�A)B; (A�)B = A(�B); (��)A = �(�A)

eşitlikleri sa¼glan¬r. Yani Mm�n(bHC) skalerle sa¼g ve sol çarp¬ma göre ayr¬ayr¬ bHC
üzerinde vektör uzay¬d¬r (Erdo¼gdu ve Özdemir 2013-2).

Kompleks split kuaterniyon matrisinin eşleni¼gi: A=(A)ij 2Mm�n(bHC) olmak
üzere, A�n¬n eşleni¼gi

A = (A)ij 2Mm�n(bHC)
olarak tan¬ml¬d¬r.

Kompleks split kuaterniyon matrisinin transpozesi: A=(A)ij 2
Mm�n(bHC) için, A�n¬n transpozesi (devri¼gi)

AT = (A)ji 2Mn�m(bHC)
şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Kompleks split kuaterniyon matrisinin eşlenik transpozesi: Her
A=(A)ij 2Mm�n(bHC) için, A�n¬n eşlenik transpozesi

A� = (A)T 2Mn�m(bHC)
şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Ayr¬ca her A 2Mn(bHC) kare matrisi için,
E¼ger AA� = A�A ise A matrisine normal matris;

E¼ger A = A� ise A matrisine Hermityan matris;

E¼ger AA� = I ise A matrisine üniter matris ad¬verilir.

Kompleks split kuaterniyon matrisinin tersi: A; B 2Mn(bHC) için; e¼ger
AB = BA = In

ise, A kompleks split kuaterniyon matrisinin tersi vard¬r denir. Ayr¬ca B matrisine
A�n¬n tersi ad¬verilir (Erdo¼gdu ve Özdemir 2013b).

4.2.2. Kompleks split kuaterniyon matrislerinin özellikleri

Kompleks matrislerinin bir k¬s¬m özelli¼ginin split kuaterniyon matrisleri için
sa¼glanmad¬¼g¬n¬ 3. k¬s¬mda görmüştük. Aşa¼g¬da verilen örnek ve teorem, bu tür
bir genelleştirmenin kompleks split kuaterniyon matrisleri için her zaman do¼gru
olmayaca¼g¬n¬gösterir.
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Örnek 4.2.2.1. (Erdo¼gdu ve Özdemir 2013b)

A =

24 (1 + i)i (1 + i)j

0 (1 + i)k

35 ; B =
24 (1 + i)i (1 + i)k

0 (1 + i)j

35 ; C =
24 i (1 + i)j

0 1

35
kompleks split kuaterniyon matrisleri için aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r;

(C�)�1=

24 i 0

(�1� i)k 1

35 ve (C�1)�=

24 �i 0

1 (i�1)k

35)(C�)�1 6=(C�1)�;

�
A
��1
=
1

2

24 (1� i)i i� 1

0 (�1�i)k

35 ve (A�1)=
1

2

24 (1� i)i 1� i

0 (�1�i)k

35

)
�
A
��1 6=(A�1);

�
AT
��1

=
1

2

24 (i� 1)i 0

i� 1 (1 + i)k

35 ve
�
A�1

�T
=
1

2

24 (i� 1)i 0

1� i (1 + i)k

35 = �A�1�T

) (A�1)T 6= (AT )�1;

AB =

24 �2i 2 + (2i)j

0 �2i

35 ve A B =

24 �2i 2� (2i)j

0 2i

35) AB 6= A B;

(AB)T =

24 �2i 0

2� (2i)j 2i

35 ve BTAT =

24 �2i 0

2 + 2j �2i

35) (AB)T 6= BTAT ;

(AB)� =

24 �2i 0

2 + (2i)j �2i

35 ve B�A� =

24 �2i 0

2 + 2j �2i

35) (AB)� 6= B�A�:

Sonuç 4.2.2.1. (Erdo¼gdu ve Özdemir 2013b) A; B 2 Mn(bHC) olmak üzere aşa¼g¬-
dakiler sa¼glan¬r;

i. E¼ger A matrisinin tersi var ise (A�1)� 6= (A�)�1 (genel olarak),

ii. E¼ger A matrisinin tersi var ise (A�1) 6= (A)�1 (genel olarak),
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iii. E¼ger A matrisinin tersi var ise (A�1)T 6= (AT )�1 (genel olarak),

iv. AB 6= A B (genel olarak),

v. (AB)T 6= BT AT (genel olarak).

Teorem 4.2.2.1. (Erdo¼gdu ve Özdemir 2013b) Her A; B 2Mn(bHC) için, aşa¼g¬daki
özellikler sa¼glan¬r;

i. (A)T = (AT );

ii. E¼ger A ve B matrislerinin tersi var ise (AB)�1 = B�1A�1:

·Ispat. A = (Ast) ve B = (Bst) 2Mn(bHC) olsun.
i.
�
A
�T
=
�
Ast
�T
= (Ats) = (AT ):

ii. E¼ger A ve B matrislerinin tersi var ise

(AB)(B�1A�1) = A(BB�1)A�1 = In ve (B�1A�1)(AB) = B�1(A�1A)B = In

elde edilir. Dolay¬s¬yla AB matrisinin de tersi vard¬r ve (AB)�1 = B�1A�1 dir. �

Önerme 4.2.2.1. (Erdo¼gdu ve Özdemir 2013b) A; B 2 Mn(bHC) olsun. E¼ger
AB = In ise BA = In�d¬r.

·Ispat. A0; A1; A2; A3; B0; B1; B2; B3 2 Mn(C) olmak üzere, A = A0 + A1i +

A2j +A3k; B = B0+B1i+B2j +B3k 2Mn(bHC) olsun. Kabul edelim ki AB = In
olsun. O halde

AB = (A0 +A1i+A2j +A3k)(B0 +B1i+B2j +B3k)

= (A0B0 �A1B1 +A2B2 +A3B3) + (A0B1 +A1B0 �A2B3 +A3B2)i

+ (A0B2 �A1B3 +A2B0 +A3B1)j + (A0B3 +A1B2 �A2B1 +A3B0)k

= In

oldu¼gu görülür. Bu eşitlikten

A0B0 �A1B1 +A2B2 +A3B3 = In;

A0B1 +A1B0 �A2B3 +A3B2 = 0n;

A0B2 �A1B3 +A2B0 +A3B1 = 0n;

A0B3 +A1B2 �A2B1 +A3B0 = 0n
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oldu¼gu görülür. Elde edilen dört eşitlik kullan¬l¬rsa266666664

A0 A1 A2 A3

�A1 A0 �A3 A2

A2 �A3 A0 �A1

A3 A2 A1 A0

377777775

266666664

B0 B1 B2 B3

�B1 B0 �B3 B2

B2 �B3 B0 �B1

B3 B2 B1 B0

377777775
=

266666664

In 0n 0n 0n

0n In 0n 0n

0n 0n In 0n

0n 0n 0n In

377777775
matris eşitli¼gi elde edilir. Bu matrisler, M4n(C)�nun elemanlar¬oldu¼gundan,266666664

B0 B1 B2 B3

�B1 B0 �B3 B2

B2 �B3 B0 �B1

B3 B2 B1 B0

377777775

266666664

A0 A1 A2 A3

�A1 A0 �A3 A2

A2 �A3 A0 �A1

A3 A2 A1 A0

377777775
=

266666664

In 0n 0n 0n

0n In 0n 0n

0n 0n In 0n

0n 0n 0n In

377777775
olarak yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla

B0A0 �B1A1 +B2A2 +B3A3 = In;

B0A1 +B1A0 �B2A3 +B3A2 = 0n;

B0A2 �B1A3 +B2A0 +B3A1 = 0n;

B0A3 +B1A2 �B2A1 +B3A0 = 0n

eşitlikleri elde edilir. Buradan

In = B0A0 �B1A1 +B2A2 +B3A3

+ (B0A1 +B1A0 �B2A3 +B3A2)i

+ (B0A2 �B1A3 +B2A0 +B3A1)j

+ (B0A3 +B1A2B2A1 +B3A0)k

= (B0 +B1i+B2j +B3k)(A0 +A1i+A2j +A3k)

= BA

oldu¼gu görülür ve ispat biter. �
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4.2.3. Kompleks split kuaterniyon matrisinin kompleks adjoint matrisi

Tan¬m 4.2.3.1. (Erdo¼gdu ve Özdemir 2013b) A = A0+A1i+A2j+A3k 2Mn(bHC)
olsun öyle ki A0; A1; A2; A3 2Mn(C): 4n� 4n tipindeki266666664

A0 A1 A2 A3

�A1 A0 �A3 A2

A2 �A3 A0 �A1

A3 A2 A1 A0

377777775
kompleks matrise A�n¬n kompleks adjoint matrisi ad¬verilir ve �A ile gösterilir.

Teorem 4.2.3.1. (Erdo¼gdu ve Özdemir 2013b) Her A; B 2 Mn(bHC) için, aşa¼g¬da-
kiler sa¼glan¬r;

i. �In = I4n;

ii. �A+B = �A + �B;

iii. �AB = �A�B;

iv. E¼ger A matrisinin tersi var ise (�A)�1 = �A�1 :

·Ispat. A = A0 +A1i +A2j +A3k; B = B0 +B1i +B2j +B3k 2 Mn(bHC) olsun
öyle ki A0; A1; A2; A3; B0; B1; B2; B3 2Mn(C):

i.

�In = �In+0ni+0nj+0nk =

266666664

In 0n 0n 0n

0n In 0n 0n

0n 0n In 0n

0n 0n 0n In

377777775
= I4n:

ii. A+B = (A0 +B0) + (A1 +B1)i+ (A2 +B2)j + (A3 +B3)k oldu¼gundan

�A+B =

266666664

A0 +B0 A1 +B1 A2 +B2 A3 +B3

�(A1 +B1) A0 +B0 �(A3 +B3) A2 +B2

(A2 +B2) �(A3 +B3) (A0 +B0) �(A1 +B1)

(A3 +B3) (A2 +B2) (A1 +B1) (A0 +B0)

377777775
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=

266666664

A0 A1 A2 A3

�A1 A0 �A3 A2

A2 �A3 A0 �A1

A3 A2 A1 A0

377777775
+

266666664

B0 B1 B2 B3

�B1 B0 �B3 B2

B2 �B3 B0 �B1

B3 B2 B1 B0

377777775
= �A + �B:

olarak elde edilir.

iii. AB matrisinin kompleks adjoint matrisini

�AB =

266666664

�AB11 �AB12 �AB13 �AB14

�AB21 �AB22 �AB23 �AB24

�AB31 �AB32 �AB33 �AB34

�AB41 �AB42 �AB43 �AB44

377777775
ile gösterelim.

AB = (A0B0 �A1B1 +A2B2 +A3B3) + (A0B1 +A1B0 �A2B3 +A3B2)i

+ (A0B2 �A1B3 +A2B0 +A3B1)j + (A0B3 +A1B�A2B1 +A3B0)k

oldu¼gundan, buradaki, n� n tipindeki kompleks matrisler

�AB11=A0B0 �A1B1+A2B2+A3B3,

�AB12 = A0B1+A1B0�A2B3+A3B2,

�AB13 = A0B2�A1B3+A2B0+A3B1;

�AB14 = A0B3 +A1B2 �A2B1 +A3B0;

�AB21= �A0B1�A1B0+A2B3�A3B2;

�AB22 = A0B0 �A1B1 +A2B2 +A3B3;

�AB23 = �A0B3�A1B2 +A2B1 �A3B0;

�AB24 = A0B2 �A1B3 +A2B0 +A3B1;
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�AB31 = A0 B2 �A1 B3 +A2B0 +A3B1;

�AB32 = �A0 B3 �A1 B2 +A2B1 �A3B0;

�AB33 = A0 B0 �A1 B1 +A2B2 +A3B3,

�AB34 = �A0B1 �A1B0 +A2B3 �A3B2;

�AB41 = A0 B3 +A1 B2 �A2B1 +A3B0;

�AB42 = A0 B2 �A1 B3 +A2B0 +A3B1;

�AB43 = A0 B1+A1 B0�A2B3+A3B2;

�AB44 = A0B0 �A1B1 +A2B2 +A3B3

şeklinde olacakt¬r. Di¼ger yandan,

�A�B=

2664
�11 �12 �13 �14
�21 �22 �23 �24
�31 �32 �33 �34
�41 �42 �43 �44

3775
ile gösterelim. Buradaki n� n tipindeki kompleks matrisler ise

�11= A0B0 �A1B1 +A2B2 +A3B3,

�12= A0B1 +A1B0 �A2B3 +A3B2,

�13= A0B2 �A1B3 +A2B0 +A3B1;

�14= A0B3 +A1B2 �A2B1 +A3B0,

�21= �A0B1 �A1B0 +A2B3 �A3B2,

�22= A0B0 �A1B1 +A2B2 +A3B3;

�23= �A0B3 �A1B2 +A2B1 �A3B0,

�24= A0B2 �A1B3 +A2B0 +A3B1,
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�31= A0 B2 �A1 B3 +A2B0 +A3B1,

�32= �A0 B3 �A1 B2 +A2B1 �A3B0;

�33= A0 B0 �A1 B1 +A2B2 +A3B3,

�34= �A0 B1 �A1 B0 +A2B3 �A3B2,

�41= A0 B3 +A1 B2 �A2B1 +A3B0,

�42= A0 B2 �A1 B3 +A2B0 +A3B1;

�43= A0 B1 +A1 B0 �A2B3 +A3B2,

�44= A0 B0 �A1 B1 +A2B2 +A3B3

elde edilir. Her i; j = 1; 2; 3; 4 için �ABij = �ij oldu¼gundan, �AB = �A�B elde edilir.

iv. E¼ger A matrisinin tersi var ise AA�1 = A�1A = In�dir. i. ve iii. özelliklerden

I4n = �In = �AA�1 = �A �A�1

elde edilir. Dolay¬s¬yla, (�A)�1 = �A�1�dir. �

Teorem 4.2.3.1. (Erdo¼gdu ve Özdemir 2013b) Her A 2 Mn(bHC) için, e¼ger �A
matrisinin tersi var ise A matrisinin de tersi vard¬r.

·Ispat. A = A0+A1i+A2j+A3k 2Mn(bHC) olsun öyle kiA0;A1;A2;A3 2Mn(C):
Burada A matrisinin kompleks adjoint matrisi

�A =

266666664

A0 A1 A2 A3

�A1 A0 �A3 A2

A2 �A3 A0 �A1

A3 A2 A1 A0

377777775
şeklinde olacakt¬r. Kabul edelim ki �A matrisinin tersi olsun. Dolay¬s¬yla bir eB 2
M4n(C) matrisi vard¬r öyle ki �AeB = eB�A = I4n: Burada eB matrisini
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eB =
266666664

B11 B12 B13 B14

B21 B22 B23 B24

B31 B32 B33 B34

B41 B42 B43 B44

377777775
ile gösterelim öyle ki her i; j = 1; 2; 3; 4 için B

ij
2Mn(C): �AeB = I4n eşitli¼gi266666664

A0 A1 A2 A3

�A1 A0 �A3 A2

A2 �A3 A0 �A1

A3 A2 A1 A0

377777775

266666664

B11 B12 B13 B14

B21 B22 B23 B24

B31 B32 B33 B34

B41 B42 B43 B44

377777775
=

266666664

In 0n 0n 0n

0n In 0n 0n

0n 0n In 0n

0n 0n 0n In

377777775
şeklinde yaz¬labilir. Buradan

A0B11 +A1B21 +A2B31 +A3B41 = In;

A0B21 �A1B11 +A2B41 �A3B31 = 0n;

A0B31 �A1B41 +A2B11 �A3B21 = 0n;

A0B41 +A1B31 +A2B21 +A3B11 = 0n

eşitliklerini elde ederiz. Bu eşitlikler kullan¬l¬rsa

In = A0B11 +A1B21 +A2B31 +A3B41

+ (�A0B21 +A1B11 �A2B41 +A3B31)i

+ (A0B31 �A1B41 +A2B11 �A3B21)j

+ (A0B41 +A1B31 +A2B21 +A3B11)k

yaz¬labilir. E¼ger
B = B11 �B21i+B31j +B41k

al¬n¬rsa, yukar¬da elde edilen eşitlik AB = In eşitli¼gine denk olacakt¬r. Önerme
4.2.2.1�den BA = In eşitli¼gi de sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla A matrisinin tersi vard¬r. �

Sonuç 4.2.3.1. (Erdo¼gdu ve Özdemir 2013b) A 2 Mn(bHC) olsun: A matrisinin
tersinin olmas¬için gerek ve yeter şart �A matrisinin tersinin olmas¬d¬r.
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4.2.4. Kompleks split kuaterniyon matrislerinin özde¼gerleri

Tan¬m 4.2.4.1. A 2Mn(bHC) ve � 2 bHC olsun. E¼ger
Ax = �x

eşitli¼gini sa¼glayan en az bir s¬f¬rdan farkl¬x kompleks split kuaterniyon kolon vektörü
varsa ��ya A�n¬n sol özde¼geri denir. A�n¬n sol özde¼gerleri kümesi

�l(A) = f� 2 bHC : Ax = �x; x 6= 0g
ile gösterilir ve A�n¬n sol spektrumu olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger

Ax = x�

eşitli¼gini sa¼glayan en az bir s¬f¬rdan farkl¬x kompleks split kuaterniyon kolon vektörü
varsa ��ya A�n¬n sa¼g özde¼geri denir. A�n¬n sa¼g özde¼gerleri kümesi

�r(A) = f� 2 bHC : Ax = x�; x 6= 0g
ile gösterilir ve A�n¬n sa¼g spektrumu olarak adland¬r¬l¬r.

Teorem 4.2.4.1. Her A 2Mn(bHC) için,
�r(A) \ C = �(�A)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada �(�A) = f� 2 C : �Ay = �y; y 6= 0g ise �A matrisinin
spekturumudur.

·Ispat. A = A0 + A1i + A2j + A3k 2 Mn(bHC) ve � 2 C, A matrisinin bir sa¼g
özde¼geri olsun. O halde en az bir s¬f¬rdan farkl¬x = x0 + x1i+ x2j + x3k kompleks
split kuaterniyon kolon vektörü için

Ax = x�

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada x0; x1; x2; x3 s¬f¬rdan farkl¬kompleks kolon vektörleri ve
A0; A1; A2; A3 2Mn(C)�dir. Bu eşitli¼gi açarsak

(A0 +A1i+A2j +A3k)(x0 + x1i+ x2j + x3k) = (x0 + x1i+ x2j + x3k)�

(A0x0 �A1x1 +A2x2 +A3x3) + (A0x1 +A1x0 �A2x3 +A3x2)i

+(A0x2 �A1x3 +A2x0 +A3x1)j + (A0x3 +A1x2 �A2x1 +A3x0)k

= (x0�) + (x1�)i+ (x2�)j + (x3�)k

elde ederiz. Buradan

A0x0 �A1x1 +A2x2 +A3x3 = �x0;

A0x1 +A1x0 �A2x3 +A3x2 = �x1;

A0x2 �A1x3 +A2x0 +A3x1 = �x2;
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A0x3 +A1x2 �A2x1 +A3x0 = �x3

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitlikler266666664

A0 A1 A2 A3

�A1 A0 �A3 A2

A2 �A3 A0 �A1

A3 A2 A1 A0

377777775

266666664

x0

�x1

x2

x3

377777775
= �

266666664

x0

�x1

x2

x3

377777775
şeklinde yaz¬labilir. Sonuç olarak A matrisinin kompleks sa¼g özde¼gerleri kümesinin
key� bir � eleman¬ayn¬zamanda �A matrisinin özde¼geridir. Yani

�r(A) \ C � �(�A)

oldu¼gu elde edilir. �r(A)\C � �(�A) oldu¼gu ise yukar¬daki i̧slemler tersine yap¬ld¬-
¼g¬nda kolayca görülür. Sonuç olarak �r(A) \ C = �(�A) eşitli¼gi elde edilir. �

Bu teorem ile her A 2 Mn(bHC) kompleks split kuaterniyon matrisinin sa¼g
özde¼gerin varl¬¼g¬n¬ve A matrisinin en fazla 4n tane farkl¬kompleks sa¼g özde¼gerinin
oldu¼gunu ispat ettik. Ayr¬ca, teoremin ispat¬ile A matrisinin kompleks sa¼g özde¼ger-
ine kaŗs¬l¬k gelen özvektör ile �A n¬n özvektörü aras¬ndaki ili̧ski de görülür.

Örnek 4.2.4.1.

A =

24 1 + i 0

1 0

35+
24 0 1 + i

1� i i

35 j +
24 �i 1 + i

0 0

35 k
kompleks split kuaterniyon matrisinin kompleks adjoint matrisi

�A =

266666666666666666666664

1 + i 0 0 0 0 1 + i �i 1 + i

1 0 0 0 1� i i 0 0

0 0 1 + i 0 i �1� i 0 1 + i

0 0 1 0 0 0 1� i i

0 1� i �i �1 + i 1� i 0 0 0

1 + i �i 0 0 1 0 0 0

i 1� i 0 1� i 0 0 1� i 0

0 0 1 + i �i 0 0 1 0

377777777777777777777775
olarak bulunur. Kompleks adjoint matrisin özde¼gerler kümesi ise

f1 +
p
2i; 1�

p
2i; � 1 +

p
2; � 1�

p
2; 2 + i; 2� i; i; �ig
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olarak elde edilir. Özel olarak � = 2 + i özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özvektör ise

(2i; i; 2; 1; 0; i; 0; 1)

şeklindedir. O halde A matrisinin � = 2 + i sa¼g özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özvektörü
ise

x =

24 2i
i

35+
24 2
1

35 i+
24 0
i

35 j +
24 0
1

35 k
olarak bulunur.

Teorem 4.2.4.2. A = A0 +A1i+A2j +A3k 2Mn(bHC) olsun. �0; �1; �2; �3 2 C
olmak üzere, � = �0 + �1i + �2j + �3k 2 bHC de¼geri A matrisinin sol özde¼geridir
ancak ve ancak x0; x1; x2; x3 2 Cn vektörleri vard¬r öyle ki

maxfkx0k1 ; kx1k1 ; kx2k1 ; kx3k1g > 0;

(�A � ��)x = 0:
Burada

x = (x0; � x1; x2; x3)T 2 C4n;

� = �0In + �1In + �2In + �3In 2Mn(bHC)
olarak tan¬ml¬olup, y = (y1; y2; :::; yn) kompleks kolon vektörü için

kyk1 = maxfkyik : i = 1; 2; :::; ng
şeklinde tan¬mlan¬r.

·Ispat. A0; A1; A2; A3 2Mn(C) ve �0; �1; �2; �3 2 C olmak üzere A = A0 +A1i+

A2j +A3k 2 Mn(bHC) ve � = �0 + �1i + �2j + �3k 2 bHC olsun. � 2 bHC de¼geri A
matrisinin sol özde¼geridir ancak ve ancak en az bir s¬f¬rdan farkl¬x = x0+x1i+x2j+
x3k kompleks split kuaterniyon kolon vektörü (maxfkx0k1 ; kx1k1 ; kx2k1 ; kx3k1g >
0) için

, Ax = �x

, (A0 +A1i+A2j +A3k)(x0 + x1i+ x2j + x3k)

= (�0 + �1i+ �2j + �3k)(x0 + x1i+ x2j + x3k)�

Bu eşitli¼gi açarsak

A0x0 �A1x1 +A2x2 +A3x3 = �0x0 � �1x1 + �2x2 + �3x3;

A0x1 +A1x0 �A2x3 +A3x2 = �0x1 + �1x0 � �2x3 + �3x2;

A0x2 �A1x3 +A2x0 +A3x1 = �0x2 � �1x3 + �2x0 + �3x1;
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A0x3 +A1x2 �A2x1 +A3x0 = �0x3 + �1x2 � �2x1 + �3x0

elde ederiz. Bu eşitlikleri blok matrisler olarak266666664

A0 � �0In A1 � �1In A2 � �2In A3 � �3In

�1In �A1 A0 � �0In �3In �A3 A2 � �2In

A2 � �2In �3In �A3 A0 � �0In �1In �A1

A3 � �3In A2 � �2In A1 � �1In A0 � �0In

377777775

266666664

x0

�x1

x2

x3

377777775
=

266666664

0

0

0

0

377777775
şeklinde yazabilir. (�A � ��)x = 0 oldu¼gu görülür ve ispat biter. �

4.2.5. Kompleks split kuaterniyon matrislerinin tersinin bulunmas¬

A 2 Mn(bHC) matrisinin tersi var ise Teorem 4.2.3.1 gere¼gi �A matrisinin de
tersi vard¬r.

(�A)
�1 =

266666664

B11 B12 B13 B14

B21 B22 B23 B24

B31 B32 B33 B34

B41 B42 B43 B44

377777775
ise öyle ki her i; j = 1; 2; 3; 4 için B

ij
2Mn(C); A matrisinin tersi ise

A�1 = B11 �B21i+B31j +B41k

olarak elde edilir (Erdo¼gdu ve Özdemir 2013b).

Örnek 4.2.5.1. (Erdo¼gdu ve Özdemir 2013b)

A =

�
1 + i 0
0 0

�
i+

�
0 0
0 1 + i

�
j +

�
0 1 + i
0 0

�
k

kompleks split kuaterniyon matrisini ele alal¬m. A matrisinin kompleks adjoint
matrisi

�A =

266666666664

0 0 1 + i 0 0 0 0 1 + i
0 0 0 0 0 1 + i 0 0

�1� i 0 0 0 0 �1� i 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 + i
0 0 0 �1 + i 0 0 �1 + i 0
0 1� i 0 0 0 0 0 0
0 1� i 0 0 1� i 0 0 0
0 0 0 1� i 0 0 0 0

377777777775
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olarak bulunur. Kompleks adjoint matrisin tersi ise

(�A)
�1=

1

2

266666666664

0 �1+i �1+i 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1+i 0 0
1�i 0 0 �1+i 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1+i
0 0 0 0 0 �1�i 1+i 0
0 1�i 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 �1�i 0 0 �1�i
0 0 0 1�i 0 0 0 0

377777777775
olarak elde edilir. Dolay¬s¬yla

B11 =
1

2

�
0 �1 + i
0 0

�
; B21 =

1

2

�
1� i 0
0 0

�
;

B31 =
1

2

�
0 0
0 1� i

�
; B41 =

�
0 0
0 0

�
oldu¼gu görülür. A matrisinin tersini

A�1 = B11 �B21i+B31j +B41k

=
1

2

�
0 �1 + i
0 0

�
� 1
2

�
1� i 0
0 0

�
i+

1

2

�
0 0
0 1 + i

�
j

olarak buluruz.
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5. DUAL SPL·IT KUATERN·IYONLAR VE MATR·ISLER·I

5.1. Dual Say¬lar

Dual say¬lar kümesi

D =fA = a+ "a� : a; a� 2 Rg

olarak tan¬mlan¬r. Burada "2 = 0�d¬r. A = a + "a� ve B = b + "b� dual say¬lar¬n¬n
toplam¬ve çarp¬m¬s¬ras¬yla

A+ B = (a+ b) + "(a� + b�) ve AB = (ab) + "(ab� + a�b)

şeklinde tan¬ml¬d¬r (Kula ve Yayl¬2006, Özkald¬ve Gündo¼gan 2009).

5.2. Dual Split Kuaterniyonlar

Dual split kuaterniyonlar kümesini

bHD = fQ = Q0 + Q1i+ Q2j + Q3k : Q0; Q1; Q2; Q3 2 Dg
ile gösterelim. Burada imajiner birimler aras¬ndaki ili̧skiler

i2 = �1; j2 = k2 = 1; ij = �ji = k; jk = �kj = �i; ki = �ik = j;

"i = i"; "j = j"; "k = k"; "2 = 0

şeklindedir. Bu ili̧skilerin bir sonucu olarak, her dual split kuaterniyon

Q = q + "q� = q + q�"

şeklinde yaz¬labilir. Burada q; q� 2 bH�d¬r (Kula ve Yayl¬2006, Özkald¬ve Gündo¼gan
2009).

5.2.1. Dual split kuaterniyonlar üzerinde temel i̧slemler

Dual split kuaterniyonun dual say¬k¬sm¬: Her Q = Q0 + Q1i + Q2j + Q3k
= q + "q� dual split kuaterniyonu için, Q�nun dual say¬k¬sm¬

SQ = Q0 = Sq + "Sq�

olarak tan¬mlan¬r.

Dual split kuaterniyonun dual vektör k¬sm¬: Her Q = Q0 + Q1i+ Q2j + Q3k
= q + "q� dual split kuaterniyonu için, Q�nun dual vektör k¬sm¬

VQ = Q1i+ Q2j + Q3k = Vq + "Vq�

şeklinde tan¬mlan¬r.
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Dual split kuaterniyonlar¬n toplam¬: Q = Q0 + Q1i + Q2j + Q3k = q + "q� ve
P=P 0+P 1i+P 2j+P 3k = p+ "p

� dual split kuaterniyonlar¬n¬n toplam¬

Q+ P = SQ + SP + VQ + VP

= Q0 + P0 + (Q1 + P1)i+ (Q2 + P2)j + (Q3 + P3)k

= q + p+ "(q� + p�)

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Dual split kuaterniyonlar¬n çarp¬m¬: Q = Q0 + Q1i + Q2j + Q3k = q + "q� ve
P=P 0+P 1i+P 2j+P 3k = p+ "p

� dual split kuaterniyonlar¬n¬n çarp¬m¬

QP = (Q0P0 � Q1P1 + Q2P2 + Q3P3) + (Q0P1 + Q1P0 + Q3P2 � Q2P3)i

+ (Q0P2 + Q2P0 + Q3P1 � Q1P3)j + (Q0P3 + Q3P0 + Q1P2 � Q2P1)k

= qp+ "(qp� + q�p)

olarak tan¬mlan¬r.

Dual split kuaterniyonun skalerle çarp¬m¬: Q = Q0+Q1i+Q2j+Q3k = q+"q�

dual split kuaterniyonu ile � 2 R skalerinin çarp¬m¬

�Q = Q� = (�Q0) + (�Q1)i+ (�Q2)j + (�Q3)k = (�q) + "(�q
�)

olarak tan¬ml¬d¬r.

Dual split kuaterniyonun Hamiltonian (kuaterniyon) eşleni¼gi: Her
Q = Q0+Q1i+Q2j+Q3k = q+"q

� dual split kuaterniyonu için, Q�nun kuaterniyon
eşleni¼gi

Q = SQ � VQ = Q0 � Q1i� Q2j � Q3k = q + "q�

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Dual split kuaterniyonun normu: Her Q = Q0+Q1i+Q2j+Q3k = q+"q� dual
split kuaterniyonu için, Q�nun normu ise

NQ = QQ = QQ = Q
2
0 + Q

2
1 � Q22 � Q23 = qq + "(qq� + q�q)

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Dual split kuaterniyonun tersi: Her Q = Q0 + Q1i+ Q2j + Q3k = q + "q� dual
split kuaterniyonu için, e¼ger Iq = qq = qq 6= 0 ise Q�nu tersi vard¬r ve

Q�1 =
Q

NQ
= q�1 � "(q�1q�q�1):
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Dual vektör k¬sm¬n dual skaler çarp¬m¬: Q = Q0 +Q1i+Q2j +Q3k = q + "q�

ve P = P0 + P1i + P2j + P3k = p + "p� dual split kuaterniyonlar¬n¬n dual vektör
k¬s¬mlar¬n¬n dual skaler çarp¬m¬

hVQ; VPiD = �Q1P1 + Q2P2 + Q3P3 =
1

2
(VQVP + VPVQ)

= hVq; VpiL + "(hVq; Vp�iL + hVq� ; VpiL)

olarak tan¬ml¬d¬r.

Dual vektör k¬sm¬n dual vektörel çarp¬m¬: Q = Q0+Q1i+Q2j+Q3k = q+"q�

ve P = P0 + P1i + P2j + P3k = p + "p� dual split kuaterniyonlar¬n¬n, dual vektör
k¬s¬mlar¬n¬n dual vektörel çarp¬m¬

VQ �D VP =
1

2
(VQVP � VPVQ)

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

5.2.2. Dual split kuaterniyonlar¬n dual matris temsilleri

Her Q 2 bHD için,
GQ : bHD ! bHD

GQ(P) = QP

lineer dönüşümünü ele alal¬m. Bu dönüşüm birebir eşlemedir ve Q = Q0 + Q1i +
Q2j + Q3k = q + "q

� dual split kuaterniyonu için

GQ(1) = Q0 + Q1i+ Q2j + Q3k;

GQ(i) = �Q1 + Q0i+ Q3j � Q2k;

GQ(j) = Q2 + Q3i+ Q0j + Q1k;

GQ(k) = Q3 � Q2i� Q1j + Q0k

eşitlikleri sa¼glan¬r. Bu dönüşüm yard¬m¬ile, bHD ve

M =

8>>>>>>><>>>>>>>:

266666664

Q0 �Q1 Q2 Q3

Q1 Q0 Q3 �Q2

Q2 Q3 Q0 �Q1

Q3 �Q2 Q1 Q0

377777775
: Q0;Q1;Q2;Q3 2 D

9>>>>>>>=>>>>>>>;
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matris cebiri aras¬nda bir izomor�zma tan¬mlan¬r. Yukar¬da ifade edilen 4� 4 tipin-
deki dual matrise Q dual split kuaterniyonunun sol matris temsili ad¬verilir ve

L(Q) =

266666664

Q0 �Q1 Q2 Q3

Q1 Q0 Q3 �Q2

Q2 Q3 Q0 �Q1

Q3 �Q2 Q1 Q0

377777775
ile gösterilir. Bu matris q ve q� split kuaterniyonlar¬n¬n sol matrisleri cinsinden

L(Q) = L(q) + "L(q�)

şeklinde ifade edilir (Kula 2003, Kula ve Yayl¬2006).

Önerme 5.2.2.1 (Kula 2003, Kula ve Yayl¬2006) Her P; Q 2 bHD ve r 2 D için,
aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r;

i. L(P+ Q) = L(P) + L(Q);

ii. L(PQ) = L(P)L(Q);

iii. L(rP) = rL(P);

iv. L(1) = I4:

·Ispat. P = P0 + P1i + P2j + P3k = p + "p�;Q = Q0 + Q1i + Q2j + Q3k = q + "q�

herhangi iki dual split kuaterniyon ve r 2 D olsun.

i.

L(P+ Q) = L(p+ q + "(p� + q�)) = L(p+ q) + "L(p� + q�)

= L(p) + "L(p�) + L(q) + "L(q�) = L(P) + L(Q):

ii.

L(PQ) = L (pq + "(pq� + p�q)) = L(pq) + "L(pq� + p�q)

= L(p)L(q) + "L(p)L(q�) + "L(p�)L(q)

= [L(p) + "L(p�)] [L(q) + "L(q�)]

= L(P)L(Q):
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iii.

L(rP)=L(rp+ "(rp�)) = L(rp) + "L(rp�) = r(L(p) + "L(p�)) = rL(P):

iv.
L(1) = L(1) + "L(0) = I4:

�

Burada L(PQ) = L(P)L(Q) eşitli¼gi sa¼gland¬¼g¬ndan

L : bHD !M

dönüşümü homomor�zmdir. Benzer şekilde, her Q 2 bHD için
FQ : bHD ! bHD

FQ(P) = PQ
lineer dönüşümü ele alal¬m. Bu dönüşüm de birbire eşlemedir. Her Q = Q0 +Q1i+
Q2j + Q3k = q + "q

� 2 bHD için aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r;
FQ(1) = Q0 + Q1i+ Q2j + Q3k;

FQ(i) = �Q1 + Q0i� Q3j + Q2k;

FQ(j) = Q2 � Q3i+ Q0j � Q1k;

FQ(k) = Q3 + Q2i+ Q1j + Q0k:

Bu dönüşümü yard¬m¬ile bHD ve

N =

8>>>>>>><>>>>>>>:

266666664

Q0 �Q1 Q2 Q3

Q1 Q0 �Q3 Q2

Q2 �Q3 Q0 Q1

Q3 Q2 �Q1 Q0

377777775
: Q0; Q1; Q2; Q3 2 D

9>>>>>>>=>>>>>>>;
matris cebiri aras¬nda bir izomor�zma tan¬mlan¬r. Yukar¬da elde edilen 4� 4 tipin-
deki dual matrise Q dual split kuaterniyonun sa¼g matris temsili ad¬verilir ve

R(Q) =

266666664

Q0 �Q1 Q2 Q3

Q1 Q0 �Q3 Q2

Q2 �Q3 Q0 Q1

Q3 Q2 �Q1 Q0

377777775
78



ile gösterilir. Bu matris q ve q� split kuaterniyonlar¬n¬n sa¼g matrisleri cinsinden

R(Q) = R(q) + "R(q�)

şeklinde ifade edilir (Kula 2003, Kula ve Yayl¬2006).

Önerme 5.2.2.2 (Kula 2003, Kula ve Yayl¬2006) Her P; Q 2 bHD ve r 2 D için,
aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r;

i. R(P+ Q) = R(P) +R(Q);

ii. R(PQ) = R(Q)R(P);

iii. R(rQ) = rR(Q);

iv. R(1) = I4:

·Ispat. P = P0 + P1i + P2j + P3k = p + "p�; Q = Q0 + Q1i + Q2j + Q3k = q + "q�

herhangi iki dual split kuaterniyon ve r 2 D olsun.

i.

R(P+ Q) = R(p+ q + "(p� + q�)) = R(p+ q) + "R(p� + q�)

= R(p) + "R(p�) +R(q) + "R(q�) = R(P) +R(Q):

ii.

R(PQ)=R (pq + "(pq� + p�q)) = R(pq) + "L(pq� + p�q)

= R(q)R(p) + "R(q�)R(p) + "R(q)R(p�)

= [R(q) + "R(q�)] [R(p) + "R(p�)]

= R(Q)R(P):

iii.

R(rP)=R(rp+ "(rp�)) = R(rp) + "R(rp�) = r(R(p) + "R(p�)) = rR(P):

iv.
R(1) = R(1) + "R(0) = I4:

�
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Tan¬m 5.2.2.1. Her X = X0 + X1i + X2j + X3k 2 bHD için; �!X = (X0;X1;X2;X3)
T

vektörüne X dual split kuaterniyonunun dual vektör temsili ad¬verilir.

Teorem 5.2.2.1. (Kula 2003, Kula ve Yayl¬2006) Her A; B ve X dual split kuater-
niyonu için, aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r;

i.
�!
AX = L(A)

�!
X ;

ii.
�!
XB = R(B)

�!
X ;

iii.
��!
AXB = L(A)R(B)

�!
X = R(B)L(A)

�!
X ;

iv. det(L(A)) = det(R(A)) = (NA)2:

·Ispat. A = A0+A1i+A2j+A3k; B = B0+B1i+B2j+B3k ve X = X0+X1i+X2j+X3k
herhangi dual split kuaterniyonlar olsun.

i.

�!
AX=

266666664

A0X0�A1X1+A2X2+A3X3

A0X1+A1X0�A2X3+A3X2

A0X2+A2X0�A1X3+A3X1

A0X3+A1X2+A3X0�A2X1

377777775
=

266666664

A0 �A1 A2 A3

A1 A0 A3 �A2

A2 A3 A0 �A1

A3 �A2 A1 A0

377777775

266666664

X0

X1

X2

X3

377777775

=L(A)
�!
X :

ii.

�!
XB=

266666664

X0B0�X1B1+X2B2+X3B3

X0B1+X1B0�X2B3+X3B2

X0B2+X2B0�X1B3+X3B1

X0B3+X1B2+X3B0�X2B1

377777775
=

266666664

B0 �B1 B2 B3

B1 B0 �B3 B2

B2 �B3 B0 B1

B3 B2 �B1 B0

377777775

266666664

X0

X1

X2

X3

377777775

=R(B)
�!
X :

iii.
��!
AXB = L(A)

�!
XB = L(A)R(B)

�!
X = R(B)

�!
AX = R(B)L(A)

�!
X :
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iv.

det(L(A))=det

266666664

A0 �A1 A2 A3

A1 A0 A3 �A2

A2 A3 A0 �A1

A3 �A2 A1 A0

377777775
=
�
A20 + A

2
1 � A22 � A23

�2
=(NA)

2;

det(R(A))=det

266666664

A0 �A1 A2 A3

A1 A0 �A3 A2

A2 �A3 A0 A1

A3 A2 �A1 A0

377777775
=
�
A20 + A

2
1 � A22 � A23

�2
=(NA)

2:

�

5.2.3. Minkowski 3-uzay¬nda vida hareketlerinin dual split kuaterniyon-
larla ifade edilmesi

Minkowski 3-uzay¬nda uzaysal hareket kavram¬; dönme ve kayma operatör-
lerinin bir tür birleşimi olarak düşünülebilir. E¼ger hareket sadece dönme dönüşümün-
den oluşuyorsa, bu hareket alt¬nda de¼gi̧smeyen tek bir do¼gru olacakt¬r. Bu do¼gru
ise orjinden geçen ve do¼grultusu dönme ekseni olan do¼grudur. Genel olarak, uzaysal
hareket alt¬nda konumu de¼gi̧smeyen yine tek bir do¼gru vard¬r. Fakat bu do¼gru or-
jinden geçmeyebilir. Bu do¼gru üzerindeki her nokta hareketin ard¬ndan, yine do¼gru
üzerinde başka bir noktaya taş¬nacakt¬r. ·I̧ste bu harekete vida hareketi ad¬verilir.
Bu durumda vida hareketi alt¬nda de¼gi̧smeyen do¼gruya ise vida ekseni ad¬verilir.
Minkowski 3-uzay¬ndaki vida hareketleri dual split kuaterniyonlar yard¬m¬yla in-
celenebilir. Bu k¬s¬mda, dual split kuaterniyonlar ile Minkowski 3-uzay¬ndaki vida
hareketleri aras¬ndaki ili̧ski ele al¬nacakt¬r (Kula ve Yayl¬2006, Özkald¬ve Gündo¼gan
2011, Ramis ve Yayl¬2013).

Tan¬m 5.2.3.1. q; q� 2 bH0 olmak üzere Q = q+ "q� dual split kuaterniyonuna dual
split vektör ad¬verilir. E¼ger q spacelike, timelike veya lightlike ise Q�ya s¬ras¬yla
spacelike, timelike veya lightlike dual split vektör ad¬verilir.

Dual split vektörler kümesi

D31 = fQ = q + "q� : q; q� 2 bH0 ve "2 = 0g
ile gösterilir. Q = Q1i+Q2j +Q3k = q+ "q� ve P = P1i+P2j +P3k = p+ "p� dual
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split vektörlerinin dual skaler ve vektörel çarp¬m¬s¬ras¬yla

hQ;PiD = �Q1P1 + Q2P2 + Q3P3 =
1

2
(QP+ PQ)

= hq; piL + "(hq; p�iL + hq�; piL);

Q�D P =
1

2
(QP� PQ)

olarak tan¬ml¬d¬r.

Tan¬m 5.2.3.2. Q =q + "q� dual split vektörünün normu

kQk =
q
hQ;QiD

olarak tan¬mlan¬r. E¼ger kQk = 1 ise Q�ya birim dual vektör ad¬verilir.

Study Teoremi gere¼gince, Minkowski 3-uzay¬ndaki her timelike (spacelike)
do¼gru ile bir U = u + "u� birim timelike (spacelike) dual split vektörü aras¬nda
birebir eşleme vard¬r. E¼ger do¼grultman vektörü timelike ise do¼grunun parametrik
denklemi;

u�L u� + tu;

e¼ger do¼grultman vektörü spacelike ise do¼grunun parametrik denklemi;

�u�L u� + tu

şeklindedir. Burada u 2 E31 do¼grunun do¼grultman vektörü ve u� 2 E31 ise u vek-
törünün orjine göre momentidir (Kula ve Yayl¬2006).

Tan¬m 5.2.3.3. A 2M3(D) olmak üzere, e¼ger

I�AT I�A = I3

ise A matrisine yar¬ortogonal dual matris ad¬verilir. Burada

I� =

24 �1 0 0
0 1 0
0 0 1

35
şeklindedir. Yar¬ortogonal dual matrisler kümesi

OD(1; 2) = fA 2M3(D) : I�AT I�A = I3g

olarak gösterilir. E¼ger A 2 OD(1; 2) matrisinin determinant¬1 ise A matrisine yar¬
özel ortogonal dual matris ad¬verilir ve yar¬özel ortogonal dual matrisler kümesi

SOD(1; 2) = fA 2M3(D) : I�AT I�A = I3 ve detA = 1g
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olarak gösterilir. Her yar¬özel ortogonal dual matris, Minkowski 3-uzay¬nda bir vida
hareketi ifade eder (Kula ve Yayl¬2006, Ramis ve Yayl¬2013).

Tan¬m 5.2.3.4. A 2M3(D) olmak üzere, e¼ger

I�AT I� = �A

ise A matrisine yar¬ ters simetrik dual matris ad¬verilir. Yar¬ ters simetrik dual
matrisler kümesi

�D(1; 2) = fA 2M3(D) : I�AT I� = �Ag
olarak gösterilir.

Her A 2 �D(1; 2) matrisi, u1; u2; u3 2 D olmak üzere

A =

24 0 �u3 �u2
u3 0 �u1
�u2 u1 0

35
şeklindedir. O halde

	 : �D(1; 2)! D31

: A! 	(A) = u1i+ u2j + u3k

dönüşümü ile her A yar¬ters simetrik dual matrise bir dual split vektör kaŗs¬l¬k gelir.
Tersine her U = u1i+ u2j + u3k dual split vektörüne

SU =

24 0 �u3 �u2
u3 0 �u1
�u2 u1 0

35
yar¬ters simetrik dual matrisi kaŗs¬l¬k gelir.

Teorem 5.2.3.1. (Ramis ve Yayl¬2013) A 2M3(D) olmak üzere, A = A1 + "A2 2
OD(1; 2) olmas¬için gerek ve yeter şartA1 2 O(1; 2) veA2 = DA1 öyle kiD 2 �(1; 2)
olmas¬d¬r. Burada

O(1; 2) = fA 2M3(R) : I�AT I�A = I3g

ile yar¬ortogonal reel matrisler kümesi ve

�(1; 2) = fA 2M3(R) : I�AT I� = �Ag

ile yar¬ters simetrik reel matrisler kümesi temsil edilmektedir.

·Ispat. Kabul edelim ki A = A1+"DA1 2 OD(1; 2) olsun. Bu durumda A1 2 O(1; 2)
ve D 2 �(1; 2) oldu¼gunu göstermek yeterli olacakt¬r. A 2 OD(1; 2) oldu¼gundan

AI�AT I� = I3
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eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu eşitlik aç¬l¬rsa

A1I
�AT1 I

� + "(A1I
�AT1 I

�(I�DI�) +DA1I
�AT1 I

�) = I3

oldu¼gu görülür. Bu eşitlik ise

A1I
�AT1 I

� = I3;

A1I
�AT1 I

�(I�DI�) +DA1I
�AT1 I

� = 03

eşitliklerine denktir. Birinci eşitlikten A1 2 O(1; 2) oldu¼gu görülür. Ayr¬ca birinci
eşitlik, ikinci eşitlikte kullan¬l¬rsa

I�DI� = �DT

elde edilir. O halde D 2 �(1; 2)�dir. Di¼ger yandan, A = A1 + "A2 2 OD(1; 2) ise
D = A2A

�1
1 olarak almam¬z yeterli olacakt¬r. Buradan A = A1 + "DA1 oldu¼gu

görülür ve ispat biter. �

Her Q = Q0 + Q1i+ Q2j + Q3k birim dual split kuaterniyonu için,

AdQ : D31 ! D31

: X!RQ(X) = QXQ�1

dönüşümü lineerdir. Bu dönüşüme kaŗs¬l¬k gelen dual matris ise

AdQ =

26664
Q20+Q

2
1+Q

2
2+Q

2
3 2Q0Q3�2Q1Q2 �2Q0Q2�2Q1Q3

2Q1Q2+2Q3Q0 Q20�Q21�Q22+Q23 �2Q2Q3�2Q1Q0

2Q1Q3�2Q2Q0 2Q1Q0�2Q2Q3 Q20�Q21+Q22�Q23

37775
olarak elde edilir. Buradan

I�(AdQ)
T I�(AdQ) = I ve det(AdQ) = 1

oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla, AdQ matrisi bir yar¬ özel ortogonal dual matristir.
O halde, AdQ dönüşümü Minkowski 3-uzay¬nda bir vida hareketi ifade eder. Bu
matrisin � = 1 özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen dual split vektör

U = u+ "u�

ise vida ekseninin do¼grultman¬u 2 E31 olacakt¬r. Bununla birlikte, e¼ger u timelike
ise vida ekseninin parametrik denklemi;

u�L u� + tu;

e¼ger u spacelike ise vida ekseninin parametrik denklemi;

�u�L u� + tu
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şeklinde olacakt¬r. Ayr¬ca, Teorem 5.2.3.1 gere¼gi, R 2 SO(1; 2) ve D 2 �(1; 2)
olmak üzere, AdQ = R + "DR şeklinde yaz¬labilir. O halde, AdQ dönüşümüne
kaŗs¬l¬k gelen vida hareketi

Rx+ d

olacakt¬r. Burada, R 2 SO(1; 2); dönme ekseni u 2E31 olan dönme dönüşümü olup
d = 	(D) ise kayma vektörüdür.

Örnek 5.2.3.1.

Q =
3
p
2

4
+

p
2

8
"+ (

p
2

4
")i+ (

p
2

4
")j + (

p
2

4
+
3
p
2

8
")k

birim dual split kuaterniyonunu ele alal¬m. Bu dual split kuaterniyona kaŗs¬l¬k gelen
dual yar¬özel ortogonal matris

AdQ =

26664
5
4
+ 3

4
" 3

4
+ 5

4
" �"

3
4
+ 5

4
" 5

4
+ 3

4
" �"

�1
2
" 1

2
" 1

37775
olarak bulunur. AdQ yar¬özel ortogonal dual matrisin � = 1 özde¼gerine kaŗs¬l¬k
gelen dual vektör

U = u+ "u� = (0; 0; 1) + "(1; 1; 0)

olarak bulunur. Burada u = (0; 0; 1) 2 E31 vektörü timelike oldu¼gundan vida eks-
eninin parametrik denklemi

(1; 1; 0) + t(0; 0; 1)

olarak bulunur. Ayr¬ca

AdQ = R + "DR =

26664
5
4

3
4
0

3
4

5
4
0

0 0 1

37775+
26664

0 1 �1
2

1 0 �1
2

�1
2

1
2

0

37775
26664

5
4

3
4
0

3
4

5
4
0

0 0 1

37775 "
şeklinde yaz¬labilir. Buradan

R =

26664
5
4

3
4
0

3
4

5
4
0

0 0 1

37775 ve D =

26664
0 1 �1

2

1 0 �1
2

�1
2

1
2

0

37775
oldu¼gu görülür. O halde, AdQ dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen vida hareketi

Rx+ d

şeklinde olacakt¬r. Burada kayma vektörü d = 	(D) = (1
2
; 1
2
;�1) olarak bulunur.
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5.3. Dual Split Kuaterniyon Matrisleri

Elemanlar¬ dual split kuaterniyon olan m � n tipindeki matrisler kümesi
Mm�n(bHD) ile gösterilir. E¼ger m = n ise Mn(bHD) ile gösterilir. Standart matris
toplam¬ve çarp¬m¬tan¬ml¬d¬r ve bu i̧slemlerle birlikte Mn(bHD) birim elemanl¬bir
halkad¬r.

5.3.1. Dual split kuaterniyon matrisleri üzerinde temel i̧slemler

Dual split kuaterniyon matrislerini toplam¬: A=(A)ij; B=(B)ij
2Mm�n(bHD) dual split kuaterniyon matrislerinin toplam¬

A+B = (A+B)ij = (A)ij + (B)ij

olarak tan¬mlan¬r.

Dual split kuaterniyon matrislerinin çarp¬m¬: A = (A)ij 2 Mm�n(bHD); B =

(B)jk 2Mn�p(bHD) olmak üzere, dual split kuaterniyon matrislerinin çarp¬m¬
AB = (AB)ij =

nX
k=1

(A)ik(B)kj

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Dual split kuaterniyon matrisinin skalerle çarp¬m¬: A = (A)ij 2 Mm�n(bHD)
ve � 2 bHD için, skalerle sa¼gdan ve soldan çarp¬m s¬ras¬yla

A� = (A�)ij = (A)ij� ve �A = (�A)ij = �(A)ij

olarak tan¬ml¬d¬r. Ayr¬ca A 2 Mm�n(bHD); B 2 Mn�p(bHD) ve �; � 2 bHD için,
aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r;

�(AB) = (�A)B; (A�)B = A(�B); (��)A = �(�A):

Yani Mm�n(bHD) skalerle sa¼g ve sol çarp¬ma göre ayr¬ayr¬ bHD üzerinde vektör uza-
y¬d¬r.

Dual split kuaterniyon matrisinin eşleni¼gi: A = (A)ij 2Mm�n(bHD) için, A�n¬n
eşleni¼gi

A = (A)ij 2Mm�n(bHD)
olarak tan¬ml¬d¬r.

Dual split kuaterniyon matrisinin transpozesi: A = (A)ij 2 Mm�n(bHD) için,
A�n¬n transpozesi (devri¼gi)

AT = (A)ji 2Mn�m(bHD)
şeklinde tan¬ml¬d¬r.
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Dual split kuaterniyon matrisinin eşlenik transpozesi: A = (A)ij 2Mm�n(bHD)
için, A�n¬n eşlenik transpozesi

A� = (A)T 2Mn�m(bHD)
şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Ayr¬ca her A 2Mn(bHD) kare matrisi için,
E¼ger AA� = A�A ise A matrisine normal matris;

E¼ger A = A� ise A matrisine Hermityan matris;

E¼ger AA� = I ise A matrisine üniter matris ad¬verilir.

Dual split kuaterniyon matrisinin tersi: A; B 2 Mn(bHD) için; e¼ger AB =
BA = In ise yani A matrisini sa¼g ve sol tersleri eşit ise A matrisinin tersi vard¬r
denir ve B matrisine A�n¬n tersi denir.

5.3.2. Dual split kuaterniyon matrisinin kuaterniyon matris temsili

Split kuaterniyon matrislerinin özelliklerini kullanabilmek ad¬na, her A 2
Mn(bHD)matrisini split kuaterniyon matrisi cinsinden ifade edelim. HerA 2Mn(bHD);
A1; A2 2Mn(bH) olmak üzere

A = A1 + "A2 = A1 + A2"

şeklinde tek türlü yaz¬labilir.

Teorem 5.3.2.1. A;B 2Mn(bHD) olsun. E¼ger AB = In ise BA = In�d¬r.
·Ispat. A = A1 + "A2 ve B = B1 + "B2 2 Mn(bHD) olsun öyleki A1; A2; B1;
B2 2Mn(bH): AB = In oldu¼gunu kabul edelim. O halde

AB = (A1 + "A2)(B1 + "B2) = A1B1 + "(A1B2 + A2B1) = In

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu eşitlikten yararlanarak

A1B1 = In; A1B2 + A2B1 = 0n

eşitliklerini yazabiliriz. Bu iki matris eşitli¼gini ise24 A1 0

A2 A1

3524 B1 0

B2 B1

35 =
24 In 0n

0n In

35
split kuaterniyon blok matris eşitli¼gi olarak yazabiliriz. Bu matrisler 2n�2n tipinde
split kuaterniyon matrisleri oldu¼gundan, Teorem 3.2.2.2 gere¼gi24 B1 0

B2 B1

3524 A1 0

A2 A1

35 =
24 In 0n

0n In

35
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blok matris eşitli¼gini yazabiliriz. Bu eşitlikten

B1A1 = In; B2A1 +B1A2 = 0n

eşitlikleri elde edilir. Bu iki eşitli¼gi kullanarak

In = B1A1 + "(B2A1 +B1A2) = BA

elde ederiz ve ispat biter. �

Tan¬m 5.3.2.1. A = A1 + "A2 2Mn(bHD) olmak üzere 2n� 2n tipindeki24 A1 0

A2 A1

35
split kuaterniyon matrisine A dual split kuaterniyon matrisinin split kuaterniyon
matris temsili ad¬verilir ve S(A) ile gösterilir.

Teorem 5.3.2.1. Her A;B 2Mn(bHD) için, aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r;
i. S(In) = I2n,

ii. S(A+B) = S(A) + S(B),

iii. S(AB) = S(A)S(B),

iv. A matrisi tersinir ise [S(A)]�1 = S(A�1):

·Ispat. A = A1 + "A2 ve B = B1 + "B2 2 Mn(bHD) olsun öyleki A1; A2; B1; B2 2
Mn(bH):
i.

S(In) = S(In + "0) =

24 In 0

0 In

35 = I2n:
ii. A+B = (A1 +B1) + "(A2 +B2) olarak elde edilir. Buradan

S(A+B)=

24 A1 +B1 0

A2 +B2 A1 +B1

35=
24 A1 0

A2 A1

35+
24 B1 0

B2 B1

35=S(A) + S(B)
olarak bulunur.

iii. AB = (A1B1) + "(A1B2 + A2B1) eşitli¼ginden

S(AB)=

24 A1B1 0

A1B2 + A2B1 A1B1

35=
24 A1 0

A2 A1

3524 B1 0

B2 B1

35=S(A)S(B)
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elde edilir.

iv. A dual split kuaterniyon matrisinin tersi olsun. O halde AA�1 = A�1A = In�
d¬r. Buradan i. ve iii. özellikleri kullanarak

I2n = S(In) = S(AA
�1) = S(A)S(A�1) ve I2n = S(In) = S(A�1A) = S(A�1)S(A)

eşitliklerini yazabiliriz. Yani S(A) split kuaterniyon matrisinin tersi vard¬r ve

[S(A)]�1 = S(A�1):

�

5.3.3. Dual split kuaterniyon matrislerinin özde¼gerleri

Tan¬m 5.3.3.1. A 2 Mn(bHD) ve � 2 bHD olsun. E¼ger AX = �X eşitli¼gini sa¼glayan
en az bir s¬f¬rdan farkl¬X dual split kuaterniyon vektörü varsa ��ya A�¬n sol özde¼geri
ad¬verilir. A�n¬n sol özde¼gerlerinin kümesi

�l(A) = f� 2 bHD : AX = �x ve x 6= 0g
ile gösterilir ve A�n¬n sol spektrumu ad¬verilir. E¼ger AX = X� eşitli¼gini sa¼glayan en
az bir s¬f¬rdan farkl¬X dual split kuaterniyon vektörü varsa ��ya A�n¬n sa¼g özde¼geri
ad¬verilir. A�n¬n sa¼g özde¼gerlerinin kümesi ise

�r(A) = f� 2 bHD : Ax = x� ve x 6= 0g
ile gösterilir ve A�n¬n sa¼g spektrumu ad¬verilir.

Teorem 5.3.3.1. Her A 2Mn(bHD) için,
�l(A) \ bH = �l(S(A))

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. � 2 bH ve A = A1 + "A2 2 Mn(bHD) olsun. E¼ger �; A�n¬n sol özde¼geri ise en
az bir s¬f¬rdan farkl¬dual split kuaterniyon vektörü x = x1 + "x2 için

Ax = �x

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu eşitlik aç¬l¬rsa

(A1 + "A2)(x1 + "x2) = �(x1 + "x2)

(A1x1) + "(A1x2 + A2x1) = (�x1) + "(�x2)

elde edilir. Buradan

A1x1 = �x1

A1x2 + A2x1 = �x2
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oldu¼gu görülür. Bu eşitlikler24 A1 0

A2 A1

3524 x1
x2

35 = �
24 x1
x2

35
şeklinde yaz¬labilir. Buradan � 2 �l(S(A)) oldu¼gu görülür. Tersine, � 2 �l(S(A))
olsun. O halde 24 A1 0

A2 A1

3524 x1
x2

35 = �
24 x1
x2

35
eşitli¼gi en az bir s¬f¬rdan farkl¬split kuaterniyon x = [x1; x2]

T vektörü için sa¼glan¬r.
Bu matris eşitli¼ginden

A1x1 = �x1 ve A1x2 + A2x1 = �x2

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitlikleri kullanarak

(A1x1) + "(A1x2 + A2x1) = (�x1) + "(�x2)

(A1 + "A2)(x1 + "x2) = �(x1 + "x2)

eşitli¼gi yaz¬labilir. O halde � 2 �l(A) olarak bulunur. Ayn¬zamanda � 2 bH oldu¼gun-
dan, � 2 �l(A) \ bH olarak elde edilir ve ispat biter. �

Teorem 5.3.3.2. Her A 2Mn(bHD) için,
�r(A) \ bH = �r(S(A))

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. � 2 bH ve A = A1 + "A2 2 Mn(bHD) olsun. E¼ger �; A�n¬n sa¼g özde¼geri ise en
az bir s¬f¬rdan farkl¬dual split kuaterniyon vektörü x = x1 + "x2 için

Ax = x�

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu eşitli¼gi açarsak

(A1 + "A2)(x1 + "x2) = (x1 + "x2)�

(A1x1) + "(A1x2 + A2x1) = (x1�) + "(x2�)

elde ederiz. Buradan

A1x1 = x1�;

A1x2 + A2x1 = x2�
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oldu¼gu görülür. Bu eşitlikleri24 A1 0

A2 A1

3524 x1
x2

35 =
24 x1
x2

35�
şeklinde yazabiliriz. Buradan � 2 �r(S(A)) oldu¼gu görülür. Tersine, � 2 �r(S(A))
olsun. O halde 24 A1 0

A2 A1

3524 x1
x2

35 =
24 x1
x2

35�
eşitli¼gi en az bir s¬f¬rdan farkl¬split kuaterniyon x = [x1; x2]

T vektörü için sa¼glan¬r.
Bu matris eşitli¼ginden

A1x1 = x1� ve A1x2 + A2x1 = x2�

eşitliklerini elde ederiz. Bu eşitlikleri kullanarak

(A1x1) + "(A1x2 + A2x1) = (x1�) + "(x2�)

(A1 + "A2)(x1 + "x2) = (x1 + "x2)�

eşitli¼gini yazabiliriz. O halde � 2 �r(A) olarak bulunur. Ayn¬ zamanda � 2 bH
oldu¼gundan, � 2 �r(A) \ bH olarak elde edilir ve ispat biter. �

Teorem 5.3.3.3. Her A 2Mn(bHD) için,
�r(A) \ C = �(�s(A))

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat: � 2 C; A�n¬n sa¼g özde¼geri olsun. O halde � 2 �r(A) \ C ��r(A) \ bH
oldu¼gundan, Teorem 5.3.3.2 gere¼gi � 2 �r(S(A)) olacakt¬r. Burada S(A) 2M2n(bH)
oldu¼gundan, Teorem 3.2.4.3 gere¼gi

�r(S(A)) \ C =�(�S(A))

oldu¼gunu biliyoruz. Buradan � 2 �(�S(A)) oldu¼gu görülür. Sonuç olarak

�r(A) \ C � �(�S(A))

elde edilir.

Tersine, � 2 �(�S(A)) olsun. O halde, Teorem 3.2.4.3 gere¼gi � 2 �r(S(A)) \ C
olacakt¬r. Buradan C � bH oldu¼gundan, � 2 �r(S(A)) \ bH oldu¼gu görülür. Teorem
5.3.3.2 gere¼gi, � 2 �r(A)\C olarak bulunur. Yani, �(�S(A)) � �r(A)\C elde edilir
ve ispat biter. �
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5.3.4. Dual split kuaterniyon matrislerinin tersinin bulunmas¬

A = A1+ "A2 2Mn(bHD) matrisinin tersi var ise Teorem 5.3.2.1. gere¼gi S(A)
matrisinin de tersi vard¬r ve [S(A)]�1 = S(A�1)�dir. Burada e¼ger S(A) matrisinin
tersi 24 B1 0

B2 B1

35
şeklinde ise A matrisinin tersi

A�1 = B1 + "B2

olarak bulunur. Burada B1, B2 2Mn(bH)�d¬r.
Örnek 5.3.4.1

A =

24 i 1 + j

0 k

35+ "
24 1 0

i k

35
matrisini ele alal¬m. A matrisinin split kuaterniyon matris temsili

S(A) =

266666664

i 1 + j 0 0

0 k 0 0

1 0 i 1 + j

i k 0 k

377777775
olarak bulunur. Burada S(A) matrisin kompleks adjoint matrisinin tersi

[�S(A)]
�1 =

266666666666666666666664

�i 1 0 0 0 �1 0 0

0 0 0 0 0 i 0 0

0 �1 + i �i 1 1 1� i 0 �1

0 1 0 0 �i �1� i 0 i

0 �1 0 0 i 1 0 0

0 �i 0 0 0 0 0 0

1 1 + i 0 �1 0 �1� i i 1

i �1 + i 0 �i 0 1 0 0

377777777777777777777775
olarak bulunur. Bölüm 3.2.5�de split kuaterniyon matrisin tersinin bulunmas¬için
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verilen yol ile S(A) matrisinin tersi

[S(A)]�1 =

266666664

�i 1 0 0

0 0 0 0

0 �1 + i �i 1

0 1 0 0

377777775
+

266666664

0 �1 0 0

0 i 0 0

1 1� i 0 �1

�i �1� i 0 i

377777775
j

=

266666664

�i 1� j 0 0

0 k 0 0

j �1 + i+ j � k �i 1� j

�k 1� j � k 0 k

377777775
olarak elde edilir. Buradan

B1 =

24 �i 1� j

0 k

35 ve B2 =

24 j �1 + i+ j � k

�k 1� j � k

35
oldu¼gu görülür. O halde A dual split kuaterniyon matrisinin tersi

A�1 =

24 �i 1� j

0 k

35+ "
24 j �1 + i+ j � k

�k 1� j � k

35
olarak bulunur.
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SONUÇ

Bu tezde aşa¼g¬daki sonuçlar ortaya konulmuştur:

Split kuaterniyon matrislerinin sa¼g öz de¼gerlerinin varl¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r. Bir
split kuaterniyon matrisin kompleks sa¼g özde¼gerleri ile kompleks adjoint matrisinin
özde¼gerleri aras¬ndaki ili̧ski elde edilmi̧stir. Bununla birlike n � n tipinde bir split
kuaterniyon matrisin en fazla 2n tane farkl¬ kompleks özde¼gere sahip olabilece¼gi
sonucu elde edilmi̧stir. Ayr¬ca split kuaterniyon matrisinin sol özde¼gerinin hangi
koşullar alt¬nda var olabilece¼gi elde edilmi̧stir. Ayr¬ca split kuaterniyon matrislerinin
sol özde¼gerler için Gershgorin teoremi ifade ve ispat edilmi̧stir. Sa¼g özde¼gerler için
bu teoremin sa¼glanmad¬¼g¬bir örnekle gösterilmi̧stir. Ek olarak, e¼ger varsa bir split
kuaterniyon matrisin tersinin nas¬l bulunaca¼g¬na dair bir yöntem verilmi̧s ve bir
örnek yard¬m¬yla metot aç¬klanm¬̧st¬r.

Split kuaterniyonlar¬n kompleks say¬lar yard¬m¬ile bir tür geni̧sletilmesi olan,
kompleks split kuaterniyonlar tan¬t¬lm¬̧s ve üzerindeki temel i̧slemler verilmi̧stir.
Ayr¬ca, kompleks split kuaterniyonlar¬n reel matris temsilleri ve split kuaterniyon-
lar¬n reel matris temsilleri ile ili̧skili olarak ele al¬nm¬̧st¬r. Bununla birlikte, kompleks
split kuaterniyon matrisleri tan¬t¬lm¬̧s ve temel özellikleri incelenmi̧stir. A ve B kare
kompleks split kuaterniyon matrisler olmak üzere, AB = In ise BA = In oldu¼gu
ispatlanm¬̧st¬r. Bir başka deyi̧sle; bir kompleks split kuaterniyon matrisinin sa¼g
yada sol tersi var ise birbirine eşit olmal¬d¬r. Kompleks split kuaterniyon matrisinin
kompleks adjoint matrisi tan¬mlanm¬̧s ve özellikleri ele al¬nm¬̧st¬r. Ek olarak, kom-
pleks split kuaterniyon matrislerinin sa¼g özde¼gerinin varl¬¼g¬ispatlam¬̧s ve kompleks
sa¼g özde¼gerler ile kompleks adjoint matrisinin özde¼gerleri aras¬nda bir ili̧ski elde
edilmi̧stir. Bir kompleks split kuaterniyon matrisinin ters tersini bulmak için bir
yöntem geli̧stirilmi̧s ve bir örnek yard¬m¬yla aç¬klanm¬̧st¬r.

Son olarak, dual split kuaterniyon matrisleri tan¬t¬lm¬̧s ve temel özellikleri
üzerinde durulmuştur. Dual split kuaterniyon matrislerin split kuaterniyon matris
temsili ifade edilmi̧stir. Bu matris temsili yard¬m¬ile dual split kuaterniyon matris-
lerin özde¼gerlerine ili̧skin yeni sonuçlar elde edildi. Ayr¬ca sa¼g özde¼gerlerinin varl¬¼g¬
ispat edilmekle birlikte, sol özde¼gerlerin hangi durumlarda var olabilece¼gini ifade
edilmi̧stir. Ayr¬ca dual split kuaterniyon matrislerinin tersi bulmak için bir metot
verilmi̧s ve bir örnek ile aç¬klanm¬̧st¬r.
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