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OZET

GENELLESTIRILMIS CARTAN-VRANCEANU MANIFOLDLARINDAKI
BAZI EGRILERIN GEOMETRISI

Ayse YILMAZ CEYLAN

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dal
Danmisman: Prof. Dr. Abdullah Aziz ERGIN
Kasim 2015, 53 sayfa

Bu tezin amaci, Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki biharmonik egrilerin edri
giftlerinin parametrik denklemlerinin agik olarak ifade edilmesidir.

Birinei béliimde, Riemann manifoldu ve biharmonik egriler kuramma iligkin bu
tez caligmasinin sonraki boliimlerinde kullanilacak olan bazi 6n bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde, literatiirde Cartan-Vranceanu manifoldlari ve bu manifoldlarin
tizerlerindeki biharmonik egrilere iligkin yer alan bazi1 sonuglar verilmistir. Tkinei béliim-
den sonra gelen iki boliim, tamamen 6zgiin olacak gekilde diizenlenmistir.

Uglineii bsliimde, 3—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki biharmonik eg-
rilerin sirasiyla evoliit, involiit, Bertrand ve Mannheim egri ciftlerinin parametrik karak-
terizasyonlar1 verilmistir.

Dérdiineti bolimde, tgiincii bolimde elde edilen sonuglar (2n + 1)— boyutlu
Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki biharmonik egrilerin egri ¢iftlerine genellegtirilmis-
tir. Ayrica, bu bolimde (2n + 1)— boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki bir bihar-
monik egrinin, en fazla kaginci mertebeden evoliit ve involiit egri ¢iftine sahip olabilecegi
incelenmistir.
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November 2015, 53 pages

The aim of this thesis is to characterize the curve couples of the biharmonic curves
in the Cartan-Vranceanu manifold.

In the first chapter, some preliminary information concerning Riemann manifold
and biharmonic curves which will be used in the subsequent chapters is given.

In the second chapter, some results concerning Cartan-Vranceanu manifolds, bi-
harmonic curves on these manifolds in the literature are given. Two chapters that come
after the second chapter, are completely original.

In the third chapter, characterizations of curve couples of the biharmonic curves
in the 3—dimensional Cartan-Vranceanu manifolds are given. These couples are evolute,
involute, Bertrand and Mannheim couples respectively.

In the fourth chapter, the results that handled in previous chapter are generalized
to curve couples of the biharmonic curves in the (2n+ 1)—dimensional Cartan-Vranceanu
manifolds. In addition to this, the order of evolute and involute curve couple of a bihar-
monic curve in the (2n + 1)—dimensional Cartan-Vranceanu manifolds are studied.
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Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki biharmonik egriler, 2006 yilinda Caddeo vd
tarafindan karakterize edilmistir. Cartan-Vranceanu manifoldlar tizerindeki biharmonik
egriler, son yillarda bir¢ok aragtirmacinin ilgisini ¢ekmis ve bu konu ile ilgili ¢esitli ¢alis-
malar yaptlmistir. Ornegin, Korpmar ve Turhan, 2011 yilinda bir Cartan-Vranceanu ma-
nifoldu olan Heisenberg gruplarindaki biharmonik egrilerin egri ¢esitlerini ¢aligsmuslardir.
2007 yilinda, Fetcu yiiksek boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarmdaki biharmonik eg-
rileri incelemistir. Bu tez caligmasinda, Heisenberg gruplarini da kapsayan daha genel bir
obje olan Cartan-Vranceanu manifoldlarmdaki biharmonik egrilerinin egri ¢iftlerinin pa-
rametrizasyonlari elde edilmistir.

Bu tez calismasinin, Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki biharmonik egriler ko-
nusunun gelisimine 6nemli katkilar saglayacagi ve bu alanlarda yeni arastirmalar yapil-
masint tegvik edici nitelikte bir ¢calisma olacagl inancindayim.

Bu tez icerisindeki sekillerin ¢izimleri icin Geogebra programi kullanilmustir.

Bu tez ¢alismasi, Akdeniz Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Koordinasyon
Birimi tarafindan 2014.03.0121.001 nolu proje ile desteklenmistir. Tez ¢alismam sirasinda
ve bugiine kadar yaptigim tiim calismalarda bilgi ve deneyimlerini benimle paylasarak
zamanui ve destegini hi¢ esirgemeyen, akademik gelisimimde biiyiik katkilart bulunan
saygideger danisman hocam Prof. Dr. Abdullah Aziz ERGIN’e (Akdeniz Universitesi Fen
Fakiiltesi) tesekkiirlerimi sunarim.

Son olarak, hayatim boyunca maddi manevi desteklerini esirgemeyen, her zaman

yanimda olan babam Bekir YILMAZ’a, annem Giilay YILMAZ’a, ablam Esra YILMAZ’a
ve kiymetli esim Aydin CEYLAN’a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

il



ICINDEKILER

DERY s ansuat pRG e eSS 6 BEAE 55 E58 3 55 83 DRSERIES
ABBTRALT s v o wuor s woe @ e @@ ws 5 5 & 5 6 & 8 8 5 5 % @ 5@ @es s
CIBIRINE o v oo o o s s o v o o o % 80 %% B B BB R a0 o e
ICINDEKILER . . . . . ottt e e e e e e e e e e e
SIMGELER ve KISALTMALARDIZINIT . . .. ... ..... ... .......
SEEILLER INZINT ¢ s sssvumrmmamammss Be 65 824 558 §gEnanEa
L 4 T g
Ll. Manifold . « v wswwa s wanewwo s ve ma s s a0 o a6 o w e o e s
1.2. Kovaryant Tiirev ve Jeodezik Egri . . . . . . .. . ... ... ... ....
1.3. Riemann Egrilik Tensorii ve Ricei Tensorit . . . . . o oo oo v v oo v 0L
L4, Harmonikve Bibgtmotilk DEAiSim <z s s s vt 333 s sasmmasss
I BB HIEN wcspnaspeowemasme @ e ue o e § 3 @ 830805
2. KURAMSAL BILGILER ve KAYNAK TARAMALARI . . . .. ........
2.1. 3—boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlart . . . . ... ... .. ... ...
2.2. 3—boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarinda Biharmonik Egriler . . . . .
2.3. (2n 4 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlart . . . . . . ... ... ..
2.4. (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarinda Biharmonik Egriler .

3. 3—BOYUTLU CARTAN-VRANCEANU MANIFOLDLARINDAKI BIHAR-
MONIK EGRILERIN EGRI CIFTLERININ PARAMETRIK DENKLEMLERI .
3.1. 3—Boyautlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarindaki Biharmonik Egrilerin Evo-
Bt BOW LML « o o v o v mom omom s s o oo o o i ome o e ot s BB ) s

3.2. 3—Boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarmdaki Biharmonik Egrilerin In-
VollkEEH Ol & ¢ o ¢ v s s s svmmamma e mw e am & 8 8 6w

3.3. 3—Boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarindaki Biharmonik Egrilerin Bert-
rand EGri Cifti . . . . . . . . . e e e e e

3.4. 3—Boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarindaki Biharmonik Egrilerin Mann-

BE BRI CH o« v ¢ s s s s s s sssmmemmuenvd o m £ 5 5o a@a

4. (2n+1)—BOYUTLU CARTAN-VRANCEANU MANIFOLDLARINDAKI BI-

HARMONIK EGRILERIN EGRI CIFTLERININ PARAMETRIK DENKLEM-
LERL . . e

4.1. (2n + 1)—Boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarindaki Biharmonik Egri-
lerin Evoliit ve Involtit Egri Cifti . . . . . . . . . .. v o v i vt

4.1.1. (2n + 1)—Boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarmdaki biharmonik
efrilerininvelitegricifi . . . . v ¢ ¢ v v n s s e e e s

4.1.2. (2n 4+ 1)—Boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki biharmonik
egrilerinevolitegrigifti . . . . ... ... . ... ... ... ..

4.2. (2n + 1)—Boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarindaki Biharmonik Egri-
lerinBertrand Egri Cifhi < - o s ¢ v s v s s s s v v smwimm s 288 68 8 84

4.3. (2n + 1)—Boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarindaki Biharmonik Egri-
lerin Mannheim Egri Cifti . . . . . . ... ... .. ... ... ...,
5.S0NUC . . . oo e e
6. KAYNAKLAR . . . . o e

OZGECMIS

iv



=
.
o]

Simgeler

SE=HEE

T2

TN
=,

! dsim)

5

]H[ZTH—I
SU(2)
SL(2,R)
T, M
X(M)
dst,,

R

Ric

L]

\Y

SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINT

3—boyutlu Oklid uzayi

n—boyuthu Oklid uzay1

1—inci Frenet vektor alani

1—inci 1—form

Egrinin ¢—inci normali

Egrinin ¢—inci egriligi

Egrilik fonksiyonu

Burulma fonksiyonu

Egrinin teget vektorii

Egrinin asli normal vektori

Egrinin binormal vektorii

Cartan—Vranceanu Manifoldu

3—boyutlu Heisenberg grup

(2n + 1)—boyutlu Heisenberg grup

Ozel birimsel grup

SL(2,R) ozel lineer grubunun evrensel drtiisti
M manifoldu tizerindeki tanjant vektdrlerin uzayi
M manifoldu lizerinde vekt6r alanlar uzayi
Cartan-Vranceanu manifoldlari tizerinde tanimlanan i¢ ¢arpim
Riemann Egrilik tensorii

Ricci tensorii

Lie operatorii

Riemann konneksiyonu



Sekil
Sekil
Sekil
Sekil

Sekil

SEKILLER DiZiNi

ByalBLeBrigtl < o s 5 5 5 5 5 s 5 5 6 6 5 65 58 § 8 8556 5855 10
Involiitegrigifti . . . . . . . . . . i 10
Beptrand ot . oo % b s BB G s 83 08 B 5 5§ A B AHHYE 11
Mampheime@righfti « <« co s wnwvenswows s 8 v n e e e 11
Cartan-Vranceanu metriginin geometrik aciklamast . . . . . . . . . 14

Vi



B L i

Ayse YILMAZ CEYLAN GIRIS

1. GIRIS

Bu tez ¢alismasinda, Heisenberg gruplarini da kapsayan Cartan-Vranceanu ma-
nifoldlarmdaki egri ¢ifileri ele almmustir. Ozel olarak, 3—boyutlu ve (2n + 1)—boyutlu
Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki biharmonik egrilerin evoliit, involiit, Bertrand ve
Mannheim egri ciftleri caligtimistir,

Bu bélimde, Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki egri giftlerini olugturmak igin
gerekli olan bazi tanim ve teoremler verilecektir.

1.1. Manifold

Bu kesimde, diferansiyel geometrinin temel kavramlarindan biri olan manifold ve
efri kavramlart incelenecektir. Bu béliimdeki tanim ve teoremler, Hacisalihoglu (1993,
1994, 2006) kaynaklarindan alinmustir.

Tamm 1.1.1 (Hacisalihoglu 1993) X bir ciimle olsun. X in altciimlelerinin bir kolek-
siyonu T olsun. T koleksiyonu asagidaki onermeleri dogrularsa X iizerinde bir topoloji
admi alw:

(i X,gerT,
(fl) V/ll, AyeT= AiNAy e,

(i) Ay e m,i €1, 'UIAi eT.
s

Tamm 1.1.2 (Hacisalihoglu 1993) Bir X ciimlesi ve iizerindeki bir T topolojisinden olu-
san (X, 1) ikilisine bir topolojik uzay denir.

Tamm 1.1.3 (Hacisalihoglu 2006) X bir topolojik uzay olsun. Farkli iki p,q € X nok-
tasmn X deki acik komguluklar:, swrast ile, U ve V olsun. Eger Uile V yiUNV = @
olabilecek sekilde se¢mek miimkiin ise X topolojik uzayma bir Hausdorff uzay: 'dir denir.

Tamm 1.1.4 (Hacisalihoglu 1993) X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir
f: XY

Jfonksiyonu siirekli ise ve f~! tersi var ve [~ de siirekli ise [ ye X den'Y ye bir home-
omorfizm (topolojik dontisiim) denir.

Tanum 1.1.5 (Hacisalihoglu 1993) E™ in iki acik alf ctimlesi U ve V' olsun. Bir
v:.U—-V

fonksiyonu i¢in su iki onerme dogru ise U ye C* sumifindan bir diffeomorfizm ve U ile V
ye de k. dereceden diffeomorfiktirler denir:

(i) ¥ e C*U,V),
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(i) U1V — Uvarve U=t € CHV,U).

Tanim 1.1.6 (Hacisalihoglu 1993) M bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagidaki oner-
meler dogru ise M bir n—boyutlu topolojik manifold (veya kisaca topolojik n—manifold)
dur denir:

(i) M bir Hausdorff uzaydu,

(ii) M nin her bir acitk alt ciimlesi E™ e veya E™ in bir agik aliciimlesine home-
omorfiur,

(iii) M sayilabilir ¢coklukta agik ciimlelerle ortiilebilir.

Tamm 1.1.7 (Hacisalihoglu 2006) M bir n—boyutlu topolojik manifold ve U da M nin
bir acik ciimlesi olsun. Eger U bir U homeomorfizmi ile E™ nin bir W agik aliciimlesine
eslenebilivorsa, (U, V) ikilisine M de bir koordinat komsulugu (harita) denir.

Tamm 1.1.8 (Hacisalihoglu 1993) M bir topolojik n—manifold ve M nin bir agik ortiisil
{U} olsun. U, agik ciimlelerinin o indislerinin ciimlesi A olmak iizere {U,} drtiisii igin
{Ua}aca yazihir. E™de U, ya bir U, homeomorfizmi altinda homeomorf olan agik ciimle
Vi, olsun. Boylece ortaya ¢ikan (Uy, V) haritalarimn

{(Uaa IIIO:) }aEA

koleksiyonuna bir atlas (koordinat komsulugu sistemi) denir.

Tanmm 1.1.9 (Hacisalihoglu 2006) M bir n—boyuilu topolojik manifold ve
S={(Us ¥s): a € A}
ciimlesi de M nin bir atlasi olsun. U, N Up # 0 olmak iizere ¥ o, B € A igin,
bog = Vo0 Ug' 1 Wy(U, NUp) = ¥o(Uys N Up)
ve
bg0=Tg0U," : Us(U, NUg) = Up(UyNUp)

Jonksiyonlart C* siifindan ise S ye C", r > 1, sinifindandwr denir. Eger S atlasi M
tizerinde C" smufindan ise S ye M iizerinde bir CT sinifindan diferansiyellenebilir yapt
denir.

Tanmm 1.1.10 (Hacisalihoglu 1993) M bir topolojik n—manifold olsun. M iizerinde C"
smifindan bir diferansiyellenebilir yapi tanmimlanabilirse, M ye CT smmifindan diferansi-
vellenebilir manifold denir.

Tanum 1.1.11 (Hacisalihoglu 1994) M bir diferansiyellenebilir manifold ve oo : I — M
de C* simifindan bir fonksiyon olsun. O zaman o(I) C M alt ciimlesine, {(I, )} atlast
ile verilmis C* sumfindan bir egri denir.
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Tanmm 1.1.12 (Hacisalihoglu 1994) M bir diferansiyellenebilir manifold ve o (1) da M
iizerinde {(I,a)} atlast ile verilmis C* sinifindan bir egri olsun. a(t) = p € M olmak
lizere,
Xp: C*(M,R) - R
: . d(f o«
fooo xpn=409,

seklinde tamml X, fonksivonuna, ol) egrisinin o(t) noktasmdalki bir tanjant vektorii
denir ve o(t) noktasmda o(I) mn tanjant vekiorlerinin ciimlesi To)(a(1) ile gosterilir.

Tanum 1.1.13 (Hacisalihoglu 1994) M bir diferansivellenebilir manifold ve bir nokias:
p € M olsun. Bir
Xp: C®(M,R) = R

Jonksiyonu, M iizerinde en az bir egrinin p noktasmdaki tanjant vekiorii ise X, ye M nin
p noktasindaki bir tanjant vektérii denir. M iizerindeki tanjant vektorlerin ciimlesi T,( M)
ile gosterilir.

T,(M) tizerinde asagidaki sekilde tammianan i¢ ve dig islemler sayesinde, T,( M)
bir reel vektor uzayr olur:

(i) I islem:
o T(M) x To(M) —  To(M)
(X;U':Y:'D) = XP+}/;J

avle ki, Vf € C*(M,R) i¢in,
(Xp + Y)(f) = Xp(f) + Y5(f)
dir.

(ii) Dis islem:
R x T,(M) — T,(M)
A Xp) = X

oyle ki, Vf € C°(M,R) i¢in,
(AX)(f) = AXp(F)
dir:
Tamum 1.1.14 (Hacisalihoglu 1994) M bir diferansivellenebiliv manifold ve bir p € M

noktasindaki tanjant vektorlerin uzayr T,(M ) olsun. T,,(M ) vektér uzayma, M nin p nok-
tasmdaki tanjant uzayi denir.

Teorem 1.1.15 (Hacisalihoglu 1994) M bir diferansiyellenebilir manifoldve p € M nok-
tasimdaki tanjant uzay da T,(M) olsun. O zaman, VXp € T,M veVf, g €¢ C*(M,R)
icin,

(i) X, : C*(M,R) — R lineerdir,
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(i) X,(f9) = Xo(Fg(p) + f(p) Xa(g)

dir.

Tanum 1.1.16 (Hacisalihoglu 1994) M bir diferansiyellenebilir manifold olsun. M iize-
rinde bir vektor alani diye,
X' M— UT M
peEM

birebir ve érten olarak tavumlanan X fonksiyonuna denir ve M iizerinde vektor alanlari-
min ciimlesi x(M) ile gosterilir.

x(M) dizerinde asagidaki sekilde tammlanan i¢ ve dis islemler, x (M) yi reel vektor
uzay1 yapisivla donatirlar:

(i) I¢ islem:
Fiox(M)xx (M) > x(M)
(X,Y) - X+4Y

oyle ki, ¥p € M igin,
(X+Y)p)=X,+Y,

dir.
(i) Dig islem:

Rxx(M) — x(M)
ANX) — XX

oyle ki, ¥p € M igin,
(AX)(p) = AX,

dir;

Tamm 1.1.17 (Hacisalihoglu 1994) M bir diferansiyellenebilir manifold ve M iizerin-
deki vektor alanlarmin vektor uzayr da x (M) olsun. x (M) ye M iizerindeki vektor alan-
larinin uzayt denir.

Teorem 1.1.18 (Hacisalihoglu 1994) M bir diferansiyellenebilir manifold ve M iizerinde
vektor alanlarmn vekior uzayr x (M) verilsin. O zaman, VX € x(M) igin,

(i) X, : C*(M,R) — C™(M,R) lineerdir,
(i) Vf,g € C®(M,R) icin, X (fg) = fX(g) +X(f)g
dir.

Tamm 1.1.19 (Hacisalihoglu 1994) M diferansiyellenebiliv manifoldu tizerinde vektor
alanlarinm uzayr x (M) verilsin. O zaman,

[1: x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y) — [:K‘Y?Y)Z[X?Y]

4
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oyle ki, Vf € C®(M,R) icin,
(X, Y]f = X)) -Y(X])

seklinde tanumly [, doniisgiimiine x (M) iizerinde Lie parantez operatérii denir.

Tamm 1.1.20 (Hacisalihoglu 1993) V, bir K cismi iizerinde vekior uzayr ve
[]:VxV =V
doniisiimii de,
(i) 2—lineer,
(i) Alterne (VX,Y € V i¢in [ X,Y]| = —[Y, X]),
(i VXY, Z €V igin,
[X, [, Z]) + [Y, 2, X]] + [2,[X, Y]] = 0

olarak verilsin. |, | doniisiimiine, V iizerinde bir Lie operatérii denir. Bu takdirde, V vektor
uzayma bir Lie cebiri denir.

Teorem 1.1.21 (Hacisalihoglu 1994) M diferansiyellenebilir manifoldu iizerinde vektor
alanlarmm uzayr x(M ) ve x(M) iizerinde Lie parantez operatorii [, | verilsin. O zaman,
[, | Lie parantez operatiri, x (M) iizerinde bir Lie operatoriidir.

Tamim 1.1.22 (Hacisalihoglu 1994) M bir C* manifold olsun. M iizerinde vekior alan-
larmm uzayr x (M) ve reel degerli C* fonksiyonlarm halkas: C*° (M, R) olmak iizere,
() x (M) x x (M) = C*(M,R)

seklinde bir i¢ carpim tanimiy ise M ye bir Riemann manifoldu denir: Burada, {, ) islemine
M iizerinde i¢ carpim, metrik tensor, Riemann metrigi veya diferansiyellenebilir metrik
denir.

Tanmm 1.1.23 (Hacisalihoglu 1994) M bir C* manifold olsun. M iizerinde vektor alan-
larmnin ciimlesi x (M) ve reel degerli C* fonksiyonlarm halkast da C°°(M,R) olmak
lizere,

() ox (M) x x (M) = C=(M,R)
Jfonksiyonu,

(i) 2—lineer,
(ii) Simetrik,
() VX € x (M) icin(X,Y)=0=Y =0 € x (M)

ozelliklerini saglyor ise, M ye yari-Riemann manifoldu denir.
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1.2. Kovaryant Tiirev ve Jeodezik Egri

Bu kesimde, kovaryant tiirev ve jeodezik egri tamimi verilecektir. Bu béliimdeki
tanimlar, Sahin (2012) kaynagindan alimmugtir.

Tanmm 1.2.1 (Sahin 2012) M bir manifold ve manifold iizerinde vektor alanlarimmn ciim-
lesi x (M) olsun. Bu durumda X,Y, Z € x (M) vektor alanlarive [ € C*(M,R) i¢in,

Vix (M) = x (M)
ile tanimii ve
) Vil = P Bt Pl
(i) Vx (Y + Z) = VxY + VxZ,
(ii)) V sx¥ = [VxY,
() Vx(fY) = X[flY + fVxY

sartlarin saglayan NV doniistimiine afin veya lineer konneksiyon adi verilir. VxY vek-
tor alammna Y vektor alanimin X vektor alam boyunca kovaryant tiirevi adi verilir.

Tanim 1.2.2 (Sahin 2012) (M, g) bir Riemann manifoldu ve o - I — M bir egri olsun.

d
pr olmak iizere, eger VX = 0 ise X vekior alamna o boyunca paraleldir

Q= O
denir,

Tanim 1.2.3 (Sahin 2012) M bir Riemann manifoldu olsun. Eger o : I — M egrisinin
teget vektor alani, o boyunca paralel ise egrive jeodeziktir denir.

1.3. Riemann Egrilik Tensorii ve Ricei Tensorii

Bu kesimde, Riemann konneksiyonu, Riemann egrilik tensorii, Ricci tensorii kav-
ramlart ve bazi dzellikleri verilecektir. Bu béliimde, Do Carmo (1993), Hacisalihoglu
(1994, 2004), Kiihnel (2002), Boothby (2003) ve Sahin (2012) kaynaklarindan yararla-
nilmagtir.

Tanmm 1.3.1 (Hacisalihoglu 1994) M bir yari-Riemann manifoldu ve ¥V, M iizerinde bir
afin konneksiyon olsun. Eger asagidaki ozellikler saglaniyor ise NV konneksiyonuna, M
tizerinde bir Riemann konneksiyonu ve V x e de X e gore Riemann anlammnda kovaryant
tiirev operatorii denir:

(i) V, C* simfindandrr,
(ii) M nin bir A bélgesi iizerinde, C™ olan ¥V X,Y € x (M) igin,
VxY —VyX =[X,Y]

6
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dir
(iii) M nin bir A bolgesi iizerinde C™ olan VXY, Z € x (M) ve ¥p € A i¢in,
Xp(K Z> = (VxY, Z> |P —i—{Y, vXZ) |37
dir.
Tamm 1.3.2 (Do Carmo 1993) Bir M Riemann manifoldunun, R Riemann egrilik fen-
sorii, her X, Y € x (M) ¢ifti icin asagidaki déniigiim ile tanmlanr:

R(X,Y): x(M) = x(M)
Z = R(X,Y)Z=VxVyZ-VyVxZ—-VixyZ, Z€x(M).

Burada, V, M Riemann manifoldunun Riemann konneksiyonudur.

Onerme 1.3.3 (Do Carmo 1993) Bir M Riemann manifoldunun, R Riemann egrilik ten-
sorii asagidaki ozellikleri saglar:

(i) R, x (M) x x (M) iizerinde bilineerdir:

R(fX1+9X5,Y1) = [fR(X1,Y7)+ gR(X,, Y1),
R(X1, fYi+gYe) = [fR(X1,N)+gR(X,,Ys).

Burada, f,g € C®(M,R)ve X,,Y1, X5, Y € x (M) dir
(ii) Herhangi X, Y € x (M) igin
R(X,Y): x (M) — x (M)
lineerdir:

RX,)Y)(Z+W) = R(X,Y)Z+ R(X, Y)W,
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z

Burada, f € C(M,R)ve Z,W € x (M) dir

Onerme 1.3.4 (Do Carmo 1993) Bir M Riemann manifoldunun, R Riemann egrilik ten-
sorii, VX, Y, Z € x (M) igin Bianchi ézdesligini saglar:

R(X,YYZ+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.
Tanim 1.3.5 (Hacisalihoglu 2004) M bir n—boyutlu (n > 4) Riemann (yar1 Riemann)
manifoldu ve g de M nin metrigi olsun. VXY, Z,W € x (M) i¢in,

R: x(M)xx(M)xx(M)xx(M) — C®°M,R)
(X,Y,Z,W) — RX,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W)

olarak tanimli 4. mertebeden kovaryant tensore, M iizerinde Riemann-Christoffel egrilik
tensorii denir:
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Teorem 1.3.6 (Do Carmo 1993 ve Boothby 2003) Riemann egrilik tensorii ve Riemann-
Christoffel egrilik tensorti asagidaki bagmmtilar: saglar.

R(X,Y)Z+ R(Y,X)Z

R(X,Y,Z W)+ R(Y,Z, X, W)+ R(Z,X,Y,W)

R(X,Y,Z, W)+ R(Y, X, Z,W)

R(X,Y,Z,W)+ R(X,Y,W, Z)

R(X,Y,Z,W)— R(Z,W,X,Y)

I
T - R o -

Tanim 1.3.7 (Kiihmel 2002 ve Sahin 2012) (M, g) n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve
M iizerinde lokal ortonormal velktor alanlari ey, ..., e, olsun. Bu durumda X, Y € x (M)
icin,
Ric: x(M)xx(M) — C=(M,R)
(X,Y) — Ric(X,Y) =i2(Z — R(Z, X)Y)

doniigiimii ile tamml (2,0)—mertebeli,
R X, Y y= Zg (R(ei;, X)Y, ;)

tensor alanma (M, g) manifoldunun Ricci tensérii adi verilir.
1.4. Harmonik ve Biharmonik Déniisiim

Bu kesimde, harmonik ve biharmonik déniislimiin tanimi ve tezin temel unsurla-
rindan biri olan biharmonik egriler ile ilgili bir teorem verilecektir. Bu kesimdeki temel
kavramlar, Caddeo vd (2006) ve Sahin (2012) kaynaklarindan alinmistr.

Tamim 1.4.1 (Sahin 2012) (M, g1) ve (Ma, go) sirasiyla m ve n boyutlu Riemann mani-
Jfoldlart ve
F: M1 — MQ

bir doniisiim olsun. © € My icin

e(F): M; — [0,00)

z — e(F),= |l7;$|2

L
2

seklinde tammlanan fonksivona F' downiistimiiniin enerji yogunlugu denir.

Tanmm 1.4.2 (Sahin 2012) (My, g1) ve (Ma, go) Riemann manifoldlars, D, M, manifol-
dunun bir kompakt tamm ctimlesi ve

F M — M,
bir dontistim olsun. Bu durumda,
E(F;D) = / e(F)dV, / | dV,
ile tanumli fonksiyona F doniisiimiimiin enerjfi integrali denir.

8
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Tamm 1.4.3 (Sahin 2012) (M, g1) ve (Ma, go) Riemann manifoldlar: ve

C®(My, My) ={F | F: My — My, F bir C* doniigiim}
olsun. F': My — My doniigiimii, kompakt bir bélge iizerinde,

E(;D): C®(M;, M) - R
ile tanimlanan enerji fonksiyonelinin kritik noktasi ise F' doniigiimiine harmonik doniigiim
ad verilir.
Tamm 1.4.4 (Sahin 2012) (M., g1) ve (My, go) iki Riemann manifoldu ve
F: M — M,

bir déniistim olsun. Bu durumda, M, manifoldunun kompakt bir bolgesi €} icin, F' donii-
sumiiniin § tizerindeki bienerjisi,

1
Bao(P) =5 [ 1),

ile tamimlamyr. Eger I bienerji fonksivonelinin kritik noktast ise F' doniistimiine biharmo-
nik domtisiim denir,

Teorem 1.4.5 (Caddeo vd 2006) M bir Riemann manifoldu ve
v:ICR—-M
bir biharmonik egri olsun. Bu takdivde -y egrisi,
V3 + Ry, V¥ )y =0 (1.1)
denklemini saglar. Burada,
VY =Vy (Vy (V)
dir.

1.5. Egri Ciftleri

Bu kesimde, E? ve E™ Oklid uzaylarindaki bir egrinin sirastyla evoliitii, involiiti,
Bertrand ve Mannheim egri ¢iftleri tanimlanacaktir. Bu bliimde verilen tanimlar, Turgut
ve Esin (1992), Hacisalihoglu (1993), Sabuncuoglu (2006) ve Liu (2008) kaynaklarindan
alinmugtir.

Tamm 1.5.1 (Sabuncuoglu 2006) Birim hizli y : I — E? egrisi ile aym araltkia taniml,
e T 5 EP

egrisi verilsin. Her bir s € I igin, v* egrisinin v*(s) noktasmdalki tegeti y(s) noktasindan
geciyorsa ve

{I"(s), T(s)) = 0

ise v* egrisine y egrisinin bir evoliitii denir (Sekil 1.1).

9
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T(s)

s ';*(5)

g
i

Sekil 1.1. Evoliit egri ¢ifti

Tamim 1.5.2 (Sabuncuoglu 2006) Birim hizlt v : I — B3 egrisi ile aynt araltkia tammls,
v T — T3

egrisi verilsin. Her bir s € [ i¢in, v egrisinin v(s) noktasindaki tegeti v*(s) noktasindan
gecgiyorsa ve

{T"(s),T(s)) = 0

ise v* egrisine v egrisinin bir involiitii denir (Sekil 1.2).

7*(s)

7(s)

Sekil 1.2. Involiit egri ¢ifti

Tanmm 1.5.3 (Sabuncuoglu 2006) Birim hizli y : T — |2 egrisi ile aym aralikia tamml,
R 3

egrisi verilsin. Her bir s € I igin, v*(s) noktast ile ~(s) noktasu birlestiren dogru, +*
egrisinin v*(s) noktasindaki asli normalini ve y egrisinin ~(s) noktasmdaki asli normalini
kapsiorsa, v* egrisi -y egrisiyle Bertrand egri ¢ifii olusturuyor denir (Sekil 1.3).

10
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Sekil 1.3. Bertrand egri ¢ifti

Tanim 1.5.4 (Liu 2008) v ve v*, B3 Oklid uzaymmda birim hizh iki egri olsun. Egrilerin
karsilik gelen noktalarinda, +y egrisinin asli normali ile ~* egrisinin binormali lineer ba-
gimlt ise, v ya Mannheim egrisi, v* egrisine vy egrisinin Mannheim egri ¢ifii ve {~,~v*}
ikilisine de Mannheim ¢ifii denir (Sekil 1.4).

B(s)

(s) T(s)

B*(s)

Sekil 1.4. Mannheim egri ¢ifti

Tanmm 1.5.5 (Turgut ve Esin 1992) v* : I C E — E" egrisi verilsin. Bu egrinin Frenet
catsi{T' = N, Ni, ..., N} olmak iizere asagidaki sekilde verilen -y egrisine, v* egrisinin

11
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k—mct mertebeden involiitii denir:
q)"}_zga zag_f ) k<n—1

Tanum 1.5.6 (Turgut ve Esin 1992) v : I C £ — E™ egrisi verilsin. Bu egrinin Fre-
net ¢atist {T = Ny, Na, ..., Ny, } olsun. , k—mct mertebeden involiit egrisi olmatk iizere,
asagidaki sekilde verilen v* egrisine, v egrisinin (n — k — 1) —inci mertebeden evoliitii
denir:

7 (8) = (s Z§M,5 J(9), k<n—1

i=k+41

Tamm 1.5.7 (Turgut ve Esin 1992) E™ de bir ~y egrisi verilsin. Eger (n — k — 1) —inci
mertebeden bir v* evoliit egrisi varsa, (y,~*) egri ¢ifti, (k,n — k — 1) —inci mertebeden
bir involiit-evoliit egri ¢ifti olarak adlandirilr.

Tamm 1.5.8 (Hacisalihoglu 1993) v, ~* C E™ egrileri, sirasyla, (1,+) ve (I,*) koordi-
nat komsuluklar ile verilsin. s € I ya karsilik gelen ~(s) € v ve v*(8) € v* noktalarmda
~ ve v egrilerinin,

(T, Nu, .y NV, {T* N}, ..., N¥}

Frenet r—ayakhlar verildiginde, Vs € I i¢in,
{Ni(s), N7 (s)}

lineer bagimit ise, (y,~*) egri ikilisine bir Bertrand egri ¢ifti denir.

Tamm 1.5.9 v, v* C E" egrileri, sraswla, (1,v) ve (I,v") koordinat komsuluklart ile
verilsin. s € I ya karsilik gelen y(s) € v ve v*(s) € v* noktalarinda ~ ve v* egrilerinin,

TN v N by T NT 0, N2}
Frenet r—ayaklilari verildiginde, Vs € I icin,
{Ni(s), N3 (s)}

lineer bagimii ise, (y,~*) egri ikilisine bir Mannheim egri ¢ifti denir.

12
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2. KURAMSAL BILGILER ve KAYNAK TARAMALARI

Klasik diferansiyel geometrinin temel konularmdan biri de egriler teorisidir. Son
yillarda yapilan ¢alismalarda, iki egrinin karsilik gelen noktalarindaki Frenet ¢atilar: ara-
sinda bagntilar kurularak elde edilen egri ¢iftlerine olan ilgi giderek artmugtir. Bu egri
ciftlerinden en iyi bilinenleri evoliit egri ¢itti, involiit egri ¢ifti, Bertrand egri ¢ifti ve Mann-
heim egri ¢iftidir.

Evoliit-involiit egri ¢ifti kavrami Huygens tarafindan 1673 yilinda “Horologium
oscillatorium sive de motu pendulorum ad horologia aptato demonstrationes geometricae”
adli calismasinda verilmistir. Bertrand egrileri ise 1850 yilinda Bertrand tarafindan ¢ali-
silmustir. Mannheim egrisi ilk olarak Mannheim tarafindan 1878 yilinda tammlanmstir.
Literatiirde bu egri giftleri ile ilgili Oklid uzayinda yapilmis olan pek ¢ok galigma mevcut-
tur (Gorgiilii ve Ozdemir 1986, Ozyilmaz ve Yilmaz 1992, Turgut ve Esin 1992, Matsuda
ve Yorozu 2003, 2009, Cheng ve Lin 2009).

Oklid uzayinda yapilan bu galigmalarin yani sira diger uzaylarda da egri ¢iftleri
ele alinmistir. Ozel olarak, 3—boyutlu Heisenberg gruplarindaki biharmonik egrilerin evo-
liit, involiit, Bertrand ve Mannheim egri ciftleri ¢alisilmistir (K&rpinar ve Turhan 2011a,
2011b, 201 1c, Turhan vd 2011). Son yillarda, bu egri ¢iftleri Lorentz ve dual Lorentz uzay-
larinda da incelenmistir (8rn. bkz. Bukcu ve Karacan 2007, 2009, Bilici ve Caligkan 2009,
Kiilaher ve Ergiit 2009, Ozkaldi vd 2011, Oztekin ve Ergiit 2011, Sato 2012, Senyurt ve
Bektas 2012, Senyurt ve Giir 2012, Oztiirk vd 2013). 3—boyutlu uzay formlarinda ise
Bertrand ve Mannheim egrileri ele alinmugtir (Choi vd 2012, 2013).

Bu tezin amaci, Fizik alaninda énemli bir yere sahip olan Heisenberg gruplarini
kapsayan Cartan-Vranceanu manifoldlarinda bu egri ¢iftlerini ele almaktir. Bu bsliimde,
3—boyutlu ve (2n + 1) —boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlart ve bu manifoldlarm tlize-
rindeki biharmonik egrilerin literatiirde yer alan bazi sonuglar verilecektir.

2.1. 3—boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlar:

Bu béliimde, 3—boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlariin geometrik yapisi ince-
lenmistir. Bu kesimde verilen tanim ve hesaplamalarda, Caddeo ve arkadaslarinin (2006)
¢alismasindan yararlanilmistir.

Tanum 2.1.1 Carian-Vranceanu metrik, eger m > 0 ise M = R? de, aksi halde
3, .2 2 1
M=<(zy,2)eR :2°+y < ——
m
ciimlesinde asagidaki gibi tanmlamr:

2 _
dsl,m =

dz? + dy? - ( p I ydx — zdy

[+ m(e? + )] ”2[1+m<mz+y2n)’“"”ER' @

Burada M, 3—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldu olarak adlandirilir.

13
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Bu metrik, Bianchi (1928) nin ¢alismasinda ele almmustir. Daha sonraki yillarda
bu metrik Cartan (1951) ve Vranceanu (1947) nun ¢alismalarinda da ortaya ¢ikmistir.

I ve m ye dzel degerler verildiginde, 3—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldu asa-
didaki gibidir:

(i) Eger | = 0 ise (M, ds},,) sabit 4 Gauss egrilikli S ylizeyi ile reel R dogrusu-
nun carpimidir.

(ii) Eger [* = 4m ise (M’ : ds?‘m) negatif olmayan sabit kesitsel egrilige sahiptir.
(iii) Eger [ # 0 ve m > 0 ise (M, ds?,,) lokal olarak SU(2) dir.
(iv) Eger I # 0 ve m < O ise (M, ds},,) lokal olarak 5’1(2, R) dir.

(v) Egerl # Ovem = 0 ise (M‘ ] dsﬁm) sol-invaryant metrik ile donatilmis Hs
Heisenberg uzayidir (Sekil 2.1).

82 xR
=2 I

SU(2) SU(2)

Sekil 2.1. Cartan-Vranceanu metriginin geometrik agiklamasi

(2.1) ile verilen Cartan-Vranceanu metrik,

3

2 _ i i

ds] = E w' @ w
i=1

seklinde yazilabilir. Burada, F' = 14+ m(z? + %°) olmak iizere,

dx dy
’1:7 2:— 3:
w 7 W W dz +

Eydzs — zdy
2 F

1—formlardir.

(2.1) esitligi ile verilen metrik i¢in ortonormal vektor alanlart agagidaki gibidir:

9 wo _ 9 o _ 8
El_F%iia’Eg_Faer282’E3_8z'

2.2)

14
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Tanim (1.1.19) ile verilen Lie parantez operatdrii tanimindan
[El:El] = 01 {E27 EQ] = 07 [E3? E3] — O
oldugu agiktir.

(2.2) ile verilen ortonormal vektdr alanlarmm Lie parantez operatoril,

d d d
By = (—2myF) — + 2malF) — + (FI) —, [E1, B3| =0, [Ey, B3] =
[£1, £] = (—2my )8z+(mT )ay*( )azz (B, B3] =0, [By, E3] =0
seklindedir.
Asagida verilen Koszul formiiliinden,
1
(VxY, Z) = S {{IX, Y], 2) = (v, 2], X) + {[2, X], ) } (2.3)
yararlanilarak elde edilen Riemann konneksiyonu,
vE1E1 = meEg, VEIEQ = —27nyE1+%E3,
VEzEQ = QTNJIE], VEZE]_ = "‘2m$E‘2 = %Eg, (2 4)
VEBEB = 0, VE1E3 = anElz—%EZ, .

VEzEg = VE3E2 = %El
seklindedir.

(2.2) ile verilen ortonormal ¢atiya gore sifirdan farkli Riemann-Christoffel egrilik
bilesenleri ve Ricci tensérii bilegenleri, sirasiyla,

R(E17E27E17E2) = 4m - %lg? R(E17E37-E17E3) = %.’f‘)

2.5
R(Ey, By By, By) = -5)
ve
[? e
R?:C(E]_, El) — R?:C(EQ, Eg) = —4m + E, RﬂC(Eg,Eq) = *5
seklindedir.

2.2. 3—boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarinda Biharmonik Egriler

Bir biharmonik déniisiim olan biharmonik egriler simdiye kadar ¢esitli uzaylarda
incelenmis ve smiflandirilmigtir. 3—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarinda da, [ ve m
nin bazi 6zel degerleri icin biharmonik egriler bir ¢ok yazar tarafindan ¢alisiimistir:

() Egerl = m = Oise (M, ds},,) , E® Oklid uzayidir ve bir -y egrisinin biharmonik
olmasi igin gerek ve yeter sart bir dogru olmasidir (Dimitric 1992).

(ii) Bger 1> = 4m ve | # 0ise (M, ds?,,) , lokal olarak 3—boyutlu kiiredir. Bu

kiiredeki jeodezik olmayan biharmonik egriler siniflandirilmigtir ve helis olduklari ispat-
lanmigtir (Caddeo vd 2001).
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(iii) Eger ! = 0vem < Oise (M, ds?,,) , sarpim metrigi ile H? x R ye izometriktir
ve biitlin biharmonik egrilerin geodezik egriler olduklar: gosterilebilir.

(iv) Egerl #£ 0 ve m = Q ise (j\/_f \ dsim) , sol-invaryant metrik ile donatilmig Hiy
Heisenberg uzayidir ve bu uzaydaki biharmonik egriler ¢alisilmistir (Caddeo vd 2004).

(v) Eger! = 1 durumunda, (M ; dsﬁm) Cartan-Vranceanu manifoldundaki jeodezik
olmayan biharmonik egrilerin parametrik denklemleri verilmistir (Cho vd 2007).

(vi) Eger I* # 4m ve m # 0 durumunda, (M, ds}, ) Cartan-Vranceanu manifol-

dundaki jeodezik olmayan biharmonik egrilerin karakterizasyonlari verilmistir (Caddeo
vd 2006).

(M™, g) , n—boyutlu bir Riemann manifolduve v : I C R — (M",g) yay pa-
rametreli bir egri olsun. Bu edrinin, v boyunca Frenet ¢atis1 {7, N1, No, N3, ..., N, } ile
verilsin. Burada, T = «/, v min birim tanjant vektor alani, IVy, V1 ile ayni yonde olan,
~ nin birim normal vektdr alamidir. { Ng, N, ..., N, } birim vektorleri de asagidaki Frenet
esitliklerinden elde edilir:

Vil = kN
VrNy = —kiT 4 kyNy
VTNQ = _kQN]_ + k3N4 (26)

VN, = _kn—an—l-
Burada {k, ko, ..., kn_1}, v eBrisinin egrilikleridir.

Teorem 2.2.1 (Caddeo vd 2006) (M™, g) , n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve
v:ICR— (M"g)
(n > 2) yay parametreli bir egri olsun. Bu takdirde, -y biharmoniktir ancak ve ancak
kik; =0,
ky — k3 — kikZ + ki R(T, Ny, T, Ny) = 0,
Ok ko + kiky + ky R (T, N1, T, Np) = 0,
kikoks + ki R (T, Ny, T, Ny) =0,
klR(T,N]_,T, NJ) = O, 5 S _j' S T

@.7)

dir.
Kanit (1.1) denkleminden yararlanilarak v egrisinin biharmonik esitligi asagidaki sekilde
elde edilir:

VAT + R(T, VDT = (=3kik)T + (k) — k3 — kikZ) N1 + (2K a + Kikig) No
+(kykepks) Ny + B R(T, N) T
=
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Sonug 2.2.2 (Caddeo vd 2006) v : I C R — (M™,g) (n > 2) yay parametreli bir egri
olsun. Jeodezik olmayan biharmonik egriler (k1 # 0) ele alimdiginda (2.7) egitlikleri
asagidaki sekli alir:

k1 = sabit # 0,
k2 + k& = R(T, N1, T, Ny) ,
ky = —R(T, Ny, T, N,), (2.8)
koks = —R (T, N1, T, Ny),
R(T,N,T,N;)=0,5<j <n.

Bu béliimiin geri kalan kisminda kisaligin hatirina, 3—boyutlu Cartan-Vranceanu
manifoldunda tanimlanan, yay parametreli v : I C R — (ﬂ/f , dsﬁm) egrisinin, (2.2)
esitligi ile verilen ortonormal baza gdre Frenet ¢atisi

3 3 3
{T = Zﬂ?EhN = ZN'L'E'L:B = ZBiEi}
=1 =1 =1

egrilik ve burulmasi da sirastyla s ve 7 olarak almacaktir.

Sonuc¢ 2.2.3 (Caddeovd 2006) v : I C R — (M’ , dsim), 3—boyutlu Cartan-Vranceanu
manifoldunda tanimlanan, yay parametreli bir egri olsun. (2.8) esitliklerinden ve (2.5) ile
verilen Riemann-Christoffel egrilik katsayilarindan yararlanilarak, ~ egrisinin jeodezik
olmayan bir biharmonik egri olmast icin gerek ve yeter sartlar asagidaki esitlikler ile
verilmistir:

k = sabit # 0,
12
KT = i (l2 — 4m) B (2.9)

/

7 = (I* — 4m) N3B;.

Burada, kve T,y egrisinin egrilikleridir.
Buradan itibaren, I? # 4m ve m # 0 olarak kabul edilecektir.

Teorem 2.2.4 (Caddeo vd 2006) Eger v : 1 C R — (M, dsj,,), 3—boyutlu Cartan-
Vianceanu manifoldunda tavumlanan, yay parameiresi ile parametrelendirilmis jeodezik
olmayan bir biharmonik egri ise bir helistir.

Kamit v: 1 C R — (M, dsﬁm) yay parametresi ile parametrelendirilmig bir egri olsun.
(2.6) ile verilen Frenet esitliklerinden,

dsi . (VrB, Es) = —7Ns (2.10)

yazilabilir,
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Tamim 1.2.1 ile verilen kovaryant tiirev tamimu yardimiyla da

l
(VTB, Eg) = Bé + E(TIBE — TQBl)
= B} — éNg {2.11)

bulunur.

(2.10) ve (2.11) esitlikleri karsilagtirilirsa,

I
—7tN3 =B, — =N, (2.12)
39

elde edilir.

v: I CR— (M,ds},,) egrisinin, jeodezik olmayan bir biharmonik egri oldugu
kabul edilsin. Bu takdirde, B3 0 dir. Aksi halde,

Ns (T—-@ =0 (2.13)

olurdu.
(2.13) esitliginde iki durum soz konusudur:
(i) Eger N3 = 0 (B3 = 0) ise T' = £ Fj ve +y egrisi jeodezik olur.

(i) Eger (7 — %) = 0 ise (2.9) in ikinci esitligi kullanilirsa, £ = 0 elde edilir. -
edrisi yine bir jeodezik egri olur.

O halde By # 0 dur.
Diger yandan, (2.9) 1n ikinci esitliginin tiirevi agagidaki sekildedir:
77’ = — (I* — 4m) B3 Bj. (2.14)
Elde edilen (2.14), (2.9) un tigiincii esitliginde yerine yazilirsa,
(l2 — 4m) B3 (tN3+ B;) =0

elde edilir. Bdylece,

TN; = —B, (2.15)
sonucuna ulagilir. (2.12) ve (2.15) esitlikleri birlikte degerlendirildiginde,
!
N3§ = 0

elde edilir. Buradan [ # 0 oldugundan, N3 = 0 elde edilir.

O halde, (2.9) in iigiincii esitliginden 7 = sabit bulunur. Sonug olarak, x ve 7
egrilikleri sabit oldugundan, v egrisi bir helistir.

18
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Sonug 2.2.5 (Caddeo vd 2006) v : I — (M, cisﬁm), 3—boyutlu Cartan-Vranceanu ma-
nifoldunda tammlanan, yay parametreli bir egri olsun. Bu takdirde v jeodezik olmayan
biharmonik egridir ancak ve ancak

Kk = sabit # 0,

T = sabit, (2.16)
NS = 01
l2
K+ 7% = i (E2—47n) B3

dir.

Onteorem 2.2.6 (Caddeo vd 2006) v : T — (M, dsim), 3—boyutlu Cartan-Vranceanu
manifoldunda tammlianan, jeodezik olmayan ve yay parametresi ile verilmis bir egri olsun.
Eger N3 = () ise,

T(s) = sin a cos B(s)Ey + sin ag sin 5(s) Bz + cos gLy (2.17)
dir. Burada o € (0, ) dir.

Kanit Eger v =T =T\ Ey + Ty By + T3 F3 ise, (2.4) esitlikleri yardimiyla,

Vol = (T] = 2myTiTs + 2maTi + 1T,T3) By
+ (T4 + 2myT? — T\ T3 — 2maTiTs) By + (T3) Es
= kN

elde edilir. Buradan soylenebilir ki, N3 = 0 dir ancak ve ancak 7} = 0 dur, yani 73
sabittir. T3 € (—1,1) ve T nin normu 1 oldugundan, bir ag € (0, 7) sabiti ve bir tek
diferansiyellenebilir 3 (2k7 toplamsal sabitine gore) fonksiyonu vardir dyle ki,

T(s) = sinay cos f(s)Ey + sin ag sin B(s) Es + cos agFs

olur.

Teorem 2.2.7 (Caddeo vd 2006) (M, a’.sﬁm) ile I* # 4m ve m # 0 seklindeki Cartan
Vianceanu manifoldlar: gosterilsin. § = 12 + (16m — 1?)sin” ag > 0, ap € (0,7) ve
2wy 9 = —1cos ag /6 olsun. Bu takdirde, (M, dsﬁm) deli jeodezik olmayan biharmonik
egrilerin parametrik egitlikleri asagidaki gibidir:

1. Cegsit Eger 3 # sabit ise,

z(s) = bsinaysin §(s) + ¢, b,ec € R, b > 0,
y(s) = —bsinagcos f(s) +d, d € R, (2.18)
l 1
sla) = Rﬁ(s) tim [(4m — I?) cos g — lw 5] s.
Burada, p asagidaki diferansiyel denklemin sabit olmayan bir ¢oziimiidiir:

B+ 2md sin a cos f — 2mesinag sin 8 = [ cos ag + 2mbsin® ag + w1,
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ve integral sabitleri asagidaki esitligi saglar:

b 1 g
(32 + d2 = E {([COSO&U = w2 — E) -+ mbsm2 Cli.o} .

1L Cesit Eger f = [, = sabit ve cos 3, sin B, # 0 ise parametrik esitlikier,
z(s) = a(s),
y(s) = z(s) tan B, + a, (2.19)
1
z(s) = i [(4m — 1*) cosap — lwr ] s+ b, bER
m

seklindedir. Burada,
g +lcosap

2m sin ag cos 3

ve x(s) asagidaki diferansiyel denklemin bir ¢oziimiidiir:

z!

(14 m[z® + (ztan By + a)?]) sin ag cos B,

III. Cesit Eger cos 3, sin 8, = 0 ve, x ile y nin degisimine bagh olarak, cos 3, = 0
ise parametrik esitlikler,

z(8) = zg = sabit,

y(s) = y(s), - €20
1

2(s) = o [(4m —1*) cosag — lwr o] s+, bER
Ty

seklindedir. Burada,
wy,2 + lcos

Ty = =t ,
2m sin oy

ve y(s) asagidaki diferansiyel denklemin bir ¢oziimiidiir:

y = (1 + m[z] + y?]) sin ay.

Kanit y(s) = (z(s), y(s), 2(s)) egrisi yay parametresi ile verilmig bir egri olsun. (2.6) ile
verilen Frenet esitlikleri, Sonug 2.2.5 ve Lemma 2.2.6 ile birlikte géz 6niine alindiginda
(2.17) ile verilen T teget vektoriiniin kovaryant tiirevi,

U T — 43 sin ag sin 8 — 2my sin® o cos B sin 8 15
= : § i 3 1
£ +2ma sin? ag sin® B + I sin ag cos agp sin A

' sin cg cos 8 + 2my sin® ag cos® 5
e ; . 2 . Es
—[ sin ag cos ag cos f — 2ma sin” o cos S sin
= kN
olur. Burada,

k= |8+ 2mysinag cos B — 2mz sin ag sin 8 — I cos ap| sin ag

20
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dir.
Kabul edilsin ki,
w = 8 + 2my sin ag cos f — 2mz sinag sin 8 — lcosag > 0 (2.21)

olsun. Bu takdirde,

K = wsin ag (2.22)

ve
N = —sin3E; +cos fE, (2.23)

olur. Diger yandan,

B=Tx N =—cosagcos fF; — cos agsin fF; + sinag P (2.24)

ve

' cos ag sin B + 2myy sin ag cos ag cos B sin B — L cos® ag sin B
VTB = I .+.2 i “ .22 EI
+7 sin” ag sin 8 — 2ma sin ap cos ag Sin” 3

" —f' cos ag cos B — 2my sin ag cos ag cos® B — £ sin” ag cos 3 I
. . 2
+4£ cos® a cos 8 + 2ma sin oy c0s v cos f sin 3

dir. Buradan ~y egrisinin 7 burulmasinn,

[
T = —wWcosay — 2 (2.25)

oldugu sdylenebilir.

d o
v(s) = (z(s),y(s), z(s)) egrisinin agik ifadesini bulmak i¢in di/ = T ifadesinin
5
integrali alinirsa,

ﬂj’

1+m(z® +y?)
/

Y
1+ m(z?+y?)

= sin ayp cos 3,

= sin ag sin 3, (2.26)
; L. .
Z = cosap+ 5 Sin ag{zsin § — y cos )
elde edilir.

I. Cesit parametrizasyonu elde etmek igin 8 # 0 kabul edilsin. (2.22) esitliginin
tiirevi alinip (2.26) esitliginde yerine yazilirsa,

2mza’ + 2myy’

"= 2.27
elde edilir. (2.27) esitliginin integrali almirsa,
1+m(z® +4%) = b4, b>0 (2.28)
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bulunur. (2.28) esitligi (2.26) esitliginde yerine yazilirsa,

z(s) = bsinag sin B(s) + ¢,
y(s) = —bsinagcos (s) + d, (2.29)

b [ ; :
28] = (cos @+ sin? (20) s+ 3/(0 sin avg sin 8(s) — d sin g cos 5(s))dt
elde edilir.

f3 y1 belirlemek igin x, B ve 7 nun sirasiyla, (2.22),(2.24) ve (2.25) esitlikleriyle
verilen degerleri, (2.16) esitliginde yerine yazilirsa,

w? + wlcos ag + (I* — 4m)sin® oy = 0 (2.30)
elde edilir.

§=1+ (16m —I?) sinag > 0ve ap € (0, 7) oldugu kabul edilsin. Bu takdirde
(2.30) tin ¢oziimleri,
—lcosag + /3

2
seklindedir ve daima sifirdan farklidir. w pozitif bir sabit olarak se¢ildiginden (2.30) un
pozitif kdkleri segilmelidir. Dikkat edilirse, eger w negatif olsaydi, (2.30) esitliginin aynisi
elde edilirdi. Dolayisiyla, (2.30) un her iki ¢tziimii de tutulur.

Wi 3 =

(2.29) esitligiyle verilen z ve y degerleri, (2.21) esitliginde yerine yazilirsa,
B' — 2m(csinagsin 8 — dsin agcos ) = lcos ag + 2mb sin? ag + w2 (2.31)

elde edilir.

Son olarak, (2.31) esitliginin integrali almup, (2.29) deki z degerine yazilirsa, (2.18)
ile verilen tiglincii esitlik saglanir.

II. ve I1I. Cesit de benzer sekilde elde edilebilir.

2.3. (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlar:

Bu béliimde, (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarmin geometrik ya-
pist incelenmigtir. Bu kesimde, Fetcu’nun (2007) caligmasindan yararlanilmuisgtir.

Tamim 2.3.1 Cartan-Vranceanu metrik, [, m € R olmak iizere, eger m > 0 ise
M =R>+!

uzayinda, aksi halde
a4l 2 2 1. —
M = < (21, Y1, Ta, Y2, ooy Ty Yny 2) ER LE s —a,z =1,n
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ciimlesinde asagidaki gibi tammlantr:

e

2
da? + dy? yidz; — zidy;
dst, =) ¢ dz + = E: - = : 2.32

T L ma? )P L+ m(e + 7)) B

Burada M, (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldu olarak adlandirilir:

(2.32) ile verilen Cartan-Vranceanu metrik,

2n41

dsfm = E w' & w'
i=1

seklinde yazilabilir. Burada, F; = 1 + m(z? + 37) ve 1 < ¢ < n olmak iizere,

2i-1 _ dx; % % 20l s Eyidib'i w= :L'idyi

F Y TR 2 F

1—formlardir.
(2.32) esitligi ile verilen metrik i¢cin ortonormal vektdr alanlar1 1 < ¢ < n igin
asagidaki gibidir:

a ly; 9 d  lx; 8
By =F—e %% p _po% By = —.
21 2 ayi+ 5 Py T 5

"0z, 2 0z @33}

(2.33) ile verilen ortonormal vektdr alanlarinm Lie parantez operatdrii,

[Fai—1, Faj_1] = 0, [Eai, Eaj] =0
(Boi—1, Bony1] = 0, [Ea, Bani1] =0,
[(Fai1, EQJ} = Oy (2"“”33";]32@ — 2my; Eoi 1 + 1 Eont1) -

seklindedir. Burada 1 < ¢, j < n dir.

(2.3) ile verilen Koszul formiiliinden yararlanilarak elde edilen Riemann konnek-
siyonu 1 < 4, 7 < n igin agagidaki gibidir:

Vg i1 = 26;;my; Ey, Vi, B = 0 (—2my;Eo 1 + %E2n+1) ;
V i, L, = 28 ;mziEoi 1, VieFEa1 = 0y (—2maiFy 1 — £FBany1),
Vi Bricn = —5F, Ve Banr = —iBy,
V gy Lo = %E%—l 3 Ve Lo = %Eﬁfl 5

vE271+1 EQ??-"i-l = 0.

Bu kisinda, Riemann egrilik tensérli ve Riemann-Christoffel egrilik tensérii igin
sirastyla, agagidaki notasyonlar kullanilmigtir:

R(E,, By)E. = Rape, R(Eq, By, E¢, Eq) = Raped.
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Burada, 1 < a,b,c,d < 2n+ 1 dir.

Riemann egrilik tensdriintin ve Riemann-Christoffel egrilik tensoriiniin sifirdan
farkli bilesenleri sirasiyla, 1 < 4, j, k < n i¢in agagidaki gibidir:

R2i-1)(25-1)(2k) = *%@kEﬁ + %51';;-‘5‘23',
Rizi_1y@2i2i-1) = %Em, i # J,
Rgi—1)(2i)(2k-1) = dy (% - 47?7':) Ey + %E%«:a
R2i—1)@2j)(20) - —%E:zj_h ¢ # 74,
Roi1@ier = —0ik (% - 4’m) Foy 1 — %Eﬂc—l:
Roinentei-ny = — %EZH-H ;
Roinyenin@nry = gEzi—h
Rai)25)@6-1) = *%5;;1;192-5—1 =+ %&kEzj—la
Riziyani1y20) = —LEu,
Roneninenry = 5B

ve
Rgi—1y@i-nee) = ~5, i# 7,
Regi-1yzi)(2i-1)(20) = =L i#5,
R24)(2i—1)(2i—1)(24) = 3_; —4m,
R(2£)(2ifl)(2jfl)(2j) = %a i ?é Js
Reninei-nei-nenty = ~£
Rioni1)2i)2i)(@2n+1) = -L

dir.

2.4. (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarmda Biharmonik Egriler

Biharmonik egriler, (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarinda da ele
almmustir, Ornegin, I # 0 ve m = 0 olmasi durumunda (M, ds?,) Cartan-Vranceanu
manifoldu sol-invaryant metrik ile donatilmis Hb,,,; Heisenberg uzayidir ve bu uzay-
daki biharmonik egriler Fetcu (2005) tarafindan ele almmustir. (2n + 1)—boyutlu Cartan-
Vranceanu manifoldlarindaki biharmonik egriler de Fetcu (2007) tarafindan incelemistir.
Bu béliimde, Fetcu’nun (2007) ¢alismasindan yararlanilmustir.

Teorem 2.4.1 v : I C R — (M,ds},,), (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu mani-
Jfoldunda tammlanan, yay parametreli bir egri olsun. Bu takdirde, -y jeodezik olmayan
biharmonik egridir ancak ve ancak

k€ RN {0},
k14 ke = —m4,
ky =19, (2.34)
koks = ng,

N =0,4<k<2n
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di: Burada n,, 1 < k < 2n i¢in asagidaki gibidir:
m = _R(TpN]:T:NI) ) .
= -4m Yo (Toa NPTy NP 24250 [0 (NP T3 NTY)]
L (Tt (N2

ve 2 < k < 2n icin,

M. = _R(TaNlanNk‘) ] ) ] )
= -4m Z;”:] (T NE-Tp NP1 (T N;?"—TziN;?“'l)
+ 8 Y (Tyu NP T NPE) S0 (Toa N T NP - NP LN

2n+1 2n+1
dir. Burada,T = > T,E,ve Ny = > NtE, dm
a=1 a=1

Sonug 2.4.2 Eger ! = 0vem < 0ise (M,ds},,), (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu
manifoldundali titm biharmonik egriler jeodezikiir.

Onteorem 2.4.3 vy : I C R — (M,ds},,), (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu mani-
Joldunda tanimlanan, yay uzunlugu ile parametrize edilen jeodezik olmayan biharmonik
bir egri olsun. Eger Nf”“ = () ise,

n . . .
sin o cos 3, sin avg sin 3,
T= ———— By 1+ ——— B9 | +cosagEan 2.35
;[ /0 2i-1 1 7/ 2i | + €OS Qg Lian i1 (2.35)

dir. Burada 1 < i < n, f3, ler diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve ag € (0, ) dur:

Onerme 2.4.4 (M, ds},), (2n+ 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldu olsun éyle ki
4
m>0ve%—52 £0dmy: T CR— (M,ds2,),

V(s) = (@1(5), 11(5), 22(5), 1a(5), -y a5, B 5), 2(5)),
yay parametresi ile verilmis bir egri ve asagidaki sekilde parametrelendirilmis olsun:

_bsin j,(s) sinay

zi(s) " "

beos 3,(s) sinay
Ut(s) == —\/ﬁ )

.
2(s) = (cosap) s + % (sin

i=Tn, (2.36)

2 G‘U) s.

Burada, ay € (0,7), B, ler (2.40) esitligiyle, b katsayisi (2.42) ile verilmis ve
16m o
I+ (_m — 5l2) sin” ap > 0
n
olsun. Bu takdirde, v jeodezik olmayan biharmonik egridir.
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2n+1
Kanit (2.35) ile verilen T" = > T, FE, teget vektdr alammimn kovaryant tiirevi,

a=1

Vil = Z[(Tézul — 2my T To; 1 + 2ma T + lT2iT2n+1) By g
=
+ (Tﬁq, 2ma T Toi 1 + 2myTa, ; — ITo;_1Ton, 1) Eoil + D1 Bona

— Z u—-QSiil/% (—A;sin B, Eq;_1 + A;cos B, En;)

=1
seklindedir. Burada,

sin 3, sin ag o cos f3; sin ay

v TR

A; = 3 — 2ma; — lcos ay
dir.

1 <i<nigin A; = A (tim indisler icin A; degerleri ayni) oldugu kabul edilsin.
(2.6) ile verilen birinci Frenet esitliginden %, asagidaki sekildedir:

k1= ||VrT| = |Asinay| .
Asin ap > 0 oldugu kabul edilsin. Bu takdirde,
k= Asinoyg (2.37)
ve

Z (-— sin 3, Eo; 1 + cos ,59;)

olur.

v(s) = (z1(8),y1(8), 22(s), y2(8), ..., Tn(s), yn(s), 2(s)) edrisinin agik ifadesini

bulmak icin d_’y = T ifadesinin integrali almirsa,
s

&} _cos f;sinag
1+ m(z? + yz) N
Y, __sinf; sinayp i in
Trm@? ) v
[ sin ayg

' —cosao+—

Z x; sin B; — y; cos 3;)

olur.

1 €4 < nigin B; # 0 oldugu kabul edilsin. (2.37) esitliginin tiirevi alinip, k1 in
de sabit olmasi gerektigi goz dntinde bulundurulursa,

2mzxl + 2yl

B =
S )

B (2.38)
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elde edilir.

(2.38) esitliginin integrali alinirsa,
bifi=1+m(z? +42),1<i<n
elde edilir. Burada b; ler sabitlerdir. Eger ¢ den bagumsiz olarak b; = b alinirsa,
~ bsin f(s) sinag

Hilg) = i :

__beosB;i(s)sinag 1 & B

yZ(S)‘ \/ﬁ ? s TSR 0y

z(8) = (cosap)s + fj—b(sinz ) S
n

¥l

elde edilir.

k1 in sabit oldugu ve A; terimlerinin, 7 den bagimsiz oldugu kullanilirsa, 3; niin
tiim indisler i¢in ayni1 sabit degere sahip oldugu goriiliir. Yani,

L+m(z2+y2)  n+mb?sin® ag

h = gk 2.39
B'l. b b?’b ? — 1 —_ n ( )
olur. (2.39) esitliginin integrali alinirsa,
 + mb? sin” a
[ L L ) (2.40)

bn
elde edilir. Burada, d; ler sabitlerdir.

k1, T ve N nin ifadelerinden yararlanilarak,

T

B cos ay
VN + kT = Z e
i=1 vn

[ . .
+ (5 sinag + Asinag cos ag)Fapy1

(cos B;Es; 1 + sin 3, Ey;)

elde edilir. Burada,

1 b . l [
B=|—+ L sin ag +lcosag | cosayg — — = —Acosag — =
b n 2 2
dir.
(2.6) ile verilen ikinci Frenet esitliinden yararlanilarak,
; I 2
ks = Vo Ny + ki T||* = B? cos® ag + (5 sin aig + A sin o cos o:0>
. . . 5 dm L\ .o I2
yazilabilir. Buradan, &, nin sabit oldugu sonucu ¢ikar, —n; = . [# ) sin® ag + TV

n, = 0, & = 2 oldugundan, -y egrisi biharmonik egridir ancak ve ancak (2.34) ile verilen
2. ve 4. egitlikler gerceklenir.
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(2.34) ile verilen ikinci esitlikten,

A%+ Alcosag — (4—m - 12) sin® ag = 0 (2.41)

TL

elde edilir,

1
m > 0 oldugu kabul edilsin. Eger i% + (@ — 5I%) sin” o > O ise, (2.41) esitligi
¢ozildiigiinde,
16m .
—lcosap + \/P + (Tm — 512) sin? oy
A=
2
ve
1
— (nl cosap + JP + (m — 512) sin® ao)
n
h= 2.42
Am sin® ay ( )
16 ?
(nl cosap + \/52 +( nm — 502) sin? (1’0) + 16nm sin® ay
A= -
4m. sin” ap
elde edilir.

4
k1 # 0 oldugundan A # 0 dir. Béylece, Tm — 1?2 £ 0dur.

b i¢in bulunan degerler i¢in, (2.6) ile verilen iigiincii Frenet esitliginden, k3 = 0
sonucu ¢ikar, Béylece, (2.34) ile verilen 4. esitlik de gergeklenir.
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3.3—BOYUTLU CARTAN-VRANCEANU MANIFOLDLARINDAKI BIHARMO-
NiK EGRILERIN EGRI CIFTLERININ PARAMETRIK DENKLEMLERI

Bu boliimde, 3—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki jeodezik olmayan
biharmonik egrilerin egri giftlerinin parametrik denklemleri verilmistir. Dort alt baglik al-

tinda sirasiyla, evoliit, involiit, Bertrand ve Mannheim egri ¢iftleri karakterize edilmisgtir.

3.1. 3—Boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarindaki Biharmonik Egrilerin Evoliit
Egri Cifti

Bu kisimda, 3—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki evoliit egri ¢ifti ta-
nimlanmistir. Ayrica, bu manifoldlardaki biharmonik egrilerin evoliit egri giftlerinin pa-
rametrik denklemleri elde edilmistir. 3—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki bu
egri ¢ifti, biharmonik egrinin egrilik ve burulma fonksiyonlar cinsinden ifade edilmistir.

Tamum 3.1.1 Birim izl v : I — (M, dsim) egrisi ile ayni aralikta tammi

¥l — (M, dsﬁm)
egrisi verilsin. «y ve ~y*egrilerinin Frenet catlar: sirasiyla, {T, N, B} ve {T*, N*, B*} ol-
sun. Her bir s € [ i¢in, v* egrisinin v*(s) noktasmdaki tegeti y(s) noktasindan gegiyorsa

dsi  (T*(s), T(s)) = 0

ise y* egrisine y egrisinin bir evoliitii denir.
Teorem 3.1.2 v* : I — (M, dsj,,) egrisi, v : I — (M, ds},,) egrisinin bir evoliitii ise,
. 1 1 -
7(8) = 5(5) + -N(s) —  tan(rs + ) B(s 1)
dir. Burada, £ integral sabiti, x ve 7, v mn egrilikleridir.

Kanit Tanim 3.1.1 den +y* egrisi

7 (8) = 7(8) + M8)N(s) + u(s) B(s) (-2)

seklinde yazilabilir.
(3.2) esitliginin tiirevi almip, (2.6) ile verilen Frenet esitliklerinden yararlanilirsa,
(7(5)) = (L~ ART(s) + (X — )N (s) -+ (s + Ar)B(s) (3.3)
elde edilir. v* egrisi y egrisinin evoliitii oldugundan ds,, (T*(s), T(s)) = 0 dir. Béylece,
1
A =i (3.4)
K
bulunur. Bu (3.4) degeri, (3.3) esitliginde yerine yazilirsa,
(v(8)) = (N = w7)N(s) + (' + A7) B(s)
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elde edilir. Goruldugii tizere (y*(s)) vektorti v*(s) — v(s) vektdriine paraleldir. Bdylece,
X =yl !
= 5K — [arctan (=£)] = sabit (3.5)
T A

olur. Eger (3.5) esitliginin integrali alimirsa,

arctan (—%) =T5+E&

elde edilir. Burada, £ integral sabitidir. Buradan p ¢ekilirse,

L tan(7s + &) (3.6)

p=—=
K

bulunur. Sonug olarak, (3.4) ve (3.6) esitlikleri (3.2) de yerine yazilirsa,

v (s) = v(s) + %N(s) — %tan(*rs + £)B(s)

elde edilir.

Teorem 3.1.3 (M, dsﬁm) ile I # 4m ve m # 0 seklindeki Cartan Vranceanu mani-
Jfoldlar: gosterilsin. (M, ds},,) iizerindeki ortonormal vektor alanlar E,, Ey, Es ile ve-
rilsin. § = 12 4+ (16m — 1?)sin ag > 0, ap € (0,7) ve 2wy o = —lcosag + /3 ol-
sun. v : I — (M, dSzZ,m) birim hizli, jeodezik olmayan bir biharmonik egri ve v* onun
(M, dsﬁm) manifoldundalki evoliitii olsun. Bu takdivde, ~v* egrisinin parametrik esitlikleri
asagidaki gibidir:

1. Cesit Eger 5 # sabit ise,

el
N -b sin g cos B(s)+d
("5

[ 1 1
+ (Rﬁ(s)—l—ﬁ [(4m-1?) cos ap-lwr o] s~ tan(7s+¢£) sin oao) Esy

5] = (b S sinﬁ(s)-kc_}lg sin ﬁ(s)-%% tan(7s+&) cos ap cos ,6’(3)) Ey

+%F cos 5(3)+% tan(7s+&) cos ag sin /5’(8)) Ey (3.7

Burada, B asagidaki diferansiyel denklemin sabit olmayan bir ¢oziimiidiir:
B’ + 2md sin ag cos 5(s) — 2mesin ag sin B(s) = [ cos ayg + 2mbsin® oy + w1

ve integral sabitleri asagidaki esitligi saglar:

b 1
E4d? = . {(lcoso:g +wy g — 5) + mbsin® ao} .

Ayrica, b € R, b > 0, k ve T, vy egrisinin egrilikleridir ve & integral sabitidir.
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2. Cegit Eger = B, = sabit ve cos f sin 5, # 0 ise,

LS L. 1
¥*(a8) = . (5) -— sin B, += tan(7s+&) cos ag cos B | Ey
1+m (3252(20 +2ax(s) tan [30+(L2) 2 -
. t + 1 1
- ZI(S oy +—cos fyt—tan(7s+&) cosag sin B, | By
1+m (C‘:;Q(?O +2ax(s) tanﬁ[ﬁ—aQ) & R

(3.8)

1 ‘ 1 .
~+ (E [(4m—£2) cos afg-luq,g] s+b—E tan(7s+£) sin OJ[]) Fo%

seklindedir. Burada,
_wig+lcosag

~ 2msin B, cos fi,

ve x(s) asagidaki diferansiyel denklemin bir ¢oziimiidiir:
z' = (1 +m[z? + (z(s) tan B, + @)?]) sin o cos B,
Ayrica, b € R, k ve T, v min egrilikleridir ve £ integral sabitidir.

3. Cesit Eger cos 3 sin B, = 0 ve, z ile y nin degisimine bagl olarak, cos 3, =0

ise,
"(s) = ( = L sing, ) B
T = T y@n f”(’) :
1 . )
i (1 +m((jo()z)+ /o)) + ;tan(Ts + &) cos ayp smﬁo) E, (3.9)

1 1 .
- (E [(4m — 12) cosag — lwl,g] s+b— - tan(rs + &) sin ao) By

seklindedir. Burada,

w9 + [cos 8]
2m sin g

ve y(s) asagidaki diferansivel denklemin bir ¢oziimiidiir:
y = £(1 + m[z} + v?]) sin ap.
Ayrica, b € R, k ve 7, v mn egrilikleridir ve & integral sabitidir.

Kanit 1. Cesit jeodezik olmayan biharmonik egri igin (2.28) esitliginden ve F' in tani-
mindan,

F=1+m(z*+9%)
— b8 b>0 | (3.10)
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oldugu kolayca goriiliir. Bu egri tipi i¢in (2.23) ve (2.24) esitlikleri ile verilen N ve B Fre-
net vektorleri ile (2.18) esitligiyle verilen 1. gesit y egrisi (3.1) esitliZinde yerine yazilip,
(2.2) esitligi ile verilen ortonormal ¢atiya gére diizenlenirse (3.7) esitligi elde edilir.

2. Cesit jeodezik olmayan biharmonik egri igin F)

F=1+m(z? +¢°)
=1+ m((z(s))* + (z(s) tan B, + a)?)
=1+ m(z*(s) + z*(s) tan® B, + 2az(s) tan B, + a?)
= 14 m (z*(s)(1 + tan® 8,) + 2az(s) tan B, + a°)

=14m (Cig;)o + 2ax(s) tan B + ag> (3.11)

seklindedir. Bu egri tipi icin N ile B Frenet vektorleri de
N = —sin f,E; + cos By
ve
B = —cos ayp cos i[5 — cos ap sin fyEa + sin o [

olarak bulunur. Yukarida bulunan bu vektérler ve (2.19) esitligiyle verilen 2. gesit -y egrisi
(3.1) esitliginde yerine yazilip, (2.2) esitligi ile verilen ortonormal ¢atiya gire diizenle-
nirse (3.8) esitligi elde edilir.

3. Cesit jeodezik olmayan biharmonik egri i¢in F' asagidaki sekildedir:

F=1+m(2?+ )
=1+ m{(z0)" +y(s)"). 3.12)

Bu egri tipi i¢in N ile I Frenet vektorleri de
N = —sin 8,4

ve
B = —cos ag sin Sy Fy + sin agF;3.

olarak bulunur. Yukarida bulunan bu vektorler ve (2.20) esitligiyle verilen 3. gesit -y egrisi
(3.1) esitliginde yerine yazilip, (2.2) esitligi ile verilen ortonormal ¢atiya gére diizenle-
nirse (3.9) esitligi elde edilir.

3.2. 3—Boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarindaki Biharmonik Egrilerin involiit
Egri Cifti
Bu kisimda, 3—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki involiit egri ¢ifti ta-

mimlanmustir. Ayrica, bu manifoldlardaki biharmonik egrilerin involiit egri ¢iftlerinin pa-
rametrik denklemleri elde edilmistir.
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Tamm 3.2.1 Birim hizli vy : I — (M, ds},,,) egrisi ile aym aralikta tamml
vy I — (Mr, dsﬁm)

egrisi verilsin. «y ve ~*egrilerinin Frenet ¢atilari swraswla, {T, N, B} ve {T*, N*, B*}
olsun. Her bir s € [ i¢in, vy egrisinin v(s) noktasindaki tegeti v* (s) noktasindan ge¢iyorsa
ve

A5, (T*(5), T(5)) = O

ise v* egrisine vy egrisinin bir involiitii denir.
Teorem 3.2.2 v : I — (M,ds} ) egrisi, y: I — (M, ds},) egrisinin bir involiiti ise,

7' (s) =7(s) + (p— 5)T(s) (3.13)
seklinde yazilabiliv. Burada, p integral sabitidir.
Kanit Tanim 3.2.1 dan ~* egrisi

v (s) = (s) + u(s)T(s) (3.14)

seklinde yazilabilir.

Bu (3.14) esitliginin tiirevi alinip (2.6) ile verilen Frenet esitliklerinden yararlani-
lirsa,

(v (5))' =/ (s) + /' (s)T'(s) + u(s)T"(s)
(1+4'(s))T(s) + u(s)k(s)N(s)

elde edilir.
" egrisi v egrisinin involiitii oldugundan ds,, (T*(s), T(s)) = 0 dir. Boylece,

1+4/(s)=0
u(s)=p—s _ (3.15)

elde edilir. Burada, p integral sabitidir. (3.15) esitligindeki degeri, (3.14) esitliginde yerine
yazilirsa,
7 (s) = (s) + (p = 8)T(s)

elde edilir.

Teorem 3.2.3 (M, ds},,) ile I* # 4m ve m # O seklindeki Cartan Vianceanu mani-
Joldlar: gosterilsin. (M, dsﬁm) tizerindeki ortonormal vektor alanlar Fy, 5, 5 ile ve-
rilsin. § = 12 + (16m — ?)sin® g > 0, g € (0,7) ve 2wy 9 = —lcosag + V4 ol-
sum. v : I — (M, d,sﬁm) birim izl jeodezik olmayan bir biharmonik egri ve v* onun
(M, ds} ) manifoldundalki involiitii olsun. Bu takdirde, ~v* egrisinin parametrik egitlikleri

asagidalki gibidir:
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1. Cesit Eger 5 5 sabit ise,

¥ (s) = (bsm ! s;g/ﬁ(s) te + (p — s) sinag cos ﬁ(s)) E
i —bsinagcos A(s) +d
bp'
l 1
+ (aﬁ(s) + im [(4m — I*) cosag — lwia] s+ (p — s) cos ao) E;

1

+ (p — 8) sinag sin ﬁ(s)) Es (3.16)

Burada, 8 asagidaki diferansiyel denklemin sabit olmayan bir ¢oziimiidiir:
B’ + 2md sin g cos B(s) — 2mesinag sin B(s) = L cos ap + 2mb sin? g + W12

ve infegral sabitleri asagidaki esitligi saglar:

b 1
F+di=— {(Zcos ap -+ wia — E) + mbsin® a'g} .
m

Ayrica, b € R, b > 0 ve p integral sabitidir.

2. Cegsit Eger 3 = B, = sabit ve cos B, sin 3, # 0 ise,

v (s) = = z(s) +{p— s)sinapcos 3y | Fr
14+m ( w(8) | 2az(s) tan B, + az)

cos? By

z(s)tan By + a
14+m ( @) | 292(s) tan B, + a2

cos? By

+

)+(p—.s)sincuosinﬁD E, (3.17)

+ (% [(4m — 1?) cos ag — lwy o] 5+ b+ (p — 5) cos Of(]) Ly
LTI

seklindedir. Burada,
o W12 -+ [cos Qp

a = n
2m sin 3, cos f,

ve z(s) asagidaki diferansiyel denklemin bir ¢oziimiidiir:
7' = (1 +mlz* + (z(s) tan B + a)?]) sin ap cos B.

Ayrica, b € R ve p integral sabitidir.

3. Cesit Eger cos 3 sin 3y = 0 ve, z ile y nin degisimine bagh olarak, cos fy = 0
ise,

7 (s) = (1 n m(($:)02 + y(s)2)> o

y(s) — 8) sin a sin
’ <1+m((mo)2+y(s)2) i — Bl B ’30) B (3.18)

+ (%ﬂ; [(4m — 1%) cosag — lwi 2] s+ b+ (p — s) cos O_'()) E;
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seklindedir. Burada,

Wy 9 + {cos Qi
T Bl i
2m sin ag

ve y(s) asagidaki diferansiyel denklemin bir ¢oziimiidiir:
v = (1 4+ mlz} + 7)) sin ag.

Ayrica, b € R ve p integral sabitidir.

Kamt 1. Cesit jeodezik olmayan biharmonik egri igin F, (3.10) esitligi olarak bulunmusgtu.
Bu egri tipi i¢in (2.17) esitligi ile verilen T" vektorii ve (2.18) esitligiyle verilen 1. gesit
v egrisi (3.13) esitliginde yerine yazihp, (2.2) esitligi ile verilen ortonormal ¢atiya gére
diizenlenirse (3.16) esitligi elde edilir.

2. Cesit jeodezik olmayan biharmonik egri i¢in F, (3.11) esitligi olarak bulun-
musti. Bu egri tipi i¢in 1" vektori,

T = sinaygcos By, + sinag sin 852 + cos agfy

olarak bulunur. Yukarida bulunan bu vektor ve (2.19) esitligiyle verilen 2. ¢esit -y egrisi
(3.13) esitliginde yerine yazilip, (2.2) esitligi ile verilen ortonormal ¢atiya gore diizenle-
nirse (3.17) esitligi elde edilir.

3. Cesit jeodezik olmayan biharmonik egri i¢in £, (3.12) esitligi olarak bulun-
musgtu. Bu egri tipi i¢in 7" vektdrii de

T = sinag sin By Fy 4 cos agFs

olarak bulunur. Yukarida bulunan bu vektdr ve (2.20) esitligiyle verilen 3. ¢esit -y egrisi
(3.13) esitliginde yerine yazilip, (2.2) esitligi ile verilen ortonormal ¢atiya gére diizenle-
nirse (3.18) esitligi elde edilir.

3.3. 3—Boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarindaki Biharmonik Egrilerin Bert-
rand Egri Cifti

Bu kisimda, 3—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki Bertrand egri ¢ifti
tantmlanmustir. Ayrica, bu manifoldlardaki biharmonik egrilerin Bertrand egri ¢iftlerinin
parametrik denklemleri elde edilmistir.

Tamm 3.3.1 Birim hizli v : I — (M, ds}. ) egrisi ile aym aralikta tanumli

Im
v I — (M, dsim)

egrisi verilsin. -y ve y*egrilerinin Frenet ¢atilar: sirasiyla, {T, N, B} ve {T*, N*, B*} ol-
sun. Her bir s € I igin, v*(s) noktasi ile y(s) noktasim birlestiven dogru, ~v* egrisinin
v* () noktasindaki asli normalini ve -y egrisinin v(s) noktasindaki asli normalini kapsi-
yorsa, ¥* egrisi vy egrisiyle Bertrand egri ¢ifii olusturuyor denir.
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Teorem 3.3.2 v* : I — (M, dsj,,) egrisi, v : I — (M, dsﬁm) egrisi ile Bertrand egri
¢cifti olusturuyor ise,
v (s) =(s) + AN(s) (3.19)

seklinde yazilabilir. Burada, ) sabit bir sayidr.

Kanit Tanim 3.3.1 dan v* egrisi

v (s) = v(s) + A(s)N(s) (3.20)

seklinde yazilabilir.

Bu (3.20) esitliginin tiirevi alinip (2.6) ile verilen Frenet esitliklerinden yararlani-
lirsa,

(7" (8)) =7 (s) + X(s)N(s) + A(s)N'(s)
=(1—r)T+XN(s)N(s)+7B
elde edilir.

~* egrisi v egrisinin Bertrand egri ¢ifti oldugundan N*(s) ve N(s) lineedir. O
halde, dsf,,, (T*(s), N(s)) = 0 olur. Buradan,
ale) =10
A(s) = sabit (3.21)

elde edilir. Bulunan (3.21) degeri, (3.20) esitliginde yerine yazilirsa,
77 (8) = 7(s) + AN(s)

elde edilir.

Teorem 3.3.3 (Yilmaz Ceylan ve Ergin 2015a) (M, ds;,,) ile I* # 4m ve m # 0 seklin-
deki Cartan Vranceanu manifoldlar: gosterilsin. (M, ds}, ) iizerindeki ortonormal vek-
tor alanlart Fy, Ey, F5 ile verilsin. § = 12 + (16m — [?) sinfag > 0, a9 € (0,7) ve
2w = —leosag = V6 olsun. v : I — (M, dsﬁm) birim izl jeodezik olmayan bir
biharmonik egri ve v* onun (M, ds}, ) manifoldundaki Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu tak-
dirde, v* egrisinin parametrik esitlikleri asagidaki gibidir:

1. Cesit Eger [ # sabit ise,

v (s) = (bSin = S;;,ﬁ(s) T osin 6(5)) B

N —bsinagcos B(s) +d
Yl

l 1
+ (Eﬁ(s) +1- [(4m — I?) cos ap — lwy 5] s) E;

+ g cos ﬂ(s)) Fy (3.22)
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Burada, B asagidaki diferansiyel denklemin sabit olmayan bir ¢oziimiidiir:
B’ + 2md sin ag cos B(s) — 2mesin ag sin A(s) = I cos ag + 2mbsin® oy + wy 2
ve integral sabitleri asagidaki egitligi saglar:
2, p_ 0 1 .2
‘4 df=—<(leosag+wy g — =) +mbsin®ag p .
m " b
Ayrica, by \g € Rve b > 0 dm

2. Cegit Eger = 3, = sabit ve cos 3, sin B, # 0 ise,

* 5 :
7(s) = i ~ —gsingly | By
I+m (C052 2L 4 2az(s)tan B, + az)
T t
4 g e, + o + Aocos By | B (3.23)
14+m (mz + 2az(s) tan By + a?)

+ (ﬁ [(4m - 12) cos ag — lwlgﬂ s+ b) By

seklindedir. Burada,
_wptlcosag
~ 2msin B, cos A,

ve x(8) asagidaki diferansiyel denklemin bir ¢oziimiidiir:
7' = (14 mlz® + (z(s) tan B + a)?]) sin ap cos B,
Ayrica, b, Ay € R dir.
3. Cegit Eger cos 3, sin By = 0 ve, x ile y nin degisimine bagl olarak, cos S, =0
ise,

(1 -+ TI'L(((E;))Z + y(s)?)

y(s)
* (1 + m((zg)? + y(s)z)) £z (3.24)

1
+ (4m [(4m — I?) cos ap — lwi 2] s + b)

1) = ~Jasing, ) B

seklindedir. Burada,

w2 + L cos ag
dn=L—————
2m sin ag

ve y(s) asagidaki diferansiyel denklemin bir ¢éziimiidiir:
y = £(1+mlz} + y?)) sin ay.

Ayrica, b, Ao € Rve b > 0 dir.
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Kamt 1. Cesit jeodezik olmayan biharmonik egri i¢in F, (3.10) esitligi olarak bulunmustu.
Bu egri tipi igin (2.23) esitligi ile verilen N vektorii ve (2.18) esitligiyle verilen 1. gesit
v egrisi (3.19) esitliginde yerine yazilip, (2.2) esitligi ile verilen ortonormal catiya gére
diizenlenirse (3.22) esitligi elde edilir.

2. Cesit jeodezik olmayan biharmonik egri igin F, (3.11) esitligi olarak bulun-
mustu. Bu egri tipi i¢in N vektori,

N = —sin By E; + cos By Es

olarak bulunur. Yukarida bulunan bu vektor ve (2.19) esitligiyle verilen 2. ¢esit v egrisi
(3.19) esitliginde yerine yazilip, (2.2) esitligi ile verilen ortonormal ¢atrya gore diizenle-
nirse (3.23) esitligi elde edilir.

3. Cesit jeodezik olmayan biharmonik edri i¢in F, (3.12) esitligi olarak bulun-
mugtu. Bu egri tipi icin NV vektorii de

olarak bulunur. Yukarida bulunan bu vektdr ve (2.20) esitligiyle verilen 3. cegit -y egrisi

(3.19) esitliginde yerine yazilip, (2.2) esitligi ile verilen ortonormal gatiya gore diizenle-
nirse (3.24) esitligi elde edilir.

3.4. 3—Boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarindaki Biharmonik Egrilerin Mann-
heim Egri Cifti

Bu kisimda, 3—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki Mannheim egri ¢ifti
tanimlanmustir. Ayrica, bu manifoldlardaki biharmonik egrilerin Mannheim egri ¢iftlerinin
parametrik denklemleri elde edilmistir.

Tamm 3.4.1 Birim hizli v : I — (M, dsi,,) egrisi ile aym aralikta tammh
v I — (M, ds},,)
egrisi verilsin. y ve ~y*egrilerinin Frenet ¢atilart swrasyla, {T,N, B} ve {T*, N*, B*}

olsun. Her bir s ¢ I igin, v egrisinin asli normali ile v* 1 binormali lineer bagiml ise v*
egrisi vy egrisiyle Mannheim egri ¢ifti olusturuyor denir.

Teorem 3.4.2 +* : I — (M,ds},,) egrisi, y : [ — (M, dsi,,) egrisi ile Mannheim egri

¢ifti olusturuyor ise,
v(s) =7"(s) + AB*(s) (3.25)

seklinde yazilabilir. Burada, X sabit bir sayidm:.
Kanit Tanim 3.4.1 dan ~* egrisi
v(s) =7"(s) + A(s)B™(s) (3.26)
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seklinde yazilabilir.

Bu (3.26) esitliginin tiirevi alinip (2.6) ile verilen Frenet esitliklerinden yararlani-
lirsa,

¥(s) = (v'()) + X (s)B(s) + A(s) (B"(s))
=T"(s) — A(s)T*(s)N*(s) + X () B*(s)

elde edilir.

" egrisi v egrisinin Mannheim egri ¢ifti oldugundan B*(s) ve N(s) lineedir. O
halde, ds7,, (T'(s), B*(s)) = 0 olur. Buradan,

XN(s)=0
A(s) = sabit (3.27)
elde edilir. Bulunan (3.27) degeri, (3.26) esitliginde yerine yazilirsa,
1(5) = 7(5) + AB(5)

elde edilir.

Teorem 3.4.3 (Yilmaz Ceylan ve Ergin 2015b) (M, dsﬁm) ile 12 # 4m ve m # O seklin-
deki Cartan Vranceanu manifoldlart gosterilsin. (M, ds}, ) iizerindeki ortonormal vek-
1or alanlary By, By, Es ile verilsin. § = 12 + (16m — 1?)sin®ap > 0, ap € (0,7) ve
Qwiy = —lcosay + V6 olsun. v : I — (M, dsi ) birim hizh, jeodezik olmayan bir
biharmonik egri ve v* onun (M, dsim) manifoldundaki Mannheim egri ¢ifti olsun. Bu
takdirde, v* egrisinin parameirik esitlikleri asagidald gibidir:

1. Cegit Eger [ + sabit ise,

(s) = (bsin agsin g(s) + ¢

— X €OS g cOS ﬁ(s)) By

b
— I o
+ ( hsin ayg z;,s Bls)+d Ap €OS g sinﬁ(s)) B (3.28)
[ 1 " .
ot Zﬂﬂ'ﬁ(s) + I [(477? —1 ) cos g — lwl,g] 54+ dpsinag | Fs

Burada, B asagidaki diferansiyel denklemin sabit olmayan bir coziimiidiir:
B’ + 2mdsin ag cos 5(s) — 2mesin ag sin f(s) = [ cos ag + 2mbsin® ag + e
ve integral sabitleri asagidaki esitligi saglar:
2 2 b 1 v D
c"+d° = —9(lcosag+wia— =) +mbsin“ag p .
m b
Ayrica, byhg € Rve b > 0 dir.
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2. Cesit Eger B = [, = sabit ve cos f, sin 3, # 0 ise,

¥*(s) = o BE) — Agcosagcos By | En
1+m (E;f;;f% + 2axz(s) tan B + az)
ta .
+ #(s) en iy +a — Apcosapsinf, | Fa (3:29)

1+m ( 2 4+ 2az(s) tan f, + a?)

cos® A,

+ (—1— [(4m — I?) cosag — lwy 5] s + b+ Agsin O.’g) E;

4m
seklindedir. Burada,
_ wip t+lcosag
~ 2misin B, cos By

ve x(s) asagidaki diferansiyel denklemin bir ¢oziimiidiir:
2’ = (14 m[z? + (z(s) tan B, + a)?]) sin ag cos By,

Ayrica, b, Ag € R dir:

3. Cesit Eger cos B sin By = 0 ve, x ile y nin degisimine bagl olarak, cos ;=10
ise,

7(s) = (1 n m((m:)(; - y(s)z)) =

+ (1 = ;fo(;)Jr e o €OS @ Sin 50) B (3.30)

s (ﬁ [(4m — I?) cos ag — lwy 5] s + b+ Agsin ao) b

seklindedir. Burada,

wy o + 1 cos ap
By = b ——————
2 sin oy

ve y(s) asagidaki diferansiyel denklemin bir ¢ozimiidiir:
Y = 4+(1 4+ mlxd + 3?]) sin ag.
Ayrica, b, g € R dir:
Kanit 1. Cesit jeodezik olmayan biharmonik egri igin F, (3.10) esitligi olarak bulunmustu.
Bu egri tipi i¢in (2.24) esitligi ile verilen B vektorii ve (2.18) esitligiyle verilen 1. gesit

v egrisi (3.25) esitliginde yerine yazilip, (2.2) esitligi ile verilen ortonormal catiya gore
diizenlenirse (3.28) esitligi elde edilir.

2. Cesit jeodezik olmayan biharmonik egri icin F, (3.11) esitligi olarak bulun-
mustu. Bu egri tipi icin B vektori,

B = —cosagcos Sy F1 — cosag sin ByLs + sinagfs.
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olarak bulunur. Yukarida bulunan bu vektor ve (2.19) esitligivle verilen 2. gesit -y egrisi
(3.25) esitliginde yerine yazilip, (2.2) esitligi ile verilen ortonormal ¢atiya gére diizenle-
nirse (3.29) esitligi elde edilir.

3. Cesit jeodezik olmayan biharmonik egri icin F, (3.12) esitligi olarak bulun-
mugstu. Bu egri tipi icin B vektorii de

B = —cos g sin fpEa + sin ag By
olarak bulunur. Yukarida bulunan bu vektor ve (2.20) esitligiyle verilen 3. ¢esit y egrisi

(3.25) egitliginde yerine yazilip, (2.2) esitligi ile verilen ortonormal catiya gére diizenle-
nirse (3.30) esitligi elde edilir.
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v

4. (2n+1)-BOYUTLU CARTAN-VRANCEANU MANIFOLDLARINDAKI BIHAR-
MONIK EGRILERIN EGRi CIFTLERININ PARAMETRIK DENKLEMLERI

Bu béliim, bir énceki bdliimde yapilan ¢alismalarin genellestirilmesidir. Bu bo-
limde, (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki jeodezik olmayan bihar-
monik egrilerin egri ¢iftlerinin parametrik denklemleri verilmistir. Ug alt bashk altinda
sirastyla, evoliit-involiit, Bertrand ve Mannheim egri ¢iftleri karakterize edilmistir.

4.1. (2n + 1)—Boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarindaki Biharmonik Egrilerin
Evoliit ve involiit Egri Cifti

Bu kisimda, (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki jeodezik ol-
mayan biharmonik egrilerin evoliit ve involiit egri ¢iftleri incelenmigtir. (2n + 1)—bo-
yutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki bu egri ¢iftleri, biharmonik egrinin egrilik ve
burulma fonksiyonlari cinsinden ifade edilmistir.

Teorem 4.1.1 (2n + 1)—Cartan-Vranceanu manifoldlarimdaki jeodezik olmayan bihar-
monik egrilerin en fazla (1, 1)—mertebeden involiit-evoliit egri ¢ifti vardir.

Kanit Onerme 2.4.4 m ispatindan, bir biharmonik -y egrisinin {T', N, B} Frenet ¢atisina
sahip oldugu goriildii. Tanim 1.5.5 den, (-y,v*) ¢iftinin (1, 1)—mertebeden involiit-evoliit
egri ¢ifti oldugu sonucu ¢ikar.

4.1.1. (2n + 1)—Boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarmmdaki biharmonik egrilerin
involiit egri cifti

Bu kisimda, (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki involiit egri
¢ifti tammlanmigtir. Ayrica, (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki je-
odezik olmayan biharmonik egrilerin involiit egri ¢iftlerinin parametrik denklemleri ve-
rilmistir.

Tamm 4.1.2 vy : I — (M,dsf,) vey* : I = (M,ds},) egrileri verilsin. y(s) ve v*(s)
noktalarinda  ve ~v* egrilerinin Frenet catilar1 sirasiyla {T,Ny,..., Na, }, {T%,N{,..,. N5 }

olmak izere
ds?,, (1(s),T(s)) = 0

ise, vy egrisine v* egrisinin involiitii, v* egrisine de vy egrisinin evoliitii denir.
Teorem 4.1.3 v* : I — (M, ds},) egrisi, v : I — (M, ds},,) egrisinin bir involiitii ise,
7'(s) = (s) + (p — 8)T(s)- (4.1)
seklinde yazilabilir.
Kamit 7anim 4.1.2 dan v* egrisi
v (s) = y(s) + u(s)T'(s) (4.2)
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seklinde yazilabilir.
(4.2) egitliginin tiirevi alinip (2.6) ile verilen Frenet egitliklerinden yararlamirsa,
(7(5)" = (L+u ()T (s) + u(s)ka (5)Nr(s)
elde edilir. y* egrisi -y egrisinin involiitii oldugu icin, g (1% (s), T (s)) = 0 dir: Boylece,
1+u'(s)=0vepau(s) =p—s (4.3)
di: Burada, p integral sabitidir. (4.3) esitligi (4.2) de yerine yazildiginda,

7' (8) = 7(s) + (p — 5)T(s)

elde edilir.

Teorem 4.1.4 (M, ds}, ), (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldu olsun oyle ki
4
m > 0 ve % — 12 # 0 di. (M, dsi,,,) tizerindeki ortonormal vektor alanlari 1 < i <n

igin Eog; 1, Bay, Fonyq ile gésterilsin. v : I — (M, dsim) yay parametresi ile verilmis
Jjeodezik olmayan bir biharmonik egri ve v* egrisi de onun (M, ds; ) manifoldundaki
involiit egri ¢ifti olsun. Bu takdivde, v* egrisinin parametrik esitlikleri asagidaki gibidir:

_ V/msin f3; sin acos f3; :
* s = . iy — 8 sk Ry Ry E st 1 <<
’Y (‘5‘) (( bSina‘ + (p ‘5) \/ﬁ 2i—1; S0

neosf; . {sinasin j3; .
(- (Famar) ro- o (M) ) e

(b
+ (_n (sin® &) 5+ pcos a) Bt

Burada, p integral sabiti ve

1+ mb? sin?
61:(5) = TS -+ dz

dm.
Kanit Onerme 2.4.4 den F,
F=14+— (4.5)

olarak elde edilir. T vektor alani,

sin a: cos f; sin cvsin 3,
T = ('—\/?_l—r) EQ’E*I -+ (T‘B) EQi + (COS Q.’) E2n+1 (46)

olarak bulunur. (4.6) ve (2.36) esitlikleri, (4.1) esitliginde yerine yazilip, (2.2) esitligi ile
verilen ortonormal ¢atiya gore diizenlenirse, (4.4) esitligi elde edilir.
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4.1.2. (2n + 1)—Boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki biharmonik egrilerin
evoliit egri ¢ifti

Bu kisimda, (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki evoliit egri
¢ifti tanumlanmustir. Ayrica, (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki je-
odezik olmayan biharmonik egrilerin evoliit egri ¢iftlerinin parametrik denklemleri veril-
migtir. (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki bu egri ¢ifti, biharmonik
egrinin egrilik ve burulma fonksiyonlari cinsinden ifade edilmistir.

Tamm 4.1.5 v : [ — (M, ds},,) ve " : I — (M,ds},,) egrileri verilsin. v(s) ve v*(s)
noktalarinda -y ve v* egrilerinin Frenet ¢atilar swraswla {T,MN,,..., Nos }, {T* N{,.., N3, }
olmak tizere

ds?,,, (T*(), T(s)) = 0

ise, y egrisine v* egrisinin involiitii, v* egrisine de y nin evoliitii denir.

Teorem 4.1.6 * : I — (M, ds,,) egrisi, v : I — (M, ds},,) egrisinin bir evoliitii ise,

. 1 i
v (s) = v(s) + ;Nl(s) — tan(7s + &) Na(s) 4.7
seklinde ifade edilebilir.

Kamit Tarum 4.1.5 dan ~* egrisi

7"(8) = 7(s) + Als)Ni(s) + p(s) Na(s) (4.8)

seklinde yazilabilir.

4.8) esitliginin tiirevi almip (2.6) ile verilen Frenet esitliklerinden yararlanilirsa,
g P
(7*(8) = (L= M)T(8) + (N = u7)Ni(s) + (A7 + ') Na(s) (4.9)

elde edilir. v* egrisi y edrisinin evoliitii oldugundan g (7*(s), T'(s)) = 0 dur. Boylece,

1
1— A& =0veya=— (4.10)

bulunur. (4.9) ve (4.10) esitlikleri kullanilirsa,
(7" () = (N — pr)Ni(s) + (A7 + ') Na(s) (4.11)

elde edilir. (4.11) ve (4.8) esitliklerinden, (y*)" vektdr alaninin * — ~ vektdr alanina
paralel oldugu goriilir. Boylece,
A — A /
= % = {arctan (—E)] = sabit (4.12)
JUa A

olur. Eger (4.12) esitliginin integrali alinacak olursa,

arctan (—%) =75+¢
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elde edilir. Burada, £ integral sabitidir. Buradan p ¢ekilirse,
1
p=— tan(7s -+ &) (4.13)
bulunur. (4.10) ve (4.13) esitlikleri, (4.8) esitliginde yerine yazildiginda,
. 1 1
1) = 1(8) + “Ni(s) — - tan(rs + £)No(s)

elde edilir.

Teorem 4.1.7 (M, ds},,), (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldu olsun, éyle ki
4
T _p # 0.du: (M,ds},,) iizerindeki ortonormal vektor alanlar1 1 < i < n

n
i¢in Iy 1, By;, By ile gosterilsing v : 1 — (M, dsf’m) yay parametresi ile verilmis
Jeodezik olmayan bir biharmonik egri ve v* egrisi de onun (M, ds?’m) manifoldundalki
evoliit egri ¢cifti olsun. Bu takdirde, v* egrisinin parametrik esitlikleri asagidaki gibidir:

ey vnsing,\ 1 (sing;\ 1 ’ cos a cos f3; . )
v(s) = ((m) " ( 7n ) +; tan(rs+£) (T)> By g, 1450

vneosf,\ 1 fcosp\ 1 cos asin 3,
(e ) e () e (2702) ) 2

o+ (((cos a) 3+% (sin” o) 5) —% tan(7s+£) (sin o:)) Eoni1.

m > 0 ve

Burada, & integral sabiti ve

n + mb?sin® o
T

Bils) =
dir:

Kamt F, (4.5) esitligi ile elde edilmisti. N7 ve N, vektor alanlari,

m=—(f§)@u+(fgﬂaﬁ (@.15)

ve

cos acos 3, cos a:sin 3, ;
M—(—Tg—)@H—(¥Vﬁ)&ﬁ@m@&Ml (4.16)

olarak bulunur. (4.15), (4.16) ve (2.36) esitlikleri, (4.7) esitliginde yerine yazilip, (2.2)
esitligi ile verilen ortonormal catiya gore diizenlenirse, (4.14) esitligi elde edilir.
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4.2. (2n + 1)—Boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarindaki Biharmonik Egrilerin
Bertrand Egri Cifti

Bu kisimda, (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki Bertrand egri
¢ifti tanimlanmustir. Ayrica, (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki je-
odezik olmayan biharmonik egrilerin Bertrand egri ¢iftlerinin parametrik denklemleri ve-
rilmistir.

Tamm 4.2.1 v : [ — (M,ds}, ) ve v* : I — (M, ds},,) egrileri verilsin. y(s) ve 7*(s)

noktalarinda ~ ve v* egrilerinin Frenet ¢atilar1 sirasiyla {T,Ny,..., Noy }, {T* Nf,..., N3, }
olarak verildiginde Vs € I icin,

{V1(s), Na(s)}
lineer bagumli ise, (y,v*) egri ikilisine bir Bertrand egri ¢ifti denir.
Teorem 4.2.2 v* : I — (M,dsi,,) egrisi, v : I — (M, ds},,) egrisi ile Bertrand egri

¢ifti olusturuyor ise,
v*(s) = v(s) + AN1(s), Vs e I 4.17)

seklinde yazilabilir. Burada, X\ bir sabittir.

Kanit Tamim 4.2.1 dan +* egrisi
v(s) = v(s) + A(s) Nu(s) (4.18)
seklinde yazilabilir.

(4.18) esitliginin tirevi alinip (2.6) ile verilen Frenet esitliklerinden yararlanilirsa,

(7' (8))" = 7' (s) + N(s)N1(s) + A(s) Vi(s)
= (1 —r)T+ XN(s)N1(5) + 7(s) Na(s)

elde edilir.

~* egrisi y egrisinin Bertrand egri ¢ifti oldugundan Nj(s) ve Ni(s) lineedir. O
halde, ds7,, (1(s), N1(s)) = 0 olur. Buradan,

N(s)=0
A(s) = sabit (4.19)

elde edilir. Bulunan (4.19) degeri, (4.17) esitliginde yerine yazilirsa,

v (s) = v(s) + ANy (s)

elde edilir.
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Teorem 4.2.3 (M, ds},,), (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldu olsun oyle ki

4m
m > 0ve — — [? # 0dw (M, ds?,,) iizerindeki ortonormal vekiér alanlari 1 < i < n
n 1
icin B 1, By, Eonya ile gosterilsin. v : I — (M, ds;?,m) yay parametresi ile verilmis
Jjeodezik olmayan bir biharmonik egri ve ~* egrisi de onun (M, dsﬁm) manifoldundaki
Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu takdirde, ~* egrisinin parametrik esitlikleri asagidaki gibidir:

n.sin 3, sin & cos /3, ,
Y(s) = ((%) +X (Tﬁ)> B, 1<i<n

/ncos f; sin a: sin /3,
(- () 2 (B50%)) = 0

o )
+ ((cos o) s+ o (sin® @) 3) By i

Burada,
n + mb? sin® o

(="~ “sid
£:(5) S

dm:

Kamt [, (4.5) esitligi ile ve Ny vektor alant da (4.15) esitligi ile elde edilmisti. (4.15)
ve (2.36) esitlikleri, (4.17) esitliginde yerine yazilip, (2.2) esitligi ile verilen ortonormal
catiya gore diizenlenirse, (4.20) esitligi elde edilir.

4.3. (2n + 1)—Boyutlu Cartan-Vranceanu Manifoldlarindaki Biharmonik Egrilerin
Mannheim Egri Cifti

Bu kisimda, {(2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki Mann-
heim egri ¢ifti tanimlanmigtir. Ayrica, (2n-+1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarin-
daki jeodezik olmayan biharmonik egrilerin Mannheim egri ¢iftlerinin parametrik denk-
lemleri verilmistir.

Tanmm 4.3.1 v : [ — (M, dsj,) ve y* : I = (M, ds},,) egrileri verilsin. y(s) ve v*(s)
noktalarimda -y ve " egrilerinin Frenet ¢atilart siraswyla {T,Ny,...,Na,, }, {T*, N7,...,.N;. }
olarak verildiginde Vs € [ igin,

{N3(s), Ni(s)}
lineer bagimll ise, (vy,~*) egri ikilisine bir Mannheim egri ¢ifti denir.
Teorem 4.3.2 v* : I — (M,dsj,,) egrisi, v : I — (M, ds},,) egrisi ile Mannheim egri
¢ifii olusturuyor ise,
v(s) = v*(s) + AN (s), Vs € I 4.21)
seklinde yazilabiliv. Burada, )\ bir sabittir.

Kanit Tanim 4.3.1 dan v* egrisi
() = 7*(s) + A(s)B*(s) (4.22)
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seklinde yazilabilir.

(4.22) esitliginin tiirevi alimip (2.6) ile verilen Frenet esitliklerinden yararlanilirsa,
7Y (8) = (7(5)) + X () N3 (s) + A(s) (N3 (s))
=1"(s) = M(s)7* () V7 () + X (s) N3 ()
elde edilir.
~* edrisi y eZrisinin Mannheim egri ¢ifti oldugundan N;(s) ve N1(s) lineedir. O
halde, ds} ., (T'(s), N3(s)) = 0 olur. Buradan,
=0
A(s) = sabit (4.23)

elde edilir. Bulunan (4.23) degeri, (4.21) esitliginde yerine yazilirsa,

7(8) = 7"(s) + AN;(s)

elde edilir.

Teorem 4.3.3 (M, ds7, ), (2n + 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldu olsun oyle ki

dm )
m > 0ve — — 1% # 0d. (M,ds?, ) iizerindeki ortonormal vektor alanlar1 1 < i <n
n :

icin By, Fini, Eopyy ile gosterilsin. y : I — (M, dsj,,) yay parametresi ile verilmis
Jeodezik olmayan bir biharmonik egri ve v* egrisi de onun (M, dsi ) manifoldundaki
Mannheim egri ¢ifti olsun. Bu takdirde, v* egrisinin parametrik esitlikleri asagidaki gibi-

dir:
V/nsin g3, cos a cos f3; ,
fe) = [ [ XE22Ri Y _Z (22222 R, 1<i<
7(s) (( bsin A vn -1 LE1 M
Vncos g, cos arsin f3;
_[XREBRY o (EROSNAYY B, 4.24
* ( ( bsin o v % 29)
b, . .
o} ((cos a) s+ 5 (sm2 a) 5+ A(sin o:)) Eoni1
!
Burada, y s
1+ mb” sin” a
() BTSN & g
fils) = TE T 8y
dm

Kamit F, (4.5) esitligi ile ve N, vektdr alani da (4.16) esitligi ile elde edilmisti. (4.16)
ve (2.36) esitlikleri, (4.21) esitliginde yerine yazilip, (2.2) esitligi ile verilen ortonormal
catiya gore diizenlenirse, (4.24) esitligi elde edilir.
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5. SONUC

Bu tez ¢alismasinda, Heisenberg gruplarini da kapsayan Cartan-Vranceanu mani-
foldlarindaki iki egrinin karsilik gelen noktalarindaki Frenet ¢atilart arasida bagntilar
kurularak egri ciftleri elde edilmistir.

Heisenberg gruplarindaki biharmonik egrilerin egri ¢iftleri, Heisenberg grupla-
rin1 da kapsayan Cartan-Vranceanu manifoldlara tasindi. A¢ikea, 3—boyutlu Cartan-
Vranceanu manifoldlarinda evoliit, involiit, Bertrand ve Mannheim egri ¢iftleri tanim-
landi. 3—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarindaki biharmonik egrilerin, evoliit, in-
voliit, Bertrand, Mannheim egri ¢esitleri, biharmonik egrilerin egrilik ve burulmasi baki-
mindan karakterize edildi.

Diger yandan, (2n 4+ 1)—boyutlu Cartan-Vranceanu manifoldlarinda evoliit, in-
voliit, Bertrand ve Mannheim egri ¢iftleri tanimlandi. Ayrica, (2n 4 1)—boyutlu Cartan-
Vranceanu manifoldlarindaki biharmonik egrilerin, evoliit, involiit, Bertrand, Mannheim
egri gesitleri, biharmonik egrilerin egrilik ve burulmasi bakimindan karakterize edildi.
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