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Bu tezde, olasilik ve istatistikte cok 6nemli bir yer tutan {irete¢ fonksiyonlar1 ve
kombinatorik toplamlar ve bunlarla ilgili uygulamalar c¢aligilmistir. Binom
katsayilarin1 igeren kombinatorik toplamlar verilmistir. Bu toplamlarin bazi &zel
sayilar ile iligkileri incelenmistir.

Bu tezde verilen sonuglar hem matematik, olasilik ve istatistik alanlarina hem de
diger alanlara katki saglayacaktir. Bu tezde kullanilan bazi 06zel sayilar ile
kombinatorik toplamlar arasindaki formiiller ve iliskiler verilmistir. Ornegin; 1. ve 2.
tiir Stirling sayilari, Bernoulli sayilar, Euler sayilari, Bell sayilari, Fibonacci sayilar1 ve
Catalan sayilar1 vb. gibi sayilarla ilgili 6zdeslikler elde edilmistir. Bu tezde, Bernstein
baz fonksiyonlarindan iiretilen Catalan sayilarini igeren formiiller kullanilarak, birgok
kombinatorik toplam bulunmustur. Dahasi Lagrange inversiyon formultnd ve Stirling
sayilarinin iirete¢ fonksiyonlar1 yardimiyla, Stirling sayilar1 ve negatif tislii Bernoulli
sayilarini iceren 6zdeslikler elde edilmistir.
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etc. are given. In this thesis, we give some combinatorial sums including binomial
coefficients, the Catalan numbers and the Bernstein basis functions. Moreover by
applying the Lagrange inversion formula to the generating functions for the Stirling
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ONSOZz

Kombinatorik toplamlar ve binom katsayilar ile ilgili alanlarda bir¢ok arastirma
yapilmistir. Bu konuda birgok teknik gelistirilmistir. Ozellikle son yillarda, iireteg
fonksiyonlart matematik, matematiksel fizik, olasilik ve istatistik, kombinatorik teori
gibi alanlarda ¢ok 6nemli uygulama alanlarinin yapildigir goriilmektedir. Bu tezdeki
konular giincel konulardir. Ozellikle binom katsayilar;, kombinatorik toplamlar ve
kuvvet serileri bu alanin temelini olusturmaktadir. Bernstein baz fonksiyonlari, Catalan
sayilar1 ve bunlarin iireteg fonksiyonlarin kapsayan 6zdesliklerden yarlanarak, birgok
binom katsayilarin1 iceren kombinatorik toplamlar bulunmustur. Ayrica Lagrange
inversiyon formiilinii ve Stirling sayilarinin iirete¢ fonksiyonlar1 kullanilarak, Stirling
sayilar1 ve negatif iislii Bernoulli sayilarini igeren 6zdeslikler bulunmustur.

Bu tezde kombinatorik toplamlar, binom katsayilari, iirete¢ fonksiyonlari, bazi
0zel sayilar1 kapsayan temel tanimlar, teoremler ve oOzellikler ayrintili bir sekilde
verilmistir. Bu tezde ki sonuglar asagidaki sekilde 6zetlenebilir:

Bu tezde, Girig, Materyal ve Metot, Bulgular ve Sonu¢ olmak iizere dort ana
boliimden olusmaktadir.

Giris boliimiinde, temel kavramlar ve kombinatorik toplamlarin kisa bir
tarihgesi verilmistir. Ayrica, bu tezde kullanilan temel kavramlar ve ozellikleri
verilmigtir.

Ikinci béliimde ise, kuramsal bilgiler literatiir arastirmast ile birlikte verilmistir.

Uciincii  boliimde, bazi 6zel sayilarin iireteg fonksiyonlarinin tanimi ve
ozellikleri ayrintili bir sekilde verilmistir. Ayrica kombinatorik toplamlar igin
permiitasyon, kombinasyon ve binom katsayilarini iceren temel tanim ve teoremler
verilmistir

Bulgular bdlimiinde, birinci ve ikinci tiir Stirling Sayilari, Fibonacci Sayilari,
Bell Sayilari, Catalan Sayilari, Bernoulli Sayilar1 ve polinomlari, Euler Sayilar1 ve
polinomlar1 ve Genocci Sayilart ve polinomlarinin bazi 6zellikleri kullanilarak
kombinatorik toplamlar bulunmustur ayrica Lagrange inversiyon formull ve Stirling
sayilarinin rete¢ fonksiyonlart yardimiyla yiiksek mertebeden Bernoulli sayilart ve
Stirling sayilarini igeren 6zdeslikler bulunmustur.

Tezin diger boliimleri tartisma, sonug, kaynak¢a ve 6zge¢mis ile bitmektedir.

Bu tez c¢alismasi boyunca bilgisini ve destegini esirgemeyen danigmanim Sayin
Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK ’e tesekkiir ederim ve saygilarimi sunarim. Ayrica her zaman
bana desteklerini ve yardimlarini esirgemeyen biitiin boliim arkadaslarima(ozellikle Dr.
Rahime Dere, Dr. Ahmet Aykut Aygiines, Dr. Irem Kiiciikoglu, Dr. Giilsah Ozdemir,
Neslihan Kilar ve Biisra Al), kocam Juma Zuberi Peace ve butlin aileme yirekten
tesekkiir ederim
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Simgeler

(g k. dereceden x faktoryeli.

si(n, k): Birinci tiir Stirling sayilari.

S,(n, k): Ikinci tiir Stirling say1lar1.

o™ Artan kuvvetlerin faktoriyel fonksiyonu.
() Azalan kuvvetlerin faktoriyel fonksiyonu.
|s(n, k)| Birinci mertebeden mutlak Stirling sayisi.
si(n, k;7r): Merkezi olmayan birinci tiir Stirling sayilari.
S,(n, k;1): Merkezi olmayan ikinci tiir Stirling sayilar.
|si(n, k; 1)|: Merkezi olmayan yalin veya mutlak birinci tiir Stirling sayilar.
Onk Kronecker delta.

B(n): Bell sayilart.

B,(Ir): Bernoulli sayilari.

E,: Euler sayilar1.

B, (x): Bernoulli polinomlart.

E,(x): Euler polinomlar:.

Gy : Genocchi sayilari.

F(x): Dagilim fonksiyonu.

M(t): Moment Urete¢ fonksiyon.

F: Fibonacci sayilari.

Cy.: Catalan Sayilari.
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1. GIRIS

Temel kombinatorik kavramlar ve kombinatorik problemler matematik tarihinini
en eski konularinin basinda gelmektedir. Bu calismalar M.O. 6. yiizyilda, dzellikle
Hintli bir hekim olan Sushruta’in Sushruta Sambhita adli kitabinda, bu konular ayrintili
bir sekilde verilmistir. Ayrica, Ortagag'da yine Hintli bir matematik¢i olan
Mahavira'nin, M.S. 850 yilinda permiitasyon ve kombinasyonlar ile ilgili alanlari
calistigi gorulmektedir. Filozof ve gokbilimci Rabbi Abraham ibn Ezra, M. S. 1140
yilinda binom katsayilarini ¢alismistir, Talmudist ve Levi ben Gerson ise 1321 yilinda
tarafindan bir kapali formiil elde edilmistir pascal ve binom katsayilarin1 igeren
formiiller vermislerdir.

Bu kombinatorik c¢aligmalar Ronesans doneminde, matematigin en Onemli
alanlarindan biri olmustur. Bu dénemde yasayan iinlii matematik¢i ve fizikgiler bu
alanlara ¢ok ilgi duymuslardir. Bunlarin bazilar1 Pascal, Newton, Jacob Bernoulli ailesi,
Euler ve Fermat gibidir. 19. yiizyilin sonlarinda, J. J. Sylvester' in bu alanda
caligmalarina rastlanilmaktadir. Yine bu donemin sonlarinda Percy McMahon’ in
caligmalarint sayma (toplama) ve cebirsel kombinatorik alanlarinda yaptig
gortlmektedir.

20. yiizyilin ikinci yarisinda, kombinatorik hizli bir biliyiime yasadi ki bu
biiyiime cebir, olasilik gibi diger alanlar ile fonksiyonel analizden sayilar teorisine v.b.
kadar yeni bagintilar ve uygulamalar1 gelistirdi. Bu bagintilar, kombinatorik, matematik
ve teorik bilgisayar bilimleri boliimleri arasindaki sinirlar1 ortaya koymustur(Wikipedia,
2016)

Bu tezde 0Ozellikle, kombinatorik toplamlar, {iirete¢ fonksiyonlari, binom
katsayilari, permiitasyon, kombinasyon, Stirling sayilari, Fibonacci sayilari, Catalan
sayilari, Bernoulli sayilar ve polinomlari, Euler sayilar1 ve polinomlari, Genocchi
sayilari, Bell sayilar1 ve Bernstein baz fonksiyonlari gibi alanlar iizerinde temel
bagintilar ve kavramlar verilmistir. Yukaridaki alanlar1 iceren bazi bulgulara kaynak
teskil edecek kitaplar (Charalambides 2002),(Jordan 1950) ve (Koshy 2009) dir. Ayrica
bu kitaplarda verilen ve ¢6ziimii verilmeyen bazi alistirmalara farkli ¢oziim yontemleri
iirete¢ fonksiyonlari ve kombinatorik toplam metotlariyla verilmistir. Simsek(2015),
Riemann integraline Bernstein baz fonksiyonlarina ve bunlarin {irete¢ fonksiyonlarina
uygulayarak bircok kombinatorik toplam vermistir. Bu toplamlarin bazilar1 Catalan
sayilart igermektedir. Catatlan sayilarini igeren toplamlar kullanilarak bir¢ok binom
katsayilarini igeren kombinatorik toplamlar elde edilmistir. Bulgular kisminda verilen
sonuclar yalnizca matematikte degil istatistik ayn1 zamanda bilgisayar bilimleri ve
matematiksel fizik gibi dallarda kullanilabilecek sonuglar ve formiillerdir.
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2. KURAMSAL BiLGILER VE KAYNAK TARAMALARI

Bu boliimde tezde kullanacagimiz temel tanimlar, bagintilar ve formiiller verilecektir.

Kombinatorik, inga kurallar1 ile sona erecek sekilde tanimlanabilen ayrik nesneleri
kullanir. Ornegin: kelimeler, agaclar, ¢izgeler, permiitasyonlar, paylastirma, bir sonlu
kiimeden kendisine tanimli fonksiyonlar, topolojik diizenler, v.s. (Flajolet ve
Sedgewick2009).

Ayrica, bir kombinasyon simnifi veya bir simifi, matematiksel objelerin asagidaki
ozellikler ile tanimlanan bir 6l¢li fonksiyonu ile tanimlanan sonlu bir kiime veya
sayilabilir kiimesidir:

1. Bir elemanin 6l¢iisii bir pozitif tamsayidir;

2. Verilen elemanlarin sayisi limitlidir (Flajolet ve Sedgewick 2009).

Sonug olarak, kombinatorik, farkli 6zelliklerde sayma ve diizenlemenin, permiitasyon,
kombinasyon, farkli kosullar altinda bdlme ve parcalanisin bir calismasidir. Bu
caligmalar olasilik ve istatistik teorisi ile ¢cakisir (Charalambides 2002).

Tanim 2.1.

Baslangigta k. dereceden bir faktoryel kez™ i¢in tanimlanmustir ve daha sonra k = 0
ve kez™ igin de verilmistir.
xeR ve kez*olsun. (x), ile simgelenen k. dereceden x faktoryeli, asagidaki ile
tanimlanmaistir;

Dr=x(x—1)..(x—k+1).
Eger m € Z ise, bu durumda

ODigm = x(x—1)..(x—k—m+1)
dir ve faktoriyellerin temel 6zelligi:

(O psm = D x — k)

seklindedir. (2.1)' den m pozitif tamsayisi i¢in k = —m ise, bu durumda
() (x + M)y, = 1.

vex # —1,—-2,...,—migin

1 1

(¥)-m = (x + M),y - (x+m)x+m—-1)...(x+1) ym =12, ..




KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI Hamida Amrani Aziza

(%) ile simgelenen k. dereceden x faktoryeli V xeR ve V kez olmak lizere
WD =x(x—1)..(x—k+1),k=12,..,(x), = 1.

ile verilirse

1 1
GO = c+l)r etk (c+k—1)..(k+1) k=12,..

ile verilir ve x # —1, -2, .., —k. dir(Charalambides 2002).

Eger x, y reel sayilar olursa bu durumda

r

r x
(x+y) = z xkyTk, r>0, H < 1. 2.1
y (k) y y (2.1)

k=0

(Graham vd 2004).

Tanim 2.2.
k = 0,1, ... olmak izere a;, reel sayilar dizisi olsun.
A() = Z a t*, (2.2)
k=0
toplamina Urete¢ fonksiyonudenir, ayrica
“
E(t) = Z a (2.3)
k=0

toplamina ise Ustel Uretec fonksiyonu denir (Charalambides 2002).

n n
1+0" = Z a (1,1, .. 1)tk = Z C(n, k)tk. (2.4)
k=0 k=0
A(t) = (1 + t)™ fonksiyonu, (1.4) 'deki anlamda, n farkli elemanin kombinasyonlarini
sayan fonksiyon olarak adlandirilan C(n, k) = a, (1,1, ...,1),k = 0,1, ..., n, say1 dizisini
uretir(Charalambides 2002).

Tanim 2.3.
n tk
1+0)n = Z P10 - (2.5)
k=0

E(t) = (1 + t)™ fonksiyonu, (2.5) 'deki tanamda, n farkli elemanin permiitasyonlarini

sayan fonksiyon olarak tanimlananP(n, k), k = 0,1, ..., n, say1 dizisini iretir
(Charalambides 2002).
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Tanim 2.4.
k=0,1,..,n=0,1,.., olmak Uzere a, j reel sayilar dizisi iirete¢ fonksiyonu

o  ©o

A(t,u) = Qg tFUT (2.6)

n=0 k=0

Dir (Charalambides 2002).

Tanim 2.5.

n = 0,1,2, ... olmak {izere, faktoriyellerin kuvvet serilerine agilimi1 asagidaki bagint1 ile
verilir:

n n 1
(On =) stk =) =DK@ @7)
k=0 k=0 t=0
ve burada
1(n, k) = [ 0400 28)
Kl

dir. (2.8) ifadesi, birinci tiir Stirling sayilari olarak adlandirilir ( Jordan 1958).

Tanim 2.6.
n = 0,1,2, ... olmak iizere, faktoriyellerin kuvvet serilerine agilimi asagidaki bagint1 ile
verilir:
n n
1
th = Z S,(n, k) = Z [—Aktk] ) (2.9)
k! £=0
k=0 k=0
ve burada
1
S,(n, k) = [—Aktk] k=012,..,n (2.10)
k! t=0

dir. (2.10) ifadesi, ikinci tiir Stirling sayilar1 olarak adlandirilir (Jordan 1958).
Not: (2.8) ve (2.10) ifadeleri,

S,(n,k) =s,(n,k) =0,k >n,k <0,ve S,(0,0) =s,(0,0) =1,
olmasini gerektirir.

Tanim 2.7.

k=01,..,n, n=0,1,...olsun.

n
t+n—1), = Z|s(n, Otk k=01,..,mn=01,. (211
k=0
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burada

Is(n, k)| = (D) *s(n, k) = [%D"(t +n-— 1)n]t=0

olarak verilir.

(2.12)

(2.12) ifadesi, artan faktoriyellerin kuvvetlere agilimindaki birinci mertebeden

mutlak Stirling sayist olarak adlandirilir (Charalambides 2002).

k = 0,1, ...olsun.Birinci ve ikinci tiir Stirling sayilarinin faktoriyel iirete¢ fonksiyonu

n

s, () = Z s i)y = (O, n=01,...

k=0

n
S.(b) = Z SO =t", n=01,..
k=0

seklinde verilir.
Birinci ve ikinci tiir Stirling sayilarinin diger tirete¢ fonksiyonlar

gEw =) N Ot — =1+,

n=0 k=0

ftw = i zn:(t)ki—r; =e™,

n=0k=0
seklinde verilir(Charalambides 2002).

Onerme 2.1.

Merkezi olmayan birinci tiir Stirling sayilarinin tirete¢ fonksiyonlari
n

t—1), = Z sy k)t n =01, ...

k=0

1
s;(nk;r) = [EDk(t)n] k=01,..,n=0/1,...

t=-r

seklinde verilir (Charalambides 2002).

Onerme 2.2.

Merkezi olmayan ikinci tir Stirling sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

(t + r)n = Z Sz(n, k; r)(t)k

k=0
1
= Z [EAktk] , n=01,...
k=0 t=r

dir ve

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)



KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI Hamida Amrani Aziza

Sp(n ki) = [zaktk|  n=012,.. (2.20)

t=r

seklinde verilir (Charalambides 2002).

Not: (2.18) ve (2.20) ifadeleri
SZ(n; kr T') = Sl(nr k' T) =0 ) k > n'k < Or 52(0,0,7") = 51(0,0;7") = 11

olmasini gerektirir.

Tanum 2.8.
Merkezi olmayan yalin veya mutlak birinci tiir Stirling sayilari
n
(t+r+n—-1), = lel(n,k; Nty n=0,1,... (2.21)
k=0

ile verilir ki burada

sy (n, ks 7)| = Z(r FI)GHL) e (4 L) (2.22)
dir ve ayrica yukaridaki toplam ise {0,1,..,n — 1} icin tim n tamsayisinin
{li,l5, ... lh—}  seklindeki (n — k)-kombinasyonlar1 tizerindeki bir genislemedir
(Charalambides 2002).

Tanim 2.9.

3, Q kiimesinin pargalanislarinin ailesi olsun. Eger asagidaki ii¢ aksiyom saglanirsa B,
Q iizerinde bir c-cebir olur (Ouvrard 2007):

(i) Qe B.

(if) Eger B € 8, ise B¢ € B.

(iii)8 elemanlarinin V(B,,) ey dizisi olmak tzere U,en B, € B.

Tanim 2.10.

Q ayrik 6rnek uzayi olsun. P(.) kiimesi, P (Q) olaylarinin bir kiimesi olarak tanimlanir
ve reel degerler varsayilarak asagidaki aksiyomlar saglanirsa olasilik veya olasilik
Ol¢timii olarak adlandirilir;

(i) P(B) =0, VBe P(Q).

(i) P(Q) =1.

(ii)P(By+ B, + -+ B, + ) =P(By) + P(B,) + - P(B,) + -
ve ayrica

P(B)<1

olasiligin tanimi

N(B)
P(BY=—7", P(B)=1-P(B). (2.23)
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seklinde verilir ki burada N(B) , B' nin elemanlarinin sayis1 ve N = N(Q), {1 drnek
uzayinin elemanlarinin sayisidir (Charalambides 2002, Ouvrard 2007).

B;, i = 1,2, ...,n olaylarinin karsilikli veya tamamen stokastik bagimsiz olaylar olarak
adlandirilabilmesi i¢in gerek ve yeter sart {1,2, ...,n} ve r = 2,3, ..., n indisleri ile her r-
kombinasyonu igin

P(B;,B,..B; ) = P(B;,)P(B;,) ..P(B; ) (2.24)

esitligin saglanmasidir (Charalambides 2004).

Tanim 2.11.

n = 0 icin F,, n. Fibonacci sayilar1 dizisi asagidaki gibi tanimlanir:
1) FO = 0, Fl = 1
2) BE=Fp 1+ Fn=2
ve Urete¢ fonksiyonu
t
m = Z Fn tn (225)

ile tanimlanir (Grimaldi 2010).

Catalan sayilar1 asagidaki gibi tanimlanir:

2n 2n
C”:<n)_(n—1)' n>1,0C=1 (2.26)
C _(Zn) 1 297
" \n/n+1 (2.27)

Bu sayilarin iireteg¢ fonksiyonu
1-+vV1—4t
2t - Z Cnt”

nz0

ifadesi ile tanimlanir (Grimaldi 2010, Simsek 2015).
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Uretec Fonksiyonlar
Teorem (Konvollsyon Formali)

A(t), B(t) ve C(t), ureteg fonksiyonlar1 olsun.

n

C(t) =Ck = Z akbn_k,n <0 (31)
k=0

toplam1 ayn1 zamanda Y.;so @,—byr Seklinde yazilabilir ve (2.1), konvoliisyon olarak
adlandirilir (Bender 2005).

Ispat: Teoremde verilene denk olarak

C(t) = A(t)B(t) = (i ay tk> i btk | = Z ay bjt**) = Z (i akbn—k> t",
k=0 j=0

k,j=0 n=0 \k=0

Cauchy ¢arpimindan yukaridaki sonug elde edilir. Buradan
C(0) = A(OB(D),

olmasini gerektirir ve bu da (3.1) esitligini gerektirir. Simdi Bize verilen (3.1) ele
alalim.n > 0 izerindeki toplami t™ ile carparsak, j = n —k alirsak ve bir Onceki
paragraftaki adimlari ters ¢evirirsek

C(t) = Z ot = z acb; ) = A(DB(®),

nz0 k,j=0

elde edilir (Bender 2005).

3.2. Kombinasyon ve Permutasyon

3.2.1. Kombinasyon
W, = {wy,wy,...,w,,;} sonlu bir kime ve C,(W,) kimesi ise n nin k-l

kombinasyonlarimin kiimesi olsun. Ayrica, homojen ¢arpimlar toplami
Ry (X1, Xp, ooy Xp) = lerl,xgz, o X k=0.1,.. (3.2)
dir ki buradaki toplam, tim r, =0,j=1.2,..,n, ¢yle ki r+nr,+-+n =k,

uzerindeki n nin tim k-l kombinasyonlarinin genislemesini gosterir.
Homojen ¢arpimlar toplami (3.2) cebirsel olarak elde edilebilir.
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n e}
1—[(1 bt + xR 4 ) = Z hy Xy, Xg, e, ) K (3.3)
j=1 k=0

(3.3) carpimindaki j. garpan,

A(t,x) =1+ xt +xt> +-,j =12,..,n, (3.4)
dir. xjrj t"j terimi w; elemani herhangi bir kombinasyonda 7; kez, 1 =0,1,..
goriilebildigini gosterir. Eger w; elemanmin en az m; ve en fazla n; kez herhangi bir

kombinasyonda goériilmesine izin verilmisse, (2.4),

A, (8, %) = xjmjtmf + oMt xjnjt”f, (3.5)
olur.
Jj=12,..,n, i¢in (2.4) ifadesi degistirilir. Eger ornek olayda x; =1,j =1,2,..,n
koyarsak, (3.4) tamimi veya n nin k-li kombinasyonlarnin sayisinin ireteg
fonksiyonuna indirgenir (Charalambides 2002).

3.2.2. Permutasyon

n nin k-li permiitasyonunun Py (W;,) kiimesi,

k! .
G (X1, Xz, ooy X)) = Z—x{lx? X k=0.1,.. (3.6),

r!In!..n!

toplamima karsilik gelir ki burada toplam, tiim 7; = 0,j = 1,2, ..., n, oyle ki r; + 7, +
-+ 1, = k, lizerindeki genislemedir. Cok terimli teoreme gore:

(x4 +x)" =Y (T1,T'2,-T-l-,7'n—1) X102 X
dir.
Cebirsel olarak,
= xPt? = tk
1_[<1+xjt+ T +> = ng(xl,xz,...,xn)m, 3.7)
j=1 k=0

elde edilebilir.
Herhangi bir elemanin W, permitasyonunda goriilmesinde herhangi bir kisitlama

olmaksizin karsilik gelen ¢arpanlar diizenlenirse
242
J

=121 (3.8)

dir. Eger w; elemaninn en az m; ve en fazla n; kez herhangi bir permitasyonda
gorilmesine izin verilirse, (2. 8)
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x]mjtmj xjmj+1tmj+1 x;ljtnj
+ +ot , (3.9)
m;! (mj + 1)! n;!

Emj;nj(t’ xf) =
olur.
j=1,2,..,n, ic¢in (1,8) ifadesi degistirilirx; = 1,/ = 1,2,...,n koyarsak, (1.5) tanimi

veya n nin k- permiitasyonun sayisinin  {istel irete¢  fonksiyonuna
indirgenir(Charalambides 2002).

3.3. Cok Degiskenli Urete¢ Fonksiyonlar1

k=0,1,..,n=0,1,.. olmak lizere a,  reel say1 dizisi olsun.

A(t,u) = i i Qg tFUT (3.10)

n=0 k=0
toplami adi iireteg fonksiyonu olarak adlandlrlhr, ve ayrica

E(t,u) = Z Z e — k' (3.11)

n=0k=
toplamida a,,, k =0,1,...,n = 0,1, .... ustel tirete¢ fonksiyonu olarak adlandirilir.

(Charalambides 2002).
Ornek 3.1 Tekrarli Kombinasyon

n nin k-l tekrarl (kisitlamasiz) kombinasyonunun iirete¢ fonksiyonu asagidaki
sekilde elde edilebilir.rj kez (r; = 0,1,...) goriinmesine izin verildiginden, j inci
elemanin herhangi bir kombinasyonda goriilme sayisi,

A(tx) =1+ xt + %P2 4+ = (1—xt),j=12,..,n,
dir.

n nin k-li kombinasyonlarinin sayisi
n n [ee}
-1 -1
nAo(t, xj) = 1_[(1 — xjt) = z hy (X1, X9, oo, X )EF
j:l ]=1 k=0

xi=1j=01,..,nn nin k-l tekrarli permiitasyonlarinin iirete¢ fonksiyonu

o)

a®) =a-0m=> ()= i (")

verilir (Charalambides 2002). i i
-n _ ® —n k .,—n—k;
G =) ()Fy

oldugundan n nin k- Ii tekrarli permiitasyonlarimin sayisi (—1)k(_kn)dir ve
n+k—1 -n
— (—1\k
(T )=ev()

10
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ve (i) denkleminden

a0 =3 (e

k=0

bulunur.t® nin katsayilar1 karsilastirilirsa

E(n,k)=<n+ll§_1)

elde edilir bu dan nin k-1 tekrarli permitasyonlarinin sayisidir (Charalambides 2002).
Ornek 3.2.

n nin lizerinde herhangi bir kisitlama bulumayan k-l tekrarli permiitasyonlarinin

urete¢ fonsiyonu ,
= Xt
| | 1+ xjt + T + -

j=1
fonksiyonuna indirgenir.

x; =1, j=1,2,..,n koyulursa,
2 "
Eo(t)=<1+t+2|+ > =e™,

olur.
Yukaridaki denklem t nin kuvvetlerine genisletilerek,

tk
Eo(t) = e = z UG,
k=0

elde edilir ki burada
U(n, k) = nk.

n nin Uzerinde herhangi bir kisitlama bulunmayan k-li tekrarli permiitasyonlarinin
sayisidir(Charalambides 2002). =

Ornek 3.3 (Hipergeometrik olastligin ortalamasu).

Varsayalim ki art arda segilen n sayida topumuz olsun, tekrarli olmadan segilen
toplar yesil g (green) ve sar1 y (yellow) icermektedir. Cekiliste y yesil toplar1 ¢ekme
olasilig1 su sekilde verilmistir:

n) @DrkPn-k _
() @+¥)n k=012..,n

Biliyoruz ki;p,, , = 0,k = 0,1,2, ..., nVandermonde formliine gore,

11
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n

n " .
kZOpn"‘ - mz (k) @Dk =1.

k=0

n

i= s (o 1) @ Dea s

k=1
dir.
Vandermonde formulikullanarak

__"9
gty
elde edilir(Charalambides 2002).

Ornek 3.4 (Binom olastliklarinin ortalamast).

Varsayalim ki ntane top, tekrarli olarak art arda rastgele yesil g (green) ve sari
y (yellow) bir kaptan secilsin . Asagidaki ifade ile n c¢ekilisinde k yesil topu ¢cekme
olasilig1
Pri = (D)p*q" ™ k= 1,2,...,n.

n

n
n
Z Pnje = Z (k) gt =+t =1
k=0

k=0
u=np Y, (3 ) p* e,
dir.Elde edilen binom formiilii ile
H=np,
dir (Charalambides 2002).
Not: Yukaridaki sonuglarda eger m sonsuza giderse, bu durumda binom olasiliginin
Poisson olasiligina gidecegini gézlemleriz.

12
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3.4. Baz1 Ozel Sayilar

Bu boéliimde 6zel dizi olarak bilinen 6zel sayilari ele alacagiz. Matematikte bir
cok 6zel say1 vardir. Ornegin, Stirling sayilar1 s;(n, k), S,(n, k), Euler sayilart (Z) ve
Pascal tiggeninde iiggensel bir form olusturan (Z) binom Kkatsayilar1 gibi.Harmonik
sayilar H,, Bernoulli sayilar1 B, ; digerlerinden farklidir.Ciinkii kesirli sayilardir fakat
tamsay1 degildirler. Ayrica Fibonacci F, ve Catalan sayilar (1,2,5,15, ...) da vardir.

Bu caligma Stirling sayilar1 ile sinirhdir ve detayli olarak ¢alisilacaktir. Ayrica,
Fibonacci ve Catalan sayilar1 gorllebilir.

3.4.1. Stirling sayilari

Teorem 3. 4.1.1: Birinci tur mutlak Stirling sayisi
s;(n, k)|, k=12,..,n, n=23,..,

olmak tzere

Is(n, k)| = le Ly Lo (3.4.1.1)
toplamu ile verilir.
Ki burada toplam {1,2..,n—1} n-1 pozitif tamsaymin (k—1)-li  tim

kombinasyonlari {l;15, ..., L,_; }dir.
Ispat: (2.11) de n = 2,3, ... icin

t+DE+2)..(t+n—1) =) |s;(n k)| tF?

Sol tarafin ¢arpiminin i. katsayisi
p®)=t+1=12,.n—1,

sabit terimi ve bas katsayis1 1°dir. t nin (k-1) inci dereceden ¢arpimi gergeklestirilirse
kalan (k-1) in disinda {1,2,..n — 1} herhangi n-k faktorlerinin sabit terimlerinin
carptlmasiyla  {l,1,,...,1,,_;}, olusturulur, bununla birlikte t nin birinci derecesi
herhangi bir ¢carpaninin , ¢arpma ilkesi tarafindan esiti , (4.1.1) bulunur.

Not: (3.4.1.1) kullanilirsa

15, (k)| = (n — 1)! Z (3.4.1.2)

Juz - Jk-1

olarak dontistiiriilebilir.

13
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Burada toplam {1,2...,n — 1} n-1 pozitif tamsayinin (k — 1)-li tiim kombinasyonlari
{jij2) -, kn—1} dir(Charalambides 2002). m

Not: (3.4.1.1) kullanilirsa

s;(n k) = (—1)”"‘2 UgUy oo Uy (3.4.1.3)

olarak yazilabilir.Ikinci denklemdeki toplam permiitasyonsuz ve tekrarsiz {1,2, ..., (n —
1)} n-k sayilarimin herhangi bir kombinasyonu i¢in gegerlidir (Jordan 1958).

Teorem 3. 4.1.2

Birinci ve ikinci tiir Stirling sayilarinin ortogonallik iligkisi:
n n

z s;(n, 1) S,(r, k) = 6n_k,z S;(n,1r)s(r, k) = Op i (3.4.1.4)
r=k

r=k
dir(Charalambides 2002, Jordan 1958).
Burada Kronecker delta k = nise 6,,, = 1 ve k # nise 6, = 0 di.
Ispat: (2.7) seriye agilirsa, (2 9) yardimiyla asagldakl bagmtl elde edilir:

(On = Z N Z $1(07) Z S, (k) (O

r=0 r=0

= Zn: {Zn: s1(n, )8, (r, k)} (k-

k=0 \r=k
dir.Ki bu (3.4.1.4) gerektirir. Benzer sekilde tersi de soylenir.

Teorem 3.4.1.3
(a) Sabit k igin s;(n, k),n =k, k + 1, ..., birinci tiir Stirling sayilarinin istel iireteg
fonksiyonu

oo

n k
gre(w) = z s, (n, k)% _ w,k —01,.. (3415)

n=k
olarak verilir.
(b) Sabit k icin Sy(n, k) , n=k,k+1,..ikinci tiir Stirling sayilarinin {stel treteg
fonksiyonu

u®  (e* —1)k

fo(w) = Z Sa(n k)= = ————k = 01,... (3.4.1.6)

seklinde wverilir.

Ispat: (3) (2.15) 'de ifade siras1 degistirilirse

14
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[o2] o un (o]
9w =Y Y Sim0 =) gt
k=0n=k ' k=0

oldugu i¢in,
g(tw) = A +w) = exp{tlog(1+w)} = ZM

(3.4.1.6) sonucu ¢ikarilir.
(b) Benzer sekilde(2.15) 'de ifade siras1 degistirilirse

mw—ZZ&mm<m—an@k

k=0n=k
ve buradan

f(tu)—[1+(e - DJf

waum Z@ o

(3.4.1.6) g(‘jsterilir(CharaIambldes 2002, Jordan, 1958).

Teorem4.1.4
k=0,1,.., n=0,1,.., olmak Gzere S,(n, k), ikinci tiir Stirling sayilar1
k
1 k
S,(n k) = Z( 1)k- r(r) rn (3.4.1.7)
r=0

toplamu ile verilir.
Ispat: (3.4.1.6) ile verilen u nun kuvvetleri seklinde iireteg fonksiyonu genisleterek

k ® n
S (3
%) k n
-2l ()

elde edilir ki bu ifade (3.4.1.7) gerektirir(Charalambides 2002, Jordan, 1958).

Teorem 3.4.1.5k=0,1,..,n,n=0,1, ..., ve
5;(0,0) =1,5,(n,0) =0,n>0,s,(n, k) =0,k > n.
baslangi¢ kosullar ile s;(n, k) birinci tur Stirling sayilar1 asagidaki tiggensel rekiirans
bagintisini saglar.
ssin+1,k)=s,(n,k—1) —ns(n, k) (3.4.1.8)
@ k=12,..,n+1,n=01,..,ve
S$,(0,0)=1,5,(n,0) =0,n>0,5,(nk) =0,k >n.

15
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baslangi¢ kosullar1 ile S,(n, k) ikinci tlr Stirling sayilar1 asagidaki liggensel rekiirans

bagintisini saglar.
S,(n+1,k)=S,(nk—1) +kS,(n,k) (3.4.1.9)

Ispat:
(@) Rekirans bagmtisinin  her iki tarafi (t),.; = (t —n)(t),t kuvvetine
genisletilirse, (2.9) gore iliskisi,

Z s;(m+1,k)tk = (t—n) Z s;(n,r)t"
k=0 r=0
= Z si(n, k — 1Dtk —Znsl(n, k) tk.
k=1 =0

olur. Ki bu (3.4.1.8) gerektirir. (8.9) dan baslangi¢ kosullari saglandigi goriiliir.
(b) Rekirans bagmtisinin her iki tarafi t"*1 = t.t™ t nin faktdriyeline genisletilirse,
(2.10) gore iliskisi,

n+1 n

D S+ LIk =) S,
=0 r=0

(t)y41 = (t = 7)(t), oldugundan t(t), = (t),+17(t), oldugunda

n+1

> S0+ LIO® = S0 (Orsa + ) 1,010
k=0 k=0

n+1

_ z S,k =D+ > kS, k) (),
k=1 k=0

sonucu ¢ikarilir ki bu (3.4.1.9) gerektirir. (2.9) dan baslangi¢ kosullar1 saglandig:
goruldr (Charalambides 2002, Jordan 1958).

Birinci Tiir Stirling Sayllarinin Hesaplanmasi
Baslangi¢ kosullar1 ve
ssin+1,k)=s,(nk—1)—
ns(n, k), k € z, (3.4.1.9)
yardimiyla asagidaki hesaplamalar yapilabilir:
e (3.4.1.9)da n =0 alinirsa,
s1(1,1) = 5;(0,k—1) — 0s,(0,k) = 5,(0,k — 1)
k=1vekez+0
s1(1,1) = 5,(0,0) =1
k>1lises,(1,k) =0"dir.

e (3.4.1.9) de n = 1koyarsak,
s1(2,k) =s5;(L,k—1) — 1s;(L, k) =510,k — 1)

16
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k =2 icin
$1(2,2) = s,(1,1) — 5,(1,2) = 1 — 0 = 1 dir.Clink,
k >n icins;(1,2) = 0dir.

e (3.4.1.9) den = 2alinirsa,
51(3,k) =512,k — 1) — 25:(2,k),

elde edilir.

k = 1igin

5:1(3,1) = 5,(2,0) — 25,(2,1) = 0 — 25,(2,1) = 2,
k = 2igin

5:1(3,2) =s5,(2,1) - 25;(22)=—-1—-21=-3

k = 3igin

51(3,3) = 5;(2,2) = 25;(23) =1-2.0=1
dir.

e (3.41.9)den = 3 alimirsa,
51(4, k) = 51(3,k —3 1) - 351(3, k)

k = 1igin
s:1(41) =5,(3,0) —35;(32)=2+9 =11
k = 3igin
s:1(43) =5,(3,2) —351(33) =-3-31=-6
k = 4 igin

s1(4,4) =5,(3,3) —35:(34) = 1.
e (3.41.9) den =4 alinrsa,
51(5, k) == 51(4,k - 1) - 451(4, k)

k = 1icin
s1(5,1) = 5;(4,0) — 4s,(4,1) = —4.—6 = 24
k = 2 igin
51(5,2) = 5;(4,1) — 4s,(4,2) = —6 —4.11 = =50
k = 3icin
51(53) =5;(4,2) —45;(43) =11—-4.—-6 =11+ 24 =35
k = 4icin
51(54) =5,(4,3) —45;,(44) =—-6—-4.1=-10
k = 5igin

s;(5,5) = s5;,(4,4) — 4s,(4,5) = 1.

ssin+1,k) =s,(n,k —1) —ns(n, k), k €z (3.4.1.9) den Birinci  Tlr  Stirling
sayilarinin tamsay1 oldugu sonucuna varilir.

17
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Teorem 3.4.1.6
Sabit r icin, k = 0,1, ...,n ,S,(n, k; r)Merkezi olmayan ikinci tiir Stirling sayilarinin
dizisi goz oniinde bulundurulursa Teorem3. 4.1.3ile

(t+n)" = z S,(n,k;r)(t), n=0,1, ...

tanimlanir.

@) f(tw7) = B2 Bfog Sz (k1) (D) o = e+
dir ve sonucunda

ru(eu_l)k

O filu;r) = Yok So(n, k; T') = — M= 0,1,..

@)sxmkw>=azﬁx—nk1()w+qw
acik ifadesi ¢ikar.

ispat:(a)

n
S, (t+mn)" = Z S, k;r)(E), n =01, ...
k=0

Merkezi olmayan ikinci tiir Stirling sayilar dizisinin faktoriyel lirete¢ fonksiyonu

(t+7)= ) Sy(n k1) O
k=0

verilir.
(2.19) ve Newton‘un genel Binom teoremi kullanilarak (Charalambides, Enumerative
Combinatorics, sayfa 115, teorem3 6 ) ve (2.16) ifadesinden

f(t, Uu; T') = z z SZ (Tl k; r)(t)k eluptu — ptutru — eu(t+r)

n=0n=

elde edilir ve boylece

Fltwr) = Z Z S, (n,k; r)(t)k— _ oult+n) g

n=0n=
_1N\k
0)  felwr) =3, Sk S = n=01, ..
dir. (3.4.1.6) ifadesinden
[ee] n un
Fltw) = f(tu) = Z Z S0 7,k = 0,1, .

n=0 k=0
r parametresi ile merkezi olmayan ikinci tiir Stirling sayilari i¢in

u‘l’l
FEwr) =) ) Sy kO = e,
n=0 k=0 "
Toplam asagidaki sekilde yazilir:

18
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fltur) = Z Z S, k1) (00 = 2 fi @O O

k=0n=

(2.1) ve (3.4.1.6) ile

Fleuir) = (1+(e" — DY = Z (;) e -

k=0
N O (e - D* 1)k
—(e* — ()
Ornegin;
had u_1 k
Pl = (L + @ = DY = Y @0 e (id)

r parametresi ile (ii) denklemini e“" ile garparsak, asagidaki ifade elde edilir :

b u_1 k
ft,u;r) = {1+ (¥ — D}te? = Z(t)k%.e“r
k=0

had u_1 k
= {Z (O %} evr, (iii)
k=
(i) ve (iii) nin sonuglari karsilastirilirsa y
fwn) =) fwn ®
k=0
had u_1 k
ftur) = {Z(t)k %} evr. (iii)
k=0
Sonug olarak
had n u_1 k
fuwn =Y s ien = E o
n=k

(©) S2(n k1) = 2 o (=1 (5) @+ )
dir.

Teorem 3.4.1.4 den, ifade (3.4.1. 7)

n

s =S ()

z{k.z v ()

r parametresiyle ayn1 sekilde devam edilir.
(b) bagintis1 seriye agilirsa merkezi olmayan ikinci tiir Stirling sayilarini agsagida verilen
baginti elde edilir:
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- T (e* — 1)k
n=k k=0
1 g k

7
2y
LS e (F)es
=0
)

eu]eur

=

k
= lZ(_l)k—j (k e(r+])u
k! £ j
Jj=0
(2.3) den
%) k %)
u 1 -k u”
Y Skir) === D8I (1)) o+ pre
! I £ j n
= j=0 n=0
gibi yazilabilir.
%) - %) 1 k n
Y simkn = = 0k () o
n=k | n=0 .j=0
o 1 k n
=Y s (e
n=0\ j=0

u nun katsayilar karsilastirilirsa
1% k
Salmkim) = 5 ) 0 (1) o+
I
elde edilir(Charalambides 2002). m
Not: Stirling sayilar1 gibi diger 6zel sayilar ile iliskileri bulundu.
e Stirling sayilar1 i¢in Euler formiili

s = E2S i (e

k=0

J

I () G-

k=0

(Quaintance 2016).
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e Bell sayilar1 sayilar ile ikinci tiir Stirling sayilar1 arasindaki baginti

B = ) $,(nk0)
k=0

dir (Quaintance 2016).

F(x) dagilim fonksiyonu olsun. k c1 dereceden cebirsel moment asagidaki integral ile
tanimlanir:

+00
a, = f x* F(x)dx,
(Lukacs 1970).
F(x) dagilim fonksiyonunun moment iirete¢ fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir:
+00
M(t) = f exp(tx) F(x)dx,
(Lukacs 1970).
F(x) dagilim fonksiyonun karekteristik fonksiyonu f(t) asagidaki sekilde tanimlanir:
+00
f) = j exp(itx) F(x)dx,

(Lukacs 1967).

e Bemoulli ve Euler polynomlari ve saylari asagadaki iireteg fonksiyonlart ile
tanamlanlar:

Bernoulli polinomlarinin,B,, (x) Urete¢ fonksiyonu

t — tn
tx
et — 1e _ZB"(x)n!
n=0

ile tanimlanir (Srivastava ve Choi 2012 ).
B, (0) = B, Bernoulli saylaridir
By

By

1

n
n

= ]

0
(Srivastava ve Choi 2012).

r tamsayi1 olsun. Yiiksek mertebeden (r.mertebeden) Bernoulli sayilari, B,(lr) asagidaki

iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:
(0]

t t"
_ ORha
et —1 _ZB” n! (b1)
n

=0
(Srivastava ve Choi 2012, Ozden ve Simsek 2014).

e Yiiksek mertebeden Bernoulli sayilar1 ile Stirling sayilar1 arasindaki bagmtilar
Ckn = |Sl(nt k) |! Ck_n = SZ (kP n)
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ny
S,(k,n) = (k) BN,
dir (Charalambides 2002, Srivastava ve Choi 2012, Ozden ve Simsek 2014).

Euler polinomlarininE,, (x) trete¢ fonksiyonun asagidaki sekilde tanimlanir:

2etx tn
o = Zn=0 En(x) —.

Burada x = 0 alinirsa E,,(0) = E,, Euler saylar1 elde edilir:
n

n
EO=1,En=—Z(j)Ej,TL21

Jj=0
(Srivastava ve Choi 2012).

e Genocchi sayilart olsasilik ve kombinatorik terisinde ¢ok Onemli bir yere
sahiptirler. Bu sayilar agsagidaki lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

2t X ot
et+1_z Tk
n=0

(Srivastava ve Choi 2012, Ozden ve Simsek 2014).
GyileE,arasindakibagintiasagidakisekildeverilir :

tn+1

ZE" o ZG"H'

n=0 n=0

Bu bagintida gerekli islemler yapilirsa

Gn+1
n+1

E, =

ya da
Gnyr = (n+ 1)En

bulunur (Djordjevicve Milovanovic 2014,Srivastava ve Choi 2012).

Theorem 3.4.1.7

{L,}nen Laplace dagiliminin %exp(—lxl)(x € R) bagimsiz rastgele degiskenler dizisi
olsun ve L ile gosterilsin

o L,

2km
k=1

LB=

(Sun 2007).
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Bernoulli
polinomlariagsagidakiolasilikveistatistikteorisindednemliyeriolanbeklenendegeri
iletemsiliasagidakisekildeverilir:

B,(x) = E [(u:B +x— %)nl

buradan € Ny; x € R; i? = —1 dir ve E beklenen degeri gosterir ve asagidaki sekilde
tanimlanir:

+00
BlgG)] = Exlg@] = [ fx (g
fxX in olasilik yogunluk fonksiyonunu gostermektedir (Lukacs 1970).

Teorem 3.4.1.8
{L}nen Laplace dagiliminin %exp(—|x|)(x € R) bagimsiz rastgele degiskenler dizisi
olsun ve Ly ile gosterilsin

L i L
E~ Ok — Nt
k=1(2k Dm
Euler

polinomlariasagidakiolasilikveistatistikteorisindednemliyeriolanbeklenendegeriletemsili
asagidakisekildeverilir:

E.(x) = E l(i/:]E + gl %)nl

n€ Ny, x ER; i2 = —1.
E[(i£g)"]i¢in lirete¢ fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir:

1
5 st @ 2

n! exp(t) -1

(Sun 2007).
Bu bagitidan asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.4.1.9
n € Nyolsun

B, (x) = Z( ) 2472 = " F B[ (2iL5)"]

dir(Simsek ve Simsek 2016)
Teorem 3.4.1.10n € Njolsun.

E[(iLp)"] = 2 ni( ) n—k B

j=0
dir(Simsek ve Simsek 2016).
Sonug 3.4.1.1n € Nyolsun.
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Gny1 = (n+ D2"E[(@LE)"],
dir(Simsek ve Simsek 2016).

3.4.2. Fibonacci sayilari

Fibonacci sayis1 ya da Fibonacci’nin dizisi, Italyan matematik¢i Leonard
Fibonacci tarafindan tanistirilmistir. Bu dizi, “tavsan problemi” olarak bilinir. Fibonacci
sayisinin uygulamalari: Bilgisayar algoritmalari, veri kurulumu, graf teorisi, biyoloji,...

3.4.2.1. Fibonacci sayilarmmn 6zellikleri

Ozellik 3.4.2.1 (2.25)’ten, herhangi alt1 ardisik Fibonacci sayisinin toplami 4’e boliiniir.
n = 0igin
5
ZFer =Fy + Fopq t Py + Fags + Fpya + Frys = 4Fn 44
p=0

dir.
ispat:

5

ZFnﬂ) =F + Fpp1 HFyo + Fogs + Fups + Fgs

p=0

= (Fn+Fn+1)+Fn+2+Fn+3+Fn+3+Fn+4+(Fn+3
+ Fnta)

= 2F42 + 2Fp43 + 2F 00 = 2(Foyp + Frys) + 2Fn4,

Foip = 4Fn44

N

0

<
Il

(Grimaldi 2012).
Ozellik 3.4.2.2 n > 0 igin,
n

]

Fy =Fpip—1

=
I
o

dir.

Ispat.Fibonacci sayilarmin indirgeme tanimi kullanilarak ve
FO == F2 - F]_
F1 = F3 - F2

Fo1=Fu1—F
Fy = Faip — Foyq
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Bulunur. Buradan, n+1 tane denklemi toplarsak, elde edilen denklemin sol tarafi
Yp=o0 Fp ve sag tarafi da
(F, = F) + (F3 = Fy) + 4 (Fpyr — ) + (Fuyz — Frg)
=-F+F-FR)+FE—-F)+--
+(Fn - Fn) + (Fn+1 - Fn+1) + Fn+2
=P —Fi =Fpp—1

dir. Fibonacci sayilarinin kareleri toplamina gegersek,
F2=02=0=0=0x1
FE+F:=0+12=1=1x1
FE+FP+F;=02412+12=2=1x%x2
FE+FI+F;+F2=0"+12+12+22=6=2X%3
FE+FP+F?+F;+F;}=02+12+12+22432=15=3X%5
elde ederiz (Grimaldi 2012).

3.4.2.2. Lineer indirgeme bagintilarmin ¢6zimu: F,, icin binet formulu

Co, C1,Cy, ..., Cre R, Cy # 0,Cy, # 0 sabit sayilari i¢in asagidaki ifade saglansin.
Coan + Clan_l + Czan_z + -+ Cn—k = 0
Ikinci mertebeden indirgeme bagintist

EE=F,_1+F,_, n=22,Fp=0F =1 (3.4.2.1)
ile verilir. A # 0,d # 0 igin,
E, = Ad"™ (3.4.2.2)
degisken degisimiyle ,
Ad™ = Ad™ ! + Ad™? (3.4.2.3)
bagintisini elde ederiz. (3.4.2.2)’i A’ya ve d™?’ye bolerek,
d2—d-1=0 (3.4.2.4)

kuadratik formull elde edilir. (3.4.2.2) formUlunden karakteristik kokler:

—1(-1) ++/(-1)2 — 4(1)(-1) _1+ V5

dy = 2 2
~1(-1) —/(-1)2 = 4(1)(-1) 1-+5
d2 = = .
2 2
Bu koklerin standart gosterimi a ve § olmak (izere
14++/5 1-+/5
a=—— p=— (3.4.2.5)
dir. Sonug olarak,
E,=ca®+c,f",n=0 (3.4.2.6)
dir.
0= FO =C1 + Cy
ve
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1++5 1-+5
1=F1=c1a+czﬁ=c1< > >+c2< > ) (3.4.2.7)
bagmtilarindan,
! ! (3.4.2.8)
€G1=—4= ,0=——= 4.2.
NN
olarak gosterilebilir. Sonug olarak, F,’yi acik sekilde
1
E, = \/_ \/_,8" ,n=0
seklinde ifade edebiliriz (Grimaldi 2012, Koshy 2009).
Not:
1+5)"  (-v8)"
E. = 2 2
" V5
1 - n\ 1 j-1 n—j
ﬁzo(])z—[(ﬂ -9
1 ]; n i—1 171
Jj- n-j
=52 ()63 -]
j=0
1++5

~ 1.61803398 ...

a = 2

ile verilen a, altin oran ya da gizemli oran olarak adlandirilir.
Bazi1 hesaplamalardan sonra,

1++5 _1-+5
2 B= 2

a= (3.4.2.9)

dir. Sonug olarak,
E,=ca®+cp*",n=0
Dir (Grimaldi 2012, Koshy 2009).

3.4.2.3. avef’min sagladig: o6zellikler

a’=a+1
afp = —
1o g
a—ﬁ=\/§
a’+p?=3
pr=p+1
pt=-
a+p=1
a?—p2 =45
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a — B = /5 bzelliginden, F, igin agik formiiliimiizii
am — ﬁn
a—p
olarak yeniden duzenleyebiliriz. F,’nin (3.4.2.3)’teki gosterimi, Fibonacci sayilar1 igin

Binet formu olarak adlandirilir (Grimaldi 2012, Koshy 2009).

F, = ,n >0 (3.4.2.10)

Ozellik 3.4.2.3
lim Fria _ o
n-o [,
Ispat.
a= 1+2\/§ B = 1_2—\6 oldugundan, |§| < 1 olmak (izere ,n = o iken, |§|n -0 and

,3 n
;) — 0 bulunur. Buradan,

(an+1_ﬁn+1)

O . (a—PB) . am™tt — ﬂn+1
=lim————=lim ——

o F,  noe @=FD T nlh gn_pgn

(a—ﬁ?1
«—B(5) _a=po) _
n-oo 1_(£)n - 1-0 &

a

Boylelikle istenen elde edilir (Grimaldi 2012, Koshy 2009).

Ozellik 3.4.2.4n > 2 icin,
Foyo + Fpy = 3F,.
dir.

Ispat:
Fppz+ Fpg = (Fppy + B + Fry
=P+ F+ (Fooy + Fol)
=2F, + E,
= 3E,
Foy2 + Fpp =3F,m
(Grimaldi 2012, Koshy 2009).

Ozellik 3.4.2.5n > 0 icin,

F3pi1 = F3 + F3_1 + 3Fy_1FyFpyq = 3F,.

dir.
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ispat.

F3n+1 = (Fp-1 + Fn)3
=F3,_,+F3, +2F*,_|E, +
+2F2,Fy_ 1+ F%,_F, + F*,F,_4
=F 1+ F +2F Fy(Fooy + E) +
+Fn—1Fn(Fn—1 + Fn)
= F3q 1+ FPp + Fop1QFy_1Fy + Fu 1 Fy)
= F3h_ 1+ F’p + 3F Fy_F,.
Sonug olarak,
Fopi1 = FP + FP + 3F Fy Fy @
elde edilir (Grimaldi 2012, Koshy 2009).
Ozellik 3. 4.2.6
Binet formunu (3.4.2.3) kullanilarak, n = 0 igin,
FooiFpyr — F?p = (1"
ile verilen Cassini’nin bagintisi elde edilir.

Ispat. (3.4.2.3)"ten,
(an—l _ ﬁn—l) (an+1 - ﬁn+1) _ (an _ 'Bn)n
(a—pB) (a—p) (a—p)?

3 [aZn _ an—lﬁn+1 - 'Bn—lan+1 + ,an]

Fo_1Fniq — an =

(a—p)?
_ [aZn _ Zanﬁn + ’3211]
(a—p)?
B aZn _ an—lﬁn+1 _ ﬁn—la,n+1
(a —B)?
+'82n _ aZn + Zanﬁn _ ’3271
(a—p)?
3 _an—lﬁn+1 _ 'Bn—lan+1 + Z(Znﬁn
- (a — p)?
anpr (-2 2)

(a —B)?
Bolim 3.4.2.3’ten,

n on (—a?=B%+2ap)
ap T

(a —p)?
a"ﬁn(—(a2+ﬁz—2aﬁ))

ap
(a —p)?
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_a"f(=(a+pB)?)
~ aB(a—p)?
_(@B)"(=1)
ap
Bolum 3. 4.2.3’ten,
Fp_1Fny1 — an = (-D",
(Grimaldi 2012, Koshy 2009).

3.4.3. Catalan sayilar
Catalan sayilari, bazi sayma problemlerinde siklikla ortaya ¢ikan bir dogal sayilar dizisi

seklindedir.

Ozellik 3. 4.3.1 n > 0 icin,

c _1( Zn)
" n\n+1

dir.
ispat.
1/ 2n v 2n! y 2n! _
E(n + 1) T an+D!I2n-(m+1) nm+Dal(-1)! Cn
(1.26) ve (1.27)’den,
1/ 2n
E(n + 1) =G m
(Grimaldi 2012).
Ozellik 3.4.3.2 n > 0 igin,
4n -2
n= mcn—l-
Ispat.(2.26) and (2.27)’den,
4n — 2 (4n—2)(4n —6)
n+1 1T (n+ Dn n-2
(4n—2)(4n —6)(4n — 10)
- (n+ Dn(n—1) n-3
(4n — 2)(4n — 6)(4n — 10)(4n — 14)
- (n+ Dn(n— D —2) n—4
(2n-1@n-3)2n->5)..3.1__
- (n+ 1)!
(2n)! 2™ (2n)! 1 /2n
- (n+ 1! (2n)!2n - (n+D'n! =n+1<n> = Cn
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C. = 1 <2n)_4n—2c
" n+1 T n4+1 ™1
(Grimaldi 2012, Koshy 2009).

€ [0,1], nveknegatif olmayan tamsayilar olsun. Bernstein baz fonksiyonu,B;; (x)
n — n k _ n—k —
B (x) = (k)x A-x)"%k=01,..,n

seklinde tanimlanir ve burada

(n) _ n!

k) k'(n—k)!

dir(Bernstein 1912,Lorenz 1986).

Bernstein baz fonksiyonlar1 asagidaki iireteg fonksiyonu ile tanimlanir:
tk ke(l —x)t

o) = Z B0 o

k=01,..,nve teC, xe€[01] dir (Aglkgoz ve Aract 2010, Mahmudov 2011,
Simsek 2015, Simsek ve A¢ikgdz 2010).

Sonug 3.4.3.1

1
__(n+1)(2n+1)2( 1)nl )m

(Simsek 2015).

Sonug 3.4.3.2

2n

=372 )
" o2n+1 n

l=n

(Simsek 2015).
Sonug 3.4.3.3

C, = ﬁ;(zl") (i) GBn— D1 (I —n)!

(Simsek 2015).
Sonug 3.4.3.4

LG

Cn = 2 n
2n+1) L (1)

(Simsek 2015).
Sonug 3.4.3.5

=28 o ()

(Simsek 2015).
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Sonug3.4.3.6

2n l-n
)Y ST PP St
== jnl—-n—j2n-02n—-j+1

(Simsek 2015).
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4. BULGULAR

Bu bolimde, Simsek(Simsek 2015)tarafindan verilen Catalan sayilari ile ilgili
formdallerden yararlanarak, kombinatorik toplamlari iceren 6nermeler verilecektir.

Onerme 4.1. n negatif olmayan tam say olsun.

zn: w =(m+1C2n+1) i(—l)"” (2]n>]%
j=n

Ispat: C, = ﬁ(?) seklinde verilen Catalan sayilarinin tanimi, sonuc3.4.3.1.’den

yerine yazarsak ve gerekli islemlerden sonra ispat tamamlanmais olur.

Not: Bu Onermenin ikinci ispat yontemi matematiksel tiimevarim yontemiyle de
yapilabilir.

Onerme 4.2
i 2n
> (=g (T)(Jen-oa=m

Ispat. Sonug 3.4.3.2. ve Sonug 3.4.3.3.7in sag taraflar1 esitlenirse, Snermenin ispati elde
edilir.

Not: Bu Onermenin ikinci ispat yontemi matematiksel tiimevarim yontemiyle de
yapilabilir.

Onerme 4.3.
Zn: (zln)(Znn—1)

2n
o (7) n

=m+0(),

Ispat. Catalan sayilarmin tanimmdan ve Sonug 3.4.3.4.’ten bu énerme ispatlanmus olur.

Not: Bu Onermenin ikinci ispat yontemi matematiksel tliimevarim yontemiyle de
yapilabilir.

Onerme 4.4.
& (M1 e
;(_1) ](j>j+l_(n+1)(2n+1); ™
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Ispat: Sonug 3.4.3.4. ve Sonug 3.4.3.5.te verilen bagintilarin sag taraflar esitlenerek,
gerekli islemler yapilirsa, dnerme ispatlanmis olur.

Not: Bu o©nermenin ikinci ispat yontemi matematiksel timevarim yontemiyle de

yapilabilir.
Onerme 4.5
2n l-n 1
S S e
! Cn—j+Dj'd—n—-)'2n—-1D!

2n

“Grr iy

Ispat. Cok terimli Binom katsay1s1 asagidaki sekilde tanimlanr:

n n!
(a, b,c, d) ~alblcld!
dir. Burada a+b+c+d =n dir. Sonug 3.4.3.5.°da yukaridaki baginti yazilarak
Sonug 3.4.3.2. kullanilarak gerekli islemlerden sonra, 6nermenin ispati tanimlanmisg
olur.

Not: Bu onermenin ikinci ispat yontemi matematiksel timevarim yontemiyle de
yapilabilir.

Teorem 4.1.
k
%QLn—k)=zz(k_¢ﬁ(k+")wgk+rmn (4.1)
s k+r/\k—r
dir(Charalambides 2002).
Ispat : 11k olarak
sz(nn—Z( or ("IN s, (+2)
1 n—j—r

oldugunu 1spatlamam1z gerekir.
j=n—Xkicin denklem (4.1) denklemine indirgenir.
Lagrange inversiyon formuli

dn K d™* (o(6)\ "
— (p1 - — - (=<
[dun (9 (u)) ]uzo k= s ldtn_k < t t=0
olarak verilmistir Bu formdil kullanilarak (Teorem 11.11, Charalambides 2002)

sl o] = ()= () |
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elde ederiz.
=0 l(w)=e*—1ve u=0()=1log(1+t) dir. Ve (3.4.1.3) teoreminin (b)
ifadesi (3.4.1.6) da kullanlhrsa

n -1 k
fir(w) = Z S2(n, k)u (BT) k=0,1,..
dir. Buradan
1 d™
i) =l et =]
_m=1\[d" (logl+ 0O\ " .
N (k - 1) [dtn-f< t ) LO ' (ia)

bulunur.(Charalambides 2002) deki Uyari (11.5)kullanilirsa,

[ 0@y]_ =3 O ) om0 ] e

elde edilir. Buradan _
- —ny (n—j = (-=n)
OC_D=2CH(55")
- z (_rn) (nz—nj_—jr)' (@

(ia) denkleminde (ii) yazilirsa ,

son=( TN O e (29)]  w

elde edilir.
(3.4.1.5) ifadesi kullanilirsa

[log(1+ ] < £ .
— = z rs; (n,r) — (4ia)
n=r
= z:r!s1 (i+rr) G0
n=r
Bazi1 hesaplamalardan sonra
d" (log(1 + t))r ss(n—j+r7) ,
dtn—J tr - () (40)
t=0 r
buluruz.
n—j _ rn+r—1 (n—j+r) .
(]—n)( ) = 1)< -1 ) r ' 0
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0zdesligini (iii) denkleminde (4i) ve (5i) yerine yazilirsa, asagidaki ifadeyi elde ederiz;

son=3 oo (L0

r=0

(60)

gerekli islemler yaptlktan sonra (5.1.2) bagintis1 bulunmus olur.
Tn+r—1)( 2n—j> .
52(”])—2( 1) ( 1 n—j—r ss(n—j+r7).
j=n—Kk alinirsa
(n+r—1)<k+n) _ (_1)k+r<k—n>(k+n>
n—k—1/\k—r k+n/\k—r

(Charalambides 2002)deki Tanim (2.12) ve Uyari (8.3) den,

s =3 () (bt v

(4.1) elde edilir. m

Teorem 4.2. (Bernoulli denemeler ile degisen basar1 olasilik, merkezi olmayan Stirling
Sayilarinin olgular1):

Varsayalim ki toplar baslangicta sirasiyla w beyaz ve b siyah top igeren bir
kaptan asagidaki plana gore ¢ekilsin. Her bir denemede top ¢ekildikten sonra s siyah
toplar kaba geri atilsin. k beyaz topun n denemede g¢ekilme olasiligi p(k; n, ) dir.

|s1(k,n;7)]6"

k,nr) = , k=0,1,.. 4.2.1
Pl ) = =1, (42.1)

Dir (Charalambides 2002).

Ispat: Baslangicta w beyaz ve b siya top iceren bir kap alalim.

Birinci denemede elimizde w + b var;

Ikinci denemede elimizde w + b + s var, ( birinci denemede ¢ekilen s siyah top kaba
geri yerlestirilir) ;

1 ‘ inci denemede elimizde w + b + (i — 1)s var;

n ‘inci denemede elimizde w + b + (n — 1)s var.
1.18 ve 1.20 tanimindan klasik olasiligin tanimina gore
e Ik denemede beyaz top gekme olasiligy;

=P(B,) = ——,
P1 (B1) w+b
e Ikinci denemede beyaz top gekme olasiligs;

= P(B,) = ———
pZ (2) W+b+S’

¢ i ‘inci denemede beyaz top ¢ekme olasiligy;
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w
; = P(B;) = ;
Pi (B) w+b+({—1)s ©
¢ n‘inci denemede beyaz top ¢gekme olasiligi;
w
=P(B,) = .

Pn (Bn) w+b+(n—1s

(1.23) ten ve 1 ‘inci denemede beyaz top cekmeme olasilig
w b+ (i—1)s
a (Bi) w+b+({—-1)s w+b+({—1)s (i)

“Charalambides 2002, Tanim 1.17, sayfa 25”dekicarpma formiiliinden
B; olay1 i¢in i ‘inci adimda beyaz ¢ekilmesi i = 1,2, ..., n (iii)

P(B;B, ... By B¢, B+, - B:))

i P(Bi1)P(Bi2) "'P(Bik)P(BCik+1)P(Bcik+2) "'P(Bcin)

= P(B;,)P(B;,) .. P(B;, )P(B¢;,,, )P(Bix+,) . P(B;)

B w w w

T wH+b+(—DswH+b+ (G, —1Ds " w+b+ (i —1)s

b+ (ik+1 - 1)5 b + (ik+2 - 1)5 b+ (ikn - 1)5
WH+b+ (iggr—DswH+b+ (i — s w+b+ (i — Ds
k
w

- w+b+(n—-1)s), (b + (k41 = 1)s) X (b + (ik+2 — 1)s)

(b + (ixn — Ds)(iii)
olur.
(Charalambides 2002) kaynagindaki Ornek 8.1°e benzer sekilde,

n ‘inci denemede k beyaz top ¢ekmek i¢in olasilik p(k; n, r) asagidaki toplamla verilir

wk ,
pkim,7) = w+b+(n- 1)s)nz(b * (s = s)
X (b + (s — 1)8) o (b + (ign — 1)5) (4)

(1.22) den,

1 ki) = ) @+ W)+ ) o (L) (5,
(4i) deixyp —1=1,, p=0,1,..n— k, yazarsak, (4i)

Wk
pUinT) = o 1)S)nZ(b +1,5) (b + Ips)
(b + Lyges) (6i)

olur.

(61) nin pay ve paydasini s ye bolersek

36



BULGULAR Hamida AmraniAZIZA

k

w
- b lis\/b s
plinn) =) () 5+
(F+3+-D3),
b ln_kS .
WX =
G+5) @
elde edilir.
W 9 b @80
S =bves=r i
Olsun. Bu nedenle (8i) bagintisi(7i) de yerine konursa, asagidaki sonug bulunur
Hk
plnr) = G 1)n2(r L)t L) e (7 4 L) (80)

(8i) deki toplam ifadesi ve (5i) karsilastirilirsa
k
p(k;n,r) =

(5.2.1)sonucunu elde ederiz.®

K
@+r+n-1), Is1(n, ki)

Not: Teorem 4.1ve (4ia) denkleminden t yerinee® — lalinirsa

R S

n-r
e 1 tm
= z Z (n+r) rls; (n+r,r)52(m,n)%
m=0n=0 1 '

elde edilir. (b1) bagintis1 yukaridaki baginti ile kullanilirsa agagidaki formdil

B,(nr) Z (n}rr) s;(n+r,r)S,(m,n)

ya da

B = Z e sl(n +7,7)S,(m,n)

bulunur. Bu formil ve benzer formiillerin farkli ispatlar1 (Srivastava ve Choi, 2012)
kaynaginda mevcuttur.
(4i) denkleminden t yerine e’ — 1 almirsa ve (b1) bagintis1 yardimiyla

dn—j. [ sl(n j+rr) _ g™
dtn—J -1 =0 (n 7]‘+r) n—j
ya da
ssin—j+rr)= (n _7{ * r) B,Er_)j
formiili elde edilir. Bu formiil ve banzeri formiillerin farkli ispatlar1 (Srivastava ve
Choi, 2012) kaynaginda mevcuttur.
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(ia) denkleminden t yerine e® — 1 alinirsa ve (bl) bagintisida da r = —nalmnirsa

N n—1 dn_j t -n
SZ (nl_]) - (k—l) [dtn_j (et—l) ]t=0'
Yukaridaki bagintida j yerine n — k alarak ve Teorem 4.1 ile yardimiyla

-1
S,(n,n—k) = (Z B 1) B,E_n)

formilld elde edilir. Bu bagmtinin farkli ispatlari(Charalambides 2002, Kim ve Kim
2013, Ozden ve Simsek 2014, Srivastava ve Choi 2012) gibi kaynaklarda mevcuttur.
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5. TARTISMA

Bu tezde, matematigin bir¢ok dalinda, olasilik ve istatistikte yaygin olarak kullanilan
Ozel sayilar ve polinomlarin iirete¢ fonksiyonlari tekniginden yaralanarak temel
kavramlar ve sonuglar verilmistir. Bu sonuglar ve bagntilar, asagidaki alanlar iizerine
yogunlastirilmistir: Kombinatorik toplamlar, iirete¢ fonksiyonlari, binom katsayilari,
permiitasyon, kombinasyon, Stirling sayilari, Fibonacci sayilari, Catalan sayilari,
Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, Euler sayilar1 ve polinomlari, Genocchi sayilari, Bell
sayilar1 ve Bernstein baz fonksiyonlari. Bu tezin bulgular kisminda elde edilen ve binom
katsayilarin1 igeren kombinatorik toplamlar yalnizca matematikte degil istatistik,
bilgisayar bilimleri ve matematiksel fizik gibi dallarda kullanilabilecek sonuglar ve
formiillerdir. Boylece tezde elde edilen sonuglar giincel ve yaygin etkiye sahiptirler.
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6. SONUC

Bu tezde, olasilik ve istatistikte iirete¢ fonksiyonlart ve kombinatorik toplamlar ve
bunlarla ilgili uygulamalar calisilmigtir. Binom katsayilarin1 igeren kombinatorik
toplamlar bulunmustur. Bu toplamlarin bazi1 6zel sayilar ile iliskileri incelenmistir.

Bu tezde verilenler, hem matematik, olasilik ve istatistik alanlarima hem de diger
alanlara katki saglayacaktir. Bu tezde kullanilan bazi 6zel sayilar ile kombinatorik
toplamlar arasindaki formiiller ve iliskiler verilmistir. Ornegin; 1. ve 2. tiir Stirling
sayilari, Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, Euler sayilari ve polinomlari, Bernstein baz
fonksiyonlar1, Bell sayilari, Fibonacci sayilar1 ve Catalan sayilart vb. gibi sayilar ve
polinomlarla ilgili 6zdeslikler incelenmistir.
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