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ÖZET 
 

GENELLEŞTİRİLMİŞ WOODS-SAXON POTANSİYELİNİN BİR BOYUTTA 

SAÇILMA, BAĞLI VE YARI-BAĞLI DURUMLAR İÇİN KUANTUM 

MEKANİKSEL İNCELENMESİ 

 

Ferhan AKDENİZ 

 

Yüksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dalı 

Danışman: Yrd. Doç. Dr. Bekir Can LÜTFÜOĞLU 

Ekim 2016,  68 sayfa 

 

Bu çalışmada, Genelleştirilmiş Woods-Saxon potansiyelinin, tek boyutta sabit 

kütleli Schrödinger diferansiyel denkleminde saçılma ve bağlı durumlar için, analitik 

çözümleri incelendi. Saçılma durumunda, olasılık yoğunluğunun korunduğu analitik 

olarak ispatlandı. Yansıma ve geçme olasığının enerjiye ve keyfi seçilmiş parametrelere 

göre değişimini gösteren grafik çizildi. Ayrıca tünellemenin hangi koşullarda 

gerçekleşebileceği parametrelere bağlı olarak belirlendi. Potansiyelin yapısından dolayı 

bağlı durum, sıkı-bağlı ve yarı-bağlı durum olarak iki ayrı başlık altında çalışılmıştır. 

Her iki durum için enerji özdeğer spektrumu elde edildi ve  dalga fonksiyonları keyfi 

seçilen parametrelerle belirlendi. 
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In this work, the exact analytical solutions of the one-dimensional Schrödinger 

equation for the generalized symmetric Woods-Saxon potential are solved for the 

scattering and bound  states. There is a various information about Woods-Saxon 

potential. The energy eigenvalues that gives the bound states are found. It is calculated 

analitically on the scattering states that protected probability density. Also, it is 

determined tunneling which conditions may occur depending parameters. The bound 

states for generalized Woods-Saxon potential are investigated as tight-bound state and 

quasi-bound state. Then, we obtained the energy eigenvalues spectrum for two states 

and determined wave functions with arbitrary parameters.
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G�R�� Ferhan AKDEN�Z

1. GİR İŞ

19.Yüzy�l ba³lar�na gelinildi§inde, Newton yasalar�, Maxwell denklemleri

ve �statistik Mekanik kuram� ile zirveye ç�km�³ olan Klasik Fizik, ilk defa MÖ

4. yüzy�lda Demoritus taraf�ndan orataya at�lan atom kavram� da dahil, tüm

�ziksel olaylar� aç�klamak için yeterli bulunuluyordu. Bu nedenle �zik bilimindeki

ilerlemenin yava³ yava³ sona eree§i dü³ünülüyordu. Buna kar³�n 1899 y�l�nda

kara isim �³�mas� ile ba³layan, fotoelektrik olay ile devam eden bir tak�m deneysel

gözlemler Klasik Fizik ile izah edilemiyordu. 1920'li y�llarda madde parça�klar�n�n

dalga fonksiyonu ile temsil edildi§i matematiksel bir formülasyonla ifade edilen

Kuantum Fizi§i, Klasik Fizik ile aç�klanamayan gözlemleri ba³ar�yla izah etti.

Plank, Einstein, Bohr, De Broglie, Shrödinger, Heisenberg, Dira ve Pauli

gibi birçok de§erli biliminsan�n�n katk�lar�yla olu³an Kuantum teorisi üzerine o

tarihten beri birçok deneysel ve teorik çal�³ma yap�lm�³t� ve halen de yap�lmaktad�r.

Yap�lan tüm çal�³malardaki ortak amaç atomun yap�s�ndaki bilinmeyenleri anla³�l�r

k�l�nmakt�r. Önerilen bu tez çal�³mas�yla da insano§lunun bu sonu gelmeyen

çabas�na küçük bir katk� hede�enmi³tir.

Atom, yörüngelerine elektrostatik kuvvet ile ba§lanm�³ elektronlardan ve bir

çekirdekten meydana gelir. Boyutuna ve kütlesine bak�larak durgun ve noktasal

kabul edilen çekirdek ise birbirine kuvvetlie ba§l� ama ayn� zamanda hareketli

nükleonlardan olu³ur. Bir atom çekirde§i hakk�ndaki bilgiler, çekirde§in ba³ka

parça�klarla bombard�man edilmesiyle yap�lan saç�lma deneyleri sonuunda elde

edilebilmektedir. Bu deneysel çal�³malar�n teorisinde ise nükleonlar� bir arada tutan

bir potansiyel enerjinden bahsedilmektedir. Bu potansiyel enerji, elektronlar� atoma

ba§layan Coulomb potansiyel enerjisinden farkl�d�r ve ço§u zaman nükleer potansiyel

olarak adland�r�lmaktad�r.

Optik model (OM), çekirdeklerin yap�sal özelliklerini ve saç�lma

reaksiyonlar�ndaki genel davran�³� ineleyen modellerden biridir (Sathler 1980,

Krane 1988). Esas�nda OM, �³�§�n isli bir küreye gönderilmesi ile ortaya ç�kan

yans�ma, so§urulma ve k�r�n�m özelliklerinden esinlenilerek, esnek ve esnek olmayan

saç�lmay� temsil eden bir potansiyeli baz alarak isimlendirilmi³tir. Bir optik model

potansiyelinin kabuk modeline uygun olarak gerçel k�sm� esnek saç�lmay�, sanal

k�sm� ise esnek olamayan saç�lmay�, ki bunlar so§urulma ve reaksiyonlar�d�r, temsil

etmektedir(Sathler 1980, Sathler 1983). Literatürdeki ilk optik potansiyel

ifadesi, a³a§�daki biçimde verilen kare kuyu potansiyelidir (Feshbah 1954).

V (r) =

{

−(V0 + iW ) r ≤ r0A
1
3

0 r ≥ r0A
1
3

(1.1)

Burada r, hedef ve mermi çekirdek aras�ndaki merkezi uzakl�§�; r0, nükleer yar�çap�

ve A, kütle numaras�n� ifade etmektedir. Ayr�a hedef ve mermi etkile³mesini

do§ru olarak verebilmesi için, aralar�ndaki mesafeye ba§l� ³ekilde üstel olarak azalan

1
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bir formda olmas� gerekti§i öngörülmü³tür(Krane 1988). Woods-Saxon (WS)

potansiyelinin

fn(r, ri, ai) =
1

[

1 + exp
(

r−riA
1
3

ai

)

]n (1.2)

biçiminde verilen yap�s� öngörülen bu özelli§i sa§lamaktad�r(Woods ve Saxon 1954).

Burada, mermi ile hedef çekirde§in merkezleri aras�ndaki uzakl�k r, çekirdek

potansiyelinin merkez de§erinin yar�s�na dü³tü§ü yar�çap ri, ve atom kütle numaras�

da A ile gösterilmi³tir. Yayg�nl�k veya s�zma parametresi olarak da adland�r�lan ai
ise potansiyelin maksimum de§erinin %90'dan %10'a dü³tü§ü noktalar aras�ndaki

uzakl�ktan elde edilen bir parametredir(Aytekin vd 2007).

Woods ve Saxon (1954) y�l�ndaki çal�³mas�nda, 20 MeV'lik porotonlar�n,

alüminyum, nikel veya platin gibi baz� orta ve ha�f çekirdeklerden saç�lmas�n�, kendi

isimleriyle de an�lan, nükleer k�sm� kompleks ve spin olmayan bir potansiyel enerji

fonksiyonu önererek nümerik olarak inelemi³tirler.

VWS(r) =
V + iW

1 + e
(r−r0)

a

(1.3)

Bu potansiyel enerjinin Shrödinger denklemindeki çözümüyle dalga fonksiyonunun

radyal k�sm� ba³ar�l�yla hesaplanm�³t�r.

WS potansiyeli, sadee çekirdek-çekirdek etkile³imlerini de§il(Brandan ve

Sathler 1997, Khoa vd 1997, Sathler 1991), çekirdeklerin içine hapsolmu³

nükleonlar�n enerji düzeylerini belirlemek için de uygundur (Bohr ve Mottelson

1998, Gomez vd 2003). Literatürde WS potansiyelinin analitik çözümlerine s�ka

rastlan�r (Aydo§du vd 2012, Hassanabadi vd 2012, Livertz vd 2007, Panelle vd

2010, Rojas ve Villalba 2005).

�ster çekirdek-çekirdek etkile³meleri, isterse de çekirdek nükleon etkile³meleri

olsun, etkile³meler yüzeyden ba³lar ve çekirde§e do§ru de§i³ir. WS potansiyeli

yukar�daki ³ekliyle yüzey etkile³melerini ifade etmekte yetersiz kalmaktad�r. Bundan

dolay� WS potansiyeli modi�ye edilmeye (MWS)(Hassanabadi vd 2013, Ikhdair ve

Sever 2007, Ikot ve Apkan 2012, Yazarloo ve Mehraban 2016) veya genelle³tirilmeye

(GWS) çal�³�lm�³t�r (Aldo§an vd 2012, Alpdo§an ve Havare 2014, Bayrak ve Aç�ksöz

2015, Benamira vd 2007, Berkdemir vd 2005, 2006, Fakhri ve Sadeghi 2004, Gönül

ve Köksal 2007, Hamzavi ve Rajavi 2013, Ikhdair ve Sever 2007, 2008, 2010, Panelle

vd 2010 ). Her ne kadar GWS potansiyeli literatürde zamandan ba§�ms�z Srödinger

denkleminde, Bayrak ve Aç�ksöz 2015, Berkdemir vd 2005, Fakhri ve Sadeghi 2004,

Gönül ve Köksal 2007 taraf�ndan; Klein-Gordon denleminde, Ikhdair ve Sever 2007

taraf�ndan; Dira denkleminde, Ikhdair ve Sever 2010 taraf�ndan çal�³�lm�³sa da tek

boyutlu Srödinger denklemi kullan�larak hiç çal�³�lmam�³t�r. Bu tez çal�³mas� bir
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boyutta Shrödinger denkleminde GWS potansiyelinin saç�lma ve ba§l� durumlar�

için analitik çözümlerini içermektedir.

V (x) = θ(−x)
[

−V0
1 + e−a(x+L)

+
W e−a(x+L)

(

1 + e−a(x+L)
)2

]

+ θ(x)

[

−V0
1 + ea(x−L)

+
W ea(x−L)

(

1 + ea(x−L)
)2

]

(1.4)

Burada θ(x) ve θ(−x) basamak fonksiyonu olmak üzere, pozitif (x > 0) ve negatif
(x < 0) bölgelerinde 0 veya 1'e e³it olur. Potansiyelin biçimini belirleyen reel

parametreler ise V0 veW dip parametrelerine, a s�zma katsay�s�na ve L etkin çekirdek

yar�çap�na kar³�l�k gelir.

Kaynak ara³t�rmalar�nda, öne Shrödinger denklemi hakk�nda bilgi

verilmi³tir sonra MWS ve GWS potansiyellerinin özel durumlar�na de§inilmi³tir.

WS, MWS ve GWS potansiyelinin kar³�la³t�rmal� gra�klerine yer verilmi³tir.

Materyal ve Yöntem k�sm�nda ilk olarak GWS potansiyeli etkisi alt�nda hareket

eden, spinsiz ve sabit m kütleli parça�§�n pozitif ve negatif bölgelerdeki davran�³�

çal�³�lm�³t�r. Her iki bölge çözümlerinde farkl� de§i³ken dönü³ümleri yap�larak

diferansiyel denklem sadele³tirilmi³, tekillik noktalar� etraf�ndaki davran�³lar� tespit

edilerek uygun çözümler önerilmi³tir. Önerilen bu çözümlerin Hipergeometrik

fonksiyonlar�n karakterinde oldu§u görülmü³tür. Saç�lma ve ba§l� durumlar�ndaki

çözümler farkl� s�n�r ³artlar�na sahiptir. Saç�lma durumuna uygun olarak eksi

sonsuzdan gelen ve yans�yan, art� sonsuzda ise sadee ilerleyen dalga çözümleri

elde edilmi³tir. Ayr�a olas�l�§�n korunumu analitik olarak ispat edilmi³tir.

Ba§l� durum ise s�k�-ba§l� ve yar�-ba§l� olarak iki ba³l�k alt�nda inelenmi³tir.

S�k�-ba§l� durumda, saç�lma durumundan farkl� olarak parça�k potansiyel kuyu

içinde hapsolmu³tur. Bu ko³ul art� ve eksi sonsuzda dalga denklemlerinin yok

olmas�n� gerektirirken potansiyel kuyu içindeki süreklilik ko³ulu ise enerjinin

kuantizasyonunu vermi³tir. Böylelikle dalga denklemleri dü§üm say�lar�na göre

elde edilmi³tir. Yar�-ba§l� durumda ise hapsolan parça�klar�n çekirdek yüzeyinden

s�zmas� mümkündür. Bundan dolay� s�n�r ko³ullar�n�n art� ve eksi sonsuzda sadee

o yönlere ilerleyen dalgalara sahip olmal�d�r. Süreklilik ³art� da kullan�larak enerji

spektrumu ve dü§üm say�lar�na ba§l� olarak dalga denklemleri elde edilmi³tir. Tezin

bulgular k�sm�nda ise key� parametreler seçilerek saç�lma durumunda rezonans

ko³ullar�n�n, her bir parametreye ve enerjiye göre de§i³im gra�kleri detayl� olarak

de§erlendirilmi³tir. S�k�-ba§l� ve yar�-ba§l� durumlar�n dalga fonksiyonlar� ise, GWS

potansiyelinin simetrik yap�s� da kullan�larak, çift ve tek dalga fonksiyonlar� olarak

ayr� ayr� gra�kler yard�m�yla tart�³�lm�³t�r. Tez, s�k�-ba§l� ve yar�-ba§l� durumun

enerji spektrumunun da verildi§i sonuç k�sm�nda genel de§erlendirmeler yap�larak

netielendirilmi³tir.
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2. KURAMSAL B İLG İLER VE KAYNAK TARAMALARI

2.1. Schrödinger Denklemi

Shrödinger (1926) y�l�nda, kütleli fakat spin içermeyen ve de göreli olmayan

parça�klar�n kuantum durumlar�n� kendi ismiyle an�lan Shrödinger diferansiyel

denkleminin çözümleriyle ifade etmi³tir. E§er potansiyel enerji fonksiyonu

zamandan ba§�ms�z ise, bu diferansiyel denklem

− ~
2

2m

d2ψ

dx2
+ V (x)ψ(x) = Eψ(x) (2.1)

olarak verilir. Esas�nda bir özde§er özvektör problemi olan bu denklemin zamandan

ba§�ms�z Shrödinger denklemi olarak ifade edilmesi gerekse de literatürdeki yayg�n

kullan�m�nda Shrödinger denklemi olarak isimlendirilmi³tir. Burada ψ(x); ba§l�
durum dalga özfonksiyonu, m; parça�§�n kütlesi, ~; Plank sabitinin 2π'ye
bölümüdür. Ba§l� durumda dalga fonksiyonu, enerji özde§erleri ve kar³�l�k gelen

dalga özfonksiyonlar� kullan�larak

Ψ(x, t) =
∑

n

Cnψn(x)e
−iEnt

~
(2.2)

ile ifade edilir. Burada Cn katsay�lar� ile her bir durumunda bulunma olas�l�klar�

hesaplan�r. Bu noktadan sonra literatürdeki yayg�n kullan�m�na uygun olarak dalga

fonksiyonu olarak dalga özfonksiyonu kullan�laakt�r.

Çekirdek-parça�k etkile³imlerini aç�klayabilmek için WS, Hultén, Cusp,

Pöshl-Teller, Morse potansiyeleri Shrödinger denkleminde çözülerek saç�lma ve

ba§l� durumlar için çal�³�lm�³t�r (Bianhi 1994, Bohm 1951, Flunge 1917, Morse

ve Feshbak 1953, Newton 1982, Senn 1988).

2.2. Woods-Saxon Potansiyelinin Genelleştirilmesi

Literatürde WS potansiyelinin genelle³tirilmi³ ifadelerinin yer ald�§� bir çok

çal�³ma bulunmaktad�r (Hassanabadi vd 2013, Ikhdair ve Sever 2007, Ikot ve

Apkan 2012, Yazarloo ve Mehraban 2016). Bu çal�³malarda potansiyel enerji

fonksiyonunun en s�k kar³�la³�lan ³ekli

V (x) = θ(−x)
[ −V0
p+ q e−a(x+L)

]

+ θ(x)

[ −V0
p̃+ q̃ eb(x−L̃)

]

(2.3)

ile ifade edilir. Denklem (2.3)'de yeni eklenen dört parametre p, p̃, q ve q̃ pozitif

tamsay�lard�r ve özel de§erlerinden faydalan�larak farkl� potansiyeller elde edilinir.

Bu özel durumlar�ndan baz�lar�n�, Alpdo§an ve arkada³lar� (2012) Tablo-2.1'de

verildi§i gibi özetlemi³tir.
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WS potansiyeli Hulthén potansiyeli asimetrik Hulthén potansiyeli

a = b a = b a 6= b

L = L̃ L = L̃ = 0 L = L̃ = 0
q = q̃ = 1 q = −q̃ = 1 q = −q̃ = 1
p = p̃ = 1 p = p̃ = 1 p = p̃ = 1

simetrik Cusp potansiyeli asimetrik usp potansiyeli

a = b a 6= b

L = L̃ = 0 L = L̃ = 0
q = q̃ = 1 q = q̃ = 1
p = p̃ = 0 p = p̃ = 0

Çizelge 2.1 Potansiyeller

Bu tip genelle³tirilmeler potansiyel enerji fonksiyonunun genel yap�s�nda

önemli farkl�l�klara neden olmaz, dolay�s�yla aç�klanmak istenen �ziksel probleme

yeni katk�lar vermekten uzakt�r. Daha aç�klay�� olabilmek için �ekil-2.1'de V0 =
100MeV , a = 1fm−1

, L = 6fm, p = p̃ = 2 için öne q = q̃ = 10 sonra

q = q̃ = 30 parametleri kullan�larak potansiyel enerji fonksiyonu çizilmi³tir. Aç�ka

görüldü§ü gibi sabit bir p = p̃ de§eri için q = q̃ artt�kça potansiyel enerji derinli§i

artmakta ve dip noktas�, süreksizlik anlam�na da geleek ³ekilde, sivrile³mektedir.

Sabit bir q = q̃ de§eri için ise p = p̃ artt�kça potansiyelin derinli§i yayvanla³arak

artmaktad�r. Her iki durumda da potansiyelin geni³li§i azalmaktad�r. Oysa ki bu

etkiler p, p̃, q, q̃ parametreleri olmadan da s�zma ve yar�çap parametreleri ile de

elde edilir. Yeni terimler eklenerek elde edilen potansiyel genelle³tirilmi³ formu

iken sadee katsay�lar�n de§i³tirilmesi ile elde edilen potansiyel modi�ye edilmi³

formudur. Dolay�s�yla bu dört parametre probleme yeni bir katk� vermemektedir.

Bu yüzden GWS potansiyeli yerine MWS potansiyeli olarak isimlendirmek do§ru

olaakt�r.

Saç�lma probleminde saç�laak parça�k öne çekirde§in yüzeyi ile etkile³ir.

Yüzeyin parça�§a, çekirde§in içine girmemesi için itii bir etkisi vard�r. Çekirdek

içinde ba§l� durumda bulunan bir nükleon ise çekirdek d�³�na s�zmamas� için yüzey

taraf�ndan da çekirde§in içine do§ru itii bir kuvvete maruz kal�r. Bu yüzey

etkisi WS potansiyelinde mevut haliyle bulunmamaktad�r. Literatürde bu yüzey

etkile³mesi türevinin veya türevine benzer bir ifadenin eklenmesiyle hesaplanmaya

çal�³�lm�³t�r (Aldo§an vd 2012, Alpdo§an ve Havare 2014, Bayrak ve Aç�ksöz 2015,

Benamira vd 2007, Berkdemir vd 2005, 2006, Boztosun 2002, Boztosun vd 2005,

Dapo vd 2012 Fakhri ve Sadeghi 2004, Gönül ve Köksal 2007, Hamzavi ve Rajavi

2013, Ikhdair ve Sever 2007, 2008, 2010, Koçak vd 2010, Lütfüo§lu vd 2016,

Makintosh ve Kobos 1982, Panelle vd 2010). GWS potansiyeli, WS potansiyeline

yüzey etkisi eklenerek
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V (r) =
−V0

1 + ea(r−R)
+

W ea(r−R)

(

1 + ea(r−R)
)2 (2.4)

ile ifade edilebilmektir. a s�zma katsay�s�, R yar�çap, V0 ve W dip parametreleri

potansiyelin ³eklini belirler. a, R veW parametreleri ayn� p, p̃, q, q̃ parametreleri gibi

potansiyelin geni³li§ini ve dip nokas�n�n sivrili§ini de§i³tirir. Öyle ki a parametresi

azald�kça potansiyelin dip k�sm� sivrile³ir, artt�kça da potensiyelin dibi geni³ler ve

kare kuyu formuna do§ru potansiyeli de§i³tirir. R parametresiyle do§ru orant�l�

olarak da potansiyelin geni³li§i azalaak veya artaakt�r. W parametresi ise yüzey

etkilerini simgeleyen katsay�d�r. E§er 0 < W ≤ V0 aras�nda ise potansiyel kuyu

daral�r ama henüz itii bir etki gözlenmez, W > V0 oldu§unda ise bir bariyer

yüksekli§i olu³ur. Bu yap�sal de§i³iklikten dolay� potansiyel enerjinin bu formuna

GWS potansiyel enerjisi demek uygun dü³mektedir.

Literatürde, GWS potansiyelinin irdelendi§inin iddia edildi§i ama asl�nda

farkl� potansiyellerin dikkate al�nd�§� çal�³malar da bulunmaktad�r. Arda ve Sever

2008, Arda vd 2010 ve Meyur vd 2010 çal�³malar�nda GWS potansiyeli ile

çal�³maya ba³lam�³lar ama dönü³ümleri sonuu genelle³tirilmi³ Hulthén potansiyeli

çal�³m�³lard�r. Hulthén potansiyelinin GWS potansiyelinden fark� etkile³menin etkin

olaa§� yar�çap parametresi L'nin dikkate al�nmamas�d�r.

Bu tez çal�³mas�nda GWS potansiyelinin tek boyutta çözümleri çal�³�lm�³t�r.

V (x) = θ(−x)
[

−V0
1 + e−a(x+L)

+
W e−a(x+L)

(

1 + e−a(x+L)
)2

]

+ θ(x)

[

−V0
1 + ea(x−L)

+
W ea(x−L)

(

1 + ea(x−L)
)2

]

(2.5)

Dolay�s�yla bu potansiyel kuyunun V (x) = V (−x) simetrisi vard�r. Bundan dolay�

çözümlemelerde simetrik ve antisimetrik isimlendirmeler kullan�lm�³t�r. GWS ve

MWS potansiyeli gari�kleri �ekil 2.1'de görülmektedir.
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0
>0, W>0

V
0
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0
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E
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E
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n

E
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n

SACILMA DURUMU

YARI-BAGLI DURUM

SIKI-BAGLI DURUM

�ekil 2.1 WS, MWS ve GWS potansiyellerinin rastsal seçilmi³ saç�lma, s�k�-ba§l� ve

yar�-ba§l� durum enerjilerinin konuma göre de§i³imi. Kullan�lan tüm parametreler

Çizelge-2.2'de verilmi³tir.

VGWS VMWS−1 VMWS−2 VWS

V0 = 100MeV V0 = 100MeV V0 = 100MeV V0 = 100MeV

W = 250MeV a = 1fm−1 a = 1fm−1 a = 1fm−1

a = 1fm−1 L = L̃ = 6fm L = L̃ = 6fm L = 6fm
L = 6fm p = p̃ = 2 p = p̃ = 2

q = q̃ = 10 q = q̃ = 30

Es Eb
n Eyb

n mc2 ~c

80MeV −80MeV 20MeV 940MeV 197.329MeV.fm

Çizelge 2.2 Potansiyeller için parametre de§erleri
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3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde, önelikle GWS potansiyeli kullan�larak Shrödinger denklemi

yaz�laakt�r. Daha sonra saç�lma, s�k�-ba§l� ve yar�-ba§l� durumlar için enerji

özde§erleri ve dalga fonksiyonlar� bulunaakt�r.

3.1. Genelleştirilmiş Woods-Saxon Potansiyelinin Schrödinger Denkleminde Çözümü

GWS potansiyeli

V (x) = θ(−x)
[

−V0
1 + e−a(x+L)

+
W e−a(x+L)

(

1 + e−a(x+L)
)2

]

+ θ(x)

[

−V0
1 + ea(x−L)

+
W ea(x−L)

(

1 + ea(x−L)
)2

]

(3.1)

negatif ve pozitif bölgeleri için ayr� ayr� çözümleneektir.

3.1.1. Pozitif ve negatif bölgelerde dalga denklemleri

Potansiyelin simetrisinden dolay� parça�§�n sol veya sa§ taraftan gelmesi

aras�nda bir fark yoktur. Bu tez çal�³mas�nda parça�§�n hep sol taraftan geldi§i ve

sa§ tarafa gitti§i kabul edilmektedir. Öne negatif bölge için çözümler yap�laakt�r.

3.1.1.1. Negatif bölge dalga denklemi

Bu bölgede basamak fonksiyonlar�

θ(−x) = 1

θ(x) = 0

de§erlerini al�r ve GWS potansiyeli

V (x) =
−V0

1 + e−a(x+L)
+

W e−a(x+L)

(

1 + e−a(x+L)
)2

³ekline indirgenir. Bu potansiyel etkisinde hareket eden sabit m kütleli parça�§a

ait Shrödinger denklemi ise

ψ′′

sol(x) +
2m

~2

[

E +
V0

1 + ea(x−L)
− W ea(x−L)

(

1 + ea(x−L)
)2

]

ψsol(x) = 0 (3.2)

gibidir. Bu denklem için

y ≡ −e−a(x+L)
(3.3)
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de§i³ken de§i³imi yap�larak

dy = e−a(x+L) a dx

d

dx
= −a y d

dy

d2

dx2
= a2

(

y2
d2

dy2
+ y

d

dy

)

bulunur ve Denklem (3.2)'de yerlerine konularak y'ye ba§l� Shrödinger denklemi

ψ′′

sol(y) +
1

y
ψ′

sol(y) +

[

−ε2
y2

+
β2

y2(1− y)
+

γ2

y2(1− y)2

]

ψsol(y) = 0 (3.4)

olarak elde edilir. Denklem (3.4)'de yer alan

−ε2 ≡ 2mE

~2a2
(3.5)

β2 ≡ 2m(V0 −W )

~2a2
(3.6)

γ2 ≡ 2mW

~2a2
(3.7)

olarak tan�mlanmaktad�r.

Elde edilen Denklem (3.4), tekillik noktalar�n�n daha kolay tespit edilebilmesi

için düzenlenerek

ψ′′

sol(y) +
1

y
ψ′

sol(y)

+

[

−ε2 + β2 + γ2

y2
+
β2 + 2γ2

y
+
β2 + 2γ2

1− y
+

γ2

(1− y)2

]

ψsol(y) = 0 (3.8)

bulunur. Burada y = 0 ve y = 1 noktalar� tekillik göstermektedir. �lk tekil nokta

y → 0 iken, Shrödinger denklemindeki bask�n terimlerin

ψ′′

sol(y) +
1

y
ψ′

sol(y) +

[

−ε2 + β2 + γ2

y2

]

ψsol(y) ≈ 0 (3.9)

9
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oldu§u görülür. Böyle bir diferansiyel denkleme polinom tarz� çözüm önerilebilinir.

ψsol(y) = yδ (3.10)

Denklem (3.10) ve türevleri

ψsol(y) = yδ

ψ′

sol(y) = δ yδ−1

ψ′′

sol(y) = δ (δ − 1) yδ−2

Denklem (3.9)'da yerine yaz�larak

δ(δ − 1)yδ−2 +
1

y
δyδ−1 +

[

−ε2 + β2 + γ2

y2

]

yδ = 0

elde edilir. Bu ifadeden δ 'n�n e³iti

δ2 = ε2 − β2 − γ2 (3.11)

olarak elde edilir.

�kini tekil nokta y → 1 tekilli§inde ise, Shrödinger denkleminin bask�n

terimleri

ψ′′

sol(y) +
γ2

(1− y)2
ψsol(y) ≈ 0 (3.12)

olarak yaz�l�r ve benzer ³ekilde polinom tarz�

ψsol(y) = (1− y)τ (3.13)

bir çözüme sahip olmas� gerekti§i görülür. Denklem (3.13)'ü ve türevlerini,

ψsol(y) = (1− y)τ

ψ′

sol(y) = τ (1− y)τ−1

ψ′′

sol(y) = τ (τ − 1) (1− y)τ−2

Denklem (3.12)'de yerine yazarak

τ (τ − 1) (1− y)τ−2 +

[

γ2

(1− y)2

]

(1− y)τ = 0

10
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elde edilir. Bu da τ 'nun e³itini

τ 2 − τ = −γ2 (3.14)

olarak verir. Denklem (3.10) ve (3.13) sonuçlar�n� kullanarak ψsol(y) için genel

ifadesine, tekillik noktalar�ndaki davran�³lar�yla genel bir fonksiyonun çarp�m� olarak

ψsol(y) = yδ (1− y)τ f(y) (3.15)

çözümü önerilir. Bu genel çözüm ve türevleri Denklem (3.8)'de yerine yaz�larak

y (1− y) f ′′(y) +

[

(2δ + 1)− (2δ + 2τ + 1)y

]

f ′(y)

−
[

− β2 − 2γ2 + 2δτ + τ

]

f(y) = 0 (3.16)

bulunur. Bu denklem Hipergeometrik diferansiyel denklem

y (1− y) f ′′(y) +

[

c− (1 + a1 + b1)y

]

f ′(y)− a1 b1 f(y) = 0 (3.17)

ile benzemektedir. Dolay�s�yla çözümleri Hipergeometrik fonksiyon kullan�larak

f(y) = D1 2F1(a1, b1, c1; y)+D2 y
1−c1

2F1(a1−c1+1, b1−c1+1, 2−c1; y) (3.18)

ile ifade edilir. Burada yer alan parametreler benze³tirme metoduyla

a1 = δ + τ ∓ ε

b1 = δ + τ ± ε

c1 = 1 + 2δ (3.19)

olarak tan�mlan�r. a1 ve b1 için pozitif veya negatif seçim serbestli§i vard�r. Pozitif

i³aret seçilirse, b1 için negatif i³aretli olur.

a1 = δ + τ + ε (3.20)

b1 = δ + τ − ε (3.21)

Denklem (3.18), Denklem (3.15)'de yerine yaz�larak dalga fonksiyonu

ψsol(y) = D1 y
δ
(

1− y
)τ

2F1(a1, b1, c1; y)

+D2 y
−δ
(

1− y
)τ

2F1(a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1; y) (3.22)
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bulunur. Dalga fonksiyonunun x→ −∞ asimptotik davran�³� inelenmelidir. Bunun

için y de§i³keninin bu limitte hangi de§ere gitti§i

lim
x→−∞

(

y = −e−a(x+L)
)

→ −∞

olarak belirlenir. Bu sebeple y de§eri de yakla³�k olarak

y ∼= −e−a(x+L)
(3.23)

de§erini al�r. Dalga fonksiyonunun Denklem (3.22)'de yer alan terimleri tek tek ele

al�naakt�r. y → −∞ limit durumu için

2F1(a1, b1, c1; y) → −∞

2F1(a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1; y) → −∞
olur. Dolay�s�yla dalga fonksiyonu da iyi tan�ml� olmaz. Bu nedenle, Hipergeometrik

fonksiyon özellikleri kullan�larak

2F1(a1, b1, c1; y) =
Γ(c1)Γ(b1 − a1)

Γ(b1)Γ(c1 − a1)
(−y)−a1 +

Γ(c1)Γ(a1 − b1)

Γ(a1)Γ(c1 − b1)
(−y)−b1

(3.24)

2F1(a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1; y) =
Γ(2− c1)Γ(b1 − a1)

Γ(b1 − c1 + 1)Γ(1− a1)
(−y)−(a1−c1+1)

+
Γ(2− c1)Γ(a1 − b1)

Γ(a1 − c1 + 1)Γ(1− b1)
(−y)−(b1−c1+1)

(3.25)

kullan�l�r. Denklem (3.24) ve (3.25)'de yer alan sabitleri

A ≡ Γ(c1)Γ(b1 − a1)

Γ(b1)Γ(c1 − a1)

=
Γ(1 + 2δ) Γ(−2ε)

Γ(δ + τ − ε) Γ(1 + δ − τ − ε)
(3.26)

B ≡ Γ(c1)Γ(a1 − b1)

Γ(a1)Γ(c1 − b1)

=
Γ(1 + 2δ) Γ(2ε)

Γ(δ + τ + ε) Γ(1 + δ − τ + ε)
(3.27)
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F ≡ Γ(2− c1)Γ(b1 − a1)

Γ(b1 − c1 + 1)Γ(1− a1)

=
Γ(1− 2δ) Γ(−2ε)

Γ(−δ + τ − ε) Γ(1− δ − τ − ε)
(3.28)

G ≡ Γ(2− c1)Γ(a1 − b1)

Γ(a1 − c1 + 1)Γ(1− b1)

=
Γ(1− 2δ) Γ(2ε)

Γ(−δ + τ + ε) Γ(1− δ − τ + ε)
(3.29)

biçiminde tan�mlanarak Denklem (3.24) ve (3.25) fonksiyonlar�

2F1(a1, b1, c1; y) =

[

A (−y)−a1 +B (−y)−b1

]

(3.30)

2F1(a1− c1 +1, b1− c1 +1, 2− c1; y) =

[

F (−y)−(a1−c1+1)+G (−y)−(b1−c1+1)

]

(3.31)

olarak elde edilir. Ayr�a, bu limit durumunda yakla³�k olarak

lim
y→−∞

(1− y) = e−a (x+L)
(3.32)

olur.

Denklem (3.23), (3.30), (3.31) ve (3.32), Denklem (3.22)'de yerlerine yaz�larak

13
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dalga fonksiyonu

ψsol(x→ −∞) = D1

(

− e−a(x+L)
)δ (

e−a(x+L)
)τ

×
[

A
(

e−a(x+L)
)

−δ−τ−ε

+B
(

e−a(x+L)
)

−δ−τ+ε

]

+D2

(

− e−a(x+L)
)

−δ (

e−a(x+L)
)τ

×
[

F
(

e−a(x+L)
)δ−τ−ε

+G
(

e−a(x+L)
)δ−τ+ε

]

= D1 (−1)δ

[

A
(

e−a(x+L)
)

−ε

+B
(

e−a(x+L)
)ε

]

+D2 (−1)−δ

[

F
(

e−a(x+L)
)

−ε

+G
(

e−a(x+L)
)ε

]

(3.33)

olarak elde edilir. Burada yer alan δ, ε, τ parametrelerinden δ e³itli§ini bulmak için

Denklem (3.5), (3.6), (3.7) ve (3.11) kullan�r ve

δ2 = ε2 − β2 − γ2

=
−2mE

~2a2
− 2m(V0 −W )

~2a2
− 2mW

~2a2

= −2m(E + V0)

~2a2

elde edilir. Ayr�a

k21 ≡
2m

~2
(E + V0) (3.34)

olarak tan�mlanarak

δ2 =
−k21
a2

ve

δ = ± i

a
k1

14
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bulunur. δ için pozitif de§eri terih edilmektedir.

δ =
i

a
k1 (3.35)

ε e³itli§ini bulmak için ise Denklem (3.5) kullan�lmaktad�r. Ayr�a

k2 ≡ 2mE

~2
(3.36)

olarak tan�mlanarak

−ε2 =
(k

a

)2

ve

ε = ± i

a
k

bulunur. ε için de pozitif de§eri terih edilmektedir.

ε =
ik

a
(3.37)

Son olarak τ e³itli§i için Denklem (3.14) kullan�lmaktad�r.

τ =
1

2
±
√

1

4
− γ2

olur. τ için pozitif de§eri terih edilmektedir.

τ =
1

2
−
√

1

4
− γ2 (3.38)

Son olarak

(−1) = eiπ (3.39)

e³itli§i de kullan�larak dalga fonksiyonu

ψsol(x→ −∞) = eik(x+L)

[

D1Ae
−π

a
k1 +D2 F e

π

a
k1

]

+ e−ik(x+L)

[

D1B e
−π

a
k1 +D2Ge

π

a
k1

]

(3.40)
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olarak bulunur.

Negatif bölgenin di§er s�n�r�nda, x→ 0− limit durumunda y de§i³keni

lim
x→0−

(

y = −e−a(x+L)
)

= 0

yak�nsar ve

aL≫ 1

için

y ∼= −e−a (x+L)
(3.41)

de§erini al�r. Denklem (3.22)'de ki dalga fonksiyonunda yer alan terimler tek tek ele

al�naakt�r.

y → 0− limit durumu için

2F1(a, b, c; y) → 1 (3.42)

2F1(a− c+ 1, b− c+ 1, 2− c; y) → 1 (3.43)

olur. Ayr�a, (1− y) teriminin limit durumu ise

lim
x→0−

(1− y) = 1 + e−aL

olur. Dolay�s�yla yakla³�k de§eri

aL≫ 1

için

1− y ∼= 1 (3.44)

bulunur. O halde s�f�ra negatif bölgeden yakla³�ld�kça dalga fonksiyonunun davran�³�

Denklem (3.41), (3.42), (3.43) ve (3.44), Denklem (3.22)'de yerlerine yaz�larak

ψsol(x→ 0−) = D1 (−1)δ e−a (x+L) δ +D2 (−1)−δ ea (x+L) δ
(3.45)

ve de, Denklem (3.35), (3.37) ve (3.38) de yerlerine yaz�larak

ψsol(x→ 0−) = D1 e
−π

a
k1 e−ik1(x+L) +D2 e

π

a
k1 eik1(x+L)

(3.46)

olarak bulunur.
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3.1.1.2. Pozitif bölge dalga denklemi

Bu bölgede basamak fonksiyonlar�

θ(−x) = 0

θ(x) = 1

de§erlerini al�r ve GWS potansiyeli

V (x) =
−V0

1 + ea(x−L)
+

W ea(x−L)

(1 + ea(x−L))2
(3.47)

³ekline indirgenir. Bu potansiyel etkisinde hareket eden sabit m kütleli parça�§a

ait Shrödinger denklemi ise

ψ′′

sag(x) +
2m

~2

[

E +
V0

1 + ea(x−L)
− W ea(x−L)

(1 + ea(x−L))2

]

ψsağ(x) = 0 (3.48)

gibidir. Bu denklem için

z =
1

1 + ea(x−L)
(3.49)

de§i³ken de§i³imi yap�larak

dz = −(1 + ea(x−L))−2 ea(x−L)adx

d

dx
= a z (z − 1)

d

dz

d2

dx2
= a2

(

z2 (z − 1)2
d2

dz2
+ z (z − 1) (2z − 1)

d

dz

)

bulunur ve Denklem (3.48)'de yerlerine yaz�larak z'ye ba§l� Shrödinger denklemi

ψ′′

sağ(z)+

[

1

z
+

1

z − 1

]

ψ′

sağ(z)+

[

−ε2
z2(z − 1)2

+
β2

z(z − 1)2
+

γ2

(z − 1)2

]

ψsağ(z) = 0

(3.50)

olarak elde edilir. Burada Denklem (3.5), (3.6) ve (3.7)'deki terimler

kullan�lmaktad�r.
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Elde edilen Denklem (3.50), tekillik nokltalar�n�n daha kolayl�kla tespit edilebilmesi

için düzenlenerek

ψ′′

sağ(z) +

[

1

z
+

1

z − 1

]

ψ′

sağ(z)

+

[

−ε2
z2

+
β2 − 2ε2

z
+

2ε2 − β2

z − 1
+
β2 − ε2 + γ2

(z − 1)2

]

ψsağ(z) = 0 (3.51)

bulunur. Burada z = 0 ve z = 1 tekillik göstermektedir. �lk tekil nokta z → 1 iken

Shrödinger denklemindeki bask�n terimlerin

ψ′′

sağ(z) +

[

1

z − 1

]

ψ′

sağ(z) +
1

(z − 1)2

[

− ε2 + β2 + γ2

]

ψsağ(z) ≈ 0 (3.52)

oldu§u görülür. Böyle bir diferansiyel denkleme polinom tarz� çözüm önerilebilinir.

ψsağ(z) ≡ (z − 1)ν (3.53)

Denklem (3.56) ve türevleri

ψsağ(z) = (z − 1)ν

ψ′

sağ(z) = ν (z − 1)ν−1

ψ′′

sağ(z) = ν (ν − 1) (z − 1)ν−2

Denklem (3.52)'de yerlerine yaz�larak

[

ν (ν − 1) + ν + (−ε2 + β2 + γ2)

]

(z − 1)ν−2 = 0

elde edilir. Bu ifadeden ν'nün e³iti

ν2 = ε2 − β2 − γ2 (3.54)

olarak elde edilir.

�kini tekil nokta z → 0 tekilli§inde ise, Shrödinger denkleminin bask�n

terimleri

ψ′′

sağ(z) +
1

z
ψ′

sağ(z) +
−ε2
z2

ψsağ(z) = 0 (3.55)
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olarak yaz�l�r ve benzer ³ekilde polinom tarz�

ψsağ(z) ≡ zµ (3.56)

çözüme sahip olmas� gerekti§i görülür. Denklem (3.56)'i ve türevlerini

ψsağ(z) = zµ

ψ′

sağ(z) = µ zµ−1

ψ′′

sağ(z) = µ (µ− 1) zµ−2

Denklem (3.55)'da yerlerine yazarak

µ (µ− 1) zµ−2 +
1

z
µ zµ−1 +

−ε2
z2

zµ = 0

elde edilir. Bu da µ'nün e³itini

µ2 = ε2 (3.57)

olarak verir. Denklem (3.56) ve (3.53) sonuçlar�n� kullanarak ψsağ(z) için genel

ifadesine, tekillik noktalar�ndaki davran�³lar�yla genel fonksiyonun çarp�m� olarak

ψsağ(z) = zµ
(

z − 1
)ν
f(z) (3.58)

çözümü önerilir. Bu genel çözüm ve türevleri, Denklem (3.51)'da yerine yaz�larak

z (z − 1) f ′′(z) +

[

(2µ+ 1 + 2ν + 1)z − (2µ+ 1)

]

f ′(z)

+

[

2 ε2 − β2 + 2µ ν + ν + µ

]

f(z) = 0 (3.59)

bulunur. Bu denklem Hipergeometrik diferansiyel denklem

z (z − 1) f ′′(z) +

[

c2 − (1 + a2 + b2)z

]

f ′(z)− a2 b2 f(z) = 0 (3.60)

ile benzemektedir. Dolay�s�yla Hipergeometrik fonksiyon kullan�larak

f(z) = D3 2F1(a2, b2, c2; z)+D4 z
1−c2

2F1(a2−c2+1, b2−c2+1, 2−c2; z) (3.61)
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ile ifade edilir. Burada yer alan parametreler benze³tirme metoduyla

a2 =
1

2
+ µ+ ν ∓

√

1

4
− γ2

b2 =
1

2
+ µ+ ν ±

√

1

4
− γ2

c2 = 1 + 2µ (3.62)

olarak tan�mlan�r. a2 ve b2 için pozitif veya negatif seçim serbestli§i vard�r. Pozitif

i³aret seçilirse, b2 için negatif i³eretli olur.

a2 =
1

2
+ µ+ ν −

√

1

4
− γ2

= µ+ ν + τ (3.63)

b2 =
1

2
+ µ+ ν +

√

1

4
− γ2

= 1 + µ+ ν − τ (3.64)

Denklem (3.61), Denklem (3.58)'de yerine yaz�larak dalga fonksiyonu

ψsağ(z) = D3 z
µ
(

z − 1
)ν

2F1(a2, b2, c2; z)

+D4 z
−µ

(

z − 1
)ν

2F1(a2 − c2 + 1, b2 − c2 + 1, 2− c2; z) (3.65)

bulunur. Dalga fonksiyonun x → ∞ asimptotik davran�³lar� inelenmelidir. Bunun

için z de§i³keninin bu limitte hangi de§ere gitti§i

lim
x→∞

(z) = 0

olarak belirlenir. Bu sebeple z de§eri de yakla³�k olarak

z ∼= e−a (x−L)
(3.66)

de§erini al�r. Dalga fonksiyonunun Denklem (3.65)'de yer alan terimleri tek tek ele

al�naakt�r. Fonksiyonlar z → 0 limit durumunda iyi tan�ml�d�r ve

2F1(a2, b2, c2; z) → 1 (3.67)

2F1(a2 − c2 + 1, b2 − c2 + 1, 2− c2; z) → 1 (3.68)
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olur. Ayr�a, bu limit durumunda yakla³�k olarak

lim
x→∞

(z − 1) = −1 (3.69)

olur. O halde s�f�ra pozitif bölgeden yakla³�ld�kça dalga fonksiyonunun davran�³�

Denklem (3.66), (3.67), (3.68) ve (3.69), Denklem (3.65)'de yerlerine yaz�larak

ψsağ(x→ ∞) = D3

(

ea(x−L)
)µ

(−1)ν +D4

(

ea(x−L)
)

−µ

(−1)ν (3.70)

bulunur. Burada yer alan µ, ν parametrelerinden µ e³itli§ini bulmak için Denklem

(3.37)ve (3.57) kullan�larak

µ2 = ε2

=
( i

a
k
)2

bulunur ve

µ = ± i

a
k

elde edilir. µ için pozitif de§eri terih edilmektedir.

µ =
i

a
k (3.71)

ν e³itli§ini bulmak için ise Denklem (3.11) ve (3.54) kullan�larak

ν2 = ε2 − β2 − γ2

bulunur ve

ν = ± i

a
k1

elde edilir. ν için pozitif de§eri terih edilmektedir.

ν =
i

a
k1 (3.72)

O halde pozitif bölge dalga fonksiyonu sonsuzda

ψsağ(x→ ∞) =

[

D3 e
−ik(x−L) +D4 e

ik(x−L)

]

e
−π

a
k1

(3.73)

gibi davran�r.
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Pozitif bölgenin di§er s�n�r�nda, x→ 0+ limit durumunda z de§i³keni

lim
x→0+

(

z =
1

1 + ea(x−L)

)

= 1

de§erini al�r ve

aL≫ 1 (3.74)

için

z ∼= 1 (3.75)

de§erini al�r. Denklem (3.65)'de ki dalga fonksiyonunda yer alan terimler tek tek ele

al�naakt�r.

z → 1 limit durumu için

2F1(a2, b2, c2; z) → ∞

2F1(a2 − c2 + 1, b2 − c2 + 1, 2− c2; z) → ∞
olur. Dolay�s�yla dalga fonksiyonu da iyi tan�ml� olmaz. Bu nedenle Hipergeometrik

fonksiyon özellikleri

2F1(a2, b2, c2; z) =
Γ(c2) Γ(c2 − a2 − b2)

Γ(c2 − a2) Γ(c2 − b2)
2F1(a2, b2, a2 + b2 − c2 + 1; 1− z)

+
(

1− z
)c2−(a2+b2) Γ(c2) Γ(a2 + b2 − c2)

Γ(a2) Γ(b2)

× 2F1(c2 − a2, c2 − b2, c2 − a2 − b2 + 1; 1− z) (3.76)

2F1(a2 − c2 + 1, b2 − c2 + 1, 2− c2; z) =

Γ(2− c2) Γ(c2 − a2 − b2)

Γ(1− a2) Γ(1− b2)

× 2F1(a2 − c2 + 1, b2 − c2 + 1, 1− a2 − b2 + c2; 1− z)

+
(

1− z
)a2+b2−c2 Γ(2− c2) Γ(a2 + b2 − c2))

Γ(a2 − c2 + 1) Γ(b2 − c2 + 1)

× 2F1(1− a2, 1− b2, 1 + a2 − b2 − c2; 1− z) (3.77)
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kullan�l�r. Denklem (3.76) ve (3.77) fonksiyonlar�n�n içinde yer alan 2F1(a2 − c2 +
1, b2 − c2 + 1, 1 − a2 − b2 + c2; 1 − z) ve 2F1(1 − a2, 1 − b2, 1 + a2 − b2 − c2; 1 − z)
fonksiyonlar�n�n de§eri ise

2F1(a2, b2, a2 + b2 − c2 + 1; 1− z) → 1

2F1(c2 − a2, c2 − b2, c2 − a2 − b2 + 1; 1− z) → 1

2F1(a2 − c2 + 1, b2 − c2 + 1, 1− a2 − b2 + c2; 1− z) → 1

2F1(1− a2, 1− b2), 1 + a2 − b2 − c2; 1− z) → 1

biçiminde olur. Bu de§erler Denklem (3.77)'de yerlerine yaz�l�r. Ayr�a, Denklem

(3.76) ve (3.77)'de yer alan sabitleri

M ≡ Γ(c2)Γ(c2 − a2 − b2)

Γ(c2 − a2)Γ(c2 − b2)

=
Γ(2µ+ 1) Γ(−2ν)

Γ(1 + µ− ν − τ) Γ(µ− ν + τ)
(3.78)

N ≡ Γ(c2)Γ(a2 + b2 − c2)

Γ(a2)Γ(b2)

=
Γ(2µ+ 1) Γ(2ν)

µ+ ν + τ) Γ(1 + µ+ ν − τ)
(3.79)

M1 ≡
Γ(2− c2)Γ(c2 − a2 − b2)

Γ(1− a2)Γ(1− b2)

=
Γ(1− 2µ) Γ(−2ν)

1− µ− ν − τ) Γ(−µ − ν + τ)
(3.80)

N1 ≡
Γ(2− c2)Γ(a2 + b2 − c2))

Γ(a2 − c2 + 1)Γ(b2 − c2 + 1)

=
Γ(1− 2µ) Γ(2ν)

Γ(−µ+ ν + τ) Γ(1− µ+ ν − τ)
(3.81)
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biçiminde tan�mlanarak Denklem (3.76) ve (3.77) fonksiyonlar�

2F1(a2, b2, c2; z) =M +
(

1− z
)c2−(a2+b2)

N (3.82)

2F1(a2 − c2 + 1, b2 − c2 + 1, 2− c2; z) =M1 +
(

1− z
)a2+b2−c2

N1 (3.83)

olarak elde edilir. Ayr�a, bu limit durumunda yakla³�k olarak

lim
x→0+

(z − 1) =
−1

eaL + 1

olur. Dolay�s�yla yakla³�k de§eri

aL≫ 1

için

z − 1 ∼= −ea (x−L)
(3.84)

bulunur. O halde s�f�ra pozitif bölgeden yakla³�ld�kça dalga fonksiyonunun davran�³�

Denklem (3.39), (3.75), (3.82), (3.83) ve (3.84), Denklem (3.65)'de yerlerine yaz�larak

ψsağ(x→ 0+) = D3 (1)
µ
(

− ea(x−L)
)ν

[

M +N
(

ea(x−L)
)

−ν

]

+D4 (1)
−µ

(

− ea(x−L)
)ν

[

M1 +N1

(

ea(x−L)
)

−2ν
]

= D3 (−1)ν

[

M
(

ea(x−L)
)ν

+N

]

+D4 (−1)ν

[

M1

(

ea(x−L)
)ν

+N1

(

ea(x−L)
)

−ν

]

(3.85)

ve Denklem (3.71), (3.72) de yerlerine yaz�larak dalga fonksiyonunun davran�³�

ψsağ(x→ 0+) = D3

[

M eik1(x−L) +N

]

e
−π

a
k1

+D4

[

M1 e
ik1(x−L) +N1 e

−ik1(x−L)

]

e
−π

a
k1

(3.86)

olarak bulunur.
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3.2. Saçılma Durumu

Bu potansiyel kuyusunda saç�laak olan parça�klar�n enerjisi Es > 0
olmal�d�r. Gelen dalgan�n bir k�sm� ilerlerken bir k�sm� da saç�labilir. O halde

sa�lma durumunun s�n�r ³artlar�, x→ −∞'da hem ilerleyen hem yans�yan dalgalar�

temsil eden özfonksiyonlardan, x → +∞ ise sadee ilerleyen dalgalar� temsil eden

özfonksiyonlardan olu³abilir.

3.2.1. Pozitif ve negatif bölge saçılma durumu dalga denklemleri

Öne negatif bölgede, sonra pozitif bölgede s�n�r ³artlar�na göre dalga

fonksiyonu belirleneektir.

3.2.1.1. Negatif bölge saçılma durumu dalga denklemi

S�n�r ³artlar� Denklem (3.40)'de uygulanarak hem ilerleyen hem de yans�yan

dalgan�n temsil edildi§i dalga fonksiyonu

ψsol(x→ −∞) = eik(x+L)

[

D1Ae
−π

a
k1 +D2 F e

π

a
k1

]

+ e−ik(x+L)

[

D1B e
−π

a
k1 +D2Ge

π

a
k1

]

(3.87)

olarak bulunur.

3.2.1.2. Pozitif bölge saçılma durumu dalga denklemi

S�n�r ³artlar� Denklem (3.73)'ye uygulanarak sadee ilerleyen dalgan�n temsil

edildi§i dalga fonksiyonunu

ψsağ(x→ ∞) =

[

D4 e
ik(x−L)

]

e
−π

a
k1

(3.88)

olarak bulunur. O halde

D3 = 0 (3.89)

olmal�d�r.
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3.2.2. Saçılma durumunda süreklilik

�yi tan�ml� olan dalga fonksiyonlar�n�n süreklilik ³art� her noktada kendilerinin

ve birini türevlerininin sürekli olmas�d�r. Bu ³arta uygun olarak s�f�r noktas�na

giden Denklem (3.46) ve (3.86) dalga fonksiyonlar�n�n kendileri

ψsol(x→ 0−) → D1 e
−π

a
k1 e−ik1(x+L) +D2 e

π

a
k1 eik1(x+L)

ψsağ(x→ 0+) → D4M1 e
ik1(x−L) e

−π

a
k1 +D4N1 e

−ik1(x−L) e
−π

a
k1

x = 0 noktas�nda

ψsol(x)

∣

∣

∣

∣

x=0

= ψsağ(x)

∣

∣

∣

∣

x=0

D1 e
−π

a
k1 e−ik1L +D2 e

π

a
k1 eik1L = D4M1 e

−ik1L e
−π

a
k1 +D4N1 e

ik1L e
−π

a
k1

(3.90)

ve birini türevleri de

ψ′

sol(x→ 0−) → ik1

[

−D1 e
−ik1(x+L) e

−π

a
k1 +D2 e

ik1(x+L) e
π

a
k1

]

ψ′

sağ(x→ 0+) → ik1D4

[

M1 e
ik1(x−L) −N1 e

−ik1(x−L)

]

e
−π

a
k1

x = 0 noktas�nda

ψ′

sol(x)

∣

∣

∣

∣

x=0

= ψ′

sağ(x)

∣

∣

∣

∣

x=0

[

D1 e
−ik1L e

−π

a
k1 −D2 e

ik1L e
π

a
k1

]

= D4

[

−M1 e
−ik1L +N1 e

ik1L

]

e
−π

a
k1

(3.91)

sonuçlar�n� verir. Burada bulunan Denklem (3.90) ve (3.91) taraf tarafa ç�kart�larak

D2 = D4M1 e
−2ik1L e

−2π
a

k1
(3.92)

ve taraf tarafa toplanarak

D1 = D4N1 e
2ik1L

(3.93)

sonuçlar� elde edilir.
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3.2.3. Olasılık yŏgunluğunun korunumu

Saç�lma durumunda, yans�ma olas�l�§�(R) ve geçme olas�§�(T) toplam� bire

e³ittir.

R + T = 1 (3.94)

Yans�ma olas�l�§�, yans�yan dalga genli§inin (Jyan),

Jyan =

∣

∣

∣

∣

∣

[

D1B +D2Ge
2π
a
k1

]

e
−π

a
k1

∣

∣

∣

∣

∣

2

(3.95)

gelen dalga genli§ine (Jgel)

Jgel =

∣

∣

∣

∣

∣

[

D1A +D4 F e
2π
a
k1

]

e
−π

a k1

∣

∣

∣

∣

∣

2

(3.96)

oran�d�r.

R =
Jyan

Jgel

Geçme olas�l�§� ise geçen dalga genli§inin (Jgec),

Jgec =

∣

∣

∣

∣

∣

D4 e
−π

a
k1

∣

∣

∣

∣

∣

2

(3.97)

gelen dalga genli§ine oran�d�r.

T =
Jgec

Jgel

O halde geçme ve yans�ma katsay�lar�

R =

∣

∣

∣

∣

∣

[

D1B +D2Ge
2π
a
k1

]

e
−π

a
k1

[

D1A+D2 F e
2π
a
k1

]

e
−π

a
k1

∣

∣

∣

∣

∣

2

(3.98)

T =

∣

∣

∣

∣

∣

D4 e
−π

a
k1

[

D1A +D2 F e
2π
a
k1

]

e
−π

a
k1

∣

∣

∣

∣

∣

2

(3.99)

olarak hesaplan�r.
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D1 ve D2'nin e³iti olarak Denklem (3.92) ve (3.93) yerlerine yaz�larak R

R =
|B|2|N1|2 + |G|2|M1|2 +BN1G

∗M∗

1 e
4ik1L +GM1B

∗N∗

1 e
−4ik1L

|A|2|N1|2 + |F |2|M1|2 + AN1F ∗M∗

1 e
4ik1L + FM1A∗N∗

1 e
−4ik1L

(3.100)

ve T

T =
1

|A|2|N1|2 + |F |2|M1|2 + AN1F ∗M∗

1 e
4ik1L + FM1A∗N∗

1 e
−4ik1L

(3.101)

bulunur. Buradaki A, B, F , G, M , N , M1 ve N1 sabitleri, Denklem (3.26),

(3.27), (3.28), (3.29), (3.80) ve (3.81) olarak bulundu. Anak, M ve N sabitlerinde

yer alan µ, ν, γ parametrelerini; δ, τ , ε insinden yazmak matematiksel kolayl�k

sa§layaakt�r. Parametrelerin e³itlikleri Denklem (3.71), (3.72), (3.38), (3.35), (3.38)

ve (3.37) inelenerek

ε = µ

δ = ν

oldu§u farkedilmektedir. Buradan hareketle M1

M1 =
Γ(1− 2ε)Γ(−2δ)

Γ(1− δ − τ − ε)Γ(−δ + τ − ε)
(3.102)

ve N1 sabiti

N1 =
Γ(1− 2ε)Γ(2δ)

Γ(1 + δ − τ − ε)Γ(δ + τ − ε)
(3.103)

olur. A, B, F , G, M1 ve N1 sabitleri ve bu sabitlerin e³lenekleri

A∗ =
Γ(1− 2δ) Γ(2ε)

Γ(−δ + θ + ε) Γ(1− δ − θ + ε)

B∗ =
Γ(1− 2δ) Γ(−2ε)

Γ(−δ + θ − ε) Γ(1− δ − θ − ε)

F ∗ =
Γ(1 + 2δ) Γ(2ε)

Γ(δ + θ + ε) Γ(1 + δ − θ + ε)

G∗ =
Γ(1 + 2δ) Γ(−2ε)

Γ(δ + θ − ε) Γ(1 + δ − θ − ε)
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M∗

1 =
Γ(1 + 2ε) Γ(2δ)

Γ(1 + δ − θ + ε) Γ(δ + θ + ε)

N∗

1 =
Γ(1 + 2ε) Γ(−2δ)

Γ(1− δ − θ + ε) Γ(−δ + θ + ε)

inelenerek

A = G∗

A∗ = G

⇒ |A|2 = |G|2 (3.104)

ve

F = B∗

F ∗ = B

⇒ |F |2 = |B|2 (3.105)

e³itlikleri oldu§u görülmektedir.

Denklem (3.100) ve (3.101), Denklem (3.104) ve (3.105) e³itlikleri yerlerine

yaz�larak

R + T =
|B|2|N1|2 + |G|2|M1|2 +BN1G

∗M∗

1 e
4ik1L +GM1B

∗N∗

1 e
−4ik1L + 1

|A|2|N1|2 + |F |2|M1|2 + AN1F ∗M∗

1 e
4ik1L + FM1A∗N∗

1 e
−4ik1L

(3.106)

olur. Denklem (3.94) ve (3.106) birbirine e³itlenerek

(

|M1|2 − |N1|2
)(

|B|2 − |A|2
)

= 1 (3.107)

sonuuna ula³�l�r. Bu sonuçta yer alan sabitler ise

|M1|2 =
Γ(1 + 2ε) Γ(2δ) Γ(1− 2ε) Γ(−2δ)

Γ(1 + δ − θ + ε) Γ(δ + θ + ε) Γ(1− δ − θ − ε) Γ(−δ + θ − ε)

(3.108)
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|N1|2 =
Γ(1− 2ε) Γ(2δ) Γ(1 + 2ε) Γ(−2δ)

Γ(1 + δ − θ − ε) Γ(δ + θ − ε) Γ(1− δ − θ + ε) Γ(−δ + θ + ε)

(3.109)

|B|2 = Γ(1 + 2δ) Γ(2ε) Γ(1− 2δ) Γ(−2ε)

Γ(δ + θ + ε) Γ(1 + δ − θ + ε) Γ(−δ + θ − ε) Γ(1− δ − θ − ε)
(3.110)

|A|2 = Γ(1 + 2δ) Γ(−2ε) Γ(1− 2δ) Γ(2ε)

Γ(δ + θ − ε) Γ(1 + δ − θ − ε) Γ(−δ + θ + ε) Γ(1− δ − θ + ε)
(3.111)

olarak bulunur. Buradan sonra çözüm için Gama fonksiyonu

Γ(n) Γ(1− n) =
π

sin(nπ)

Γ(1 + n) Γ(1− n) =
nπ

sin(nπ)

Γ(−n) Γ(n) = −π
n sin(nπ)

ve trigonometrik fonksiyon özellikleri

sin(a) sin(b) =
−1

2

(

cos(a+ b)− cos(a− b)
)

kullan�larak, Denklem (3.108), (3.109), (3.110) ve (3.111)'de verilen sabitler

|M1|2 =
2πε

sin(2πε)
−π

2δ sin(2πδ)

sin(π(δ + θ + ε)) sin(π(−δ + θ − ε))

=
−ε
δ

sin
(

π(δ + θ + ε)
)

sin
(

π(−δ + θ − ε)
)

sin
(

2πε
)

sin
(

2πδ
)

=
−ε
δ

−1
2

[

cos
(

2πθ
)

− cos
(

2π(δ + ε)
)

]

)

−1
2

[

cos
(

2π(δ + ε)
)

− cos
(

2π(δ − ε)
)

]
(3.112)

|N1|2 =
−ε
δ

sin
(

π(−δ + θ + ε)
)

sin
(

π(δ + θ − ε)
)

sin
(

2πε
)

sin
(

2πδ
)

=
−ε
δ

−1
2

[

cos
(

2πθ
)

− cos
(

2π(δ − ε)
)

]

−1
2

[

cos
(

2π(δ + ε)
)

− cos
(

2π(δ − ε)
)

]
(3.113)
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|B|2 = −δ
ε

sin
(

π(−δ + θ − ε)
)

sin
(

π(δ + θ − ε)
)

sin
(

2πε
)

sin
(

2πδ
)

=
−δ
ε

−1
2

[

cos
(

2πθ
)

− cos
(

2π(δ + ε)
)

]

−1
2

[

cos
(

2π(δ + ε)
)

− cos
(

2π(δ − ε)
)

]
(3.114)

|A|2 = −δ
ε

sin
(

π(−δ + θ + ε)
)

sin
(

π(δ + θ − ε)
)

sin
(

2πε
)

sin
(

2πδ
)

=
−δ
ε

−1
2

[

cos
(

2πθ
)

− cos
(

2π(δ − ε)
)

]

−1
2

[

cos
(

2π(δ + ε)
)

− cos
(

2π(δ − ε)
)

]
(3.115)

olarak yeniden düzenlenir. Denklem (3.107)'de, Denklem (3.112), (3.113), (3.114)

ve (3.115)'de verilen sabitler yerlerine yaz�larak

(

∣

∣M1

∣

∣

2 −
∣

∣N1

∣

∣

2
)(

∣

∣B
∣

∣

2 −
∣

∣A
∣

∣

2
)

=

[

−ε
δ

−1
2

[

cos
(

2πθ
)

− cos
(

2π(δ + ε)
)

]

−1
2

[

cos
(

2π(δ + ε)
)

− cos
(

2π(δ − ε)
)

]

− −ε
δ

−1
2

[

cos
(

2πθ
)

− cos
(

2π(δ − ε)
)

]

−1
2

[

cos
(

2π(δ + ε)
)

− cos
(

2π(δ − ε)
)

]

]

×
[

−δ
ε

−1
2

[

cos
(

2πθ
)

− cos
(

2π(δ + ε)
)

]

−1
2

[

cos
(

2π(δ + ε)
)

− cos
(

2π(δ − ε)
)

]

− −δ
ε

−1
2

[

cos
(

2πθ
)

− cos
(

2π(δ − ε)
)

]

−1
2

[

cos
(

2π(δ + ε)
)

− cos
(

2π(δ − ε)
)

]

]
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=
−ε
δ

−δ
ε

[

cos
(

2πθ
)

− cos
(

2π(δ + ε)
)

− cos
(

2πθ
)

+ cos
(

2π(δ − ε)
)

cos
(

2π(δ + ε)
)

− cos
(

2π(δ − ε)
)

]

×
[

cos
(

2πθ
)

− cos
(

2π(δ + ε)
)

− cos
(

2πθ
)

+ cos
(

2π(δ − ε)
)

cos
(

2π(δ + ε)
)

− cos
(

2π(δ − ε)
)

]

= (−1)(−1)

= 1 (3.116)

Böylee Denklem (3.94) e³itli§inin do§rulu§u ispatlan�r. Saç�lma durumu için

tünelleme, geçi³ rezonans� olarak da adland�r�l�r. Geçme katsay�s�n� belli de§erelerde

1'e, yans�ma katsay�s� da belli de§erlerde 0'a e³it olmas�yla ifade edilir. Bu ko³ullar

sin(4k1L) =
1

2i

[(BN1)
2 − (GM1)

2

BN1GM1

]

(3.117)

ifadesini verir. Bu e³itlik, Denklem (3.34), (3.27), (3.109), (3.29), (3.108)'de

yeralan k1, B, N1, G, M1 sabitlerinin e³itlikleri gözönüne al�nd�§�nda, rezonans

ko³ullar�n�n potansiyel parametrelerine ve parça�§�n enerjisine ba§l� oldu§unu

aç�ka göstermi³tir.

3.3. Băglı Durum

Parça�klar ba§l� durumda, saç�lma durumundan farkl� olarak, −V0 < Eb
n <

(V0−W )2

4W
olarak belirli bir bölgeye s�k�³m�³lard�r. S�k�³t�klar� bu bölge iki alt bölgeye

ayr�labilir. −V0 < Eb
n < 0 bölgesi s�k�-ba§l� durumdur. Bu bölgede parça�klar�n

d�³ar� s�zmas� mümkün de§ildir. Di§er bölge ise 0 < Eyb
n <

(V0−W )2

4W
, yar�-ba§l� durum

olarak adland�r�l�r ve uygun ³artlarda parça�k kaç�³lar�na izin verir.

3.4. Sıkı-Băglı Durum

S�k�-ba§l� durumda çekirdek parça�klar� o kadar s�k� tutmaktad�r ki, bu

parça�klar�n kaç�³lar� mümkün de§ildir. Dolay�s�yla x → −∞ ve x → ∞ s�n�r

³artlar�nda ilerleyen ve yans�yan dalgalar� temsil eden fonksiyonlar yoktur.

3.4.1. Pozitif ve negatif bölgelerde sıkı-băglı durum dalga denklemleri

Öne negatif bölgede, sonra pozitif bölgede s�n�r ³artlar�na göre dalga

fonksiyonu belirleneektir.

3.4.1.1. Negatif bölge sıkı-băglı durum dalga denklemi

S�k�-ba§l� durumu betimleyen enerji özde§eri negatiftir. Bu nedenle de enerji

özde§eri ifadesinin yer ald�§� parametrelerden ε, Denklem (3.36) kullan�larak

ε = ∓k
a

(3.118)
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olarak bulunur. Burada

ε =
k

a
(3.119)

terih edilmektedir.

Bir di§er parametre

δ2 =
−2m(E − V0)

~2a2
(3.120)

ayr�a

κ2 =
2m(E − V0)

~2
(3.121)

tan�mlanarak ve E < V0 oldu§u da göz önünde tutularak

δ = ∓iκ
a

(3.122)

bulunur. Burada

δ =
iκ

a
(3.123)

terih edilmektedir.

Dolay�syla da Denklem (3.33) s�k�-ba§l� durum için düzenlenerek dalga

fonksiyonu

ψsol(x→ −∞) = ek(x+L)

[

D1Ae
−π

a
κ +D2 F e

π

a
κ

]

+ e−k(x+L)

[

D1B e
−π

a
κ +D2Ge

π

a
κ

]

(3.124)

elde edilir. S�n�r ³art�, dalga fonksiyonuna uygulanarak

ψsol(x→ −∞) = 0

bulunur. Dolay�s�yla da

D1 B e
−π

a
κ +D2 G e

π

a
κ = 0 (3.125)

olur.
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3.4.1.2. Pozitif bölge sıkı-băglı durum dalga denklemi

Denklem (3.36) ve (3.121)kullan�rak parametreler

µ =
k

a
(3.126)

ve

ν =
iκ

a
(3.127)

elde edilir. Doly�s�yla da Denklem (3.70) s�k�-ba§l� durum için düzenlenerek dalga

fonksiyonu

ψsağ(x→ ∞) =

[

D3 e
k(x−L) +D4 e

−k(x−L)

]

e
−π

a
κ

(3.128)

elde edilir. S�n�r ³art�, dalga fonksiyonuna uygulanarak

ψsağ(x→ ∞) = 0

bulunur. Dolay�s�yla da

D4 = 0 (3.129)

olur.

3.4.2. Sıkı-băglı durumda süreklilik

�yi tan�ml� olan dalga özfonksiyonlar�n�n süreklilik ³art� her noktada

kendilerinin ve birini türevlerinin sürekli olmas�d�r. S�k�-ba§l� durum için Denklem

(3.119) ile (3.123), Denklem (3.45)'de ve Denklem (3.126) ile (3.127), Denklem

(3.85)'de yerlerine yaz�larak bu ³arta uygun olarak s�f�r noktas�na giden dalga

fonksiyonlar�n�n kendileri

ψsol(x→ 0−) → D1 e
−iκ(x+L) e

−π

a
κ +D2 e

iκ(x+L) e
π

a
κ

ψsağ(x→ 0+) → D3M eiκ(x−L) e
−π

a
κ +D3N e−iκ(x−L) e

−π

a
κ

x = 0 noktas�nda

ψsol(x)

∣

∣

∣

∣

x=0

= ψsağ(x)

∣

∣

∣

∣

x=0

D1 e
−iκL e

−π

a
κ +D2 e

iκL e
π

a
κ = D3M e−iκL e

−π

a
κ +D3N eiκL e

−π

a
κ

(3.130)
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Denklem (3.125) ko³ulu kullan�larak her D2 görülen yere

D2 = −D1
B

G
e

−2π
a

κ
(3.131)

yaz�larak

D1

[

e−iκL − B

G
eiκL

]

e
−π

a
κ = D3

[

Me−iκL +N eiκL

]

e
−π

a
κ

e−iκL

[

D1 −MD3

]

+ eiκL

[

− B

G
D1 −ND3

]

= 0 (3.132)

biçiminde yeniden düzenlenir ve birini türevleri de

ψ′

sol(x→ 0−) → iκ
[

−D1 e
−iκ(x+L) e

−π

a
κ +D2 e

iκ(x+L) e
π

a
κ
]

ψ′

sağ(x→ 0+) → iκ
[

D3Meiκ(x−L)e
−π

a
κ + (−iκ)D3Ne

−iκ(x−L) e
−π

a
κ
]

x = 0 noktas�nda

ψ′

sol(x)

∣

∣

∣

∣

x=0

= ψ′

sağ(x)

∣

∣

∣

∣

x=0

−D1 e
−iκL e

−π

a
κ +D2 e

iκL e
π

a
κ = D3Me−iκL e

−π

a
κ −D3Ne

iκL e
−π

a
κ

(3.133)

her D2 görülen yere Denklem (3.131) e³itli§i yaz�larak

D1

[

− e−iκL − B

G
eiκL

]

e
−π

a
κ = D3

[

M e−iκL −N eiκL

]

e
−π

a
κ

e−iκL

[

D1 +MD3

]

+ eiκL

[

B

G
D1 −ND3

]

= 0 (3.134)

elde edilir. Burada bulunan Denklem (3.130) ve (3.133), taraf tarafa toplanarak

D2 = D3Me
−2π
a

κ e−2iκL
(3.135)

ve taraf tarafa ç�kart�larak

D1 = D3Ne
2iκL

(3.136)

sonuçlar� elde edilir.
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3.4.3. Sıkı-băglı durum enerji özdeğerleri

Denklem (3.156) ve (3.158)'in ikisi de s�k�-ba§l� durum dalga denkleminin

süreklili§i sa§lamaktad�r. O halde bu denklemler birbirini de sa§lamal�d�r. Sonuçta

çift ve tek olarak adland�r�lan iki farkl� çözüm elde edileektir.

3.4.3.1. Sıkı-băglı durum çift çözümlerin enerji özdeğerleri

Denklem (3.132)'yi sa§layan

D1 =MD3

D1 =
−NG
B

D3 (3.137)

biçiminde iki ko³ulun oldu§u görülür. Bu sonuçlar Denklem (3.134)'ü de

sa§lamal�d�r. Bu nedenle, Denklem (3.132)'de Denklem (3.137) ko³ullar� yerlerine

yaz�larak

e−iκL

[

MD3 +MD3

]

+ eiκL

[

B

G

(−NG
B

)

D3 −ND3

]

= 0

e−iκLM − eiκLN = 0 (3.138)

elde edilir ve burada

eit = cos(t) + i sin(t) (3.139)

cos(−t) = cos(t) (3.140)

sin(−t) = − sin(t) (3.141)

trigonometrik fonksiyon özellikleri kullan�larak

M

[

cos(−κL) + i sin(−κL)
]

−N

[

cos(κL) + i sin(κL)

]

= 0

M

[

cos(κL)− i sin(κL)

]

−N

[

cos(κL) + i sin(κL)

]

= 0

(M −N) cos(κL)− i(M +N) sin(κL) = 0

tan(κL) =
M −N

i(M +N)
(3.142)
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biçiminde yeniden düzenlenir. Ayr�a, di§er bir trigonometrik özellik

tan(t± n
′

π) = tan(t); n
′

= 0, 1, 2, 3, ... (3.143)

tanjant fonksiyonunun periyodikli§i kullan�larak

tan(κL± n
′

π) = tan(κL); n
′

= 0, 1, 2, 3, ...

elde edilir.

Denklem (3.143), Denklem (3.142)'de kullan�larak

tan(κL± n
′

π) =
M −N

i(M +N)

κL = arctan
[ M −N

i(M +N)

]

∓ n
′

π

κ =
1

L

[

arctan
[ M −N

i(M +N)

]

∓ n
′

π

]

bulunur. Dalga say�s�n�n tan�m� Denklem (3.121) kullan�larak

√

2m

~2
((Eb

n) + V0) =
1

L

[

arctan
[ M −N

i(M +N)

]

∓ n
′

π

]

(Eb
n) + V0 =

~
2

2mL2

∣

∣

∣
arctan

[ M −N

i(M +N)

]

∓ n
′

π
∣

∣

∣

2

çift çözümler için n
′

'ye ba§l�, reel Eb
n enerji özde§erini veren ba§�nt�

−Eb
n − V0 +

~
2

2mL2

∣

∣

∣
arctan

[ M −N

i(M +N)

]

∓ n
′

π
∣

∣

∣

2

= 0, n
′

= 0, 1, 2, 3, ....

(3.144)

biçiminde olur.

�imdi de, negatif ve pozitif bölgeler için dalga denklemleri bulunaakt�r.

Negatif bölge :

Denklem (3.22)'de Denklem (3.38), (3.119) ve (3.123) yerlerine yaz�larak

ψsol(y) =MD3 y
i

a
κ
(

1− y
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

2F1(a1, b1, c1; y)

+N D3 e
−2π
a

κ y−
i

a
κ
(

1− y
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

2F1(a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1; y)
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elde edilir. Sonra Denklem (3.131) ve (3.137) ko³ullar� ve y de§i³keni Denklem (3.3)

kullan�larak x'e dönü³türülüp yerlerine yaz�larak

ψsol(x) =MD3

(

− e−a(x+L)
)

i

a
κ (

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

× 2F1

(

a1, b1, c1;−e−a(x+L)
)

+ND3 e
−2π
a

κ
(

− e−a(x+L)
)

−
i

a
κ (

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

× 2F1

(

a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1;−e−a(x+L)
)

= D3

(

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

[

M
(

eiπ
)

i

a
κ (

e−a(x+L)
)

i

a
κ

× 2F1

(

a1, b1, c1;−e−a(x+L)
)

+Ne
−2π
a

κ
(

eiπ
)

−
i

a
κ (

e−a(x+L)
)

−
i

a
κ

× 2F1

(

a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1;−e−a(x+L)
)

]

negatif bölge, çift çözümlerde s�k�-ba§l� durum dalga fonksiyonu

ψsol(x) = D3

(

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

e
−π

a
κ

[

Me−iκ(x+L)
2F1

(

a1, b1, c1;−e−a(x+L)
)

+Neiκ(x+L)
2F1

(

a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1;−e−a(x+L)
)

]

(3.145)

elde edilir.

Pozitif bölge :

Denklem (3.65)'de Denklem (3.38), (3.126), (3.127) yerlerine yaz�larak

ψsağ(z) = D3 z
k

a

(

z − 1
)

i

a
κ
2F1(a2, b2, c2; z)
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olur. Sonra da Denklem (3.129), (3.131), (3.137) ve z de§i³keni Denklem (3.49)

yerlerine yaz�larak

ψsağ(x) = D3

( 1

1 + ea(x−L)

)
k

a

( 1

1 + ea(x−L)
− 1

)
i

a
κ

2F1

(

a2, b2, c2;
1

1 + ea(x−L)

)

bulunur. Ayr�a

cosh(t) =
e−t + et

2
(3.146)

trigonometrik fonksiyon özelli§inden de faydalanarak

ψsağ(x) = D3

( 1

1 + ea(x−L)

)
k

a

( −ea(x−L)

1 + ea(x−L)

)
i

a
κ

2F1

(

a2, b2, c2;
1

1 + ea(x−L)

)

= D3

[ 1

1 + ea(x−L)

(e
−a

2
(x−L)

e
−a

2
(x−L)

)]
k

a

[ ea(x−L)

1 + ea(x−L)

(e
−a

2
(x−L)

e
−a

2
(x−L)

)]
i

a
κ

(−1)
i

a
κ

× 2F1

(

a2, b2, c2;
1

1 + ea(x−L)

)

= D3

[ e
−a

2
(x−L)

2 cosh(a
2
(x− L))

]
k

a

[ e
a

2
(x−L)

2 cosh(a
2
(x− L))

]
i

a
κ

(eiπ)
i

a
κ

× 2F1

(

a2, b2, c2;
1

1 + ea(x−L)

)

pozitif bölge, çift çözümlerde s�k�-ba§l� durum dalga fonksiyonu

ψsağ(x) = D3
e

iκ−k

2
(x−L)

[

2 cosh
(

a
2
(x− L)

)]
iκ+k

a

e
−π

a
κ
2F1

(

a2, b2, c2;
1

1 + ea(x−L)

)

elde edilir.

3.4.3.2. Sıkı-băglı durum tek çözümlerin enerji özdeğerleri

Denklem (3.134)'i sa§layan

D1 = −MD3

D1 =
NG

B
D3 (3.147)
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biçiminde iki ko³ulun oldu§u görülür. Bu sonuçlar Denklem (3.132)'i de sa§lamal�d�r.

Bu nedenle, Denklem (3.132)'de, Denklem (3.147) ko³ullar� yerlerine yaz�larak

e−iκL

[

−MD3 −MD3

]

+ eiκL

[

− B

G

(NG

B

)

D3 −ND3

]

= 0

e−iκLM + eiκLN = 0 (3.148)

elde edilir ve burada Denklem (3.139), (3.141), (3.143) özellikleri ve Denklem (3.34)

yerelerine yaz�larak, tek çözümler için n
′

'ye ba§l�, reel Eb
n enerji özde§erini veren

ba§�nt�

−Eb
n − V0 +

~
2

2mL2

∣

∣

∣
arctan

[ M +N

i(M −N)

]

∓ n
′

π
∣

∣

∣

2

= 0, n
′

= 0, 1, 2, 3, ...

biçiminde bulunur.

�imdi de, negatif ve pozitif bölgeleri için ayr� ayr� genel dalga denklemleri

bulunaakt�r.

Negatif bölge :

Denklem (3.22)'de Denklem (3.38), (3.119), (3.123) yerlerine yaz�larak

ψsol(y) = −MD3 y
i

a
κ
(

1− y
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

2F1(a, b, c; y)

−ND3y
−i

a
κ
(

1− y
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

2F1(a− c+ 1, b− c+ 1, 2− c; y)

bulunur. Sonra da Denklem (3.131), (3.147), (3.129) ko³ullar� ve y de§i³keni

Denklem (3.3) kullan�larak x'e dönü³türülüp yerlerine yaz�larak

ψsol(x) = −MD3

(

− e−a(x+L)
)

i

a
κ (

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

× 2F1

(

a1, b1, c1;−e−a(x+L)
)

−ND3 e
−2π
a

κ
(

− e−a(x+L)
)

−
i

a
κ (

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

× 2F1

(

a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1;−e−a(x+L)
)
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= D3

(

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

[

−M
(

eiπ
)

i

a
κ

2F1

(

a1, b1, c1;−e−a(x+L)
)

−Ne
−2π
a

κ
(

eiπ
)

−
i

a
κ

2F1

(

a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1;−e−a(x+L)
)

]

negatif bölge, tek çözümlerde s�k�-ba§l� durum dalga fonksiyonu

ψsol(x) = D3

(

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

e
−π

a
κ

(3.149)

×
[

−Me−iκ(x+L)
2F1

(

a1, b1, c1;−e−a(x+L)
)

−N eiκ(x+L)
2F1

(

a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1;−e−a(x+L)
)

]

(3.150)

elde edilir.

Pozitif bölge :

Denklem (3.65)'de Denklem (3.38), (3.126), (3.127) ile Denklem (3.155),

(3.147), (3.129) ko³ullar� ve z de§i³keni Denklem (3.49) yerlerine yaz�larak Denklem

(3.146) özelli§i uygulan�r. Böylee, pozitif bölge, tek çözümlerde s�k�-ba§l� durum

dalga fonksiyonu

ψsağ(x) = D3
e

iκ−k

2 (x− L)
[

2 cosh
(

a
2
(x− L)

)]
iκ+k

a

e
−π

a
κ

2F1

(

a2, b2, c2;
1

1 + ea(x−L)

)

(3.151)

elde edilir.

3.5. Yarı-bağlı Durum

Parça�klar, yar�-ba§l� durumda 0 < Eyb
n <

(V0−W )2

4W
³art�na uygun olarak

bir bölgede s�k�³m�³lard�r. Buradaki

(V0−W )2

4W
, potansiyel bariyer yüksekli§idir.

Uygun ko³ullarda bariyerin di§er taraf�na s�zabilirler. O halde yar�-ba§l� durum

s�n�r ³artlar�, x → −∞ iken sadee negatif yönde ilerleyen dalgalar� temsil eden

fonksiyonlar�, x → ∞ iken sadee pozitif yönde ilerleyen dalgalar� temsil eden

fonksiyonlar� gerektirir.
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3.5.1. Negatif ve pozitif bölgelerde yarı-băglı durum dalga denklemleri

Öne negatif bölgede, sonra pozitif bölgede s�n�r ³artlar�na göre dalga

fonksiyonu belirleneektir.

3.5.1.1. Negatif bölge yarı-băglı durum dalga denklemi

Uygun ³artlarda potansiyel kuyudan s�zm�³ dalga fonksiyonu olabilir. S�n�r

³art� Denklem (3.40)'ye uygulanarak dalga fonksiyonu

ψsol(x→ −∞) = eik1(x+L)
[

D1B e
−π

a
k1 +D2Ge

π

a
k1

]

bulunur. Dolay�s�yla da potansiyel kuyuya do§ru ilerleyen dalga fonksiyonu

seçimiyle

D1Ae
−π

a
k1 +D2 F e

π

a
k1 = 0 (3.152)

olmas� sa§lan�r.

3.5.1.2. Pozitif bölge yarı-băglı durum dalga denklemi

Pozitif bölgede s�zabilen parça�k sadee ilerleyerek potansiyel kuyudan

uzakla³abilir. Bu s�n�r ³art� Denklem (3.73)'e uygulanarak fonksiyonu

ψsağ(x→ ∞) = D4 e
ik(x−L) e

−π

a
k1

bulunur. Dolay�s�yla da

D3 = 0 (3.153)

seçilmelidir.

3.5.2. Yarı-băglı durumda süreklilik

�yi tan�ml� olan dalga fonksiyonlar�n�n süreklilik ³art� her noktada kendilerinin

ve birini türevlerinin sürekli olmas�d�r. Bu ³arta uygun olarak Denklem (3.46) ve

(3.86) dalga fonksiyonlar�n�n kendileri

ψsol(x→ 0−) → D1 e
−π

a
k1 e−ik1(x+L) +D2 e

π

a
k1 eik1(x+L)

ψsağ(x→ 0+) → D4

[

M1 e
ik1(x−L) +N1 e

−ik1(x−L)
]

e
−π

a
k1

x = 0 noktas�nda

ψsol(x)

∣

∣

∣

∣

x=0

= ψsağ(x)

∣

∣

∣

∣

x=0

D1 e
−ik1L e

−π

a
k1 +D2 e

ik1L e
π

a
k1 = D4M1 e

−ik1L e
−π

a
k1 +D4N1 e

ik1L e
−π

a
k1

(3.154)
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Denklem (3.152) ko³ulu da kullan�larak her D2 görülen yere

D2 = −D1
A

F
e

−2π
a

k1
(3.155)

yaz�larak

D1

[

e−ik1L − A

F
eik1L

]

e
−π

a
k1 = D4

[

M1 e
−ik1L +N1 e

ik1L

]

e
−π

a
k1

e−ik1L

[

D1 −M1D4

]

+ eik1L

[

− A

F
D1 −N1D4

]

= 0 (3.156)

biçiminde yeniden düzenlenir ve birini türevleri de

ψ′

sol(x→ 0−) → ik1

[

−D1 e
−ik1(x+L) e

−π

a
k1 +D2 e

ik1(x+L) e
π

a
k1

]

ψ′

sağ(x→ 0+) → ik1

[

D4M1 e
ik1(x−L) e

−π

a
k1 −D4N1e

−ik1(x−L)e
−π

a
k1

]

x = 0 noktas�nda

ψ′

sol(x)

∣

∣

∣

∣

x=0

= ψ′

sağ(x)

∣

∣

∣

∣

x=0

−D1 e
−ik1L e

−π

a
k1 +D2 e

ik1L e
π

a
k1 = D4M1 e

−ik1L e
−π

a
k1 −D4N1 e

ik1L e
−π

a
k1

(3.157)

her D2 görülen yere Denklem (3.155) e³itli§i yaz�larak

D1

[

− e−ik1L − A

F
eik1L

]

e
−π

a
k1 = D4

[

M1 e
−ik1L −N1 e

ik1L

]

e
−π

a
k1

e−ik1L

[

D1 +M1D4

]

+ eik1L

[

A

F
D1 −N1D4

]

= 0 (3.158)

elde edilir. Burada bulunan Denklem (3.154) ve (3.157) taraf tarafa toplanarak

D2 = D4M1 e
−2ik1L e

−2π
a

k1
(3.159)

taraf tarafa ç�kart�larak

D1 = D4N1 e
2ik1L

(3.160)

sonuçlar� elde edilir.
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3.5.3. Yarı-băglı durum enerji özdeğeri

Denklem (3.156) ve (3.158)'in ikisi de yar�-ba§l� durum dalga denkleminin

süreklili§ini sa§lamaktad�r. O halde bu denklemler birbiriyle de tutarl� olmal�d�r.

Böylee çift ve tek olarak adland�r�lan iki farkl� çözüm elde edileektir.

3.5.3.1. Yarı-băglı durum çift çözümler

Denklem (3.156)'i sa§layan

D1 =M1D4

D1 =
(−N1 F

A

)

D4 (3.161)

biçiminde iki ko³ulun oldu§u görülür. Bu sonuçlar Denklem (3.158)'i de sa§lamal�d�r.

Bu nedenle, Denklem (3.158)'da Denklem (3.161) ko³ullar� yaz�larak

e−ik1L

[

M1D4 −M1D4

]

+ eik1L

[

A

F

(−N1F

A

)

D4 −N1D4

]

= 0

e−ik1LM1 − eik1LN1 = 0 (3.162)

elde edilir ve burada Denklem (3.139), (3.141) ve (3.143) özellikleri ve Denklem

(3.34) yerlerine yaz�larak çift çözümler için n
′

'ye ba§l�, reel (Eyb
n ) enerji özde§erini

veren ba§�nt�

−Eyb
n −V0+

~
2

2mL2

∣

∣

∣
arctan

[ M1 −N1

i(M1 +N1)

]

∓n′

π
∣

∣

∣

2

= 0, n
′

= 0, 1, 2, 3, ... (3.163)

biçiminde bulunur.

�imdi de, negatif ve pozitif bölgeleri için dalga fonksiyonlar� bulunur.

Negatif bölge :

Denklem (3.22)'de Denklem (3.37), (3.35), (3.38) yerlerine yaz�larak

ψsol(y) = D1 y
δ
(

1− y
)τ

2F1(a1, b1, c1; y) +D2 y
−δ

(

1− y
)τ

× 2F1(a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1; y)

=M1D4 y
i

a
k1

(

1− y
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

2F1(a1, b1, c1; y)

+N1D4 e
−2π
a

k1 y−
i

a
k1

(

1− y
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

× 2F1(a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1; y)
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bulunur. Sonra da Denklem (3.155), (3.161) ko³ullar� ve y de§i³keni Denklem (3.3)

kullan�larak x'e dönü³türülüp yerlerine yaz�larak

ψsol(x) =M1D4

(

− e−a(x+L)
)

i

a
k1
(

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

× 2F1

(

a1, b1, c1;−e−a(x+L)
)

+N1D4 e
−2π
a

k1

(

− e−a(x+L)
)

−
i

a
k1
(

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

× 2F1

(

a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1;−e−a(x+L)
)

= D4

(

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

×
[

M1

(

eiπ
)

i

a
k1
(

e−a(x+L)
)

i

a
k1

2F1

(

a1, b1, c1;−e−a(x+L)
)

+ N1 e
−2π
a

k1

(

eiπ
)

−
i

a
k1
(

e−a(x+L)
)

−
i

a
k1

× 2F1

(

a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1;−e−a(x+L)
)

]

negatif bölge, çift çözümlerde yar�-ba§l� durum dalga fonksiyonu

ψsol(x) = D4

(

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

e
−π

a
k1

[

M1 e
−ik1(x+L)

(3.164)

× 2F1

(

a1, b1, c1;−e−a(x+L)
)

+ N1 e
ik1(x+L)

2F1

(

a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1;−e−a(x+L)
)

]

(3.165)

elde edilir.

Pozitif bölge :

Denklem (3.65)'de Denklem (3.71), (3.72), (3.38) ile Denklem (3.155), (3.161)
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ko³ullar� ve z de§i³keni Denklem (3.49) x'e dönü³türülüp yerlerine yaz�larak Denklem

(3.146) özelli§i uygulan�r. Böylee, pozitif bölge, için çift çözümlerde yar�-ba§l�

durum dalga fonksiyonu

ψsağ(x) = D4
e

i(k1+k)
2

(x−L)

[

2 cosh
(

a
2
(x− L)

)]

i(k1−k)
2

e
−π

a
k1

× 2F1

(

a2 − c2 + 1, b2 − c2 + 1, 2− c2;
1

1 + ea(x−L)

)

(3.166)

elde edilir.

3.5.3.2. Yarı-băglı durum tek çözümler

Denklem (3.158)'u sa§layan

D1 = −M1D4

D1 =
N1 F

A
D4 (3.167)

biçiminde iki ko³ulun oldu§u görülür. Bu sonuçlar Denklem (3.156)'i de sa§lamal�d�r.

Bu nedenle, Denklem (3.156)'de, Denklem (3.167) ko³ullar� yaz�larak

e−ik1L

[

−M1D4 −M1D4

]

+ eik1L

[

− A

F

(N1A

F

)

D4 −N1D4

]

= 0

e−ik1LM1 + eik1LN1 = 0 (3.168)

elde edilir ve burada Denklem (3.139), (3.141), (3.146) özellikleri ve Denklem (3.34)

yerlerine yaz�larak tek çözümler için n
′

'ye ba§l�, reel Eyb
n enerji özde§erini veren

ba§�nt�

−Eyb
n − V0 +

~
2

2mL2

∣

∣

∣
arctan

[ M1 +N1

i(M1 −N1)

]

∓ n
′

π
∣

∣

∣

2

= 0, n
′

= 0, 1, 2, 3, ....

(3.169)

biçiminde olur.

�imdi de, negatif ve pozitif bölgeleri için ayr� ayr� dalga fonksiyonlar�

bulunaakt�r.
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Negatif bölge :

Denklem (3.22)'de Denklem (3.37), (3.35), (3.38) yerlerine yaz�larak

ψsol(y) = D1 y
δ
(

1− y
)θ

× 2F1(a, b, c; y) +D2 y
−δ

(

1− y
)θ

2F1(a− c+ 1, b− c+ 1, 2− c; y)

= −M1D4 y
i

a
k1
(

1− y
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

2F1(a, b, c; y)

−N1D4 e
−2π
a

k1 y−
i

a
k1
(

1− y
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

2F1(a− c+ 1, b− c+ 1, 2− c; y)

bulunur. Sonra da Denklem (3.155), (3.167) ko³ullar� ve y de§i³keni Denklem (3.3)

x'e dönü³türülüp yerlerine yaz�larak

ψsol(x) = −M1D4

(

− e−a(x+L)
)

i

a
k1
(

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

× 2F1

(

a, b, c;−e−a(x+L)
)

−N1D4 e
−2π
a

k1

(

− e−a(x+L)
)

−
i

a
k1
(

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

× 2F1

(

a− c + 1, b− c+ 1, 2− c;−e−a(x+L)
)

= D4

(

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

[

−M1

(

eiπ
)

i

a
k1
(

e−a(x+L)
)

i

a
k1

× 2F1

(

a, b, c;−e−a(x+L)
)

−N1 e
−2π
a

k1

(

eiπ
)

−
i

a
k1
(

e−a(x+L)
)

−
i

a
k1

× 2F1

(

a− c + 1, b− c+ 1, 2− c;−e−a(x+L)
)

]
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negatif bölge, tek çözümlerde yar�-ba§l� durum dalga fonksiyonu

ψsol(x) = D4

(

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

e
−π

a
k1

×
[

−M1 e
−ik1(x+L)

2F1

(

a, b, c;−e−a(x+L)
)

−N1e
ik1(x+L)

2F1(a− c+ 1, b− c+ 1, 2− c;−e−a(x+L))

]

(3.170)

elde edilir.

Pozitif bölge :

Denklem (3.65)'de Denklem (3.71), (3.72), (3.38) ile Denklem (3.155), (3.167),

(3.89) ko³ullar� ve z de§i³keni Denklem (3.49) x'e dönü³türülüp yerlerine yaz�larak

Denklem (3.146) özelli§i uygulan�r. Böylee, pozitif bölge tek çözümlerde yar�-ba§l�

durum dalga fonksiyonu

ψsağ(x) = D4
e

i(k1+k)
2

(x−L)

[

2 cosh
(

a
2
(x− L)

)]

i(k1−k)
2

e
−π

a
k1

× 2F1

(

a2 − c2 + 1, b2 − c2 + 1, 2− c2;
1

1 + ea(x−L)

)

(3.171)

elde edilir.
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4. BULGULAR VE TARTIŞMALAR

Bu bölümde saç�lma, s�k�-ba§l� ve yar�-ba§l� durumlar için hesaplamalara ve

gra�k çizimlerine yer verilmektedir.

4.1. Saçılma Durumu

GWS potansiyelinin W > V0 durumunda bir bariyeri vard�r. Bu bariyer

yüksekli§i

HB =

(

V0 −W
)2

4W

ile ifade edilir ve HB = 22.5MeV olarak bulunur. �ekil 4.1 ve 4.2'de yans�ma

ve geçme olas�l�klar� ile bariyer yüksekli§inin, enerjiye ve dip parametrelerine göre

de§i³imi gra�kleri verilmektedir.

�ekil 4.1'de görüldü§ü gibi, ani olarak geçi³ olas�l�§� 1, yans�ma olas�l�§�

0'a dü³tü§ü enerji noktas�nda rezonans meydana gelmektedir. E > HB oldu§u

noktalarda geçi³ olas�l�§� 1'e giderken, 50MeV 'den sonra daima 1 de§erindedir.

0 10 20 30 40 50

E
s
 (MeV)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

R,
 T

R
T

HB=22.5 MeV

�ekil 4.1 Yans�ma(R) ve geçme(T ) olas�l�§�n�n, enerjiye göre de§i³imi. Kullan�lan tüm

parametreler Çizelge-2.2'de verilmi³tir.

�ekil 4.2.(a)'da yer alan yans�ma ve geçme olas�l�§� ile bariyer yüksekli§inin,

potansiyel dip parametrelerine göre de§i³iminde, bariyer yüksekli§inin V0 < W için
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varoldu§u görülmektedir. Gra�kte verildi§i üzere, V0 potansiyel dip parametresinin,

W parametresinden çok büyük ve çok küçük de§erleri için, yans�ma ve geçme

olas�l�§� maksimum veya minimum de§erlerinde kalmaktad�r. Ayr�a, yine gra�kte

görüldü§ü üzere, bariyer yükseli§inin W parametresinden çok dü³ük de§erlerinde

geçme olas�l�§� 0'a giderken, yans�ma olas�l�§� 1'e gitmektedir. Sonuç olarak,

V0 artarken azalan HB'ye kar³�n, yans�ma olas�l�§� 0'a ve geçme olas�l�§�, 1'e
gitmektedir. �ekil 4.2.(b)'de yer alan, yans�ma ve geçme olas�l�§� ile bariyer

yüksekli§inin, W potansiyel dip parametresine göre de§i³imini gösteren gra�kte de

bariyer yüksekli§inin V0 < W de§erleri için varoldu§u görülmektedir. Ayr�a, yine

gra�kte veridi§i üzere W parametresinin, V0'dan çok büyük ve çok küçük de§erleri

için, yans�ma olas�l�§� 0'a ve geçme olas�l�§�, 1'e gitmektedir.

0 50 100 150 200 250 300

V
0
(MeV)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

R
, 

T
, 

H
B

 (
M

e
V

)

HBx10
2

R
T

(a)
0 100 200 300 400 500

W (MeV)
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

R
, 

T
, 

H
B

 (
M

e
V

)

HBx10
2

R
T

(b)

�ekil 4.2 Yans�ma(R) ve geçme(T ) olas�l�§� ile bariyer yüksekli§inin(HB), potansiyel dip

parametreleri(W , V0), E
s
= 20MeV ve Çizelge-2.2'de verilen di§er parametrelere

göre de§i³imi.

�ekil 4.3.(a)'da parça�§�n enerjisi bariyer yüksekli§inin alt�nda iken, L

parametresinin, R ve T için düzenli aral�klarla ayn� de§erleri ald�§� görülmektedir.

Ayn� yorum �ekil 4.4.(a) için de yap�labilir. �ekil 4.3.(b)'de ise parça�§�n enerjisi

bariyer yüksekli§inin alt�nda iken, a paremetresinin, R ve T için farkl� farkl� de§erler

ald�§� görülmektedir. Yine ayn� yorum �ekil 4.4.(b) için de yap�labilir.
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1 2 3 4 5
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a (fm
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)
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T

R
T

E
s
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(b)

�ekil 4.3 Yans�ma(R) ve geçme(T ) olas�l�§�n�n, E
s
< HB için, potansiyel parametreleri

(L, a), E
s
= 20MeV < HB = 22.5MeV (Kuantum tünelleme) ve Çizelge-2.2'de

verilen di§er parametrelere göre de§i³imi
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0
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0.6
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R
, 
T

R
T

E
s
 > HB

(b)

�ekil 4.4 Yans�ma (R) ve geçme(T ) olas�l�§�n�n, E
s

> HB için, potansiyel

parametrelerine(L, a) göre, E
s
= 30MeV > HB = 22.5MeV (Saç�lma rezonans�)

ve Çizelge-2.2'de verilen di§er parametrelere göre de§i³imi

4.2. Sıkı-băglı Durum

S�k�-ba§l� durum çift çözümlerde bulunan

−Eb
n − V0 +

~
2

2mL2

[

arctan

[

M −N

i(M +N)

]

∓ n
′

π

]2

= 0, n
′

= 1, 2, 3, .... (4.1)

ba§�nt�s�n�n, Çizelge-2.2'de verilen de§erler için nümerik hesaplamalar�ndan elde
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edilen Eb < 0 izinli enerji de§erleri

Eb
n = −93.138MeV

Eb
n = −67.307MeV

Eb
n = −34.725MeV

Eb
n = −0.125MeV

olarak elde edilir. S�k�-ba§l� durum çift çözümler için elde edilen dalga

fonksiyonlar�n�n

ψsol(x) = D3

(

1 + e−a(x+L)

)
1
2
−

√
1
4
−γ2

e
−π

a
κ

×
[

M e−iκ(x+L)
2F1

(

a1, b1, c1;−e−a(x+L)
)

+N eiκ(x+L)
2F1

(

a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1;−e−a(x+L)
)

]

ψsağ(x) = D3
e

iκ−k

2
(x−L)

[

2 cosh
(

a
2
(x− L)

)]
iκ+k

a

e
−π

a
κ
2F1

(

a2, b2, c2;
1

1 + ea(x−L)

)

En ilk üç enerji düzeyi için normalize edilmemi³ dalga fonksiyonu e§rileri �ekil

4.5'da görülmektedir.
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ψ
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-1.5
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0

0.5
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1.5
x 
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m

)

10
2
*ψ

0
(x), E

b

0
=-93.138 MeV

10
0
*ψ

2
(x), E

b

2
=-67.307 MeV

10
-1

*ψ
4
(x), E

b

4
=-34.725 MeV

Çift Dalga Fonksiyonlari

�ekil 4.5 Çift çözümler için bulunan normalize edilmemi³ dalga denkleminin, E
b
n baz�

enerji özde§erilerine göre de§i³imi. Kullan�lan tüm parametreler Çizelge-2.2'de

verilmi³tir.

S�k�-ba§l� durum tek çözümlerde bulunan

−Eb
n − V0 +

~
2

2mL2

[

arctan

[

M +N

i(M −N)

]

∓ n
′

π

]2

= 0, n
′

= 2, 3, ... (4.2)

enerji ba§�nt�s�n�n Çizelge-2.2'de verilen parametre de§erleri için nümerik

hesaplamalar�ndan elde edilen Eb < 0 izinli enerji de§erleri

Eb
n = −81.403MeV

Eb
n = −51.567MeV

Eb
n = −17.330MeV

olarak bulunur.
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S�k�-ba§l� durum tek çözümler için elde edilen

ψsol(x) = D3

(

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

e
−π

a
κ

×
[

−M e−iκ(x+L)
2F1

(

a1, b1, c1;−e−a(x+L)
)

−N eiκ(x+L)
2F1

(

a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1;−e−a(x+L)
)

]

ψsağ(x) = D3
e

iκ−k

2 (x− L)
[

2 cosh
(

a
2
(x− L)

)

]
iκ+k

a

e
−π

a
κ
2F1

(

a2, b2, c2;
1

1 + ea(x−L)

)

dalga fonksiyonlar�n�n En ilk üç enerji düzeyi için dalga denklemi e§rileri �ekil 4.6'de

görülmektedir.

4.3. Yarı-bağlı Durum

Yar�-ba§l� durum çift çözümlerde bulunan

−Eyb
n −V0+

~
2

2mL2

[

arctan

[

M1 −N1

i(M1 +N1)

]

∓n′

π

]2

= 0 , n
′

= 0, 1, 2, 3... (4.3)

ba§�nt�s�n�n, W = 450MeV ve Çizelge-2.2'de verilen parametre de§erleri için

nümerik hesaplamalar�ndan elde edilen 0 < Eyb <
(V0−W )2

4W
izinli enerji de§eri

En = 20.0801− i0.001379MeV

olarak bulunur.

Yar�-ba§l� durum çift çözümler için elde edilen

ψsol(x) = D4

(

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

e
−π

a
k1

[

M1 e
−ik1(x+L)

2F1

(

a1, b1, c1;−e−a(x+L)
)

+N1 e
ik1(x+L)

2F1

(

a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1;−e−a(x+L)
)

]
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5
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5
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Tek Dalga Fonksiyonlari

�ekil 4.6 Tek çözümler için bulunan normalize edilmemi³ dalga denkleminin, E
b
n baz�

enerji özde§erilerine göre de§i³imi. Kullan�lan tüm parametreler Çizelge-2.2'de

verilmi³tir.

ψsağ(x) = D4
e

i(k1+k)
2

(x−L)

[

2 cosh
(

a
2
(x− L)

)

]

i(k1−k)
2

e
−π

a
k1

× 2F1

(

a2 − c2 + 1, b2 − c2 + 1, 2− c2;
1

1 + ea(x−L)

)

dalga denklemlerinin En izinli enerji düzeyi için, dalga denklemi e§risi

�ekil 4.7'de görülmektedir. Yar�-ba§l� durum tek çözümlerde bulunan

−Eyb
n − V0 +

~
2

2mL2

[

arctan

[

M1 +N1

i(M1 −N1)

]

∓ n
′

π

]2

=, n
′

= 0, 1, 2, 3... (4.4)

ba§�nt�s�n�n, W = 450MeV ve Çizelge-2.2'de verilen parametre de§erleri için

nümerik hesaplamalar�ndan elde edilen 0 < Eyb <
(V0−W )2

4W
izinli enerji de§eri

En = 40.926− i0.064811MeV
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Çift Dalga Fonksiyonu

�ekil 4.7 Çift çözümler için bulunan normalize edilmemi³ dalga denkleminin, E
yb
n baz�

enerji özde§erilerine göre de§i³imi. W = 450MeV ve Çizelge-2.2'de verilen

parametre de§erleri kullan�lm�³t�r.

olarak bulunur. Yar�-ba§l� durum tek çözümler için elde edilen

ψsol(x) = D4

(

1 + e−a(x+L)
)

1
2
−

√
1
4
−γ2

e
−π

a
k1

×
[

−M1 e
−ik1(x+L)

2F1

(

a1, b1, c1;−e−a(x+L)
)

−N1 e
ik1(x+L)

2F1

(

a1 − c1 + 1, b1 − c1 + 1, 2− c1;−e−a(x+L)
)

]

ψsağ(x) = D4
e

i(k1+k)
2

(x−L)

[

2 cosh(a
2
(x− L))

]

i(k1−k)
2

e
−π

a
k1

× 2F1

(

a2 − c2 + 1, b2 − c2 + 1, 2− c2;
1

1 + ea(x−L)

)

dalga denklemlerinin En izinli enerji düzeyi için dalga denklemi e§risi �ekil 4.8'da

görülmektedir.
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 = 40.926  MeV

Tek Dalga Fonsiyonu

�ekil 4.8 Tek çözümler için bulunan normalize edilmemi³ dalga denkleminin, E
yb
n baz� enerji

özde§erilerine göre de§i³imi. W = 450MeV ve Çizelge-2.2'de verilen parametre

de§erleri kullan�lm�³t�r.
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5. SONUÇ

Bu tez çal�³mas�nda GWS potansiyeli etkisi alt�ndaki sabit m kütleli

parça�§�n zamandan ba§�ms�z bir boyutta Shrödinger diferansiyel denkleminde

analitik çözümleri yap�larak saç�lma, ba§l� ve yar� ba§l� durumlar için dalga

özfonksiyonlar� ile durumlar� betimleyen enerji özde§erleri elde edildi. Saç�lma

durumunda olas�l�k yo§unlu§unun korundu§u analitik çözüm yap�larak gösterildi.

Yans�ma olas�§�n�n s�f�ra, geçme olas�l�§�n�n bire gitti§i rezonans ³art�na göre elde

edilen ba§�nt� transandantal bir e³itlik oldu§u için, Çizelge-2.2'de verilen parametre

de§erlerine göre, nümerik hesaplama yap�larak ilk rezonans enerjisi olarak E =
15.4913MeV de§eri bulundu. Bu enerji de§erinden daha dü³ük yada s�f�r enerji

de§erinde yans�ma olas�l�§� 1'e, geçme olas�l�§� 0'a gider (Bkz. �ekil 4.1). Ayr�a

bu ba§�nt� rezonans ko³ullar�n�n potansiyel parametrelerine ve parça�§�n enerjisine

ba§l� oldu§u da gösterdi. V0 << W için yans�ma olas�l�§� bire ve geçme olas�l�§� s�f�ra

giderken, V0 >> W için tam tersi olaa§� hem nümerik hesaplamalar sonuunda

hem de gra�klerde görülür ((Bkz. �ekil 4.2.(a)). W parametresinin de çok büyük ve

çok küçük de§erlerinde hem yap�lan nümerik hesaplamalar�nda hem de gra�klerde,

yans�ma olas�l�§�n�n bire ve geçme olas�l�§�n�n s�f�ra gitti§i görüldü (Bkz. �ekil

4.2.(b)).

S�k�-ba§l� ve yar�-ba§l� durumlarda elde edilen enerji ba§�nt�lar� da

tarnsandantal bir e³itlik oldu§u için nümerik hesaplama yap�ld�. S�k�-ba§l� durum

için V0 = 100MeV , W = 250, L = 6fm, a = 1fm−1
parametre de§erlerinde

hesaplama yap�ld�.Bu hesaplar netiesinde s�k�-ba§l� durum çift çözümlerde n
′

=
1, 2, 3, 4 de§erlerinde ve tek çözümlerde ise n

′

= 2, 3, 4 de§erlerinde durumu

betimleyen enerji de§erleri elde edildi. Bu de§erler için dalga fonksiyonu gra�kleri

elde edildi(Bkz. �ekil 4.5 ve 4.6). Yar�-ba§l� durumda V0 = 100MeV ,W = 450MeV ,

L = 6fm, a = 1fm−1
parametre de§erlerinde n

′

= 5 için uygun enerji özde§eri elde

edildi. Yar�-ba§l� durumda, farkl�W parametre de§eri kullan�larak bariyer yüksekli§i

HB = 68.05MeV 'e art�r�larak yar�-ba§l� durum için hem çift, hem de tek çözümlerde

durumu betimleyen enerji de§erleri elde edildi. Aksi haldeW = 250MeV parametre

de§erinde yar�-ba§l� durum çift çözümler için Eyb
n = 28.6791 − i4.24688MeV

bulundu. Bu ³artlarda, s�k�-ba§l� yada yar�-ba§l� durum söz konusu de§ildir. Çünkü

bu enerji de§eri, HB = 22.5MeV bariyer yüksekli§inden büyüktür. Anak tek

çözümler için Eyb
n = 15.431 − i0.532349MeV bulundu. Bu de§er ise ilk rezonans�n

meydana geldi§i E = 15.4913MeV 'lik enerji de§erine yak�nd�r. Bu da parça�§�n,

bariyerin sol taraf�ndan gelip küçük bir miktar enerji kayb�na ra§men tamam�yla

geçti§i anlam�na gelir.

V0 = 100MeV , W = 250MeV , L = 6fm, a = 1fm−1
parametre de§erlerine

göre bulunan enerji özde§erleri ve dahil olduklar� durumlar, Tablo 5.1'de derlendi.

58



SONUÇ Ferhan AKDEN�Z

Enerji Özde§eri Durum

E0 = - 93.138 MeV S�k�-Ba§l� Durum

E1 = - 81.403 MeV S�k�-Ba§l� Durum

E2 = - 67.307 MeV S�k�-Ba§l� Durum

E3 = - 51.567 MeV S�k�-Ba§l� Durum

E4 = - 34.725 MeV S�k�-Ba§l� Durum

E5 = - 17.330 MeV S�k�-Ba§l� Durum

E6 = - 0.125 MeV S�k�-Ba§l� Durum

E7 = 15.431 MeV Yar�-ba§l� Durum

Çizelge 5.1 Enerji spektrumu

Bu tezde yer alan çal�³malar uluslararas� hakemli dergi Journal of

Mathematial Physis'de, benzer ³ekilde analitik çözümler yap�larak ayn� dalga

fonsiyonlar�n�n ve enerji özde§erinin bulundu§u bir makale çal�³mas� olarak da yer

ald�(Lütfüo§lu vd 2016).
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