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Bu tez ¢aligmasinin amaci L, Lebesque uzaylarinin bir genellestirilmesi olan Or-
licz uzaylarinin 6zelliklerini incelemektir.W.Orlicz tarafindan tanimlanan bu uzaylar Fo-
urier harmonik analizinin ve uygulamalarinin faydali bir teknik aracidir.

Bu amaca ulagmak i¢in 6ncelikle Orlicz sinifinin, Young fonksiyonunun tanimlari
verilmis ve gerekli ozellikleri 6zetlenmistir. Ardindan Orlicz uzaylarindaki bazi dnemli
teoremler galisilmistir.

Son olarak Morrey uzayinin genellestirilmesi Orlicz -Morrey uzaylar1 tanimlanmis
ve bazi1 onemli ozellikleri incelenmistir.
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ABSTRACT
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The aim of this thesis is to investigate the properties of the Orlicz space which
are the generalizations of Lebesque spaces Lp. These space is defined by W. Orlicz are
useful tools in Fourier harmonic analysis and its applications.

To achieve this, firstly the definition of Orlicz clases and Young function are given
and some required properties are summarized. Then some important theorems in Orlicz
spaces are studied.

Finally Orlicz-Morrey spaces which are generalizations of Morrey spaces are de-
fined and some important properties are examined.
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ONSOZ

Fourier harmonik analizinin temel ¢alisma alanlarindan biri olan Orlicz uzaylari
bir genellesmesidir.

Klasik analizden iyi bilinen L, uzaylari, X C R" ve p > 1i¢in
L,(X)=< f:f, X deoliilebilir, /|f(x)\p dr < 0o
X

biciminde tanimlanmaktadir. Fourier harmonik analizinin bir¢ok 6nemli operatorlerinin
(Maksimal operator, Singuler integraller, Potansiyeller gibi) bu uzaylarda sinirlilig1 bir
cok matematik¢i tarafindan incelenmektedir.

Bu baglamda L, uzaylarinin genellesmesi olarak bilinen Orlicz uzaylarinin ve
ozelliklerinin incelenmesi, benzer sekilde Orlicz-Morrey uzaylarinin incelenmesi 6nemli-
dir. Bunun i¢in yaptigimiz ¢alisma bundan sonraki akademik calismamiza 11k tutacaktir.

Bu tez ¢calismasi esas olarak iki boliimden olugsmustur. Girig boliimiinde bazi temel
kavramlar ve gosterimleri hakkinda bilgi verilmistir. Kuramsal bilgiler ve kaynak tarama-
lar1 kism1 kendi i¢inde alt boliimlere ayrilarak Orlicz uzaylar1 ve Orlicz-Morrey uzaylari
incelenmistir.

Bu calisma boyunca bilgisini,zamanin1 benimle paylasan, destegini esirgemeyen
danigman hocam Sayin Dog. Dr. Simten BAYRAKCT ya sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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IKdl L L, Lebesque uzayinda f fonksiyonunun normu
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I flle ® Young fonksiyonu olmak iizere f fonksiyonunun Orlicz normu

1 fll1e ® Young fonksiyonu olmak iizere f fonksiyonununLuxemburg normu
Ly 1 <p<oovel < A< nolmak iizere Morrey uzay1

B(a,r)  amerkezlir yarigapl yuvar

| B| B yuvarinin Lebesque 6l¢timii
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GIRIS Giilsiim KOKALP

1. GIRIS

Bu béliimde tez boyunca sikc¢a kullanilan bazi kavramlarin tanimi ve gosterimleri
verilecektir. Bagka 6zel kavramlarin tanim ve gosterimleri, tez boyunca konu igerisinde
anlatilacaktir.

(X, M, u) ve (Y, N,v) 6lgiim uzaylar1 olmak iizere f : X — Y fonksiyonu veril-
sin. Eger her A C Y olgiilebilir kiimesi i¢in f~! (4) C X Olgiilebilir kiime ise o zaman f
fonksiyonuna X den Y ’ye Olciilebilir fonksiyon denir.

Ayrica

L,(X)=1 f:f, X dedlgilebilir ve /\f(ac)\pdac < 00

X

bi¢iminde tamimlanir. Banach uzay1 olan L,, Lebesque uzayinda norm ise

3=

1£1,, = /V@WMr

X

ile tanimlanir.

Konveks fonksiyon icin Jensen esitsizligi ve integraller icin Jensen esitsizligi asa-
g1daki gibidir.

Her z,y € R ve her a € [0, 1] i¢in Jensen esitsizIgi
oz + (1-a)y) <ad(z) + (1—a)®(y)

bicimindedir. Bundan baska / C R smirh aralik ve f, I da integrallenebilir fonksiyon
olmak iizere integraller i¢in Jensen esitsizligi ise

1 1
o ml/f(:v)dx Sml/<1>(f(x)dx

dir.Burada ||, I C R nin Lebesque ol¢iimiidiir.

Orlicz sinift

Lo (Q) =< f: f, Q da olciilebilir, /<I>(|f(x)|)d:p <
Q
1
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seklinde tanimlanir. Bu baglamda ¢alisma boyunca Orlicz siiflart ardindan Orlicz sinif-
larin1 karakterize eden Young fonksiyonlar1 ve 6zellikleri incelenmistir.

Orlicz uzay1
Lo (Q) = {f; f. © da dlgiilebilir ve ||f],, < oo}

ile tanimlanir. Orlicz uzayinin normu

0€(g,¥)<1

£la= sup 17 do
Q
seklinde verilmektedir.
® Young fonksiyonu ve f €2 da tanimh 6lciilebilir fonksiyon olmak iizere

1£llp = inf k>o:/@(@>mg1

Q

normuna | fonksiyonun Luxemburg normu diyecegiz ve Orlicz normu ile Luxemburg
normunun Lg (€2) Orlicz uzaylarinda denk oldugunu gosterecegiz.

Son olarak

Morrey Uzay1 1 < p < oo ve 0 < \ < n olmak iizere

B=B(a,r)

1
Ifllg,, = sup T—A/|f(a:)|de
B

seklinde tanimladigimiz normdur.



KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI Giilsiim KOKALP

2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI

Polonyali matematikg¢i Orlicz (1932, |1936) tarafindan tanimlanan ve ¢alisilmaya
baslanan Orlicz uzaylari, Lp Lebesque uzaylarmin genellestirmesi olarak bilinir. lerle-
yen ¢aligsmalarla birlikte Orlicz uzaylari, Fourier harmonik analizinin yanisira fonksiyonel
analiz, diferansiyel denklemler, integral denklemler, olasilik teorisi ve matematik istatistik
gibi matematigin bir¢ok dalinin temel teknik araci olmustur.

Fourier harmonik analizinde c¢alisilan bircok problem ile Orlicz uzaylarinda da
caligilmustir. Ornegin iyi bilinen Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin Orlicz uzay-
larinda siirliligr Kital (1997, 1996) ve (Cianchi (1999) tarafindan gosterilmistir. Ayrica
yine Fourier harmonik analizinin 6nemli operatorlerinden /,,-Riesz potansiyelinin Orlicz
uzayindaki sinirhiligi, yani Hardy-Littlewood-Sobolev benzeri teorem Trudinger| (1967)
tarafindan kanitlanmistir.Orlicz uzaylarinda ve kardes uzaylar diye bilinen Orlicz-Morrey
uzaylarinda bircok matematikci, 6rnegin Adams| (1977)), [Birnbaum ve orlicz| (1931)), (Ci-
anchi| (1999), Guliyev| (2009), Hasanov| (2014)), Nakai (2001} |2008), |Peetre| (1969), Sa-
wano vd (2012), Torchinsky| (1976)) ve digerleri ¢alismistir.

Bu boliimde Orlicz siniflari, Young fonksiyonu, Orlicz Uzayi, Luxemburg normu
ve Orlicz Morrey uzaylar1 hakkinda tanim, teorem ve ispatlar1 verilmistir.

2.1. Orlicz Smiflar1, Young Fonksiyonu, Young Esitsizligi

Tanim 2.1.1. (Kufner vd|1977). Q@ C R™ agik bir kiime ve ®(t),t > 0 fonksiyonu verilsin.

Lo (Q) =< f: f, Qda blgiilebilir; /cb(yf(x)y)dx < 00 2.1.1)

Q

kiimesine Orlicz sinifi denir.

L, (), p > 1 Lebesque uzaylar1 dzel bir Orlicz smifidir. S6yle ki ®(t) = 7,
p > 1 olmak iizere Lg (2) = L, (€2) olur.

Bundan bagka ®(t) = [sint|, t > 0 alimirsa u(€2) < oo olmak tizere ) da taniml

her 6l¢iilebilir fonksiyon Lg (€2) Orlicz sinifina ait olur. Yani
[ s@hde= [fsinl @Dl ds < u(@) < oo
Q Q

Ayrica Q = (0,1) ve ®(t) = €', t > 0 alindiginda f(z) = I Inx igin

2
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iken

1

/1<I>(|2f(a:)\)dx:jelnxda::/e_lnx:/lidac:oo
0 0 0

0
oldugundan Lq (2) Orlicz simifi her zaman vektor uzay1 olmayabilir.

Iste Orlicz siiflarin1 daha kullamigh hale getirmek icin biraz daha daraltmak ge-
rekir, bu ise ®(¢), t > 0 fonksiyonu iizerinden yapilmaktadir. Bunun i¢in agagida 6zel bir

®(t) fonksiyonu tanimlanacaktir.

Tanim 2.1.2. (Kufner vd|1977). ¢ : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu verilsin.
(a) ©(0) =0ves > 0igin ¢(s) > 0 (pozitiflik),
(b) s > 0 icin p(s) sagdan siirekli,
(&) p(00) = oo, ( lim w(s)) = o0
S§—00

kosullar: sagliyorsa

fonksiyonuna Young fonksiyonu denir.

P(1) rad

Sekil 2.1. Young fonksiyonu

t
Ornek 2.1.1.  (a) ¢(s) = s*7', p > 1 olmak iizere ®(t) = [ sP7'ds = %, t>0
0
Young fonksiyonudur.

t
(b) ¢(s) =e* —1ligin®(t) = [p(s)ds =e' —t —1,t > 0 Young fonksiyonudur.
0

Buradaki p(s) fonksiyonlarinin Tammm ‘deki kogullar: sagladig agiktir.
4
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Asagidaki lemma ile Young fonksiyonunun 6zelliklerini gorecegiz.

Lemma 2.1.3. ®(¢),t > 0 Young fonksiyonu olsun. Bu durumda

(a) ®(t), [0,00) araliginda siireklidir.
(b) (0) =0vet > 0icin ®(t) > 0dwr
(c¢) ®(t), monoton azalmayan fonksiyondur.
(d) ®(t), [0, 00) araliginda konveks fonksiyondur.
(e)
lim o) = 0ve lim o) =00
t—0t+ t—o0
()
¢ (at) <ad(t), 0<a<l
O (5t) = po(t), f=1
Ispat.

(a) Herhangi ¢ty > 0 alalim. ¢(s),s > 0 i¢in sagdan siirekli oldugundan integraller
icin ortalama deger teoremi geregince ¢ > 0 olmak tizere,

t to

0 < [B(t) — B(to)| = / o(s)ds — / o(s)ds

0 0
to

— | [ #ts)ds| = letel 1t = ol

t

t <& <tyvet <& <ty esitsizliginden tlir? ® (t) = P(tg) elde edilir. Ayrica
—to
®(0) = 0 oldugundan lim & (t) = 0 ’dur.
t—0t

t
(b) @ (t) = [ ¢(s)ds oldugundan ¢(s) > 0ise ®(¢) > 0 dur.
0

to
(c) Herhangit; < tyi¢in ®(t5)—P (1) = [ (s)ds > 0 oldugundan ®(¢) fonksiyonu
t1

monoton azalmayandir.
(d) ®(t) fonksiyonunun konveksligi i¢in A € [0, 1] olmak iizere asagidaki Jensen esit-
sizligini

O (As+ (1= A1) <AB(s) + (1 — \) B(t) 2.1.2)
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kontrol edelim.

s As+(1-N)t
= /go(r)d'r + / o(r)dr
0 s
s s As+(1=N\)t
= )\/90 (r)ydr+ (1 —=2X) /(p (r)dr + / o(r)dr (2.1.3)
0 0 S

dir. Ayrica (, monoton azalmayan ve sagdan siirekli oldugundan

As+(1=N\)t
/ or)dr < (1=XN)(t—s)e(As+ (1 —=X)1)

s

\(

e(r)ydr>At—3s)p(As+ (1 —XN)t)

As+(1—A)t

olur. Bu iki esitsizligi birlestirdigimizde

As+(1-N)t t
A / e(r)dr < (1—X) / o(r)dr
s As+(1-N)t

elde ederiz. Buradan

As+(1=N\)t As+(1-N)t As+(1=A)t
/ o(r)dr = X / o(r)ydr + (1= X) / o(r)dr
t As+(1-M)t
<a-n [ earra-n [ e
As+(1-N\)t !
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bulunur. Bu son esitsizligi (2.1.3)) de kullanirsak

s t

@(As+(1—)\)t)§)\/ (r)dr + (1= A /gp dr + ( 1—)\)/g0(7’)dr

_ A/Sw)dw (1— A)/<P(7‘)d7“

= A0(s) + (1 — \)®(¢)

Jensen esitsizligini elde ederiz.
(e) ¢(s), s > 0 fonksiyonu siirekli oldugundan, integral i¢in ortalama deger teore-

mine gore
o) 1 [
t 1
lim —= = — d
Jm === / Pls)ds
0
1
= lim (&) 0< € <1
t—0+ 1
= lim 90(57&) =0

olur. Ayrica

t t 272
esitsizliginden
O(t) 1.
N s T ) =
t1—>I& t tliglogp( ) o
elde edilir.

(f) 0 < X < 1 olmak iizere (2.1.2)) Jensen esitsizliginde ¢ = 0 alalim ve ® (0
oldugundan ®(As) < A®(s) olur. Ayrica elde ettigimiz bu son esitsizlikte
olmak iizere A = 5 ve s = St alirsak, yani ®(t) < 3@ (5t),  (Bt) > SO (t
ederiz.

) =0
BZ
) el

D

®(t), t > 0 Young fonksiyonu olmak iizere ve Lo (Q) Orlicz smiflart iyi 6zel-
liklere sahip olur. Asagidaki teoremler bununla ilgili olacaktir. Yine bu konu ile detaylh
bilgiler Kufner vd| (1977) ve|Kokilashvili ve krbec’de (1991) vardir.

Teorem 2.1.4. ¢ Young fonksiyonu olsun. Bu durumda lf}; (Q) Orlicz smifi, konveks kii-
medir. Ayrica pu (2) < oo olmak iizere Lg (€2) C Ly (Q2) dir.
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Ispat. Le (2) Orlicz smifinin konveks kiime oldugunu gostermek istiyoruz.

Bu durumda konveks kiime tanimi geregince herhangi f, g € Ly (Q) ve A € ]0,1]
icin \f + (1 — X) g € Lo (£2) olmalidur.

Bunun i¢in ¢ Young fonksiyonu, konveks oldugundan ([2.1.2)) Jensen esitsizligini
0 < X <1 olmak iizere

O Af(@)]+ (1 =M g(@)]) <A@ (|f(2)]) + (1 = A) S(|g(x)])
biciminde yazabiliriz. Bu esitsizligin her iki yanindan, €2 {izerinden integral alirsak

/ (M) + (1— N |g(a)]) de < A / & (| (2)]) de+(1— \) / B (|g(x)])dz

Q Q Q

elde ederiz. f, g € Lg () oldugundan

/@<A|f<x>| (1= N Jg(@)]) dr < oo

Q
olur. Buise \f + (1 —\) g € E¢(Q) dir.

Simdi ise ;2 () < oo olmak iizere Ly () C Ly (Q) oldugunu gorelim. f €
Lg (€2) olsun. ¢ Young fonksiyonu olmak iizere Lemma 2.1.:‘*6) de tlim @ = oo oldu-
—00

gundan oyle bir K > 0 vardir ki |f(x)| > K esitsizligi saglandiginda

¢/ ()]

0 >1

/()]

dir. Q = {x : |f(z)| > K} C Q olmak iizere

Jlr@lde= [1t@laz+ [ 1)

Q\Qk

< [@Us@) do+ Ku@\ 20)

QK

< [e s e+ Ku(@) < oo

esitsizlifinden f € L; (Q2) elde edilir. O

Uyan 2.1.5. Le (Q) C Ly () kapsamast kesindir. Yani oyle fonksiyon kurmak miimkiin-
diir ki Ly () uzayindadir fakat Le (2) Orlicz uzaymna ait degildir. Bu fonksiyonu soyle

8
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kurabiliriz
i 20 _
t—oo

oldugundan oyle n € N icin t,, > 1 sayilari vardir ki q)(t") > 2™ dir. Ayrica 2,,n € N
ayrik alt kiimeler dizisini de oyle secebiliriz ki

(9
Q, CQ, u(2,) = 2’51&)

dir. Bu durumda

. 1
Qn) =p(Q2 Q
;u( )= p( );Qntn<u( )
olur.Biylece f(x) fonksiyonu

o t; x €,
0, 2 ¢ Q,

biciminde tanmimlanirsa

[ r@nar =3t = S = S -0 <o

Q n=1 n=1 n=1
iken
> 2"t (2
Bf) dr =30 (1) p () 2 Y 2ttt () it Zu
QO n=1 n=1
elde edilir.

Tanim 2.1.6. (Krasnosel’skii ve rutickii|1961).® (t), t > 0 Young fonksiyonu olmak iizere
Y (s) = sup t,s > 0igin

p(t)<s

- oo

fonksiyonuna ® ’nin eslenik Young fonksiyonu denir. Eger ¢ siirekli ve |0, 00) da kesin
artan fonksiyon ise, 1 bildigimiz p fonsiyonunun tersidir.

Teorem 2.1.7 (Young Esitsizligi). ® ve U eslenik Young fonksiyonlari olsun. Her s,t > 0
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icin
st < P(s)+ Y(g) (2.1.4)

dir.

(1), s

Sekil 2.2. Eslenik Young fonksiyonlari

Ispat. Sekil 1.1.4 den acikca goriilen bu esitsizligin analitik ispat1 Cooper ve zaanen
(1955) tarafindan verilmistir. O

Ornek 2.1.2.

(a) Ornek da verilen ® (t) = %, p > 1,t > 0 Young fonksiyonunun eslenigi

1

Y (t) = sup s =tr1
e(s)<t

den V¥ (s) = ftﬁ dt = %, % + é = 1 dir. Boylece Young esitsizligi, klasik halde
0
bildigimiz
sot1 1 1
st —+—, —+-=1
p qg p (g
bicimindedir.

(b) ®(t) =e' —t—1ileV(t) = (1+1¢)In(l +t) — t eslenik Young fonksiyonlaridur.
¢
Soyle ki © (t) = [ ¢ (s) ds olmak iizere ¢ (s) = ¢* — 1 dir. Buradan
0

P(s)= sup t =In(s+1)
p(t)<s

den

\If(t):/ln(s+1)d5:(t+1)ln(t+1)—t

0

10
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Giilsiim KOKALP

dir.
(c) ®,V eslenik Young fonksiyonu ve a,b > 0 olmak iizere

O = a® (bt) ile U,(t) = a¥ (;b)

fonksiyonlari eslenik Young fonksiyonlaridir. Bunun icin

t

Q)(t):/ (s) ds ve (1 /¢

0

olmak iizere
bt

By (1) — a@(bt):a/<p(s)ds

— o [ o)y
0
dir. Buradan ¢, (s) = aby (bs) olur. Eslenigi 1, (s) ise
¥, (s) = sup t= sup t
p1(t)<s abp(bt)<s

- o (5) =5 ()

dir. Boylece @, (¢) ’nin eslenigi V¥, (t) ise

Uy (t) = /t%(s)ds
- %0/%(85

.8 = aby, ds=abdy...

b
5 [ ey

%b ¥y (y)dy

_t
/
0

t
f
0

bi¢iminde olur.

11
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Teorem 2.1.8. (Holder Eyitsizligi) ® veV eslenik Young fonksiyonlarive f & Zz (Q),g€
Ly (2) olmak iizere

/ f@@lds < [ @(f@Dds+ [ go)is @15

Q Q

esitsizligi saglamr. Eger |f(x)] = ¢ (|g(x)|) veya |g(z)| = ¢ (|f(z)|) almrsa (2.1.3)
esitsizligi, esitlige doniisiir.

Ispat. (2.1.4) Young esitsizliginde s = |f(x)|, t = |g(x)| alirsak

[f(@)g(x)] < @[f(x)] + ¥ g()]

esitsizligini elde ederiz.Bu esitsizligin her iki yanindan (2 izerinden integral alirsak (2.1.5)
Holder esitsizligi bulunur. [

Uyari 2.1.9. Klasik Holder egsitsizligi, L, () Lebesque uzaylarinda p > 1 ve % + % =1
olmak iizere

/!f 7)) dz < /!f P da Q/\g<x>|qczx

seklindedir ve fg € Ly () dir. Yukaridaki Holder egitsizligi de genel Orlicz simiflarinda,
klasik Holder egitsiziliginin benzeridir ve burada da fg € Ly () dir.

Asagidaki tanim ile ilerde 6nemli olacak 6zel bir Young fonksiyonundan bahse-
decegiz.

Tamim 2.1.10. (Aykosulu) ® Young fonksiyonu olsun. Oyle bir k > 0 ve T > 0 sayi-
larv vardir ki ¥ t > T icin ®(2t) < k®(t) esitsizligi saglantyor ise O fonksiyonuna Ay
kosulunu sagliyor denir. & €Ay seklinde ifade edilir.

Ornek 2.1.3. ®(t) = ct?, p > 1Young fonksiyonunun Ao kosulunu sagladigi aciknir.

Teorem 2.1.11. ® Young fonksiyonu olsun.®(t f ©(s)ds olmak iizere, ® 'nin A kosulunu

saglamast icin gerek ve yeter kosul tlgcr}o % < 00 olmaszdzr.

Ispat. =>: ® €A, olsun. Bu durumda k > 0, T' > 0 sayilar1 vardir ki her t > T icin
®(2t) < k() dir. Buradan
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ve Askosulundan

to(t) < B(2t) < kD(t)

olur.Boylece
to(t
lim m <
dir.
—: tlim % < oo oldugundan 7' > 0 ve ¢ > 0 sayilar1 vardir ki V¢ > T i¢in
—00
te(t) _

den ®(2t) < 2°P(t), k = 2°, ¢t > T elde edilir. [

Aokosulu ile birlikte Orlicz siniflarini nitelendiren 6nemli bir 6zellige ulagsmis olu-
ruz.

Teorem 2.1.12. ® Young fonksiyonu /o kosulunu sagliyor ise f; (Q) Orlicz sinifi lineer
kiimedir.

Ispat. ® € A\, oldugundan 6yle k > 0 ve T' > 0 sayilan dyle ki V¢ > T icin ®(2t) <
k®(t) esitsizligi saglanir. Ayrica herhangi o > 0 i¢in ov < 2" olacak sekilde n € N sayis1
da vardir. ® Young fonksiyonu artan oldugundan

Oat) < (2"t) < k"®(t), t > T (2.1.6)

esitsizligi saglanir. (Bu son esitszligi n-iizerinden timevarimla gorebiliriz.)

13
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Simdi herhangi f, g € Ls () ve c-skalerini alalim. 1} esitsizligine gore

/ B(c|f(z))dz < / (2" |f(2)])da
Q

Q
< g / &(f(x)))dz

elde edilirki bu cf € Lg (2) demektir.
Bundan bagka ® Young fonksiyonu, konveks fonksiyon oldugundan
1
e(|f(x) +9@)]) = @[5 2f(2)]+3 |2g( )|
1 1
< SO (21(@)) + 52 (29(x)))

ve

l\l)l»—l

Jots@ +gbde <5 [o(2r@pde+ 5 [ @pga)|ds
Q Q

Q
esitsizliginden ise f + ¢ € Lo (Q2) elde edilir. O]
2.2. Orlicz Uzay1

Tanim 2.2.1. (Kufner vd|1977). ) C R" acik kiime, ® ve U eslenik Young fonksiyonlart
olsun.

Ls () = {f;f, Qda olgiilebilir ve | fl4 < oo}
1flls = sup /If )| d (2.2.1)

0€(g,¥)<1

o(g. W) = / Glg(@)) <1

normlu uzaywmna Orlicz uzay denir.

(2.3.1) ile tanimlanan fonksiyonun norm belirledigi kolayca goriilebilir.

Orlicz uzaylari, Birnbaum ve orlicz| (1931) ve Orlicz (1932)) tarafindan tanitilmis
ve ¢alisilmaya baglanmigtir.O zamanlardan itibaren Fourier harmonik analizini; matema-
tik ve fizigin bir ¢ok dalinin 6nemli ¢aligsma araci olmustur.

(2.1.5) Holder esitsizliginin her iki yanindan tiim o (g, ¥) < 1 kosulunu saglayan

14
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g ler lizerinden supremum alirsak

sup /|f x)|dr < sup /<I>|f(x)|dx+ sup /\Il|g(1:)|d:v

0(g,9)<1 0(g,¥)<1 0(g,9)<1
Q Q

[ fllg < /<I>(|f(x)])d:v+ 1

Q
elde ederiz. Bu ise f € Lg (1) i¢in f € Lg (€2) demektir. Yani, Orlicz uzay1, Orlicz
siifini igerir.

Ornek 2.2.1. ® ve eslenigi U Young fonksiyonlarin

tP 1 1
(1)<t):_7p21\/€\1[(t):_7_+_:1
p ¢ p q

sekilinde alirsak Lg (S2) uzayt L, () olur. Dolayisiyla, L,, (2) Lebesque uzaylart dzel bir
Orlicz uzayidir. Normlari denktir ve normlart arasindaki iliski ise

1
1flle =q7 £, (2.2.2)
seklindedir. ([2.2.2)) esitsizligini soyle gorebiliriz.

fi € Lo () = L, (Q) alalim ve || f1[|;, = 1 olsun. Ayrica g € Ly () = Ly(q)
fonksiyonunu da o(g,V) < 1 olacak sekilde alalim. Buradan L, () uzayindaki klasik
Holder egsitsizligine gore

/ file)g(a)|do < / O / gla)l'da

q

_ / W (|g(x)]) da

Q

elde edilir.Bu egitsizligin her iki yandan o(g, V) < 1 kosulunu saglayan g ler iizerinden
1
supremum alimirsa || f1|| < q@ bulunur.

Simdi g1(x) = q% | f1(x)|P~" fonksiyonu igin

[l / l9(@)|" dx

Q
1
~ / |2 @) da
Q

= ||f1||12p
15
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dir. Boylece
[1n@a@lde =gt [1f@A@P de =t 147 ="
Q Q

esitsizligi tizerinden supremum alinirsa

1
1fille = g

olur. Ohalde herhangi f € L (Q2) = L, (Q) icin fi1(x) = 1@ olursa

1
1flle =a7[Ifll,
dir.

Lemma 2.2.2. ¢ Young fonksiyonu, f € Lg () ve || f||4 # 0 olsun. Bu durumda

[o(fiare

dir.

Ispat. f € Lg (Q2) alalim. Bu durumda

/ |f(z)g(z)|dx < (2.2.3)

Q

[l ,o(g,¥) <1
1fllg (g, V) o(g,¥) >1

dir. Yani, (g, ¥) < 1 olmasi halinde Orlicz norm tanimindan
[1s@g@ldz <171,
Q

esitsizligi ¢ikar. o(g, ¥) > 1 i¢cin Lemma "deki

U(at) < a¥(t), V>0, ac]0,]1]

esitsizliginde ¢ = |g(z)| ve a = 5 alirsak bu durumda
|9(z)| > 1
U < U (lg(x
(Q(g, v)) ~ olyg, ¥) (ot

16
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olur ve bu son esitsizligi {2 iizerinde integrallersek

/W<§f$0dx§1

elde ederiz. Boylece || f||4 Orlicz norm tanimini bu son esitsizligi saglayanlar tizerinden
yeniden yazarsak

o (S8

c
/uumwwms@mwnvm

A%

bulunur.

Simdi kabul edelim ki f € Lg (£2) fonksiyonu sinirli ve bir €y C € kiimesi i¢in
x € Q\ Q olmak tizere f(x) = 0 olsun. Bu durumda g(z) = ¢ (|f]§x)|> alinirsa

1flle
TET\
(T, ) v ot

fonksiyonlart sinirli ve 2 da integrallenebilir olur. Bundan bagka bu fonksiyonlar L; (€2)
uzayina da aittir.

2.1.5) Holder esitsizliginde f = {1

Iflle

s o (50} ot

esitsizligini elde ederiz. Boylece(2.2.3 )esitsizliginden ve

[y

buluruz.

g = g alirsak

Sonug olarak herhangi f € Lg (€2) keyfi fonksiyonunu alalim. Bundan bagka €2
‘nin 2, altkiimeler dizisini de soyle tanimlayalim

n € Nigin Q, C Qp1, 1(2,) <ocove = J Q,.

n=1

17
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Ayrican € N f,, (x) olmak iizere fonksiyonu ise

f(x) 2 €, |flx)<n
fo(@)=<n ,x € Q |f(2)] >n
0 ,x € Q\Q,

bi¢iminde olsun. Bdylece {f, (z)},n € N fonksiyonlart sinirli ve yukaridaki ¢aligma
geregince

Lo () st

dir.. Ayrica h.h.h x € Qigin | f,,(z)| < |f(x)| oldugundan Orlicz normuna gore

[folle < Ilflle neN

olur. Buradan ® Young fonksiyonunun monotonlugundan

(i) =* (75

esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizligi €2 iizerinden integrallersek

[ (50 are

buluruz. Sonug olarak integral altinda limite ge¢me teoremine gore

Q/@(%)@:Jﬂg/@(%)dxg

elde edilir. n

Lemma [2.2.2]y1 asagidaki Orlicz siniflari ile Orlicz uzayini karakterize eden te-
oremin ispatinda kullanacagiz.

Teorem 2.2.3. ¢ Young fonksiyonu, ® € A, olsun. Bu durumda
Lg (Q) = lf; (Q>
dir.

Ispat. (??) Orlicz normu tanimina gore Lo (Q) C Lo (2) oldugunu biliyoruz. Ters kap-
samay1 gérmek i¢in Lemma [2.2.2]den faydalanacagz.

18
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Simdi f € Lg (2) ve || f||lg # 0 olsun. Lemma’ya gore 'ye gore
/q) (|f($)|) e < 1
J *\isl,

dir. Yani, g(z) = Y& € Ly (Q) olur. Teorem [2.1.12|a gére Ly (2) lineer kiime ol-

= il
dugundan f € Lg () elde edilir. Dolayisiyla & Young fonksiyonu ve & € A, olmasi
halinde Orlicz sinifi ile Orlicz uzaylar1 ¢cakigsmaktadir. [

Teorem 2.2.4. (Orlicz uzayinda Holder egsitsizligi) ®, V eslenik Young fonksiyonu olsun.
Eger f € Lo (2),9 € Ly () ise fg € Ly () ve

/ £@)g(e)|do < 71, gl 024

dir.

Ispat. ||g(x)| = 0 ise (2.2.4) esitsizligi agikur. ||g(z)|| # O olsun. Bu durumda Lemma
E33ye gore

/S)\Il(%)d:cgl

dir. Boylece

[ vertolas =tal | rofda

_g(=)
lg(@)llg*

esitliginin her iki yanindan p ( \I/> < 1 kosulu saglanacak bi¢cimde supremum

alirsak

/ F@g(@)] dz < |15 gl

(2.2.4) Holder esitsizligini elde ederiz. O
Uyan 2.2.5.
tP 4 1 1
O(t)y=—veV(t)=—, p>1, —+-=1
p q P q

alindiginda bilindigimiz gibi L (§2) uzayt ile L, (S2) uzayt ile ¢cakisir, normlart denktir ve

19
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normlart arasindaki iliski ise

1
[flle = [If1l,

bigimindedir. Bu egitsizligi (2.2.4) Holder esitsizligine uyguladigimizda
11
/|f(x)g(x)| de < |[fllo l9lle = a=p? I £1, l9llL,
9)

esitsizligini elde ederiz ki bu klasik Holder esitsizligi degildir.
Orlicz uzayindaki (2.2.4) Holder esitsizligine, genellestirilmis Holder esitsizligi de
denir. Fakat yukarida bahsettigimiz gibi L, uzayindaki klasik Holder egitsizligi, (2.2.4

esitsizliginin ozel hali de degildir.

Bir sonraki boliimde Luxemburg (2000) tarafindan verilen Orlicz normuna denk
bir norm tanimlayip Orlicz normuna denkligini goérecegiz (Kufner vd|1977).

2.3. Luxemburg Normu

Tanmm 2.3.1. 2 C R" acik kiime, ® Young fonksiyonu ve f ) da tamimh olgiilebilir
fonksiyon olsun.

£1ll, = inf k>o:/q>(@> dr < 1 23.1)

Q

normuna f 'nin Luxemburg normu denir. || f|||s nin norm kosullarint sagladigi kolayca
kontrol edilir.

Ayrica Lemma 'yve gore f € Lg(Q) icin
e < 11l (2.3.2)
dir.
Lemma 2.3.2. ® Young fonksiyonu ve f € Lg(S)) olsun. Bu durumda
(@) [[lflle <1= [ @ (If(2)])dz <[ flllg
)

) I fllle =21 = S{q’(lf(x)l)dl’ > [ flle
dir.

Ispat.

20
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(a) Lemma 2.1.3|[(0)] P(at) < a®(t) @ € [0,1], ¢ > 0 esitsizliginde o = ||| ||| Ve

t= |f ahnlrsa

@uﬂwwsmmu¢0ﬁﬁg

elde edilir. Ardindan bu son esitsizlik €2 iizerinden integrallenirse

!@ﬂﬂwbquwmi[¢(mﬁl)m

< [IFNle
bulunur.
(b) Lemma R.1.3[[()) ®(8t) > B@(¢), B > 1, t > 0 esitsizlifinde yeterince kiigiik
e>0icin S =|||f|||lg —evet= |I|ffH( 9 alinirsa

250 2 (171l - 2@ (L)

elde edilir ve bu esitsizlik € tizerinden integrallenirse

JEUﬂwmmzmﬂm—e!¢(m%%%;)w

elde edilir. Buradan Tanim [2.3.1] e gore

/(D(HJ‘"JIC!E}%)M>1

oldugundan her £ > 0 icin

/@ﬂﬂwmszﬂm—

Q

yani,
/@ﬂﬂmwszﬂm

olur. O]

Bu lemma ile birlikte Luxemburg normu ile Orlicz normunun denk oldugunu ve-
ren agagidaki teoremi ispatlayabiliriz.

21
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Teorem 2.3.3. f € Lg(2) olmak iizere

A Ne < 1flle <201/ 1le
dir.

Ispat. (2.3.2) esitsizligine gore ||| f|||o < |||l dir. Diger taraftan (2.1.4) Young esitsiz-
ligini s = |f(x)| ve t = |g(z)| i¢in yeniden yazalim ve €2 iizerinden integralleyelim.
Boylece

/u Dlde < [ ®(|f@)hdz+ [ Wlgta)ds

Q Q

esitsizligini elde ederiz. Ardindan bu son esitsizligin her iki yanindan o (g, ¥) < 1 kosu-
lunu saglayan g fonksiyonlari tizerinden supremum alirsak

s < [@Qs@hde+1

Q

|/ (@)

olur. Bu son esitsizlikte f (x) yerine G

kate alirsak

151 (e,
7, = !@ [FYA

yazarsak ve Luxemburg norm tanimini dik-

< 2
yani
1flle < 211 f1le
esitsizligini elde ederiz. O

Uyar1 2.3.4. Lemma[2.3.2] e gore

[ els@hdr <1 Jlglly <1

Q

dir. Bu gozlemi dikkate aldigimizda Orlicz normunu

Iflleg = sup /If )| dz (2.3.3)

g ()llg <1
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biciminde de verebiliriz. Ayrica Holder esitsizligi de
[ @ot@as < 5l liglly 2.34)
Q

veya

[1s@g@ds < 11711s ol 239
Q

biciminde ifade edilebilir.

Ornek 2.3.1. ®(t) = %,p > 1 olmak iizere Luxemburg normu

1 lly = inf k>o:/@(@)dagg1
Q

ve

/@(@) dx:/’f(g)’pdxgkp

Q Q

esitsizliginden, k lar iizerinden infimum alinirsa

17 @), < (%) @I,

esitsizligini elde ederiz. Bu son egitsizlikten Uyari g0z oniine alinarak ve (??) Hélder
esitsizligi kullanmilarak

/ F@g(@)] de < Ifllo 9]l
Q

1
1\?» 1
< (5) p# gl £,

= 171z, lgllz,

klasik Holder egitsizligine ulasiriz.
2.4. Orlicz Uzayinda Yakinsama

Oncelikle Lg (€2) Orlicz uzayinin Banach(tam normlu uzay) oldugunu asagidaki
teorem ile gorelim.
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Teorem 2.4.1. Lq (§2) Orlicz uzayr Banach uzaydur.
Ispat. {f.}.", Lo (£2)°da Cauchy dizisi olsun.

Bu durumda verilen her ¢ > 0 i¢in dyle bir V. € N vardir ki, keyfi g € Ly (Q),
0(g,¥) < 1veherm,n > N. igin

/ Fal@) = Fonl@)] J9(2)] di < 24.1)

dir. Ayrica () kiimesinin bir parcalanisi

Q= U, %uUNQj=0,i+# j,ve0 < p() < oo olsun. k& > 0 sayisi ise

n=1

U(k) olacak sekilde secilsin.g fonksiyonu da

1
= p(h)
(.CE) o k’, S Ql
T=1 0, ze\

seklinde tanimlansin. Buradan

1
Q/\I/(|g(m)|)datzﬂ/\lf(k)dx§ H’(Ql)ﬂ(ﬂl):l

elde edilir ve g fonksiyonu (2.4.1) esitsizliginde kullanilirsa her n, m > N. igin

/ | fo(2) = fn(z)| dx < E (2.4.2)

bulunur.

Boylece {f,} -, dizisinin L, () uzayinda Cauchy dizisi oldugu ¢ikar. L; (£2;)
uzayl tam uzay oldugundan {f.}>2, ve her altdizisi de yakinsaktir.Buradan {f,} - ~
nin Syle bir {f,1},_, alt dizisi vardir ki L, (€) uzayinda f € L, (€4) fonksiyonuna
yakinsar. Ayn1 yontem €, i¢in yapilir ve f fonksiyonuna yakinsayan { f, 2} yakinsak alt
dizisi elde edilir ve bu sekilde devam edilirse ic ice

{fn}zozl ) {fn,1}20:1 DD {fn,k}zozl )

alt dizileri olusur ve her bir { f,, ;. } alt dizisi Q2 ,k = 1,2, 3...da hemen her yerde f (x) "e
yakinsar. integral altinda limite gecme ile ilgili Fatou Lemma ’sina gore, her n > V. icin

| 10~ sl <
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olur. Dolaystyla f, x — f € Lo () ve f = for — (fur — f) € Lo (2) dir. Dahasi
n,lkiinoo ”fn,k - f”cp =0

dir. Buise Lg (2) Orlicz uzayindan alinan her bir Cauchy dizisinin, bu uzayda yakinsak-
181 yani, Lg (€2) Orlicz uzaymin Banach uzay1 olmasi demektir. O

9]
n=1"

Tamim 2.4.2. (Norma gire Yakinsama) {f,} " |, Lo (?) Orlicz uzayinda bir dizi ve | €

Lg () olsun. Eger
Tim | fn = fllg =0

ise { [}, dizisi, f fonksiyonuna Lg () Orlicz uzayinda norma gére yakinsaktir denir
ve f, — f,n — oo ile gosterilir.

Tanim 2.4.3. ( -ortalama Yakinsama) { f,,} ", L () Orlicz uzayinda bir dizi ve f €
Lg () olsun. Eger

Tim [ @ (|fule) — f@))dr =0

ise { fn} -, dizisi, f fonksiyonuna Le () Orlicz uzayinda ® -ortalama (® -mean) yakin-
styor denir ve f, — f, n — oo ile gosterilir.

Bundan sonraki amacimiz bu iki yakinsama arasindaki iliskiyi incelemek olacak-
tir.

Teorem 2.4.4. Lg () Orlicz uzayinda {f,} -, dizisi ve f fonksiyonu verilmis olsun.
Eger {f,}.~, dizisi,  fonksiyonuna norma gore yakinsak ise ® -ortalama da yakinsaktir.

Ispat. Herhangi bir g € Lg (£2) fonksiyonu i¢in Teorem ‘e gore

lgllle < llglle

esitsizliginden||g||; < 1 halinde |||g|||; < 1 elde ederiz. Bu durumda Lemma "den

[ tst@ds < gl < ol

Q

esitsizligini elde ederiz. Artik burada g(x) yerine f,,(x) — f(z) alinirsa

/ & (|falz) — F@)) e < o — fllo

Q
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esitsizligini ve limite gecilirse

0< Jim [ @(fuw) ~ f@))dr < lm [[f, — f] =0

n—00
Q

bulabiliriz. Buise { f,,} -, dizisinin f fonksiyonuna Lg (€2) Orlicz uzayinda ®—ortalama
yakinsak olmasi demektir.

Teoremin tersi dogru degildir. Yani ¢ -ortalama yakinsamadan, norma gore ya-
kinsama elde edilmez. Ornegi |[Krasnosel’skii ve rutickii| (1961) ve J.B.Ruticki vermistir.

Ornegin temeli ® ¢ A, kosuluna dayanir. Ileride gorecegiz ki ® € /\, olmasi halinde bu
iki yakinsama denktir. Bunun icin asagidaki hazirliklara ihtiyacimiz var. 0

Uyar12.4.5. f € Ly () ve || f|lg < 1 olsun.Buradan Lemma ve Teorem[2.3.3| den

/<1><|f<x>|>das < 1flle < IIfll, < 1

Q

esitsizligini elde ederiz. Bu demektir ki, f fonksiyonunun Orlicz normu ¢ok kiiciik olmasi
halinde [ ® (|f(z)|) dx integrali de ¢ok kiigiik olmaktadir. Asagidaki lemma ile bunun
Q

tersini gorecegiz.

Lemma 2.4.6. ® € A\, olmak iizere f € Lg (Q2) fonksiyonu verilsin. Bu durumda éyle
birm € Nve ¢ > 0 sayilart vardir ki

Jor@hde < g = Al < 5

km
Q
dir. (Buradaki k > 0 sabiti, o kosulundaki sabittir. )

Ispat. ®, /\, kosulunu sagladifindan 6yle & > 0 ve T' > 0 sayilar1 vardir ki her z > T
icin

¢ (22) < kP (2)
dir. Bundan bagka m € N olmak iizere 0y C €, p (£21) < oo kiimesi
Q= fo € Q: 2" |f(2)| < T}
seklinde olmak tizere. z € (), ise ® Young fonksiyonunun monotonlugundan

© 2" |f(2)]) < @(T)
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esitsizligi ve x ¢ Q) ise & € A, oldugundan

O 2" [f(2)]) < K" ([ f(2)])
esitsizligi elde edilir.

Dolayisiyla [ @ (| f(x)|) dz < o ise
Q

/ & (2" |f(x))dr = / B (2" |f(2)]) di + / & (2" |f(2)]) du

Q Q1 O\

< D))+ [ B (lf@))ds
< emu@)

bulunur. Boylece (2.1.5) Holder esitsizliginden

[ if@g@lde < [ @@ i@+ [ (o)) da
Q Q Q
bagintisini ve her iki yamindan [ U (|g(x)|) dz < 1 kosulunu saglayan ¢ ’ ler iizerinden
Q

supremum alininca da
27 [ flly < D (T) () +2, ¢ = & (T) () +2
esitsizligini elde ederiz. || f(z)||p < 557, ¢ = @ (T) 1 (1) + 2

Bu lemma ile birlikte artik yukaridaki tanimladigimiz Orlicz uzayina ait normlarin
denkligini gosterebiliriz. [

Teorem 2.4.7. Lg (S2) Orlicz uzayr, ® € A; olsun. Bu durumda Lg (§2) uzayindan alin-
mus { fn}o— | fonksiyonlar dizisi ve [ fonksiyonu icin { f,},_, dizisinin [ fonksiyonuna

Orlicz normunda yakinsamast icin gerek ve yeter kosul ®-ortalama yakinsamasidtr.

Ispat. Teorem ile gerekliligi yukarida gordiik. Simdi ise yeterliligi gorelim. Yani
{fn},—, dizisi f fonksiyonuna ®—ortalama yakinsak olsun. Bdylece verilen her ¢ > 0
icin dyle bir me N vardir ki, ¢ > 0 Lemma "daki sabit olmak lizere ¢ > 57 dir.
Ayrica dyle bir N, € N vardir ki Vn > N, i¢in

[oh@ - f@hd < o

Q

dir. (k > 0, A5 kosulundaki sabittir. )
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Dolayistyla lemma[2.4.6] "ya gore her n > N. icin

c
1o = Flla < 5 < €
elde edilir. Bu ise Orlicz normunda yakinsamadir. 0
2.5. Orlicz-Morrey Uzaylari
Bu boliimde Orlicz-Morrey uzaylarini tanimlayip birkag 6zelligini verecegiz.Bunun
icin Oncelikle ilk defa Morrey/in (1938) tamimladig1 ve kismi diferansiyel denklemler
ile ilgili ¢aligmalarinda kullandig1 Morrey uzayini tamimlayacagiz. Morrey uzaylari1 da
Fourier harmonik analizinin ve uygulamalarmin temel araclar1 arasindadir. Ornegin bu
uzaylarda Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin ve kesirsel integral operatoriiniin si-

nirlilig1 problemleri ile Adams| (1977)), Guliyev| (2009), Nakai| (2001}, 2008]), Peetre (1969))
vs tarafindan calisilmis ve ¢alisilmaya devam edilmektedir.

Tanim 2.5.1. (Morrey Uzayt) 1 < p < cove 0 < X\ < n olmak iizere

Ly = La@®)={feL,®):|f],, <oo}

B=B(a,r

1
sy = s (5 [ 1@ i
B

normu ile tamimlanan L, \ uzayina Morrey uzayt denir. Burada
B(a,r)={z€R": |z —a|] <r}
kiimesi a-merkezli, v > 0 yaricapli yuvardur.
Tamimdan da goriilecegi gibi A = 0 i¢in L, x Morrey uzay1 L, Lebesque uzayidur.
Orlicz Morrey uzayinin tanimu igin gerekli olan bazi tanim ve kavramlari ise asagida
verelim.
© : (0,00) — (0,00) olmak tizere r < s icin © (r) < cO (s) olacak sekilde
¢ > 0 sabiti varsa © fonksiyonuna, neredeyse artan; © (r) > cO (s) ise neredeyse azalan

fonksiyon denir.

Simdi ¢ : (0,00) — (0,00) olsun. ¢ neredeyse azalan ve r¢(r) neredeyse artan
fonksiyonlarin kiimesini G ile gosterelim.

® Young fonksiyonu, ¢ € G ve B, a-merkezli r > 0 yaricapli yuvar olmak iizere

_ . 1 /()]
[/ llp 5,5 = inf A>O.W/<b( ) )dgsgl (2.5.1)

B
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fonksiyonu bir normdur. Burada | B|, B yuvarinin Lebesque Sl¢timiidiir.

Tanim 2.5.2. (Orlicz-Morrey Uzayt) ® Young fonksiyonu ve p € G olsun.
Loy = Loy ®") = {f € Li*®") : | fll, , < o0} 252)

171z, =50 175

normu ile Lg 4 uzaymma Orlicz-Morrey Uzayt denir.

11z, , normu ile L ¢ Orlicz-Morrey Uzay1 Banach uzayidir.

®(r)=1rP,1 < p < ocoigin Lg 4 Orlicz-Morrey Uzay1, genellesmis Morrey uzayi
olur ve

1
P

1
Hf”cp,¢,3 = W/\f(l’)]pdx
B

Lo ®) = {1 € L (&) 11, =500 [ < o0

ile tanimlanir.
Asagidaki teorem, Orlicz-Morrey uzayilar arasindaki iligkiyi vermektedir.

Teorem 2.5.3. ®, VU Young fonksiyonlari ve ¢, € G olsun.

(a) ®(r) < W (cr)ise Lyg C Lag ve ||fllg,, < cllfll,, dir
(b) ¢(r) < cp(r)ise Loy C Lo,y ve ||fHL¢,w < max(1,c) HfHqu dir.

Ispat.  (a) Oncelikle

: |/ (z])
= <
||f||L¢,¢ S%pmf A>0: |B[gb ) /(I)( ;) dr <1

oldugundan her B yuvar i¢in

i HORAY
B4 (5] B/(D (nfqu,,) =t
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Yani her B yuvari i¢in

()
B/ o (n fHLM) dz < |B| 6 (1B))

olur. Bundan bagka g o (If(va)l) dx < |B| ¢ (|B]) olacak sekilde A > 0 varsa bu

durumda || f|| < )\ olmak zorundadir.
Lq)7¢

Simdi f € Ly 4 olsun. Boylece her B yuvart i¢in

£()
B/ v (u f||LW,> dz < |B| ¢ (B))

olur.Ayrica hipotezden

/@) /@)
¢ (amuq,@) =Y (Hfuh,,)

olur ve buesitsizlik B lizerinden integrallenir ise

@l
e (CWHLM) dr < Bl (B)

elde edilir.. Buisef € Lg g ve || f|l;, ,Sc £z, , demektir.

(b) f € Logyved(r) <ca(r)olsun. Ayrica  Young fonksiyonu konveks fonksiyon
oldugundan

a € [0,1] ic¢in @ (at) < ad(t),t>0

1, @)

max(L0)” ' T T,

/(@) 1 @l 1, (1@
v (rnaxu,c) anLqW) = (L0 <|rf||Lq,,¢> = <|rf||Lq,,¢,)

esitsizligini elde ederiz. Bu durumda her iki taraftan B iizerinden integrallersek

/@( )l >dxs§|81¢<\31>s13w<\3|>

max(1, ) ||,

esitsizliginde o = alalim. Boylece

ve dolayisiyla ||f||L(M < max(1,¢) ||f||Lq>1¢ dir. O

Son olarakOrlicz-Morrey uzaylar: i¢cin genellesmis Holder esitsizligini vermeden
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once asagidaki lemma ile Young fonksiyonu i¢in genellesmis Young esitsizligini verelim.

Teorem 2.5.4. (Nakai|2001) (Genellesmis Young Esitsizligi) ®, O,V Young fonksiyonlar
ve @1 U1 O~ de onlarn sirastyla bilinen tersleri olsun. Ayrica her v > 0 icin

()T (2) <O (2)

esitsizligini saglasin. Bu durumda her x > 0 ve her y > 0 icin
O(zy) < () + ¥(y)

dir.

Ispat. © > 0i¢in @7 (z) = inf{y : ® (y) > =} oldugundan ® (¢! (x)) <z < &~ ! ()
olur. Benzer bagint1 ¥ ve O i¢in de vardir.

Simdi > 0, y > 0 i¢in ®(z) < ¥(y) olsun. Bu durumda

Ty -1

P(x)) U (U(y))
(y)) !

(¥(y))

S

(
H(

IA A CIA
(OIS

dir. Boylece
O(zy) <O (07 (¥ () < T(y)

olur. Ayrica ®(x) > V¥ (y) i¢in benzer sekilde O(zy) < ¢ (x) elde edilir. Dolayisiyla
O(zy) < max (P (z), ¥(y)) < ®(z) + ¥(y)

olur. 0

Teorem 2.5.5. (Nakai2001) ®; Young fonksiyonlar, ¢, € G, i = 1,2, 3... olsun. Ayrica
r,s > 0igin

CI)l_1 (ry (s)) CI):;I (roz(s)) < 0‘1’2_1 (1 (5))

esitsizligi saglanacak bicimde c > 0 var olsun. Bu durumda f € L, 4, g € La, g, icin
f.9 € La, 4, ve

£l ,, <2001, Nl .
esitsizligi saglanr.
Ispat. Genelligi bozmadan || f]| Lops, = | f]] Lagsy, = 1 kabul edebiliriz. Herhangi B
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yuvarit ve x € B i¢in

_max(@(mx)n <1>3<|g<a:>|>>
o (1B)) " 04 (IB)

diyelim. Bundan bagka f € Lg, 4, ve g € Lg, ¢, 0ldugundan

/<I>1 (If()) dz < |B| ¢, (|B]) /%(If(x)l)dw < |B|¢5(IB])

B B

olur. Ayrica yukardaki r "nin tanimindan
[f(@)] < @ (@1 (|f(2)]) < @1 (réy (|B])
l9(2)] < @57 (@3 (|g(2)])) < 57 (rds (1B]))
dir. Buradan hipotezden
[f(2)g(@)| < 17" (rey (|BI) @57 (ros (1B])) < c@y' (r¢, (|B]))

ve genellesmis Young esitsizliginin ispatindaki yontemden

o, (M2t

2c

IA

205 (85 6, (1BI)) < 364 (1B)

12 (If(@)]) | ®3(lg(x)l
< 2( o (B) 6 (B])

elde edilir. Bu son esitsizligin iki tarafindan B iizerinden integrallersek

[ (M) dz < |B| 6y (|B])

>) 62 (1B))

2c

buluruz. Bu ise

HfQHLq,M>2 < 2c

demektir. ]
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3. SONUC

Bu tez calismasinda, 6ncelikle Lg (2) Orlicz uzaylar ve 6zellikleri incelenmistir.
Ardindan ise Orlicz-Morrey uzaylarinin tanimu verilip bazi 6zellikleri ¢calisilmistir. Bu tez
caligmasi ile Orlicz uzaylarimin Fourier harmonik analizinde onemli bir teknik ara¢ ol-
dugu literatiirdeki caligmalar sayesinde gozlemlenmistir. Yine literatiirdeki ¢calismalardan
Orlicz uzaylarinin yanisira Orlicz-Morrey, Orlicz-Sobolev, Orlicz-Campanato uzaylari ile
calisildig1 anlagilmustir.
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