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OZET

SONLU LEKSIKOGRAFIKAL SIRALI ALFABE UZERINDE TANIMLI
KELIMELER VE DE BRUIJN TiPLI DIZILERI iCEREN URETEC
FONKSIYONLARI VE BUNLARIN UYGULAMALARI

irem KUCUKOGLU

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK
Nisan 2018, 66 sayfa

Bu tezde, Lyndon kelimeleri gibi sonlu leksikografikal sirali alfabe iizerinde tanimli
kelimeleri ve De Bruijn tipli dizileri sayan sayilarin iirete¢ fonksiyonlarinin ingasi iize-
rine calisilmistir. Inga edilen iiretec fonksiyonlar yardimiyla, bu kelime ve dizilerin
baz1 6zel fonksiyonlarla, Apostol tipli say1 ve polinomlar aileleriyle, Stirling sayila-
riyla ve diger 6zel say1 ve 6zel polinom aileleriyle olan iligkileri incelenmistir. Ayrica,
inga edilen iirete¢ fonksiyonlar1 ve bunlarin diferansiyel denklemleri yardimiyla bi-
nom katsayilarini, bazi 6zel say1 ve 6zel polinomlar iceren yeni formiiller, bagintilar
ve 0zdeslikler elde edilmistir. Elde edilen bu sonuclar kullanilarak, asal say1 uzunluklu
Lyndon kelimelerinin sayilarini ve binom katsayilarin1 iceren kombinatorik toplam-
lar da elde edilmigtir. Bunlara ek olarak, elde edilen sonuglarin bazilar icin niimerik
hesaplamalar yapan hesaplamali algoritmalar verilmistir ve bu algoritmalar kullanila-
rak ilgili sonuglar icin tablolar verilmistir. Verilen tablolardaki degerler yardimiyla da
tirete¢ fonksiyonlarinin grafikleri ¢izilmistir. Son olarak, elde edilen iirete¢ fonksiyon-
larimin asal sayilar ve tek tiirlii asal ¢arpanlara ayirma metodu ile iligkileri incelenerek
baz1 uygulamalar1 verilmistir. Ayrica bu tez ¢alismasinda, elde edilen sonuclarin bazi-

lari1 kapsayan agik problemler de verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Apostol-Bernoulli sayilari ve polinomlari, Aritmetik fonk-

siyonlar, Bernoulli sayilart ve polinomlari, Kombinatoriksel kolyeler, Lyndon kelime-
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ABSTRACT

GENERATING FUNCTIONS CONTAINING WORDS DEFINED OVER
LEXICOGRAPHICAL ORDERED FINITE ALPHABET AND DE BRUIJN
TYPE SEQUENCES AND THEIR APPLICATIONS

irem KUCUKOGLU

PhD Thesis in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK
April 2018, 66 pages

In this thesis, it is studied on the construction of the generating functions for the
numbers counting the words defined over the finite lexicographical ordered alphabet
such as Lyndon words, and also De Bruijn type sequences. With the help of the const-
ructed generating functions, relations of these words and sequences with some special
functions, the families of the Apostol type numbers and polynomials, the Stirling num-
bers and other special families of numbers and polynomials have been investigated.
Moreover, new formulas, relations, identities and combinatorial sums including bino-
mial coefficients and special numbers and polynomials have been obtained with the aid
of the constructed generating functions and their differential equations. By using the
obtained results, combinatorial sums, including binomial coefficients and the numbers
of the Lyndon words having prime number length, have also been obtained. In addition
to these, computational algorithms for numerical calculations are given for some of the
obtained results, and related tables are given using these algorithms. The graphs of the
generating functions are also drawn with the help of the values in the given tables.
Finally, some applications have been given by examining relations between the obta-
ined generating functions, prime numbers and the unique prime factorization method.

Moreover, in this thesis, open problems including some of our results are given.
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ONSOZ

Ureteg fonksiyonlari, son yillarin en ilgi ¢eken alanlarindan biridir. Ciinkii bu fonk-
siyonlarin, yalnizca matematikte degil ayn1 zamanda bir¢ok bilim dalinda uygulama-
lar1 mevcuttur. Bu tez ¢calismasinda, Lyndon kelimeleri gibi sonlu leksikografikal sirali
alfabe iizerinde tanimli kelimeleri sayan sayilarin iirete¢ fonksiyonlarinin inga edilmesi
ve elde edilen iirete¢ fonksiyonlar1 ve bunlarin diferansiyel denklemleri, ve iligkili ol-
dugu 6zel say1 ve polinom aileleri yardimiyla kombinatorik toplamlar, binom katsa-
yilari, Lyndon kelimeleri ve De Bruijn dizilerini de i¢ceren kombinatorik 6zdesliklerin

bulunmas1 amaclanmustir.

Bu tez calismasi Giris, Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartisma,

Sonuglar olmak iizere bes ana boliimden olusmaktadir.

Giris boliimiinde, iirete¢c fonksiyonlarinin ve Lyndon kelimelerinin 6nemi ve ta-
rihsel gelisimi hakkinda kisa bir bilgi verilmistir. Ardindan, tez calismasinin kapsami

kisaca agiklanmustir.

Ikinci boliimde, Leksikografikal sirali alfabenin cebirsel ozellikleri, Lyndon keli-
meleri ve bunlarla yakindan iligkili oldugu bilinen kombinatoriksel kolyelerin tanimlari
ve temel ozellikleri, Lyndon kelimelerini sayan sayilarin tanimi, Lyndon kelimeleri ta-
rafindan iiretilebilen De Bruijn dizilerinin tanimi1 ve bazi uygulamalari1 kaynak taramasi

ile birlikte verilmistir.

Uciincii boliimde, tez ¢alismasinda kullanilan 6zel sayilar, 6zel polinomlar ve bun-

larin iirete¢ fonksiyonlart metotlar1 hakkinda bilgiler ve temel 6zellikler verilmistir.
Dordiincii boliimde, tez calismasinda elde edilen tiim sonuclar verilmistir.
Tezin diger boliimleri kaynaklar ve 6zge¢mis ile bitmektedir.

Bugiine kadar yaptigim bilimsel calismalarda ve bu tez ¢alismasinda yardim ve
katkilariyla beni destekleyen, degerli bilgilerini benimle paylasip deneyimlerini ben-
den esirgemeyen danisman hocam Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK ’e yiirekten tesekkiir eder

saygilarimi sunarim.



Doktora egitimim sirasinda 2211-Yurt I¢i Lisansiistii Burs Programi kapsaminda
verdigi burs ile beni maddi acidan destekleyen TUBITAK BIDEB Bilim insan1 Destek

Programlar1 Baskanligi’na tesekkiir ederim.

Ayrica, egitim hayatim boyunca manevi destekleriyle beni hi¢bir zaman yalniz bi-

rakmayan ¢ok degerli aileme tesekkiirii bir borg bilirim.
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GIRIS I. KUCUKOGLU

1. GIRIS

Matematigin tarihsel gelisimine bakildiginda, bicimsel kuvvet serileri yardimiyla ta-
nimlanan iirete¢ fonksiyonlarinin hem teorik ve hem de uygulamali matematikte ¢cok
onemli bir rol oynadig1 goriilebilir. Cok iyi bilinmektedir ki bu fonksiyonlar, sayma
problemlerini ¢ozerken, 6zel sayilar ve 6zel polinomlarin 6zelliklerini arastirirken giicli
araclardan biridir. Ciinkii, herhangi bir 6zel say1 ve polinom ailesinin acik ya da kapali
formiilleri bilinmeksizin rekiirans bagintilari, hesaplama formiilleri, 6zdeslikler ve tii-
rev bagintilar1 gibi temel 6zellikleri incelenirken, s6z konusu 6zel say1 ve polinom aile-
lerinin iirete¢ fonksiyonlarindan faydalanilir. Ayrica, incelenen 6zel say1 ve polinom
ailelerinin iirete¢ fonksiyonlarini ve diger 6zel say1 ve polinom ailelerinin iirete¢ fonk-
siyonlarini iceren fonksiyonel denklemlerin ve diferansiyel denklemlerin yazilmasi da
bu sayilar ve polinomlar arasindaki iligkilerin de elde edilmesini kolaylagtirmaktadir.
Bunlara ek olarak, bir iirete¢ fonksiyonunun integral doniisiimleri altinda davranisla-
rinin incelenmesi de 0zel say1 ve polinom ailelerinin bazi 6zelliklerinin bulunmasini
kolayliklastirmaktadir. Sagladig1 bu kolayliklar sayesinde iirete¢ fonksiyonlarinin ana-
litik sayilar teorisi, kombinatorik, kuantum fizik, istatistiksel fizik, olasilik teorisi, bil-
gisayar bilimleri ve ilgili diger bilim dallarinda sik¢a kullanildigi cok iy1 bilinmektedir.
Ozellikle, bir iirete¢ fonksiyonunu ¢oziim kabul eden diferansiyel denklemi bulmak
kuantum fiziginin 6nemli problemlerinden biridir. Burada belirtmek gerekir ki fizik bi-
liminde Hamiltoniyen mekaniginde ortaya ¢ikan iiretec fonksiyonlari, matematikteki
tirete¢ fonksiyonlarindan oldukga farklidir ve kismi tiirevleri, bir sistemin dinamikle-
rini belirleyen diferansiyel denklemleri olusturan fonksiyonlardir (Spiegel 1971; Knuth
1997; Charalambides 2002; Simsek 2018a). Matematikte ise iirete¢ fonksiyonlari, kat-
sayilar1 dogal sayilar tarafindan indekslenen bir say1 veya polinom dizisinin vermek
istedigi bir bilgiyi kodlayan bi¢imsel kuvvet serileri olarak ifade edilebilir (Rainville
1960; Spiegel 1971; Doubliet vd. 1972; Comtet 1974; Srivastava ve Manocha 1984;
Knuth 1997; Charalambides 2002; Djordjevic ve Milovanovic 2014; Simsek 2018a).
Bilindigi kadaryla, tirete¢ fonksiyonlar: ilk olarak 26 Mayis 1667-27 Kasim 1754



GIRIS I. KUCUKOGLU

tarihleri arasinda yasayan Fransiz matematik¢i Abraham de Moivre tarafindan kegfe-
dilmistir (Knuth 1997; Simsek 2018a). Genel lineer rekiirans problemini ¢ézmek ig¢in,
Moivre 1730°da iirete¢ fonksiyonlar: kavramini insa etmistir. Ayrica, 23 Mart 1749-
5 Mart 1827 tarihleri arasinda yasamis Fransiz bir matematikgi, fizikci ve istatistik¢i
olan Laplace’in da bi¢imsel kuvvet serileri iizerindeki islemler hakkinda kayda deger
kesifler yaptig1 Doubliet vd. (1972) calismasinda goriilmektedir. Doubliet vd. (1972)
caligsmasinda, ¢esitli kombinatorik ve olasilik problemlerini ¢6zmeye daha uygun yeni
tiirlerde iirete¢ fonksiyonlar: cebirleri gelistirmislerdir. Bu metotlar, grup cebrine (ya
da yarigrup cebrine) dayanmaktadir. Bu yontem ve metotlar ile ilgili daha ayrintili bilgi
icin (Doubliet vd. 1972) calismasina bakilabilir.

1917-1988 yillar1 arasinda yagsayan Amerikan matematikci Roger Conant Lyndon
tarafindan ilk olarak (Lyndon 1954) calismasinda standart leksikografikal diziler olarak
calisilan Lyndon kelimeleri, literatiir incelendiginde biyoinformatik, kriptoloji, cizge
teorisi, kombinatorik, cebir gibi bir¢cok alanda ve son zamanlarda da bilgisayar bilim-
lerinde ¢aligilan bir kavram olmugtur (Witt 1937; Lyndon 1954; Metropolis ve Rota
1983; Buchanan vd. 1993; Velleman ve Call 1995; Kang ve Kim 1996; Petrogradsky
2003; Glen 2008, Cusick ve Stanica 2009; Glen 2012; Cevik vd. 2014).

Kaynak taramasi boliimiinde, sonlu leksikografikal sirali alfabe iizerinde tanimli
kelimeler, De Bruijn tipli dizileri ve bunlar1 sayan sayilar hakkinda ayrintili bilgi ve-
rilmistir.

Lyndon kelimelerinin sayist i¢in literatiir incelendiginde, bu sayilarin iirete¢ fonk-
siyonlar1 yontemi olmaksizin farkli yontemlerle calisildig1 goriilmektedir (Berstel ve
Perrin 2007, Lothaire 1997, Metropolis ve Rota 1983, Ruskey ve Sawada 1999, Ruskey
2016, Petrogradsky 2003).

Bu tez calismasinda, Lyndon kelimeleri gibi sonlu leksikografikal sirali alfabe iize-
rinde taniml1 kelimeleri ve De Bruijn tipli dizileri sayan sayilar icin iirete¢ fonksiyon-
lar1 inga edilecektir. Kullanilacak metotlar ve yontemler, 6zel sayilar, 6zel polinomlar,
tirete¢ fonksiyonlar1 ve bunlarin fonksiyonel denklemleri ile zeta fonksiyonlar ailesi

ve bunlarin analitik devam yontemleridir. Insa edilen iiretec fonksiyonu yardimiyla, bu
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kelime ve dizilerin Apostol tipli say1 ve polinomlar aileleri gibi 6zel say1 ve polinom
aileleriyle arasindaki iliskileri incelenecektir. Dahasi ingsa edilecek iirete¢ fonksiyon-
lar1 ile 6zel say1 ve polinom ailelerinin temel 6zellikleri incelenecek ve bunlar ile ilgili
uygulamalar verilecektir. Ayrica insa edilen iiretec fonksiyonlarin fonksiyonel denk-
lemleri ve diferansiyel denklemlerinin yardimiyla yeni rekiirans formiilleri, bagintilar,
Ozdeslikler, binom katsayilari, 6zel say1 ve polinomlar: iceren kombinatorik toplam-
lar bulunacaktir. Ayrica, asal say1 uzunluklu kelimelerin sayilar1 i¢in binom katsayi-
larin1 da iceren kombinatorik toplamlar verilecektir. Elde edilen iirete¢ fonksiyonla-
rinin niimerik hesaplamalarinin yapilmasi ve tablolarinin olusturulmasi icin hesapla-
mal1 algoritmalar verilecektir ve bu algoritmalar kodlanacaktir. Boylece tez calismasi
kapsaminda elde edilen teorik sonuglar ile niimerik degerlerin birbirlerini destekleyip

desteklemedikleri kontrol edilecektir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde, tez boyunca sik¢a kullanilan bazi temel kavramlarin tanimi 6zellikleri ve
diger kavramlarla iligkileri verilecektir. Bu boliimdeki temel kavramlar i¢in Lothaire
(1997) kitabindan, Metropolis ve Rota (1983) ile Berstel ve Perrin (2007) makalele-
lerinde yararlanilmigtir. Tez calismasinda kullanilan diger kavramlar ise tez boyunca

uygun yerlerde yeri geldiginde aciklanacaktir.

2.1. Leksikografikal Sirah Alfabenin Cebirsel Ozellikleri

Bu boliimde, sozliik siralamasi olarak da bilinen leksikografikal siralamanin tanimi ve
sonlu leksikografikal sirali alfabenin cebirsel 6zellikleri ve diger notasyonlar ve tanim-
lar verilmistir. Bu boliimdeki tanimlar icin Lothaire (1997) kitabindan yararlanilmistir.

>3, her bir elemani harf olan ve alfabe olarak adlandirilan bir kiime olsun. >’ nin

elemanlari ile olusturulan ve
(a1, a9,...,a,), Ya; € 850 =1,2,...,n.

seklinde gosterilen sonlu bir diziye, X alfabesi lizerinde tanimlanmis bir kelime denir
(Lothaire 1997).

Y. alfabesi iizerinde tanimlanmig tiim kelimelerin kiimesi, >* ile gosterilir ve bu

kiime iizerindeki ikili islem, (ay, as, ..., a,), (b1, ba, ..., by) € ¥* olmak tizere

0:3" x ¥ — X"

9 ((al,ag, Ce ,an) s (bl, bg, N ,bm)) = (al,a2, Ce ,an) (bl, bg, e ,bm)
— (a17a2a"’7an7b17b27"'7bm)
seklinde iki dizinin yan yana bitistirilmesi, yan yana dizilmesi veya birbirine baglan-

mast (jukstapozisyonu) ile tanimlanir. Bu ikili islemi veren # fonksiyonunun iyi taniml

oldugu kolayca kontrol edilebilir:
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Gergekten de, her a = (a,as,...,a,) € X550 = (b, by, ..., by) € ¥ ¢ =
(c1,¢0y. .. cx) €EX*ved = (dy,dy,...,d,) € X" igin,

(a,b) = (¢,d) = 6 (a,b) =0 (c,d)

dir. Boylece bu ikili igslem yardimiyla >* iizerinde bir cebirsel yap1 olusur. Ayrica bu
ikili islemin birlegsmeli oldugu agiktir ve bu birlesme ozelligi, (aq, as, . . ., a,) seklin-
deki herhangi bir kelimeyi

aias ... ay

seklinde yazmamizi saglar (Lothaire 1997).

Bos dizi, bos kelime olarak adlandirilir ve yan yana bitistirme isleminin etkisiz(birim)
elemanidir. Dolayisiyla, bu birim elemam 1,; ile gosterilirse herhangi bir w kelimesi
icin

lyw=wly=w

olur (Lothaire 1997).

Tamm 2.1. Uzerinde, birlesmeli ézelligi olan bir ikili islem tanimlanmis ve 1 ile
gosterilen bir birim elemanina sahip M kiimesine bu ikili islem altinda bir monoid

denir (Lothaire 1997).

Dolayistyla, >* kiimesi jukstapozisyon iglemi altinda bir monoid yapisina sahiptir

(Lothaire 1997).

Tamim 2.2. Y alfabesi iizerindeki tiim kelimelerin kiimesini gosteren Y*, 3 kiimesi

tizerinde bir serbest monoid olarak adlandirilir (Lothaire 1997).

Tanim 2.3. X alfabesi iizerindeki bos kelimeden farkli tiim kelimelerin kiimesi, ¥.7 ile

gosterilir ve

Z+ :E*—lz*

seklinde tamimlamir. X7 kiimesi, 3. alfabesi iizerindeki serbest yari grup olarak adlan-

diritlir (Lothaire 1997).
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Burada belirtmeliyiz ki, >* monoid’i iizerindeki ikili islem, X, Y C ¥* i¢in
XY ={zylr e X,y €Y}
seklinde tanimlanarak >:*’1n alt kiimelerine genisletilebilir (Lothaire 1997).

Tanmm 2.4. a; € X olmak iizere w = ajas . . . a, kelimesinin uzunlugu, w kelimesini

olusturan harflerin sayidir ve |w| ile gosterilir. Dolayistyla,
jw| =n
dir (Lothaire 1997).

Tanim 2.5. u,v € X* kelimeleri vardir oyle ki
r=uv ve Y=7vu
ise x ve y kelimeleri egleniktir denir (Lothaire 1997).

Bir bagka deyisle burada, x ve y kelimelerinin eslenik olmasi icin gerek ve ye-
ter sart x kelimesinin, y kelimesindeki harflerinin rotasyonu(cevrimsel permiitasyonu)
ile elde edilebilmesidir. Dolayisiyla, yukarida tanimlanan eglenik kavrami bir baginti
olarak yansima, simetri ve gecisme 6zelligini sagladigindan ayni1 zamanda >* kiimesi

tizerinde bir denklik bagintisidir (Lothaire 1997).

Tanim 2.6. X7 serbest yart grubu iizerinde bir leksikografikal siralama (<), ¥ alfa-
besi iizerindeki bir tam siralamanin kelimelere genisletilmesidir ve asagidaki sekilde
tammlanir:

Herhangi u,v € X7 icin u < v olmast igin gerek ve yeter sart yav € uX"™ olmasi

yadaa < by a,beXver,s,t € X" iken
u=ras wve v=rbt

olmasidir (Lothaire 1997).
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Not 2.7. Herhangi u,v € X7 icin u < v olmast, u elemamimin v elemamanmindan
leksikografikal olarak daha once gelmesi veya u elemaninin v elemamanindan leksi-

kografikal olarak kiiciik olmast anlamina gelir.

Ornek 2.8. ¥ = {0, 1} olmak iizere, u = 011 € =% ve v = 01110 € B+ kelimelerini
ele alalim. O halde
v =ul0

olarak yazilabildigi icin v € uX" olur. Dolayisiyla, v < v dir.

Ornek 2.9. ¥ = {0,1} olmak iizere, u = 01101011 € ¥+ ve v = 01101101 € ©F

kelimelerini ele alalim. r = 01101 olmak iizere
u=1r011 ve v=r101

olurveburadaa =0 X, b=1€X;a<b s=11€ Xt vet =01 € X olarak
secildiginde
u=ras ve v=rbt

oldugundan v < v dir.

Not 2.10. X7 iizerindeki leksikografikal siralamanin ayni zamanda X7 iizerinde bir

tam siralama oldugu agiktir (Lothaire 1997).

Leksikografikal siralamanin 6nemli iki 6zelligi asagidaki sekilde verilebilir (Lot-

haire 1997):
(L1) Yw € X5, u < v < wu < wo.

(L£2) Egerv ¢ uX*,Yw, z € X* igin u < v ise uw < vz dir.

2.2. Lyndon Kelimeleri ve Kombinatoriksel Kolyeler

Bu boliimde, herhangi bir sonlu leksikografikal sirali alfabenin elemanlarindan tiireti-
len n uzunluklu £-l1 Lyndon kelimeleri ve bunlarin yakindan iligkili oldugu kombina-

toriksel kolyelerin tanimlar1 ve temel ozellikleri verilecektir.

7
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Ilkel kombinatoriksel kolyelerle temsil edilebilen k-l Lyndon kelimeleri, sozliik
siralamasi olarak da bilinen leksikografikal siralama ile siralanmig k-harfli alfabenin
elemanlarindan tiiretilir (Ruskey ve Sawada 1999; Cusick ve Stanica 2009; Glen 2012).
Metropolis ve Rota (1983) calismalarinda, & farkli renkteki n adet boncugun bir cem-
ber etrafinda yerlestirilmesi sonucunda olusan kolyeyi, kombinatoriksel kolye olarak
adlandirmiglardir. Sekil 2.1 ile £ = 2 ve n = 8 i¢in bir kombinatoriksel kolye ornegi

verilmektedir.

.—>o
‘—>1

Sekil 2.1. £ = 2 ve n = 8 i¢in bir kombinatoriksel kolye

Sekil 2.1 ile verilen kombinatoriksel kolye iizerindeki mavi ve kirmizi boncuklar
sirastyla O ve 1 harfleri ile temsil edilirse, bu kolye iizerindeki rotasyon sonucunda elde

edilen tiim kelimeler agsagidaki kiimenin elemanlaridir:
{10101101, 01011011, 10110110,01101101, 11011010, 10110101,01101011, 11010110}

Yukaridaki kiimede verilen kelimelerin rotasyona gore denk oldugu goriilebilir.
Yani, Sekil 2.1 ile verilen kombinatoriksel kolyeden tiiretilen biitiin kelimeler ayni
denklik sinifina aittir ve Sekil 2.1 ile verilen kombinatoriksel kolye bu kelimelerin
denklik sinifidir. Bir k-1 kolyenin rotasyonlar altinda £-l1 kelimelerin bir denklik sinifi
oldugu (Cusick ve Stanica 2009, s. 36) ¢alismasinda da goriilmektedir. Ilgili kaynakta,
bdyle bir denklik sinifinin temsilci kelimesi olarak leksikografikal siradan en kiiciik

eleman secilmigtir.
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Tanim 2.11 (Periyodik ve ilkel Kelime Kavrami). Kombinatoriksel kolyenin biitiin ro-
tasyonlar altinda temsil ettigi kelime, kendinden daha kisa bir kelimenin tamsayt kuv-
veti olarak yazilabiliyorsa bu kolyeye ve temsil ettigi kelimeye periyodiktir denir. Aksi
durumda ise kolye ve temsil ettigi kelimeye periyodik olmayan(ilkel) denir (Metropolis

ve Rota 1983; Lothaire 1997, Berstel ve Perrin 2007).

Ornegin, ¥ = {0, 1} olmak iizere

m tane 0011

—N——
0011...001T = (0011)™, m € Z* \ {1}

m tane 0011

oldugundan m kelimesi periyodiktir.

Ilkel kelimelerin 6zellikleri hakkinda daha detayli bilgiler (Metropolis ve Rota
1983) kaynaginda mevcuttur.

Periyodik kolye, ilkel kolye ve bunlarin temsil ettigi kelimelerinin birer drnegi,

Sekil 2.2 ile verilmektedir.

011011 001011
ilkel

Sekil 2.2. Periyodik ve periyodik olmayan kolyeler ile bunlarin temsilci kelimeleri

Sekil 2.2 ile verilen iki kombinatoriksel kolyeden sol taraftaki kolyenin temsil et-
tigi kelime 011011 = (011)2 oldugundan 011011 kelimesi ve sol taraftaki kolye pe-
riyodiktir. Ancak, sag taraftaki kolyede bu boyle degildir ciinkii bu kolyenin temsil
ettigi kelime 001011, kendisinden daha kisa bir kelimenin kuvveti seklinde yazilamaz.

Sonug olarak, sag taraftaki kolye ve temsil ettigi 001011 kelimesi ilkeldir.
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Tamim 2.12. £ farkli renkteki n adet boncuktan olusan ilkel bir kolye ile temsil edi-
lebilen, k-harfli alfabeden tiiretilebilen n uzunluklu tiim ilkel kelimelerin olusturdugu
kiimedeki leksikografikal olarak en kiiciik elemana, n uzunluklu k-Ir Lyndon kelimesi
denir (Lothaire 1997; Ruskey ve Sawada 1999; Berstel ve Perrin 2007; Cusick ve Sta-
nica 2009; Glen 2012; Ruskey 2016).

Dolayisiyla, 001011 kelimesi hem ilkel bir kelime hem de eleman1 oldugu denk-
lik simifinin leksikografikal olarak en kiiciik eleman1 oldugundan 6 uzunluklu 2-1i bir
Lyndon kelimesidir.

Bunlara ek olarak, 2 farkli renkte 6 adet boncugun farkli kombinasyonlarda cember
tizerinde dizilimiyle olusan kolyelerin temsil ettigi leksikografikal olarak siralanmig 2-
harfli ¥ = {0, 1} alfabesi iizerindeki tiim 6 uzunluklu 2-1i Lyndon kelimelerinin olus-

turdugu kiime, elemanlar: leksikografikal olarak siralanmig sekilde agsagidaki gibidir:

{000001,000011,000101,000111,001011,001101,001111,010111,011111}.

Ayrica, ¥ = {«, 5} alfabesi iizerinde uzunluklar1 1’den 6’ya kadar degisen leksi-
kografikal olarak siralanmis tiim 2-1i Lyndon kelimeleri asagidaki gibidir:

o af

e aff

o aaf,abf

* aaaf,aaff, afpp

o acaaf,acaff, aafaf, aaBfp, afafs, aBfBs

o acaaaf, acaaff, aaafaf, acaBBf, aafabp, aafBos, cafBBB, ababBB, afBEES

n uzunluklu 2-1i Lyndon kelimelerinin sayis1 Lo (n) gosterilirse yukaridaki listeye
bakildiginda Ly (1) = 2, Ly (2) =1, Lo (3) =2, Ly (4) = 3, Lo (5) = 6, L2 (6) = 9
oldugu goriiliir. O halde, genel olarak, n uzunlugunda kag tane k-li Lyndon kelimesi

vardir? Bir sonraki boliimde bu sorunun cevabi hakkinda bilgiler verilecektir.

10
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2.3. Lyndon Kelimelerinin Sayis1

Bu boliimde, Lyndon kelimelerini sayan sayilar hakkinda temel bilgiler verilecektir.
Lyndon kelimelerini sayan sayilar1 vermeden once bu sayilar1 hesaplayabilmemizi

saglayacak bazi temel tanim ve teoremleri verelim:

Tamim 2.13. Pozitif tamsayilar iizerinde tanimli reel veya kompleks degerli bir fonksi-

yona aritmetik fonksiyon denir (Apostol 1998, s. 24).

Bu calismada kullanilan aritmetik fonksiyonlardan biri p ile gosterilen Mobius

fonksiyonudur ve bu aritmetik fonksiyon,

(
1 n =1 ise,
p(n) =4 (=1)" nsays1 r farkh asalin carpimu ise,
0 n sayis1 bir asal sayinin karesine boliinebiliyor ise
\

seklinde tanimlanir (Apostol 1998).
Bu ¢alismada kullanilan 6nemli formiillerden biri de Mobius inversiyon formiilii-

diir ve asagidaki sekilde verilir:

Teorem 2.14 (Mobius inversiyon formiilii). f ve g iki aritmetik fonksiyon olmak iizere,
fFn)=> g(d) 2.1)
dln

denklemi

gm) = F@n(3) 2)

dln
seklinde ifade edilebilir. Diger taraftan, (2.2) deklemi, (2.1) denklemini gerektirir (Apos-
tol 1998, s. 32).

Bu ¢alismada, n uzunluklu &-li Lyndon kelimelerinin sayist Ly, (n) ile gosterilmis-

tir ve bu sayilar asagidaki sekilde verilir:

11
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Teorem 2.15. y, Mobius fonksiyonu olmak iizere,

1 n
Li(n) = = (-) A 23
k() =~ dZ e (23)
dir (Metropolis ve Rota 1983; Lothaire 1997, Berstel ve Perrin 2007).

Teorem 2.15’in Lothaire, (1997) tarafindan verilen kisa bir ispat1 asagidaki sekil-
dedir:
ispat [Teorem 2.15’in ispati] Sonlu 3 alfabesinin kardinalitesi k£ olmak iizere, > al-
fabesi iizerinde n uzunluklu ilkel kelimelerin eslenik siiflarinin sayisini Ly (n) ile
gosterelim.

w, n uzunluklu bir kelime olsun. z ilkel kelime ve n = ¢d olmak iizere w = 27 ise
w’nun esleniklerinin sayis1 tam olarak d olur. Dolayisiyla,

KM= dLy (d) (2.4)
djn

olur ki buradaki toplam, n sayisinin pozitif bolenleri iizerinden yiiriimektedir. Mobius

inversiyon formiilii ile (2.4) denklemi, (2.3) denklemine denktir ki bu da istenendir. []

n = 1,2,...,15 uzunluklu ikili(2-1li) Lyndon kelimelerinin sayilar1 Tablo 2.1 ile
verilmistir (Ruskey 2016; Sloane 2016).

Tablo 2.1. L, (n) i¢in bazi sayisal degerler

n 112(3/4|5(6/7 |8 |9 |10]11 |12 |13 |14 15

Lo(n) |211]2(3]6|9|18|30|56|99| 186|335 630 | 1161 | 2182

Bos kelimenin uzunlugu 0 oldugundan ve bos kelime ve uzunlugu 0 olan kelimeler

Lyndon kelimeleri sinifina giremediginden n > 0 iken

oldugu ve k£ > 0 iken ise
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oldugu agiktir.
Ayrica, k = 1,2,3,4,5,6,7,8,9 ve n = 1,2,3,4,5 iken Ly (n) sayismn aldigi
degerler (2.3) denklemi yardimiyla hesaplanmistir ve bu degerler Tablo 2.2 ile veril-

misgtir.

Tablo 2.2. L, (n) i¢in baz1 sayisal degerler

k
112] 3 4 5 6 7 8 9
1(1]2]3 4 5 6 7 8 9
21011] 3 6 10 15 21 28 36
3/012| 8| 20 | 40 70 112 | 168 240
! 4101318 60 | 150 | 315 | 588 | 1008 | 1620
510648 | 204 | 624 | 1554 | 3360 | 6552 | 11808

Tablo 2.2 incelendiginde goriilmektedir ki, 4 uzunluklu 6-11 Lyndon kelimelerinin
say1s1 315 dir.

(2.3) denkleminde p asal say1, m € Nve k € ZTU{0} olarak alinirsa, p™ sayisinin
tiim bolenlerinin kiimesi {1, p, p?, ..., p™} oldugundan, Mobius fonksiyonunun tanimi

yardimiyla Ly (p™) sayilart igin

kp’m71 (kanfl(p_l) o 1)

Ly (p™) = p (2.5)

acik formiilii elde edilir (Kucukoglu ve Simsek 2017a).

Not 2.16. Literatiir incelendiginde Ly, (n) sayilart bircok kombinatorik problemde or-
taya ¢ikmaktadir: Ornegin, Ly (n) sayilart Kerber (1999) ve Betten vd. (2006) calis-
malarinda Dedekind sayilari olarak adlandirilmistir ve Betten vd. (2006) bu sayilari,
n. mertebeden herhangi bir devirli (cyclic) grubun maksimal uzunluktaki yoriingele-
rinin sayisini hesaplamak icin kullannmistir. Ayni ¢calismada, Betten vd. (2006) Dede-

kind sayilart icin Tablo 2.2 ye benzer bir tablo da vermislerdir. Ayrica klasik kelime

13
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problemlerinde kullanima ek olarak, (2.3) denklemi ile verilen formiil, Fy [z] Galois
cismindeki n. dereceden indirgenemez monik polinomlarin sayisint da hesaplar (Ker-
ber 1999; Betten vd. 2006; Bodin 2010; Simmons 1970; Buchanan vd. 1993, Rebenich
2016). Ayrica, Ly, (n) saylart

1 1 Lk (n)
1—kz:1_[1(1—z") 26)

n=

bagntist ile verilen siklotomik (cyclotomic) 6zdeglikte bir iis olarak karsimiza ¢cikmak-
tadir (Metropolis ve Rota 1983; Metropolis ve Rota 1984; Buchanan vd. 1993). Bun-
lara ek olarak, Metropolis ve Rota (1983) calismasinda (2.3) denklemi ile verilen for-
miilii kolye (necklace) polinomlart olarak adlandirmislardir ve bu da k-farkl renkteki
n adet boncuktan olusan ilkel kolyelerin sayisini temsil eder. Ayrica (2.3) denklemi, k
adet iiretece sahip serbest Lie cebirinin derecesi n olan homojen alt uzaylart icin bo-
yut formiiliinii de verir ve bu formiil Witt’s formiilii olarak da adlandirilir (Witt 1937;
Petrogradsky 2003; Berstel ve Perrin 2007; Gurbounov ve Schechtman 2009). Petrog-
radsky (2003) ve Gurbounov ve Schechtman (2009) ¢calismalarinda, Hilbert-Poincaré
serilerini kullanarak Witt’s formiilii tipindeki boyut formiilleri icin iirete¢ fonksiyonlari

insa etme metotlart vermistir.

2.4. De Bruijn dizileri, Lyndon Kelimeleri ile ili§kileri ve Bazi1 Uygulamalari

Bu boliimde, Lyndon kelimeleri tarafindan iiretilebilen De Bruijn dizilerinin tanimi ve

baz1 uygulamalar1 verilecektir.

Tanim 2.17. k-harfli alfabe iizerinde olusturulacak n uzunluklu miimkiin her bir keli-
menin ardisik bir sekilde bir alt kelime olarak kesinlikle bir kez goriindiigii k™ uzunlu-
gundaki devirli bir diziye, n. mertebeden k-li De Bruijn dizisi denir (De Bruijn 1946,
Fredricksen 1982; Fredricksen ve Kessler 1986, Cusick ve Stanica 2009).

Ornek 2.18. 0011 dizisi, ikili(2-1i) sistemde ( 2-harfli alfabe iizerinde) 2. mertebeden 4
uzunluklu bir De Bruijn dizisidir. Sekil 2.3, 0011 dizisini ve onun alt dizilerini goster-

mektedir.

14
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10
4. Alt Dizi

].

ikili (2-1i) sistemde
ikinci mertebeden bir De Bruijn dizisi: 00 1 1

00
1.AltDizi Q1 11
3. Alt Dizi

2. Alt Dizi
Sekil 2.3. ikili(2-1i) sistemde (2-harfli alfabe iizerinde) 2. mertebeden 4 uzunluklu bir

De Bruijn dizisi ve onun alt dizileri

Teorem 2.19. n pozitif tam sayist olmak iizere, uzunlugu n sayisini bolen Lyndon ke-
limelerinin leksikografikal olarak birbirine baglanmas ile n. mertebeden k-li bir De
Bruijn dizisi iiretilir (Fredricksen ve Maiorana 1978; Fredricksen ve Kessler 1986,

Cusick ve Stanica 2009).

Ornek 2.20. 2-harfli ¥ = {a, b} alfabesi iizerinde uzunlugu 4’ii bolen; a, b, ab, aaab,
aabb, abbb Lyndon kelimelerinin leksikografikal olarak birbirine baglanmast ile iireti-

len 2* uzunluklu 4. mertebeden De Bruijn dizilerinden biri asagidaki gibidir:
a aaab aabb ab abbb b.

B (k,n), birbirinden farkli n. mertebeden k-li De Bruijn dizilerinin sayis1 olsun.

B (k,n) sayisinin kombinatoriksel ifadesi asagidaki sekilde verilir:

Teorem 2.21.

(k ' ) knfl
kn

dir (Van Aardenne-Ehrenfest ve De Bruijn, 1951).

B(k,n) =

Ornek 2.22. Teorem 2.21 ile verilen denklemde k = 2 durumu giz oniine alinirsa,

92" -n farkli n. mertebeden ikili (2-1i) De Bruijn dizisinin var oldugu anlagsilir.

15
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Bu tez konusunun kapsami diginda olmasina ragmen, De Bruijn dizilerinin De Bru-
1jn ¢izgeleri olarak adlandirilan 6zel yonlendirilmis ¢izgeler ile de iiretildigini belirt-
mekte fayda vardir. Ornegin, herhangi bir De Bruijn dizisi, bir De Bruijn ¢ezgesinin
herbir kenariin veya herbir kdsesinin yalnizca bir kez ziyaret edilmesiyle elde edi-
len Euler dongiisii veya Hamilton dongiisii ile iiretilebilmektedir (De Bruijn 1946; Van
Aardenne-Ehrenfest 1951; Chung vd. 1992; Rosenfeld 2002; Cusick ve Stanica 2009).

Ornegin, Sekil 2.4 ile verilen bir boyutlu De Bruijn ¢izgesinde sirasiyla a-b-c-d
kenarlarinin izlenmesiyle elde edilen Euler dongiisii sonucu Sekil 2.3 ile verilen 2.

mertebeden 0011 De Bruijn dizisi uiretilir.

Sekil 2.4. 2 harfli > = {0, 1} alfabesi iizerinde bir boyutlu De Bruijn ¢izgesi

Buna ek olarak, Sekil 2.5 ile verilen verilen iki boyutlu De Bruijn ¢izgesinde sira-
styla 00-01-11-10 koselerinin izlenmesiyle elde edilen Hamilton dongiisii sonucu yine
Sekil 2.3 ile verilen 2. mertebeden 0011 De Bruijn dizisi iretilir. Ayrica, Sekil 2.5 ile
verilen cizgede 1-6-5-2-3-4-7-8 kenarlarinin ziyaret edilmesiyle olusan Euler dongiisii

sonucu iiretilen 3. mertebeden 2-1i De Bruijn dizisi ise 00101110 dizisidir.
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Sekil 2.5. 2 harfli X = {0, 1} alfabesi iizerinde iki boyutlu De Bruijn ¢izgesi

Sekil 2.6 ise 2* uzunluklu 4. mertebeden 2-li bir De Bruijn dizisinin, 3 boyutlu De

Bruijn ¢izgesi yardimiyla nasil olusturuldugunu gostermektedir.

1001

Sekil 2.6. 2 harfli 3 = {0, 1} alfabesi iizerinde 3 boyutlu De Bruijn ¢izgesi (Compeau
vd. 2011).

Sekil 2.6 ile verilen ¢izge bir Euler dongiisiine sahiptir ciinkii her diigiimiin i¢ ve
dis derecesi 2’ye esittir. 1’den 16’ya kadar mavi renkle numaralandirilmis kenarlar
izlenerek olusan Euler dongiisii yardimiyla 0000, 0001, 0011, 0110, 1100, 1001, 0010,
0101, 1011, 0111, 1111, 1110, 1101, 1010, 0100, 1000 kelimeleri elde edilir ve bu alt

17



KAYNAK TARAMASI I. KUCUKOGLU

kelimeler ile 2¢ uzunluklu 4. mertebeden 2-li De Bruijn dizisi:
0000110010111101

elde edilir (Compeau vd. 2011).

De Bruijn dizileri ve ¢izgelerinin doga bilimleri ve bilgisayar bilimlerinde yogun
olarak kullanildig1 bilinmektedir. Bu tezin kapsami disinda olmasina ragmen bu uygu-
lamalardan birkag¢1 asagidaki sekilde verilmistir.

De Bruijn dizileri ve ¢izgelerinin en 6nemli uygulamalarindan biri DNA dizilimidir
(Compeau 2011). Ayrica literatiir incelendiginde bu dizilerin ve ¢izgelerinin kodlama,
kod ¢ozme ve iletisim aglarinda da kullanildig1 goriilmektedir (Esfahanian ve Hakimi
1985; Baker 2011; Ruskey vd. 2012; Warty vd. 2013).

Ayrica, literatiirde De Bruijn dizilerini, kombinatoriksel kolyeleri ve Lyndon keli-
melerini iireten bircok etkili algoritma mevcuttur (bakiniz; Ruskey 2003; Ruskey ve
Sawada 1999; Sawada vd. 2016; Sawada vd. 2011; Fredericksen ve Maiorana 1978;
Duval 1988)). Bunlardan ii¢ tanesi Fredericksen, Kessler ve Maiorana’nin FKM algo-
ritmasi (Fredericksen ve Maiorana, 1978; Fredericksen ve Kessler, 1986; ayrica baki-
niz (Ruskey vd. 2012a) ve (Ruskey vd. 2012b)), Duval’in Duval algoritmasi (Duval
1988) ve cool-lex siralama algoritmasidir (Ruskey vd. 2012; Durocher vd. 2012; Ste-
vens ve Williams 2012; Stevens ve Williams 2014). Bunlara ek olarak Knuth (2011)
kitabinda, De Bruijn dizilerini lireten algoritmalar tizerine bir bolim vermistir. Lite-
ratiirde, De Bruijn dizileri ve Lyndon Kelimelerini iireten ve algoritmik karmagikligi
veya ¢alisma zamani daha etkili(diisiik) algoritmalar hakkinda agik problemler de ve-

rilmigtir (Carpi vd. 2014).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, tez ¢calismasinda kullanilan 6zel sayilar, 6zel polinomlar ve bunlarin iire-
te¢ fonksiyonlar1 metotlar1 hakkinda bilgiler ve bu metotlar ile ilgili temel 6zellikler

verilecektir.

3.1. Uretec Fonksiyonunun Tanimi ve Baz1 Ozellikleri

Bu alt boliimde, tez calismasinda kullanilan yontemlerden biri olan tirete¢ fonksiyonu-
nun tanimi ve baz1 6zellikleri verilecektir.

Tamm 3.1. {a,, }>°, herhangi bir ézel say: dizisi olmak iizere,

[e.9]

f(t) = Zantn

n=0
tek degiskenli fonksiyonuna, yani katsayilart {a,}2>, dizisi olan bigimsel kuvvet se-
risine, {a,}>2, sayt dizisinin iistel olmayan iirete¢ fonksiyonu denir. Aym sekilde,
{an (z)}52 herhangi bir ozel polinom dizisi olmak iizere, {a, (x)}°> polinom di-

zisinin iistel olmayan iirete¢ fonksiyonu asagidaki cift degiskenli fonksiyonu ile verilir:

F(z,t)=> a,(x)t",
n=0
(Rainville 1960).

Bu tez calismasinda kullanilacak birkag tane 6zel say1 ve 6zel polinomlar i¢in iire-
te¢ fonksiyonlart ve bunlarin 6zellikleri bir sonraki boliimde verilecektir. Diger 6zel
say1 ve 0zel polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyonlari, bunlarin ingaa teknikleri ve te-
mel 6zellikleri i¢in (Rainville 1960), (Wilf 1990), (Charalambides 2002) ve (Srivastava
ve Choi 2012) kaynaklarina bakilabilir.

3.2. Baz Ozel Sayilar, Ozel Polinomlar ve Bunlarin Urete¢ Fonksiyonlari

Bu alt boliimde, tez ¢alismasinda kullanilan diger bir yontem olan 6zel sayilar, 6zel

polinomlar ve bunlarin iirete¢ fonksiyonlar1 hakkinda bilgiler verilecektir.
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3.2.1. Apostol-Bernoulli polinomlari, Apostol-Bernoulli sayilar: ve ozellikleri

Bu boliimde, Apostol-Bernoulli sayilari, Apostol-Bernoulli polinomlari, Bernoulli sa-
yilar1 ve Bernoulli polinomlarinin tanimlar1 ve temel 6zellikleri verilecektir.

t € Colsun. t = 1iken |z| < 27 ve t # 1 iken |z| < |log t| olmak iizere, By, (z,t)
Apostol-Bernoulli polinomlari

zx

STy o

k=0

tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Apostol 1951). Bu iirete¢ fonksiyonunda x = 0 al-
nirsa

Bk (t) = Bk (0; t)

ile gosterilen Apostol-Bernoulli sayilart elde edilir ve dolayisiyla bu sayilarin iirete¢

fonksiyonu:

SE— EOO By (1) 2 (32)
te —1 R '
k=0
olur. (3.1) ve (3.2) denklemlerinden kolayca goriilmektedir ki £ bir pozitif tamsay1

olmak iizere, Apostol-Bernoulli sayilar1 ve polinomlari arasinda

k

Z( ) F=IB; (t) (3.3)

J=
bagintis1 mevcuttur (Apostol 1951; Srivastava ve Choi 2001; Boyadzhiev 2008; Simsek
ve Srivastava 2010; Srivastava vd. 2012; Ozden ve Simsek 2014).

(3.2) denkleminde gerekli cebirsel islemler yapildiktan sonra, Apostol-Bernoulli

sayilari i¢in rekiirans bagintisi m € N\ {1} i¢in

By (t) = 0,
1
Bl (t) = m7
m—1
B, (t) = %t (?)Bj(t), (3.4)
=0
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olarak elde edilir. (3.4) denkleminde verilen rekiirans bagintis1 kullanilarak Apostol-

Bernoulli sayilarinin birka¢ degeri asagidaki sekilde hesaplanir:

—2t
By (t) = (t_—l)g,
3t(t+1
Bs(t) = ﬁ,
4t (2 +4t+1
[54 (t> - ((t— 1>4 )7
5t (3 + 112 + 11t + 1
85 (t) = ( (t— 1)5 )’
—6t (t* + 26t> + 6612 + 26t + 1
BG (t> = ( (t_ 1)6 )7
7t (7 + 57t + 302t 4 302¢% 4+ 57t + 1)
B (t) = T .

Apostol-Bernoulli polinomlarinin birka¢ degeri ise (3.3) denklemi kullanilarak agagi-

daki sekilde hesaplanir:

Bo(.T,t) = 07
1
Bl(x7t> = ma
1 2t
62(x7t> - t—lx_(t—1)27
t t(t+1
Bs(x;t) = k r? — 0 2m—|—3 t+1

(t=1)*"
4 126 o, 12t(t+1) 42 +4t+1)

By(z;t) = x° — 7+ x — 7
1(#:t) t—1 (t—1) (t—1)° (t—1)"
5 20t 30t (t + 1 20t (12 + 4t + 1
Bs (x;t) = L sa® + (+3>x2— (" + 4+ )
=1 (t=1) (t—1) (t—1)
5t (13 4+ 118 + 11t + 1)
(17

(Apostol 1951; Srivastava ve Choi 2001; Boyadzhiev 2008; Simsek ve Srivastava 2010;
Srivastava vd. 2012; Ozden ve Simsek 2014).

Not 3.2. Apostol-Bernoulli sayilarimin niimerik degerlerine bakildiginda bu sayilarin
hepsinin t parametresinin bir rasyonel fonksiyonu oldugu ve bu fonksiyonlarin hepsi-

nin t = 1 noktasinda kutuba sahip oldugu goriilebilir.
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(3.1) denklemi kullanilarak Apostol-Bernoulli polinomlart i¢in asagidaki formiil
elde edilir:

tB, (x +1;t) — B, (z;t) = na" ", n > 1.

Bu denklemde z = 0 alinirsa,
tB, (1;t) = B, (0;t) ,n > 1 3.5)

elde edilir (Apostol 1951).
Ayrica, m € N ve t # 1 olmak tizere Apostol-Bernoulli polinomlarinin agik for-

miili:

B, (t) = %mz_li(—m’f(;;) (t_%)nkml (3.6)

n=0 k=0
ile verilir (Apostol 1951; Boyadzhiev 2008; Simsek 2018b).

(3.1) denkleminde ¢ — 1 olursa By, (x) Bernoulli polinomlari i¢in

P k

> z
= ;Bk (*) 7 (3.7)

iireteg fonksiyonu elde edilir. Burada |z| < 27 dir. (3.7) denkleminde = = 0 alinirsa,

Bernoulli sayilari elde edilir. Bu sayilar By = 1 olmak iizere n € N\ {1} i¢in

n—1
(",> B; =0 (3.8)
0 J

=

rekiirans bagintisina sahiptir. Bu baginti1 yardimiyla Bernoulli sayilarinin birka¢ degeri

1 1 1 1
By = 1,Bi=——,By=-,B3=0,By=——,B5=0,B=—,B,=0
0 y D1 27 2 67 3 s 24 307 5 y 126 427 7 )
1 5
Bs=——,By=0,Big= —,...
8 307 9 ; D10 667

sekilde hesaplanmistir. Burada goriilecegi gibi

B2n+1 = 0, (n S N)
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dir. Bernoulli polinomlari ile Bernoulli sayilar1 arasindaki iligki
n n »
B, (z) =) ( )x” B, (3.9)
j=0

seklindedir. Bu bagint1 yardimiyla Bernoulli polinomlarinin birka¢ degeri

By (z) = 1,
By(z) = x— %,
By(z) = 2> -2+ é,
Bs(z) = 2°— gﬁ + %x,
1
By(z) = x4—2x3+x2—%,
Bs(z) = 2°— 21’4 + gx?’ — éx,
Bs(x) = x6—3$5+g$4—%x2—|—4—12,...

seklinde hesaplanmistir (Berndt 1985, s. 279; Djordjevic ve Milovanovic 2014; Srivas-
tava ve Choi 2012; Srivastava ve Manocha 1984; Quaintance ve Gould 2015).
Matematiginin hemen hemen tiim dallarinda Bernoulli sayilar1 ve polinomlarinin
cesitli uygulamalar1 mevcuttur. Bu uygulamalardan biri, ardisik tam sayilarin kuvvetle-
rinin toplamini, Bernoulli sayilar1 ve polinomlarin cinsinden veren ve iinlii Faulhaber

formiulii olarak bilinen

m

B, 1)— B,
3 gn= 2 (m +1) +1 (3.10)
— n+1

formiildiir (Srivastava ve Manocha 1984; Berndt 1985, s. 279; Srivastava 2000; Srivas-

tava ve Choi 2012; Djordjevic ve Milovanovic 2014; Quaintance ve Gould 2015).
3.2.2. Yiiksek mertebeden Bernoulli tipli, Euler tipli ve Genocchi tipli polinom-
larin iirete¢ fonksiyonlar ve ozellikleri

Bu boliimde tez ¢alismasinda kullanilan yiiksek mertebeden Bernoulli tipli, Euler tipli

ve Genocchi tipli polinomlarin iirete¢ fonksiyonlar: ve bunlarin 6zellikleri verilecektir.
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x € Rvet € Colmak iizere, k,v € Ny, a,b € R i¢in yiiksek mertebeden Berno-
ulli tipli, Euler tipli ve Genocchi tipli polinomlari iceren y,§”2 (x; k,a,b) polinomunun

tirete¢ fonksiyonu

21 k k: v v) Z

seklinde Aygunes ve Simsek (2011) tarafindan tanimlanmistir dyle ki x = 0 icin
(v) Eoa.b) = @) (0. k a.b
yn,t ( )y @, >_yn,t (07 y @, )

dir (Ozden vd. 2010; Aygunes ve Simsek 2011).

v = 1 alinirsa (3.11) denklemi, Ozden vd. (2010) tarafindan daha 6nce tanimlanan
ve klasik Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlarini iceren yfft) (x; k, a,b) polinomu-
nun iirete¢ fonksiyonuna indirgenir, yani

ol—k k s

Zy,ilt) (z:k, a,b) —‘ (3.12)

tbez _ CLb
olur ve burada )} t (35 k,a,b) polinomlar1 x = 0 i¢in
Vud (k.a.b) = Vil (0:k,a.b)

sayilarina indirgenir ki bu sayilar klasik Bernoulli, Euler ve Genocchi sayilarini iceren
bir sayidir (Ozden vd. 2010; Aygunes ve Simsek 2011). Ayrica, (3.11) denkleminde

v = 0 alinrsa,
V) (w3, a,b) =

elde edilir.

En (x;t) ve G, (x;t) sirastyla Apostol-Euler polinomlarini ve Apostol-Genocchi
polinomlarin1 gostermek iizere y,§12 (x;k,a,b) polinomu ile Apostol-Bernoulli poli-
nomlari, Apostol-Euler polinomlart ve Apostol-Genocchi polinomlar: arasinda sira-

styla
Y (@1,1,1) = B, (1),
Vi (@:0,-1,1) = & (1),
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1
Vi (@1, =11) = 2Gu(w:1).

bagintilar1 mevcuttur (Ozden vd. 2010).

3.2.3. Frobenius-Euler sayilari ve bu sayilarin iliskili oldugu bazi say1 aileleri

Bu boliimde, Frobenius-Euler sayilarinin tanimi ve bu sayilarin iliskili oldugu bazi say1
aileleri hakkinda bilgiler verilecektir.

H, (t) ile gosterilen Frobenius-Euler sayilari,
1—1 - "

= H,(t)—
e*—1 ; (®) n!
irete¢ fonksiyonu yardimiyla tanimlanir (Jang ve Pak 2002; Kim ve Kim 2012; Simsek
2005; Simsek 2010; Simsek vd. 2004; Simsek vd. 2007).

n > 1 iken Apostol-Bernoulli sayilari ile Frobenius-Euler sayilar1 arasindaki ba-

ginti:

Tt 1 t
ifade ile verilir (Kim vd. 2008; Simsek 2016b).

u € C\ {1}, a € R* ve a > 1 olmak iizere Simsek (2013a) tarafindan Y, (u; a)

B (t) = — £h1<1> (3.13)

sayilari,

1 = n
=3 Yi(ua) 5 (3.14)
—u = n!

aZ

tirete¢ fonksiyonu ile tanimlamistir.

olmak iizere (3.14) denklemini kullanarak, Simsek (2017) ayrica n > 1 i¢in

1 —
Y, (u;a) =

S (1)

rekiirans bagintisin1 vermistir.
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Buna ek olarak, Simsek (2017) n > 1 olmak iizere Frobenius-Euler sayilar ile

Y., (u; a) sayilart arasindaki bir iligkiyi
n—1 n
H, (u) = — < ,)Yj(u;e) (3.15)

bagintisi ile vermistir.
w(n), Fubini sayilarin1 gostermek iizere (3.14) denkleminde u = 2 ve a = e ali-

nirsa,

w(n) =—Y, (2;e)

elde edilir ve Fubini sayilar1 kombinatorik olarak {1, 2, ..., n} kiimesinin bos olmayan
sirali pargalaniglarinin sayisi olarak tanimlanir (Comtet 1974, s. 228). Fubini sayilari
ile ilgili temel bilgiler i¢in (Good 1975) ¢aligmasina bakilabilir. Ayrica, Fubini sayila-
rinin sifreli kilit ve De Bruijn dizileri ile iliskili oldugu da bilinmektedir (Velleman ve

Call 1995).

3.2.4. Stirling sayilar ve ozellikleri

Bu boliimde, Stirling sayilari ile ilgili temel tanim ve 6zdeslikler verilmigtir.
(), = v (z—1)(z—2)...(r —n+ 1) azalan faktoriyel olmak iizere, S (n, k)
ile gosterilen ikinci tiir Stirling sayilar icin azalan faktoriyeli iceren bir baginti (Cha-

ralambides 2002, s. 202):
> 8 (n,k) (), = 2" (3.16)
k=0

seklindedir. Ayrica, S (n, k) sayilarinin iirete¢ fonksiyonu:
= 21,
> s, k) = (€ = 1)*
n=~k

ifadesi ile verilir. S (0,0) = 1, k > n iken S (n,k) = 0 ve n > 0 iken S(n,0) = 0

olmak iizere S (n, k) sayilari i¢in rekiirans formiilii:

S(n,k)=Sn—-1,k—1)+kS(n—1,k) (3.17)
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ile verilir ve ikinci tiir Stirling sayilarinin acik formiilii:
1 o k
S(n, k) == (=1) k—j)" 3.18
= 2 y(4) - a.19

dir. Dahasi, (x), azalan faktoriyeli s (n, k) ile gosterilen birinci tiir Stirling sayilari

cinsinden
(x), = Y _s(n,k)a* (3.19)
k=0

seklinde de yazilabilir (Srivastava ve Choi 2012; Comtet 1974; Bona 2007; Charalam-
bides 2002).

Ikinci tiir Stirling say1lar1 kombinatorik olarak n elemanli sonlu bir kiimenin % tane
alt kiimeye parcalanislarinin sayis1 olarak tanimlanir (Charalambides 2002) ve burada
belirtmeliyiz ki birinci tiir Stirling sayilarinin mutlak degeri |s (n, k) |, & dongiilii n-li
permiitasyonlar1 sayar (Charalambides 2002; Bona 2007).

Bernoulli sayilari ile ikinci tiir Stirling sayilar1 arasindaki baginti,

B,, = ; (—1) ji—!15 (m, j) (3.20)

ile verilir (Simsek 2013b; Remark 5).

3.2.5. y3(n, k; \;a,b) sayi ailesi ve ozellikleri
Bu boliimde, y3(n, k; A; a, b) say1 ailesinin tanimi ve temel 6zellikleri verilmistir.

Tanim 3.3. a ve b reel sayilar ve X reel veya kompleks bir sayt olmak iizere ys3(n, k; \; a, b)
sayilari,
bkz

Fy(z, kX a,b) = % (Ae@ D7 4 1)" = > ys(n,k; Asa, b)%
! v !

iirete¢ fonksiyonu yardimiyla tanimlanir (Simsek 2016a).

Yukarida iirete¢ fonksiyonu verilen y3(n, k; A; a, b) sayilarinin agik formiilii ise aga-

g1daki sekilde verilir (Simsek 2016a):
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Teorem 3.4. i

ys(n, k; X; a, b) —%Z())\J bk + j(a — b)) (3.21)

7=0

3.3. Zeta Tipli Fonksiyonlar ve Ozellikleri

Bu boliimde, Apostol-Bernoulli tipli say1 ve polinomlarin interpolasyon fonksiyonlari
verilecektir. Bu interpolasyon fonksiyonlar1 ve 6zellikleri bu tez ¢alismasinda kullani-
lacaktir.

|z| < 1iken aeC\Z;; s€C ve |z| = 1 iken Re(s) > 1 olmak iizere, Hurwitz-
Lerch zeta fonksiyonu @ (z, s, a):

TL

[ee)
zsa E
n+a

n=0
seklinde tanimlanir (Srivastava ve Choi 2012, s. 121).

Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonunun bazi 6zel durumlari, sirasiyla:

o0

®(1,s,1) = ans,Re )>1)
P(L50) = €)= 32 (o (Re ) ).

Riemann zeta fonksiyonu ve Hurwitz (veya genellestirilmis) zeta fonksiyonudur (Sri-
vastava ve Choi 2012).
Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu, negatif tamsayilarda Apostol-Bernoulli polinom-

larinin interpolasyon fonksiyonudur, yani d herhangi bir negatif olmayan tamsayi ol-

mak lizere
Bus (a; 2)
®(z2,—d,a) = ———— 322
(27 7@) d + 1 ( )
dir (Apostol 1951, Ozden vd. 2010, Srivastava ve Choi 2012).
Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu ayn1 zamanda
2®(z,s,a+ 1) — P(z,8,a) = —a™". (3.23)
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fark formiiliinii de saglar ve bu formiil kullanilarak

m

"D (2, 5,a+m+ 1) — ®(2,8,a) = — Z Z"(n+a)”® (3.24)
n=0

yazilabilir (Srivastava ve Choi 2012). Dolayisiyla, z and a herhangi kompleks sayilar
ve d herhangi bir negatif olmayan tamsay1 olmak iizere, (3.24) denkleminde s = —d
yazilirsa ve (3.22) denklemi kullanilirsa, Apostol-Bernoulli polinomlart ile ilgili agagi-

daki formiil elde edilir (Apostol 1951; Srivastava ve Choi 2012; Kucukoglu vd. 2017a):

( m+18 1: — B :
) z d+1(a+77:i‘:— 172) d+1(a,z)7 z € C\ {1} ise,
Z 2"(n 4+ a)d = (3:25)
n=0 m+1B 1)— B
z a+1(a Z”llr ) a+1(0) 7 diger durumlarda.
\

k,b € Ny ve v € N olmak iizere Aygunes ve Simsek (2011) tarafindan tanimlanan
v-inci mertebeden Lerch zeta tipli fonksiyonu ¢ EU) (s,k,a,b)

(k—1)v oo _ t\bn
¢ (s, k,a,b) = a=t (—1) 3 (n v 1) Q (3.26)

2 n n
n=1

ifadesi ile verilir ki burada |£| < 1iken s € C ve |£| = 1 iken Re (s) > 1'dir.

Not 3.5. Burada belirtmeliyiz ki ¢ ,Ev) (s, k,a,b) fonksiyonu, yiiksek mertebeden Berno-
ulli, Euler ve Genocchi sayilarinin negatif tamsayilardaki interpolasyon fonksiyonudur

(Aygunes ve Simsek 2011).

Aygunes ve Simsek (2011) ayn1 zamanda r > kv i¢in asagidaki bagintiy1 da ispat-

lamiglardir:
Vi (k.a.b)
(krv) (lﬁ}) !

Not 3.6. (3.26) denkleminde v, a, b ve k’nin ozel degerleri alindiginda zeta fonksiyon-

¢ (kv =1 kya,b) = (=)™ (3.27)

lar ailesinden Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonlari, Hurwitz zeta fonksiyonlari, Riemann
zeta fonksiyonlart gibi fonksiyonlar elde edilir. Zeta fonksiyonlar ailesindeki fonksi-
yonlar icin (Apostol 1951; Aygunes ve Simsek 2011; Kim vd. 2008; Ozden vd. 2010;
Ozden ve Simsek 2014, Srivastava ve Choi 2001; Srivastava ve Choi 2012) calismala-

rina bakilabilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, tez calismasinda elde edilen tiim sonuglar verilmistir.

4.1. ys(n, k; X; a, b) Say1 Ailesi ile De Bruijn Dizileri Arasindaki Tliski

Bu boliimde, y3(n, k; A; a,b) say1 ailesi ile birbirinden farkli 2. mertebeden k-li De
Bruijn dizilerinin sayis1 arasindaki iligki verilmigtir.
(3.21) denkleminde ¢ = b = 1 alinirsa bu denklem,

k
ys(n, k; X 1,1) = o (14 )"

esitligine indirgenir. Bu esitlikte,

alimirsa ve n = 0 ise
k!

elde edilir. Yani, bu bize k% uzunlugundaki birbirinden farkli k-l De Bruijn dizilerinin

sayisinin y3(n, k; \; a, b) sayilari cinsinden ifadesini verir.

4.2. Asal Say1 Uzunluklu Lyndon Kelimelerinin Sayilari icin Uretec Fonksiyonla-

rimn Insas1 ve Uygulamalari

Bu boliimde, sonlu leksikografikal sirali alfabe lizerinde tanimli kelimelerden biri olan
Lyndon kelimelerini sayan sayilar i¢in (Kucukoglu ve Simsek 2017) ¢aligmasinda inga
edilen iirete¢ fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlar ile ilgili sonuclar verilmistir. Bu bo-
liimde, herhangi bir asal say1r uzunluklu £-l1 Lyndon kelimelerinin sayis1 géz Oniine
almmustir.

p herhangi bir asal say1 olmak tizere, Ly (p) sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonunlari

asagidaki sekilde tanimlanmistir (Kucukoglu ve Simsek 2017):

30



BULGULAR VE TARTISMA I. KUCUKOGLU

Tanmim 4.1. p bir asal sayi ve |t| < 1 olmak iizere, p uzunluklu k-li Lyndon kelimeleri-

nin sayari (Ly, (p) sayilar) icin iirete¢ fonksiyonlart asagidaki sekilde tanimlanir:

fult,p) = Li(p)t*. (4.1)
k=0

Not 4.2. Burada belirtmeliyiz ki, her bir p asal say: degerine karsilik gelen bir iiretec

fonksiyonu vardir.

Ornek 4.3. (4.1) iirete¢ fonksiyonunda p = 2 alimirsa ve (2.5) denklemi ile verilen

Sformiil kullamilirsa, geometrik seri yardimiyla

e

elde edilir (Kucukoglu ve Simsek 2017; Kucukoglu vd. 2017a; Kucukoglu vd. 2017b).

Ornek 4.4. (4.1) denkleminde p = 3 alumirsa, geometrik seri yardimiyla

e =5 (5255)

olur (Kucukoglu ve Simsek 2017; Kucukoglu vd. 2017a; Kucukoglu vd. 2017b).

Teorem 4.5. p asal say: olsun. O halde

ien = ()

dir ki burada a; € R olmak iizere

p
q(t)=) a;t"
=0

seklindedir ve der (q (t)) < p olan bir polinomdur (Kucukoglu ve Simsek 2017).

Ispat (2.5) denkleminde, m = 1 6zel durumu kullanilirsa

fo(t,p) = lz (kP — k)" = ! (Z Bt =) k:tk) (4.2)
p k=0 p k=0 k=0

elde edilir ve burada asal sayilar lizerinden yapilacak matematiksel tiimevarimla iste-

nen sonug elde edilir. U
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4.2.1. fi(t,p) iiretec fonksiyonlar: ile Apostol-Bernoulli sayilar1 arasindaki ilis-

kiler

Bu boliimde, f7,(¢, p) tireteg fonksiyonlari ile Apostol-Bernoulli sayilar arasindaki ilig-
kiler arastirllmistir. Uzunlugu bir p asal sayisi olan k-li Lyndon kelimelerinin sayisi-
nin etkili bir iirete¢ fonksiyonunu bulmak icin f7, (¢, p) tirete¢ fonksiyonunun Apostol-
Bernoulli sayilar1 cinsinden yeniden ingas1 yapilmistir. Bu boliimde verilen sonuglarin
bir kismi, (Kucukoglu vd. 2017b) ¢alismasinda yer almaktadir.

(Kucukoglu ve Simsek 2017) calismasinda insaa edilen f; (¢, p) tirete¢ fonksiyon-
lar1, (Kucukoglu vd. 2017b) calismasinda Apostol-Bernoulli sayilarinin ¢ parametre-
sine bagli fonksiyonlari cinsinden yeniden insa edilmis ve fy (¢, p) ifadesi ile asagi-

daki teoremle verilmisgtir:

Teorem 4.6. p bir asal sayisi olmak iizere,

Ba(t) _ By (1)

Jrs(t,p) = (4.3)
o(:7) 2p plp+1)
dir (Kucukoglu vd. 2017b).
ispat (3.26) denkleminde s = —m ve k = a = b = v = 1 alinirsa,
Plem, 1,1,1) = e (4.4)
n=1
bulunur. Ayrica, (3.27) denkleminde r = 1+ m ve k = a = b = v = 1 alinirsa,
(1) 1 1 1 yl(-li-)m,t (17171) 45
Gt (_m”’)__lJr—m 4.5)
elde edilir. (3.1) ve (3.11) denklemlerinden
Vil (1,1,1) = B, (1) (4.6)

oldugu acgiktir. Yani, Cgl)(—m, 1,1,1) fonksiyonunun, Apostol-Bernoulli sayilarinin
interpolasyon fonksiyonu oldugu (4.5) denklemi yardimiyla goriilebilir (Ozden vd.
2010; Aygunes ve Simsek 2011).
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Bu nedenle, (4.4), (4.5) ve (4.6) denklemleri, (2.5) ve (4.1) denklemleriyle birles-

tirilirse, istenilen sonug elde edilir. O

Yukarida verilen teorem i¢in bazi 6zel notlar ve 6rnekler asagida verilmistir:

Not 4.7. Teorem 4.6 ile verilen denklemde p = 2 alinirsa,

t2
t,2) = 4.7
elde edilir. Bu sonucun Ornek 4.3 ile verilen fonksiyona esit oldugu goriilebilir.
Not 4.8. Teorem 4.6 ile verilen denklemde p = 3 alinirsa,
2t?
t,3) = 4.8

bulunur. Bu sonucun da Ornek 4.4 ile verilen fonksiyona esit oldugu goriilebilir.
(4.3) denklemi ile (3.4) denklemi birlestirilirse asagidaki sonug elde edilir:

Sonuc 4.9. p bir asal sayr olmak iizere,

" 1 1 —(p+1
fLB(t>p):_p(t_1) (t—l CpH14 0( J >Bj(t)>

=

dir (Kucukoglu vd. 2017b).

4.2.2. fL,.(t, p) iiretec fonksiyonlar: icin hesaplama algoritmalari

Bu boliimde, (3.4) denklemi ile (4.3) denklemini birlestirerek, asal say1 uzunluklu k-
It Lyndon kelimelerinin sayis1 i¢in Apostol-Bernoulli sayilar1 yardimiyla insa edilen
irete¢ fonksiyonlarinin niimerik degerlerini etkili bir sekilde hesaplayan algoritmalar
tiretilmistir. Ayrica, bir sonraki boliimde bu algoritmalar kullanarak f;, (¢, p) tireteg
fonksiyonlarinin grafikleri ve bazi niimerik uygulamalar1 verilmistir. Bu boliimde yer
alan algoritmalar ve uygulamalar1 (Kucukoglu vd. 2017b) ¢calismasinda mevcuttur.
Simdi ilk olarak Apostol-Bernoulli sayilarini hesaplayan asagidaki algoritmayi ve-

relim (Kucukoglu vd. 2017b):
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Algoritma 1: m bir tamsay1 ve ¢t € C \ {1} olmak iizere bu algoritma, (3.4) denklemi
ile verilen m-inci Apostol-Bernoulli sayisin1 dondiiren rekiirsif (6zyinelemeli) algorit-

madir.
procedure AposT_BERN_NuM(m: negatif olmayan tamsayt, t)

Begin
Local variable ; : integer
if m = 0 then
return 0
else
if m = 1 then
return 1/ (t — 1)
else
return (¢/ (1 —t)) * sum (Binomial_Coef (m,])
— % APOST_BERN_NUM(m — j,t),7,1,m)
end if
end if

end procedure

Simdi, onceki boliimlerde Apostol-Bernoulli sayilari cinsinden insa edilen f7, (¢, p)

tirete¢ fonksiyonlarini hesaplayan algoritmay1 verelim (Kucukoglu vd. 2017b):
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Algoritma 2: p bir asal say1, t € C\ {1} ve |[{| < 1 olmak iizere bu algoritma, Al-
goritma 1 ile verilen APOST_BERN_NUM prosediiriinii kullanarak, (4.3) denklemiyle
verilen p uzunluklu k-l Lyndon kelimelerinin sayist1 i¢in verilen f, . (¢, p) tirete¢ fonk-

siyonlarini dondiiriir.

procedure GEN_FuNc_LyYNDON(Z, p: asal say1)
Begin
Local variables v, v, < 0
v1 = (1/2p) *APOST_BERN_NUM(2, t)
vo=(1/(p*x(p+1))) *APOST_BERN_NUM(p + 1,t)
Jrs(t,p) = v1 — v
return f; . (¢,p)

end procedure

4.2.3. fr, (t,p) iiretec fonksiyonlarimn grafikleri

Bu béliimde, fr, (¢,p) iirete¢ fonksiyonlarinin bazi p asal say1 degerlerine karsilik
gelen grafikleri ¢izilmistir. Bu boliimde yer alan grafikler (Kucukoglu vd. 2017b) ca-
lismasinda mevcuttur.

Burada, f; , (¢, p) tirete¢ fonksiyonunun grafiklerini ¢izmek i¢in

c 1 1
107 10

aralig1 secilmistir. Secilen bu araligin ve bazi asal say1 degerlerinin, f;, (,p) lireteg

fonksiyonunun grafigini nasil etkiledigi Sekil 4.7 ile gosterilmektedir.
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Sekil 4.7. Cesitli p asal say1 degerleri i¢in f7, (¢, p) iirete¢ fonksiyonlar

Sekil 4.7 ile verilen grafiklerden goriilmektedir ki f7,,, (¢, p) iirete¢ fonksiyonlarinin
grafiklerinin sekli p asal say1 de8erlerinin degismesinden etkilenmektedir. Bu sekilden
ayrica p degeri arttifinda egrilerde sapmalar meydana geldigi goriilebilir. Bu egriler,
frg (t,p) tirete¢ fonksiyonlarin 6zelliklerini analiz etmemiz i¢in bize bilgi saglamak-
tadir. Ayrica, bu egriler geometrik tasarimda ve bunlarin uygulamalarinda yeni egriler

gelistirmek i¢in kullanilabilir.

4.2.4. Baz ozel asal sayr simflar icin f; (¢, p) iirete¢ fonksiyonlarimin yaKkinsa-

dig1 degerler

Bu boliimde, Boliim 4.2.2.°de verilen algoritmalar kullanilarak, Fermat asallar1, Mer-
senne asallari, Fibonacci asallar1 ve Lucas asallar1 gibi bazi 6zel asal say1 siniflarin-
dan secilen herhangi bir asal say1 uzunlugundaki £-l1 Lyndon kelimelerin sayilarinin
tirete¢ fonksiyonlarinin temsil ettigi kuvvet serilerinin hangi sayiya yakinsadig: bulu-
narak bazi niimerik hesaplamalar yapilmistir ve bu 6zel asal say1 siniflar1 i¢in iireteg

fonksiyonlarinin tablolar1 verilmistir. Boylece, bu iirete¢ fonksiyonlarinin davranigla-
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rinin incelenebilmesi ve siniflandirilabilmeleri i¢in bir zemin hazirlanmistir. Ayrica
bu béliimde, Algoritma 1 ve Algoritma 2 yardimiyla bazi 6zel asal say1 siniflar1 i¢in
frs(t, p) tireteg fonksiyonunun temsil ettigi kuvvet serilerinin yakinsadigi degerler he-
saplanmistir. Bu boliimde verilen tiim sonuglar ve daha fazlasi, (Kucukoglu vd. 2017b)
calismasinda yer almaktadir.

Oncelikle, Algoritma 1 ve Algoritma 2 kullanilarak, f7,(¢,p) iirete¢ fonksiyonu-
11 1

—1 1 degerlerindeki birka¢ degeri hesaplanarak

nun p = 2,3,5,7vet = 1,5,3,—3,—3

tiim bu degerler, asagidaki Tablo 4.3 ile verilmistir:

Tablo 4.3. Tlk dort asal say1 igin f7 , (, p) iireteg fonksiyonunun bazi niimerik degerleri

t
1 1 1 _1 _1
2 3 3 4
3 3 4
2 2 5 61 25
9 9 32
3 8 3 8 55
27 27 864
p 5 216 2 512 15625
5427 243 3936
7 13512 16 74096 | 78125

fr,(t,p) tirete¢ fonksiyonunun ¢ = 1 noktasinda kutbu oldugundan dolay1, Tablo
4.3’de t = 1 noktasina karsilik gelen kolon, f;, (¢, p) iirete¢ fonksiyonu tanimsiz ola-
cak sekilde gosterilmisgtir.

Literatiire bakildiginda Fermat asallar1 ve Mersenne asallar1 gibi 6zel bir formiille
tiretilen veya Fibonacci asallar1 ve Lucas asallar1 gibi 6zel bir 6zellige sahip olan bir¢cok
asal say1 simiflart mevcuttur. Ornegin, n € Z* olmak iizere 2" — 1 formunda yazilabi-
len asal sayilara Mersenne asallari, 22" + 1 formunda yazilabilen asal sayilara Fermat
asallar1, asal bir say1 olan Fibonacci ve Lucas sayilarina da sirasiyla Fibonacci ve Lu-
cas asallar1 denir (bkz: Sloane 1964). Burada belirtilmelidir ki Tablo 4.3 ile verilen 3
ve 7 asallar1 Mersenne asallar1 ve 3 ve 5 asallar1 da Fermat asallaridur.

fr,(t, p) tirete¢ fonksiyonunun 7 sayisindan bityiik asal sayilar i¢in niimerik hesap-
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lamalar1 yapildiginda elde edilen degerler cok basamakli tamsayilar veya biiyiik pay
ve paydaya sahip kesirler ¢iktigindan dolayi, ¢ = —% vet = % degerlerine karsilik ge-
len fr,,(t,p) trete¢c fonksiyonlarinin diger degerleri tablo haricinde asagidaki sekilde
verilmisgtir:

p = 11 asal sayisi, ayn1 zamanda bir Lucas sayisi oldugundan Lucas asallar1 sini-
finin bir tyesidir. f1, (¢, p) iirete¢ fonksiyonunda p = 11 alimirsa, 11 uzunluklu k-l
Lyndon kelimelerinin sayisi, ve ¢t = —% vel = % degerleri icin verilen lirete¢ fonk-
siyonlarinin temsil ettigi kuvvet serileri ve yakinsadig1 degerler sirasiyla agsagidaki se-

kilde hesaplanmisgtir:

k
33176
—-11 § L (11) 220
fLB( ) g ( ) 6561 ’

fro (— 11) jg:.Lk (11) (i ) = 295024104

p = 13 asal sayisi, ayni Zamanda bir Fibonacci sayis1 oldugundan Fibonacci asal-

ve

lart siifinin bir @iyesidir. f,, (¢, p) tirete¢ fonksiyonunda p = 13 alinirsa, 13 uzunluklu

k-1 Lyndon kelimelerinin sayisi, ve ¢t = —% vet = % degerleri icin verilen lireteg

fonksiyonlarinin temsil ettigi kuvvet serileri ve yakinsadig1 degerler sirasiyla asagi-

daki sekilde hesaplanmustir:

1\* 1474760
—=.1 Li(1 -
fLB ( 3) Z k 3 ( ) 19683 )

1 ad 1\*
~13)=S"1,3) (=) = 81055130520
frs (2, 3) 22% 1(13) <2> 81055130520

fr,(t,p) tiretec fonksiyonda bir Fermat asal sayisi olan p = 17 sayist alinirsa, 17

veE

uzunluklu £-l1 Lyndon kelimelerinin sayisi, ve ¢t = —% vet = % degerleri i¢in verilen
tirete¢ fonksiyonlarinin temsil ettigi kuvvet serileri ve yakinsadigi degerler ise sirasiyla

asagidaki sekilde hesaplanmistir:

1 > 1\* 11745087800
217 =N"L.an(-z) = =0
fLB ( 27 7) kZ:O k( 7) ( 2) 531441 3
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ve

frgs <— 17) ZLk (17) < ) = 15337737297545400.

4.2.5. f.(t,p) iiretec fonksiyonlarim saglayan diferansiyel denklemler ve bazi

uygulamalari

Bu boliimde, asal say1 uzunluklu £-11 Lyndon kelimelerinin iirete¢ fonksiyonlarin sag-
layan diferansiyel denklemler elde edilmistir ve bazi uygulamalar1 yapilmistir. Ayrica,
tirete¢ fonksiyonlar1 i¢in elde edilen yiiksek mertebeden tiirevlerin niimerik degerle-
rini hesaplayabilen bir algoritma da verilmistir. Bu boliimde, (4.3) denklemi ile ve-
rilen f1 ., (t,p) tirete¢ fonksiyonlariin yiiksek mertebeden tiirevleri i¢in formiiller ve
bu formiiller ile ilgili bir 6zdeslik tiiretilmistir. Ayrica, iirete¢ fonksiyonlarinin yiiksek
mertebeden tiirevlerinin niimerik degerlerini etkili bir sekilde hesaplayan bir algoritma
da bu boliimiin sonunda verilmistir. Bu boliimde verilen tiim sonuglar ve daha fazlasi,
(Kucukoglu ve Simsek 2018) calismasinda yer almaktadir.

fr, (t,p) tirete¢ fonksiyonlarmin yiiksek mertebeden tiirevlerini iceren Teorem

4.12’1 ispatlayabilmek icin Oncelikle asagidaki onteoreme ihtiya¢ duyulmaktadir:

Onteorem 4.10.

dv Cd =2t 2=l (t+ )
@{82 (t>}— dtv {(t—1)2} - (t—l)v+2 :

Ispat Bu 6nteoremin ispat1 - operatorii ile ilgili oldugundan agiktir. U

dt”

Ayrica ¢ok iyi bilinmektedir ki Apostol-Bernoulli sayilarini ikinci tiir Stirling sa-
yilar1 ile hesaplamak i¢in kullanilan formiil agsagidaki sekilde verilir (Apostol 1951; s.
166):

n < t K
- | — _
- Ok.<1_t) S(n—1,k). 4.9)

k=
Not 4.11. (4.9) ile verilen bu baginti, Boyadzhiev tarafindan da (Boyadzhiev 2008)

calismasinda ve Simsek tarafindan (Simsek 2018) calismasinda verilmistir.
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Bu bilgiler 1s181nda, f;, (t,p) tireteg fonksiyonunun ¢ parametresine gore yiiksek

mertebeden tiirevini igeren teorem ve ispati1 asagidaki sekildedir:

Teorem 4.12. v € N olmak iizere

d" 1L (=D
%{fLB (t,p)} - p (t . 1)y+1

L OO ()}

dir (Kucukoglu ve Simsek 2018).

t+wv
t—1

p
+ Y KIS (p,k) (4.10)
k=0

Ispat (4.9) denklemi (4.3) denkleminde yerine yazilirsa

1 t 1 <& t\"
fLB(t?p):_]_j ((t—1)2+t—1zk' (1——t) S(p,]f))

k=0
elde edilir. Bu denklemin her tarafinin ¢ parametresine gore tiirevi alinirsa, asagidaki

tirev denklemi elde edilir.

d o 1r=(+1)
E{fLBO(;’p)} - p|:(t_1>3

+§k!5(p,k) {_(t—11)2 <1it)k+ (t_kl)?’ (1;)’“1}] .

Yukaridaki tiirev alma islemi v kez yapilirsa, Onteorem 4.10 yardimiyla ve tiimevarim

metodu kullanilarak teoremdeki ifadeye ulagilir. U

(4.10) denkleminde ¢t = 0 alinirsa, 7, (¢, p) tirete¢ fonksiyonunun ¢ parametresine

gore yiiksek mertebeden tiirevi icin asagidaki kombinatorik toplam elde edilir:

Sonug 4.13. v € N olmak tizere

v

d
S (R0)

!

=0 P

vt gﬂ(j.)smj)] @.11)

dir (Kucukoglu ve Simsek 2018).
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Bu boliimde ayrica, ikinci tiir Stirling sayilarinin (3.18) denklemi ile verilen agik
formiilii ile Teorem 4.12 ile verilen tiirev formiilii birlestirilerek, asal say1 uzunluklu
k-l Lyndon kelimelerini sayan sayilarin iirete¢ fonksiyonlarinin yiiksek mertebeden
tiirevlerinin niimerik degerlerini hesaplayabilen bir algoritma, Algoritma 3 ile veril-

misgtir.

Algoritma 3: p bir asal say, v € N, ¢t € C\ {1} ve [t| < 1 olmak iizere bu algoritma, p
uzunluklu k-I1 Lyndon kelimelerini sayan sayilarin iirete¢ fonksiyonlarinin (4.10) denklemiyle
verilen yliksek mertebeden tiirev denklemini dondiiriir. (Bu algoritma isleyis bakimindan ikinci
tiir Stirling sayilar ile ilgilidir ve bu sayilar algoritma igerisinde Stirling_Num_Second

prosediirii ile gosterilmigtir).

procedure DERIVATIVE_GEN_FuUNC_LYNDON(v: pozitif tamsayi, ¢, p: asal say1)
Begin
Local variables: j < 0,k < 0,5 < 0
forall £in {0,1,2,...,p} do
forall jin {0,1,2,...,v} do
S« S+Power(—1,j) *xBinomial_Coef (v,})
— *Binomial_Coef (k,j) * Factorial (k)
< %Stirling_Num_Second (p, k) * (1/Power (t — 1,7))
— xPower (t/ (1 —1t),k —j)
end for
end for
return — (1/p) x ((Power (—1,v) * Factorial (v)) /Power (t —1,v + 1))
= *(t+0)/(t-1)+5)

end procedure

4.2.6. Ly (p) sayilari icin bagka interpolasyon fonksiyonlari

Bu boliimde, Apostol-Bernoulli sayilari ile Frobenius-Euler sayilart arasindaki bir ba-
gint1 ve Frobenius-Euler sayilar ile Fubini sayilart arasindaki bir baginti kullanilarak,

Teorem 4.6 ile verilen (4.3) denkleminin sag yani diger 0zel sayilar cinsinden ifade
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edilmistir ve boylece Ly (p) sayilari igin bagka interpolasyon fonksiyonlari elde edil-
mistir.

Teorem 4.6 ile (3.13) denklemi birlestirilerek asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.14. p bir asal say: olmak iizere,

frs(t,p) = (4.12)

dir (Kucukoglu vd. 2017b).

Ayrica, (3.14) denklemi ile iirete¢ fonksiyonu verilen say1 ailesi yardimiyla f . (¢, p)
ile Fubini sayilar1 arasindaki iligkilerin kurulmasi saglanacaktir. Bu calismada ayrica
Y., (u; e) sayilari, Fubini sayilar1 ve f, (¢,p) iirete¢ fonksiyonlar ile ilgili asagidaki
formiiller de verilmistir:

(4.12) denklemi ile (3.15) denklemleri birlestirilerek, © > 1 olmak iizere Ly (p)

sayilar1 icin bir diger iirete¢ fonksiyonu asagidaki teorem ile verilmistir:

Teorem 4.15. p bir asal sayt ve u > 1 olmak iizere,

oo (37) = 5P * Z () v

J

dir (Kucukoglu vd. 2017b).

Yukaridaki formiilde v = 2 alinirsa, asagidaki sonug elde edilir:

frp (%m) — ]% (—1 + % <§>w(j))

j:
dir (Kucukoglu vd. 2017b).

Sonuc 4.16.

4.3. Lyndon Kelimelerinin Sayisi icin Diger Uretec Fonksiyonlarmin Insasi

Bu boliimde, (Kucukoglu vd. 2017a) ¢alismasinda Lyndon kelimelerini sayan sayilar
yani Ly (n) sayilari i¢in inga edilen iirete¢ fonksiyonlarinin tanimlari verilecektir ve bu

tirete¢ fonksiyonlarinin Bernoulli sayilari, Bernoulli polinomlari, Apostol-Bernoulli
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sayilar1 ve Apostol-Bernoulli polinomlari ile iligkileri ispatlanacaktir. Ayrica, kelime
uzunluklart i¢in 6zel olarak secilmis bazi asal say1 carpanlar1 kullanilarak bu iiretec
fonksiyonlarina drnekler verilecektir. Son olarak, bu fonksiyonlar i¢eren bir tablo ve-
rilecektir.

n herhangi bir pozitif tamsay1 olmak iizere, (Kucukoglu vd. 2017a) calismasinda

Ly, (n) sayilar i¢in iirete¢ fonksiyonlar1 asagidaki sekilde tanimlanmisgtir:

Tamim 4.17. n herhangi bir pozitif tamsayt olmak iizere, n uzunluklu k-li Lyndon ke-

limelerinin sayilart (Ly, (n) sayilart) icin iki sonlu toplam ve iirete¢ fonksiyonlar

Fi(m,n) =" Ly (n), (4.13)
k=0
Gi (t,m,n) =Y Ly (n)t, (4.14)
k=0
MHi(tn)=> Li(n)t* (|t <1) (4.15)
k=0

seklinde tanmimlanir (Kucukoglu vd. 2017a).

Not 4.18. Burada belirtmeliyiz ki, her bir n pozitif tamsay: degerine karsilik gelen bir

lirete¢ fonksiyonu mevcuttur.

Teorem 4.19. m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere,

. 1 n Bd+1 (m+ 1) — Bd+1
Fl(m’n)_ndzlj“<d> d+1

dir (Kucukoglu vd. 2017a).

ispat m € Z* olmak iizere, (2.3) denkleminin her iki tarafinin 0 < k& < m iizerinde

toplamu alinirsa
IAGEESIIC DI
k=0 djn k=0

elde edilir. Bu denklem, (3.10) ile birlestirilirse istenen sonug elde edilir. [
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Not 4.20. Burada belirtilmelidir ki Teorem 4.19 ile verilen formiil, Ly (n) sayilarinin
sonlu toplamlarimin Bernoulli sayilart ve polinomlarini kullanarak hesaplanabilmesi

icin bize bir yol saglar.

Teorem 4.19 ile (3.9) denklemi birlestirilirse, Ly, (n) sayilarinin sonlu toplamlarinin
sadece Bernoulli sayilar1 kullanarak hesaplanabilmesini saglayan agsagidaki Sonug 4.21

elde edilir:

Sonuc¢ 4.21. m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere,

ST DS (e
dir.

Teorem 4.22. m ve n pozitif tamsayilar ve t # 1 olmak iizere,

ZF‘< )t HBap1 (m+1;t) — By (t)

(t,
G (t,m,m) d+ 1

dn

dir (Kucukoglu vd. 2017a).

Ispat m € Z* olmak iizere, (2.3) denkleminin her iki tarafim ¢* ile carptiktan sonra

0 < k < m lizerinde toplami alinirsa

; Ly (n) t* = % S u (%) <; kdt’“> (4.16)
= din =

elde edilir. (3.25) denklemi ile ¢ # 1 i¢in

Zm: Py _ " By (m+ 15t) — Byya(t)
d+1

k=0

oldugu bilindiginden bu denklem, (4.16) ile birlestirilirse istenen sonug elde edilir. []

Teorem 4.22 ile (3.3) denklemi birlestirilirse, G; (¢, m,n) sonlu toplaminin sadece
Apostol-Bernoulli sayilart kullanarak hesaplanabilmesini saglayan asagidaki Sonug

4.23 elde edilir:
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Sonug 4.23. m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere,

1 i\ S0 () (mA )™ By(8) + (7 = 1) Ban (1)
QMMH%)ZgZ”(&) d+1

din

dir.

Teorem 4.24. n herhangi bir pozitif tamsayi ve |t| < 1 olmak iizere,

e = ()

dln

dir (Kucukoglu vd. 2017a).

Ispat (2.3) denklemi yardimiyla,

g Ly (n)tF = %; 1 (g) g k:dtk>
- %Z“ (%) 3 (k + 1)%’““)
djn k=0
1 n = tk
-6 ()

elde edilir. |t| < 1 olsun. O halde, L, (n) = 0 oldugundan

;Lk(n Z“( ) —d,1)

yazilabilir ve bu denklem, (3.22) denklemi ile birlestirilirse

IO B

elde edilir. (3.5) denklemi ile yukaridaki denklem birlestirilirse istenen sonuca ulasilir.

U

Teorem 4.24 ile (3.6) denklemi birlestirilirse, asagidaki sonug elde edilir:

Sonuc 4.25. n herhangi bir pozitif tamsayt ve |t| < 1 olmak iizere,

i SR B () ()

J= =0

dir.
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Not 4.26. Sonuc 4.25 ile verilen iirete¢ fonksiyonunun diger iirete¢ fonksiyonlarindan

farky, hi¢ bir dzel sayt ya da polinoma ihtiya¢ duyulmadan hesaplanabilmesidir.

4.3.1. F (m,n), Gy (t,m,n) ve H, (t,n) fonksiyonlarmin bazi uygulamalari

Bu bolimde, F; (m,n), Gy (t,m,n) ve H; (t,n) fonksiyonlari ile ilgili bir 6nceki bo-
liimde elde edilen teoremlerin uygulamalar1 m ve n parametreleri yerine bazi niimerik
degerler 6zel olarak secilerek verilecektir.

Teorem 4.19 ile verilen denklemde n yerine p asal sayis1 alimirsa asagidaki sonug

elde edilir:

Sonuc 4.27. p asal sayt ve m pozitif tamsayr olmak iizere,

Fi(m,p) = ! (Bp

11 (m+1)— By _32(m+1)—32)
p

p+1 2

dir.

Sonug 4.27 ile verilen denklemde p = 2 ve m = 5 alinirsa, asagidaki ornek elde

edilir:
Ornek 4.28.
1 (Bs(6)—Bs By (6)— By
2) = = _
= 20.

Sonug 4.21 ile verilen formiil kullanilarak n = 1,2,3,4,5ve m =1,2,3,4,5,6,7
degerleri i¢in F; (m, n) fonksiyonunun bazi sayisal degerleri hesaplanmigtir ve hesap-

lanan bu degerler Tablo 4.4 ile verilmisgtir.

46



BULGULAR VE TARTISMA I. KUCUKOGLU

Tablo 4.4. F; (m,n) fonksiyonu i¢in bazi sayisal degerler

n

1|2 3 4 5
110 0 0 0
311 2 3 6
6 | 4 | 10 21 o4

10 {10 | 30 | 81 258
15120 70 | 231 | 882
21 | 35 | 140 | 546 | 2436
28 | 56 | 252 | 1134 | 5796

m

N | O | O = W [N |-

Not 4.29. Tablo 4.4’ dan goriilebilir ki tablonun herbir kolonundaki girdileri arasinda
fl (m+ lan) :‘Fl (mun) +Lm+1 (TL)

bagintist vardr.

Sonug 4.21 ile verilen denklemde n yerine p asal sayist alinirsa asagidaki sonug

elde edilir:

Sonug 4.30. p asal say: ve m pozitif tamsay: olmak iizere,
11 p+1) - m (m 4+ 1)
Fi(m,p)=—-|——= : m+ 1) B - ————
L (m.p) p(pﬂjz;( ) nsapr s, -
dir.
Sonug 4.30 ile verilen denklemde p = 3 ve m = 3 alinirsa, asagidaki ornek elde

edilir:

Ornek 4.31.
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1
= 15 (25650 + 256, + 965, + 16B;) — 2

= 10.

Teorem 4.22 ile verilen denklemde n yerine p asal sayist alinirsa asagidaki sonug

elde edilir:

Sonucg 4.32. p asal sayr, m pozitif tamsayt ve t # 1 olmak iizere,

Gy (t.mup) = L (T Bena (m A 10) = Byna(t) _ 718, (m 4 L) — Balt)
R p p+1 9

dir.

Sonug 4.32 ile verilen denklemde p = 2 ve m = 5 aliirsa, asagidaki 6rnek elde

edilir:
Ornek 4.33.
Gi1(t,5,2) =t* (106> 4+ 6t + 3t + 1) .

Sonug 4.23 ile verilen denklemde n yerine p asal sayisi alinirsa asagidaki sonug

elde edilir:

Sonuc 4.34. p asal sayr, m pozitif tamsayt ve t # 1 olmak iizere,

1S (P (m 1P By (1) + (7 — 1) Baya (t)
gl (tv m7p> = - : ’
D p+1
(mt™t = (m 1) 1>>
(t—1)°
dir.

Simdi, kelime uzunluklart i¢in 6zel olarak secilmis bazi asal say1 carpanlart kulla-

nilarak #H; (¢, n) iirete¢ fonksiyonlari i¢in uygulamalar verelim:

Ornek 4.35. p asal sayi olsun. p asal sayisin carpanlart 1 ve p oldugundan Teorem

4.24 ile verilen denklemde n = p alindiginda,

1 (Bp+1 (t) B (t))

Hi(t,p) = ——
1 () P p+1 2

(4.17)
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Sformiilii elde edilir ve bu formiiliin (4.3) ile verilen formiil ile ayni oldugu goriilebilir.
Dahasi, (4.17) denkleminde p = 2 ve p = 3 alinirsa

Hl(t,2):(1i—t)3 ve Hl(t,S):(lz_tt)4

olur ve bu sonuclarin sirasiyla (4.7) ve (4.8) denklemleri ile verilen fonksiyonlara egit
oldugu goriilebilir (Kucukoglu ve Simsek 2017, Kucukoglu vd. 2017a, Kucukoglu vd.
2017b).

Ornek 4.36. p asal say: olsun. p* sayisumn ¢carpanlari 1, p ve p* oldugundan Teorem

4.24 ile verilen denklemde n = p* alindiginda,

1 BQ 1(t> B 1(t)
)= (G T

Sformiilii elde edilir (Kucukoglu vd. 2017a).

Ornek 4.37. Teorem 4.24 ile verilen denklemde n = p*.k € Z* aluursa ve Mobius

fonksiyonunun taminu kullanilarak

7'[1 (t7pk) - pk +1 pk_l +1

ok
Sformiilii elde edilir (Kucukoglu vd. 2017a).

1 (B (1) Byin <t>)

Ornek 4.38. p ve q birbirinden farkli asal sayilar olsun. pq sayisimin ¢carpanlart 1, p,

q ve pq oldugundan Teorem 4.24 ile verilen denklemde n = pq alindiginda,

1 (qu+1 (t)  Bgr1i()  Bpyi(t) LB (t)>
pq \ pq+1 qg+1 p+1 2 ‘

formiilii elde edilir (Kucukoglu vd. 2017a).

Hl (tupCJ) ==

Ornek 4.39. p1 ve po birbirinden farkli asal sayilar ve k1, ko € 7" olsun. Eger, Teorem

4.24 ile verilen denklemde n = p,*'p,*? alimirsa

_Bp1k1p2k2+1 (t) Bp1k171p2k2+1 (t)
pifipake + 1 priFipeRe +1
Bp1k1p2k2—1+1 (t) B Bp1k171p2k271+1 (t)
p1k1p2k2—1 + 1 p1k1—1p2k2—1 + 1 :

formiilii elde edilir (Kucukoglu vd. 2017a).

piFtpeHy (8, pipote) =
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Genel olarak, Aritmetigin Temel Teoremi yardimiyla bilinmektedir ki birden farkli
herhangi bir pozitif tam sayi, birbirinden farkli asal sayilarin carpimlart seklinde tek
tirlii yazilabilir. Yani, ¢ = 1,2,...,r i¢in p;’ler birbirinden farkli asal sayilar ve k; €

Z* olmak iizere, n € Z* \ {1} sayis1 asagidaki sekilde asal carpanlarina ayrilabilir:

|
1=1

Yukaridaki ayrisim, Teorem 4.24 ile verilen denklemde yerine yazilirsa ve Mobius

fonksiyonunun tanimi kulanilirsa asagidaki sonug elde edilir:

Teorem 4.40. i = 1,2,...,r icin p;’ler birbirinden farkli asal sayilar ve k; € Z*
olmak iizere
T L 1+ 2 B, pitiira (t)
7‘[1 t, pikz = —— -1 Jit+jot..+ir ;:1 ; . '
< 11 iy p 2 oY [Ty pife i 41

=P o
v=1,2,...,r

dir (Kucukoglu vd. 2017a).

n =1,2,3,4,5, 6 sayilarina kargilik gelen H; (¢, n) fonksiyonlari, Teroem 4.24 ve

Teorem 4.40 yardimiyla hesaplanarak ¢ degiskenine gore Tablo 4.5 ile verilmistir:

Tablo 4.5. n = 1,2,3, 4,5, 6 sayilarina karsilik gelen #; (¢, n) iirete¢ fonksiyonlari

n Hq(t,n)

2t
! (t-1)?
t2
_ (t=1)°

2t2
(t—1)*

_3t2(i+1)
(t—1)°
6t(t+1)°
(t—1)°
2 (11t3+47t2+53t+9)
_ (t-1)"

S| O =~ W N
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Sonug 4.41. n degeri biiyiidiikte H, (t,n) rasyonel fonksiyonunun t degiskenine gire
aldig1 degerler yiiksek mertebeden polinomlar: icermektedir. Yani, Tablo 4.5 incelen-
diginde, H, (t,n) fonksiyonunun paymmda bulunan polinomun derecesinin ya n ya da
n degerinden kiiciik bir deger oldugu goriilmektedir.

Dolayisiyla, Teorem 4.5 yardimiyla P (t) ve Q (t) iki polinom olmak iizere,

Mo (6 n) = g—g;

rasyonel fonksiyonunun her zaman
der (P (t)) <n ve der(Q(t)>n+1

durumunu saglayip saglamadig bir acik problem olarak ortaya ¢ctkmaktadir.
4.3.2. Elde edilen iirete¢ fonksiyonlarimin asal sayilar ve tek tiirlii asal carpan-
lara ayirma metodu ile iligskileri

Bu boliimde, bir 6nceki boliimde elde edilen iirete¢ fonksiyonlarinin asal sayilar ve tek

tiirlii asal carpanlara ayirma metodu ile iligkileri baz1 6rnekler verilerek incelenmistir.

Ornek 4.42. Aritmetigin Temel Teoremi yardimiyla 77 sayis,
TrT="7Tx11

seklinde tek tiirlii asal ¢arpanlarma ayrilir. O zaman, H, (t, 77) fonksiyonunu hesap-
lamak icin Teorem 4.40 ile verilen denklemde n = 77, r = 2, py = 7, po = 11 ve

k1 = ko = 1 alimirsa,

1 s 81—]' 1—j t
o (1.77) = > (mpyte NI 1(1) (4.18)
J1,J2€{0,1}

elde edilir. H, (t,77) fonksiyonun sayisal degerini bulabilmek icin once asagidaki tab-

loyu verelim:
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Tablo 4.6. j,; v = 1, 2 degerlerinin alabilecegi degerler tablosu

Ji | Ja
01]0
110
01
11

Tablo 4.6 ile verilen degerler yardimiyla, (4.18) denklemindeki toplama islemi ya-

pilirsa,

1 (Bi(t) Bu(t) Bs(t) Bt
Hl(t"m__ﬁ( ® 12 8 T2 )

elde edilir.

Ornek 4.43. Aritmetigin Temel Teoremi yardimiyla 41503 sayust,
41503 = 7° x 117

seklinde tek tiirlii asal ¢carpanlarina ayrilir. O zaman, H; (t,41503) fonksiyonunu he-
saplamak icin Teorem 4.40 ile verilen denklemde n = 41503, r = 2, py = 7, p = 11,

ki1 = 3ve ky = 2 aliirsa,

_ 1 J1+j2 B73_j1112_j2+1 (t)
Ha (1, 41503) = — e >, VT 1

]laj2€{071}

elde edilir. Tablo 4.6 ile verilen degerler yardimiyla, yukaridaki denklemde yer alan

toplama iglemi yapilirsa,

Buiso4 (t) _ Bsgso (t) _ Barn (t) + Bsao (ﬂ)

t,41503) = —
Ha(t, ) 41503 < 41504 9930 3774 540

olarak bulunur.
Ornek 4.44. Aritmetigin Temel Teoremi yardimiyla 30 sayist,
30=2x3x5
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seklinde tek tiirlii asal ¢carpanlarina aynlir. O zaman, H, (t, 30) fonksiyonunu hesap-
lamak icin Teorem 4.40 ile verilen denklemde n = 30, 7 =3, p1 =2, po =3, p3 =5

ve ki = ko = k3 = 1 aliirsa,

_ 1 Jit+j2+is ‘821*1'131*1'25177‘34‘1 (t)
H (t,30) = 30 Z (=1) 21-j131-j251—js 4 1 @19
J1,32,33€{0,1}

elde edilir. H, (t, 30) fonksiyonun sayisal degerini bulabilmek icin once asagidaki tab-

loyu verelim:

Tablo 4.7. j,; v = 1, 2, 3 degerlerinin alabilecegi degerler tablosu

jl j2 j3
0]0]0
1100
0]1]0
110
0101
101
0]1]1
111

Tablo 4.7 ile verilen degerler yardimiyla, (4.19) denklemindeki toplama islemi ya-

pilirsa,
B 1 (B3 (t) Big(t) Bu(t) Bes(t)
Ha(t,30) = _%( 31 16 11 6
B;(t) Bi(t) Bs(t) Bs(t)
Bl 77 T T T T )

olarak bulunur.
Ornek 4.45. Aritmetigin Temel Teoremi yardimiyla 360 sayist,
360 = 2% x 3% x 5
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seklinde tek tiirlii asal carpanlarina ayrilir. O zaman, H, (t, 360) fonksiyonunu hesap-
lamak icin Teorem 4.40 ile verilen denklemde n = 360, r = 3, p1 = 2, po = 3, p3 = 5,

k1 =3, ko = 2ve ks = 1 almrsa,

1 J1+jo+i: 1323—1132—1251—134—1(t)
Ha (t, 360) = _% Z (_1) ’ 23=5132-j251-j3 4 1

J1,92,33€{0,1}
elde edilir. Tablo 4.7 ile verilen degerler yardimiyla, yukaridaki denklemde yer alan

toplama iglemi yapilirsa,

1 (Bsai(t) Bisi(t) Bian(t)  Be(t)
# (2, 360) 360 ( 361 181 121 6l
_873 (t) N Bs: (t) N Bas (t) B B3 (t)
73 37 25 13

olarak bulunur.

4.4. Ozel Sayilar, Ozel Polinomlar ve L; (n) Sayilarim Iceren Diger Ozdeslikler

Matematiginin hemen hemen tiim dallarinda Bernoulli sayilar1 ve polinomlarinin ve
ayrica Stirling sayilarinin cesitli uygulamalar1 mevcuttur. Bu alt boliimde, bu uygula-
malardan biri olan ardigik tam sayilarin kuvvetlerinin toplaminin Bernoulli sayilar1 ve
polinomlari cinsinden verildigi formiil kullanilarak, n uzunluklu k-l Lyndon kelime-
lerinin sayisi i¢in baska bir hesaplama formiilii tiiretilmistir.

(2.3) ile verilen denklemin Mobius inversiyonu olan (2.4) denkleminin her iki ta-
rafinin £ = 0’dan £ = m’ye kadar toplami alinirsa ve elde edilen denklem (3.10)

denklemi ile birlestirilirse agsagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.46. n > 1 olsun. O halde

- B 1)- B
S dy Ly (d) = 2 (mn++ i ntl (4.20)
dln k=0

dir (Kucukoglu vd. 2017b).

(3.7) kullanilarak, (4.20) denkleminin indirgendigi denklemi veren asagidaki sonuc

elde edilir:
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Sonuc¢ 4.47. n > 1 olmak iizere

n

- 1 n+1 +1—j
ZdZLk(d):nJrl (j)(m+1)” B;

dn k=0 §=0

dir (Kucukoglu vd. 2017b).

Ayrica yukaridaki sonug, (3.20) ve ikinci tiir Stirling sayilarinin tanimu ile birlesti-

rilirse agagidaki kombinatorik toplamlar elde edilir:

Teorem 4.48. n > 1 olmak iizere

ZdiLk (d) = ni : zn:i:zl:(_l)uc (i) <n+ 1) (lgjrcl)j 4 1)1

din k=0 7=0 =0 c=0 J

dir (Kucukoglu vd. 2017b).

Not 4.49. Teorem 4.48, herhangi bir dzel sayt veya polinom yardumi olmadan
ONAT
dln k=0

toplamlarimin dogrudan hesaplamasini saglar. Bu formiil sayesinde bu alanda ¢aligan

arastirmacilar herhangi bir ozel sayt ve polinom olmaksizin bu kombinatorik toplamt

hesaplayabileceklerdir (Kucukoglu vd. 2017b).

(3.16) denklemi, (2.4) denkleminin sol tarafina yerlestirilirse,

dn

elde edilir ve yukaridaki denklem, (3.19) denklemi ile birlestirilirse asagidaki teorem

elde edilir:

Teorem 4.50. n > 1 olmak iizere

n J

> dLy(d) = _ s(j,0) S (n,7) K (4.21)

dn 7=0 [=0

dir (Kucukoglu vd. 2017b).
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(2.3) denklemindeki k" ifadesi, (3.16) denklemi ile degistirilirse ve elde edilen
(3.19) denklemi ile birlestirilirse, Ly, (n) sayilart ile birinci ve ikinci tiir Stirling sayilart

arasindaki bagintiy1 veren asagidaki sonuclar elde edilir:

Sonuc 4.51.
1 n\ w—
Lem) = =" n (%) D8 (n.5) (),

djn =0

yva da ‘
1 n - 4 . . l
Le(m)=—>"n(%) s(.1) S (n, j) k (422)
djn j=0 1=0

dir (Kucukoglu vd. 2017b).

Not 4.52. (4.22) denkleminin, (4.21) denkleminin Mobius inversiyonu oldugu goriile-
bilir (Kucukoglu vd. 2017b).
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5. SONUCLAR

Bu tezde, Lyndon kelimeleri gibi sonlu leksikografikal sirali alfabe iizerinde taniml
kelimeleri ve De Bruijn tipli dizileri sayan sayilarin tirete¢ fonksiyonlarinin ingasi iize-
rine cahisilmistir. Insa edilen iirete¢ fonksiyonlar1 yardimiyla, bu kelime ve dizilerin
Apostol tipli say1 ve polinomlar aileleri gibi 6zel say1 ve polinom aileleriyle arasindaki
iligkileri incelenmistir. Ayrica, elde edilen yeni iirete¢c fonksiyonlar1 ve bunlarin dife-
ransiyel denklemleri yardimiyla binom katsayilarini, ve 6zel say1 ve polinomlar1 iceren
yeni formiiller, bagintilar, 6zdeslikler, kombinatorik toplamlar bulunmugtur. Asal say1
uzunluklu kelimelerin sayilari i¢in binom katsayilarini da iceren kombinatorik toplam-
lar verilmigtir. Bunlara ek olarak, elde edilen sonuglarin bazilart icin niimerik hesap-
lamalar yapan hesaplamali algoritmalar verilmistir ve bazi asal say1 degerleri iiretec
fonkisyonlarinin grafikleri ¢izilmistir. Son olarak, elde edilen iirete¢ fonksiyonlarinin
asal sayilar ve tek {iirlii asal carpanlara ayirma metodu ile iligkileri incelenerek bazi
uygulamalar verilmisgtir.

Apostol-Bernoulli sayilarinin hemen hemen matematigin bir¢cok alaninda kullanil-
masi ve bunlarin 6zellikle zeta tipli fonksiyonlar, Dirichlet tipli seriler ile iligkilendiril-
mesi, sayilar teori, kombinatorik analiz ve bilgisayarda temel algoritmalar gibi bir¢cok
alana biiylik katkilar saglayacak olmasi bu tez ¢alismasinin 6nemini arttirmaktadir.
Buna ek olarak, teorik verilerin diginda Lyndon kelimelerinin ve De Bruijn dizilerinin
cizge teorisi, kriptoloji, ekonomi 6zellikle robot teknolojisi, goriintii isleme, sinyal is-
leme, tekstil sanayisi, dijital kalem ve kagit teknolojisi, donel kodlayicilar, nérobilim,
oyun programlama ve teorisi, bilgisayar bilimleri, iletisim aglari, analitik sayilar te-
orisi, soyut cebir, kombinatorik, matris teorisi, olasilik ve istatistik gibi bir ¢cok alanda
uygulamasinin bulunmas: da tezde elde edilen sonuglarin kullanilabilirligini 6nemli
Olciide arttirmaktadir.

Ayrica, bu tezde verilen sonuclarin ve algoritmalarin gelecekte iiretilecek algorit-

malara hem teorik ve hem de uygulamali bir zemin saglama potansiyeli mevcuttur.
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2018 tarihinden itibaren desteklenmektedir.

2- Arastirmaci, BAP/Doktora Tez Projesi, Proje Baghigi: " Sonlu leksikografikal sirali
alfabe iizerinde taniml kelimeler ve De Bruijn tipli dizileri iceren iirete¢ fonksi-
yonlar1 ve bunlarin uygulamalar1 ", Proje No: "FDK-2017-2375", Antalya Akdeniz
Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Koordinasyon Birimi tarafindan 10 Nisan

2017 tarihinden itibaren desteklenmektedir.



