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OZET

DIFERANSIYEL, FONKSIYONEL DiFERANSIYEL VE
INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEMLER VE SISTEMLERI iCIN
GALERKIN-TIPI BIR SAYISAL YONTEM

Murat KARACAYIR

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damsman: Doc.Dr. Suayip YUZBASI

Haziran 2018, 117 sayfa

Bu tez, en genis sekliyle, temel bilimlerde ve miihendislikte karsilasilan ¢esitli prob-
lemlerin sayisal ¢oziimlerini elde etmekle ilgilenmektedir. Bu sayisal ¢oziimleri elde et-
mekte kullanilan yontem, ilgili denklemin belirli test fonkiyonlariyla carpilip integre edil-
mesi esasina dayanan Galerkin ayristirmasindan yararlanir. Bu yontemde, yaklagik ¢o-
ziim, derecesi belli bir NV sayis1 olan bir polinom seklinde aranmig, bu amacla s6z konusu
test fonksiyonlar1 kiimesi {1, z, 2, ..., 2"V} seklindeki klasik polinom tabam olarak be-
lirlenmigtir. Cesitli adi diferansiyel, gecikmeli diferansiyel ve integro-diferansiyel denk-
lemler ve bunlarin sistemlerine yontemin nasil uygulanacagi ayr1 ayr1 ve detayli olarak
aciklanmig, ardindan yontem her problem tipi i¢in bir ya da iki drnek problem iizerinde
test edilmistir. Bu testlerden elde edilen sonuglar kendi aralarinda ve miimkiin oldugu
durumlarda diger sayisal yontemlerden elde edilen sonuglarla kiyaslanmigtir. Sonrasinda,
yontemin ilk haliyle kismi diferansiyel denklemlere uygulanamamast ve N degerini art-
tirmanin yakinsamayi1 garanti etmemesi gibi bazi eksik yonlerinden sz edilmis, bu eksik-
liklerin giderilmesi icin cesitli Oneriler getirilmig ve bu 6neriler 6rnek problemler iizerinde
uygulanmistir. Bu uygulamalar sonucunda, yontemin daha iyi sonuglar verdigi goriilmiis;
bu durum, bu ¢alismanin 6zgiin yanini ortaya koymustur. Son olarak, elde edilmis bir yak-
lagik ¢coziimiin kalintis1 vasitasiyla bu ¢oziimiin hatasini tahmin etmeye olanak taniyan bir

teknik ele alinmis ve sz konusu ¢oziimii iyilestirmek i¢in kullanilmistir.
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In its most general form, the interest of this thesis is to obtain numerical solutions
of various problems encountered in natural sciences and engineering. The method used
to obtain these numerical solutions makes use of Galerkin discretization, which is based
on the integration of the product of the relevant equation with certain test functions. In
this method, the approximate solution is sought in the form of a polynomial having a cer-
tain degree NV, thus giving rise to the choice of the set of test functions as the classical

2 ...,2N}. The application of the method to various ordinary

polynomial basis {1, z,x
differential, delay differential and integro-differential equations has been separately desc-
ribed in detail, followed by the testing of the method on one or two example problems
for each problem type. The results obtained from these tests have been compared wit-
hin themselves and with those obtained by other numerical methods wherever possible.
Then, some flaws of the method have been mentioned such as its non-applicability to par-
tial differential equations and its failure to guarantee convergence by increasing the value
of N in its original form. Some ways of overcoming these flaws have been suggested and
these suggestions have been applied to example problems. As a result of these applicati-
ons, the method has been observed to yield better results, constituting the original aspect
of this study. Lastly, a technique has been considered which makes it possible to estimate

the error of an obtained approximate solution by means of its residual and this technique

has been used to improve the solution in question.
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GIRIS M. KARACAYIR

1. GIRIS

Herhangi bir sistemi olusturan bilesenler arasindaki iligkilerin matematiksel araclar
kullanilarak tarif edilmesi, matematiksel modeller araciligiyla olur. Doga bilimleri ve
mithendisligin yani sira, iktisat, sosyoloji, siyaset bilimi gibi sosyal bilimleri ilgilendi-
ren ¢esitli problemler i¢cin matematiksel modeller olusturulmustur. Uglar1 sabit sicaklikta
tutulan bir boyutlu bir cubugun sicaklifinin zamana gore degisimi, belli bir habitat1 ve
ayni avi paylasan iki hayvan tiiriiniin niifusunun zamana gore degisimi, belli bir piyasa
durumunda tipik bir miisterinin rasyonel davranisi, matematiksel model ornekleridir.

Matematiksel modeller i¢inde, model bilegenlerinin zaman ya da konum gibi bagimsiz
degiskenlere gore degisen nicelikler olarak tanimlandigi dinamik modeller 6nemli bir yer
tutar. Boyle durumlarda, eger soz konusu degisim, bir parcacigin hizi, hava sicakligi ya
da belli bir bolgeye etkiyen elektrik alani gibi siirekli bir 6zellik tasiyorsa, bu degisimi
ifade etmek icin diferansiyel ve integral hesabin araclar1 kullanilir. Sonug¢ olarak, bizim
bu calismada ilgilenecegimiz modeller olan diferansiyel veya integral denklemler ortaya
cikar.

Diferansiyel ve integral denklemlerin ¢éziimlerinin hesaplanmasi, matematigin temel
arastirma konularindan biridir. Ozellikle dogrusal diferansiyel denklemlerin Lagrange’a
kadar uzanan yaklagik iki yiiz elli yillik bir teorisi vardir. Ne var ki, bu teori denklemin
¢oziimlerinin bulunmasini cogu durumda saglamamaktadir. Integral denklemler ve eslik
eden teori ise o kadar eski ve zengin degildir. Dogrusal olmayan denklemlerin ¢oziim
yontemlerine iligkin bilinenler ise cok daha azdir. Ozetle, bilim ve miihendislik prob-
lemlerinin matematiksel modeli olarak kargsilasilan diferansiyel ve integral denklemlerin
tam ¢oziimlerini elde etmek, hemen hemen hicbir zaman miimkiin olmaz. Ote yandan, bu
modeller olusturulurken duyulan baslica kaygi, s6z konusu modelin ger¢cege uygun olma-
sidir. Bu gercege uygunluk, modelin yaklasik olarak ¢oziilmesiyle elde edilen tahminlerin
deneysel verilerle uyumlu olmasiyla 6lciiliir. Sonug olarak, ¢oziimlerin sayisal yontemler
yardimiyla yaklagik olarak elde edilmesi tipik bir uygulamadir. Bu tiir sayisal yontemlerin
gelistirilmesi, uygulamali matematigin baglica arastirma konularindandir.

Sayisal yontemlerin yaptig1 sey, en genel haliyle, siirekli fonksiyonlar cinsinden ifade

edilen, dolayistyla sonsuz bir dogaya sahip olan bir problemi sonlu bir probleme doniistiir-
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mektir. Kisaca "ayriklastirma" olarak bilinen bu doniistiirme islemi sirasinda izlenen yol,
bir sayisal yontemi digerinden ayiran en temel unsurdur. Ornegin, bilinen en eski say1-
sal yontemlerden olan Euler yontemi, ayriklastirmay1 birinci mertebeden bir diferansiyel
denklemi bir fark denklemi olarak gorerek yapar. Zamanla baz1 matematik disiplinlerinde
kaydedilen ilerlemeler, bu konuda daha dolayli ya da karmagik yaklasimlar1 beraberinde
getirmigtir. Bu baglamda, 6zellikle Yaklasim Teorisi’nin gelisimi, sayisal yontemlerle il-
gilenen aragtirmacilara yeni olanaklar saglamistir. Ornegin, kapali ve simirl bir aralikta
tanimli siirekli bir fonksiyonun polinomlar araciligiyla istenen yaklasiklikta temsil edi-
lebilecegini ifade eden Weierstrass Yaklagim Teoremi, polinomlarin yaklasik ¢coziimler
olarak kullanilabilmesi i¢in teorik bir dayanak hazirlamistir. Boylece, yeni matematiksel
buluslar sayisal yontemlere iligkin literatiiriin zenginlesmesini saglamaktadir.

Bu tezde ele alinacak sayisal yontemin temelini tegkil eden Galerkin yontemi, 6zgiin
haliyle, bir sinir koguluyla birlikte verilen diferansiyel denklemleri ¢ozmek icin 6nerilmig-
tir. Yontemin anlatilmasi sirasinda kullanilan gosterimler asagi yukari standart olmakla
birlikte, bu konuda literatiirde birkac farkli tercih bulunmaktadir. Biz, Durdn (2005) ta-
rafindan kullanilan gosterimleri benimseyecegiz. Yontemi kabaca ifade etmek amaciyla,

yine Durdn’1 takip ederek, f bilinen bir fonksiyon olmak iizere, 0<x<1 araliginda verilen
—u"(z) + u(z) = f(z), u(0) =u(l) =0 (1.1)

sinir deger problemini ele alalim. Galerkin yonteminin ayriklastirma islemi, test fonk-
siyonu (Ing. "test function") kavramiyla yakindan iliskilidir. Bir test fonksiyonu, tipik
olarak, probleme iliskin homojen sinir kosullarini saglayan ve probleme gore degisen ye-
terlikte diizgiin bir fonksiyondur. Galerkin ayriklastirmasinin ilk adimi, ¢6ziilmek istenen
denklemi w ile gosterilen bir test fonksiyonu ile ¢arparak olusan esitligin integralini al-

maktir. Yukarida verilen denklem icin bu adim,

/01(_“//(37) + u(z))w(r)dr = /01 fl@)w(z)dz

seklindedir. Daha sonra, soldaki integrale kismi integrasyon uygulamak ve w(0)=w(1)=0

oldugunu kullanmak

/D(u'(x)w/(x)—|—u(x)w(x))dx:/0 f(z)w(x)dx
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esitligiyle sonu¢lanir. Buradan ¢ikan sonu¢ sudur: u fonksiyonu (1.1) probleminin kla-
sik bir ¢oziimii ise, ayn1 zamanda her w test fonksiyonu i¢in yukaridaki 6zdesligi saglar.
Burada 6nemli bir ayrinti, bu 6zdeglikte bilinmeyen fonksiyon «’nun ikinci tiirevi goziik-
mediginden, ¢6ziimii yalnizca 0<x<1 iizerinde sonlu birinci tiireve sahip fonksiyonlar

uzayimda aramamizin yeterli olusudur. S6z konusu uzay, bu problem icin
Vi ={w € Ly[0,1] : w' € Ly[0, 1] ve w(0) = w(1) =0}

ile tanimhidir. Buradaki L»[0, 1] gosterimi, [0, 1] aralifinda karesi sonlu integrale sahip
fonsiyonlarin uzay1 anlamina gelmektedir. Boylece, (1.1) sinir deger problemi asagidaki

probleme indirgenir:
1 1
“Herw € Vg igin/ (v (z)w'(z) + u(z)w(z))de = / f(x)w(z)dz esitligini
0 0
saglayan bir u € Vj fonksiyonu bul.” (1.2)

Bu problem (1.1) sinir deger probleminin "zayif formu" (Ing. "weak form") olarak bilinir.
Bunun sebebi, 6zgiin problemde »’nun 2’nci tiireve sahip olmasi gereksiniminin, (1.2)
probleminde daha zayif olan bir kosulla degistirilmis olmasidir. Galerkin yontemi, (1.2)
probleminde oldugu gibi, bilinmeyen fonksiyon u’nun, test fonksiyonu w’nin ait oldugu
Vi uzayinda aranmasiyla karakterize edilir. V; uzayma genel olarak "test uzay1" (Ing.
"test space"), w’nun ait oldugu uzaya ise "deneme uzay1" (Ing. "trial space") denilmek-
tedir. Galerkin yonteminde bu iki uzay esittir. Literatiirde deneme uzayinin V7 den farkli
oldugu yontemler de mevcuttur.

Galerkin ayriklastirmasinin bir sonraki adimi, kullanilan yontemin farklilasmaya bas-
ladig1 adimdir. Bu adimda, test uzay: (ayn1 zamanda deneme uzay1) Vi’ nin sonlu bir
alt uzayi belirlenerek (1.2) problemi bu alt uzayda ¢oziiliir. Literatiirde bu is icin yaygin
olarak parcali dogrusal fonksiyonlar uzay1 kullanilir. Bu uzay, [0, 1] uzaymin belli bir par-
calanisiyla birlikte diisiiniilmelidir. En basit ve en sik rastlanan parcalanis, araligi1 NV esit
pargaya bolerek elde edilir. Boylece, [0, 1] araligi, j=0,1,..., N + 1 i¢in

x':—j
TN+ 1

olmak iizere N + 1 tane esit uzunlukta (x;, ;) araligina boliinmiis olur. Sonugta, (1.2)

problemi
Vy ={w e C%a,b:¥j=0,1,...,N, |z, dogrusal ve w(0) = w(1) = 0}

3
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uzayinda ¢oziiliir. Boylece, problemi tekrar ifade edelim:
1 1
“Her w € Vy i¢gin / (v (z)w'(x) + u(z)w(x))dr = / f(z)w(x)dx esitligini
0 0
saglayan bir u € V) fonksiyonu bul.” (1.3)
Vi uzay1 V'’ nin sonlu boyutlu bir alt uzayidir. Taban ise
Gi(x)) =1,¢;(x;) =0Vji=1,2,...,Nvej#i

kosullarin1 saglayan ¢, ¢,, . . ., ¢,y parcali dogrusal fonksiyonlarindan olusur. Bu fonksi-

yonlarin grafikleri Sekil 1.1°de sunulmugtur. Her w € Vi
w(z) = w1y (x) + wady(x) + ... + wydy(2)
seklinde ifade edilebildiginden, (1.3) problemindeki denklem
1
| @ @6, + 4 wvon)(a) + u(@)wis, + .+ wxoy)a))do
0
1
= / f@)(wrdy + ... + wydy)(x)de, Yy, wy, ..., wy € R
0

olarak yazilabilir. g, h € Ls[0, 1] olmak iizere fol g(x)h(z)dz belirli integralinin i¢ ¢arpim

ozelliklerini sagladiginin kullanilmasiyla, bu esitlik

<u,w ) + ... Fwndy >+ < u,widy + ...+ wndy >

=< fyw10; + ... +wnoy > Ywi, wy,...,wy € R (1.4)

seklinde yazilabilir. Heri=1,2,..., N i¢in w;=1 ve w;=0, j#1, se¢ilmesiyle (1.4) denk-
leminin yalnizca ¢, taban fonksiyonlari i¢in saglanmasinin yeterli oldugu goriiliir. Daha

acik bir ifadeyle
<u, P>+ <u, ¢, >=<f,¢; > 1=1,2,...,N (1.5)

olmas: yeterlidir. Ote yandan, v € Vyy oldugundan, u fonksiyonu da belli a;, as, . .., ay €

R sayilart i¢in

un () = u(r) = a10,(x) + ady () + ... + andy ()
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Sekil 1.1. Vy’nin ¢, taban fonksiyonlari. (Oden ve Reddy 1976)

olarak yazilabilir. u fonksiyonu igin "deneme fonksiyonu" (Ing. "trial function") ifadesi
kullanilir. uy fonksiyonu (1.5) denkleminde «’nun yerine yazilip i¢ ¢carpimin dogrusalli-
ginin kullanilmasiyla, 7=1,2, ..., N icin

a1(< ¢,17¢; >+<¢17¢i >)+"'+aN(< ¢3V7¢; >+<¢)Na¢i >) =< f7¢z>

esitlikleri elde edilir. Boylece, her i=1,2,..., N i¢in, aq, as, ...,ay bilinmeyenlerinin

dogrusal bir denklemi elde edilmis olur. Olusan toplam N denklem,
Wi =< i, ¢ >+ < ¢, 0; >, Fju =< f,¢; >
ve
A= ap Qaz ... ayn

olmak iizere, dogrusal

WA =F

cebirsel denklem sistemi ile ifade edilebilir. Bu sistemin, A=W 'F ile ¢oziilmesiyle

ag, a1, . .., ay bilinmeyenleri ve dolayisiyla (1.1) sinir deger probleminin

un () = a1y () + a2y(2) + ... + anoy(2)

yaklagik ¢coziimii elde edilir.

1.1. Kaynak Taramasi

Yukarida anlatilan ayriklastirma yonteminin kaynagina iliskin ¢esitli goriisler olmakla
birlikte yontem genellikle Rus matematik¢i ve miithendis Boris Galerkin’e (1871-1945) at-
fedilmektedir. Yakin tarihlerde, Walther Ritz de benzer bir fikri kullanmistir (Pont 2012).

5
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Yontemi Ivan Bubnov ve Georgii Petrov’la iligkilendiren calismalar da mevcuttur (Mikh-
lin 1964). Bundan dolay1, yontem literatiirde "Galerkin yontemi", "Ritz-Galerkin yon-
temi", "Bubnov-Galerkin yontemi", "Petrov-Galerkin yontemi" gibi ¢esitli isimlerle bi-
linmektedir.

Galerkin yontemi, ¢ok farkli siniflara ait problemleri ¢ézebilme becerisiyle zaman
icinde biiytik popiilerlik kazanmistir. Yontem, bu durumu Courant’in meshur sonlu ele-
manlar yonteminin (Courant 1943) temel bir bileseni olmasina da bor¢ludur. Aslinda Ga-
lerkin ayristirmasi agiklanirken yukarida benimsenen V) test uzayi, yontemi sonlu ele-
manlar yontemine indirgemektedir. Bununla birlikte, farkl test uzay: secimleriyle Galer-
kin yontemi sonlu elemanlar yonteminden ayrismaktadir. Ornegin, belli bir terimde kesil-
mis Fourier serilerinin kiimesini test ve deneme uzayi olarak secen ¢alismalar mevcuttur
(Zhu ve Sankar 2004).

Galerkin yonteminin yakinsaklik ozellikleri, bir¢ok arastirmaci tarafindan calisilmig
ve bu konuda kullanish sonuclara varilmistir. Ornegin, yukarida tek boyutlu bir bolge
icin tarif edilen parcali dogrusal fonksiyonlar uzay1 Vx’nin hem daha yiiksek boyutlara
hem de yiiksek dereceli polinomlara genellemesinin test uzayi olarak kullanildigir durum-
lar, yakinsaklik 6zellikleri bakimindan iyi bilinmektedir. Bu durumda, problemin ¢oziil-
diigii bolgenin parcalanisindaki en biiytik parcanin genisligini ifade eden ve "parcalanisin
normu" olarak bilinen /& parametresi (Vy i¢in h= ]%:_al

lece, normu /’ye esit olan belli bir parcalanis iizerinde derecesi k olan pargali polinomla-

) onemli hale gelmektedir. Boy-

rin olusturdugu kiimenin test (ve deneme) uzay1 olarak kullanilmasi sonucu bulunan u, 4,
yaklagik ¢coziimii i¢in

[ thiam — U lloo < CHF (1.6)
esitsizligi bilinmektedir (Fairweather 1978; Davis 1984). Burada wu,,, problemin tam ¢6-
ziimii, C' ise bu tam ¢oziime bagl bir sabittir. Kullanilan ||- || . normu

[ulloe = max fu(z)]

seklinde tanimlanan maksimum normudur. (1.6) esitsizli8i, yaklasik ¢oziimleri iyilegtir-
mek i¢in parcalanisin normunu diisiirmenin (bir baska deyisle parcalanigin kalitesini art-
tirmanin) onemine isaret etmektedir.

Galerkin yontemi, bu tezde daha yakindan ilgilenilecegi bicimiyle, daha genis bir yon-

6
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tem sinifi olan "agirhikli kalintilar yontemi"nin (Ing. "method of weighted residuals") bir
tiyesidir. Yontemin temel bir bileseni, bir deneme fonksiyonunun ¢6ziilmek istenen denk-
lemde yazilmasiyla elde edilen ifadedir. Yukaridaki ikinci mertebeden adi diferansiyel

denklem 6zelinde, uy deneme fonksiyonu icin bu ifade
Rluy(z)] == —ul(2) + un(z) — f(z)

seklindedir. R[uy ()] ifadesine uynin "kalint1"s1 (Ing. "residual”) denilmektedir. Denk-
lemin tam ¢oziimii u(x)’in kalintist i¢in R[u(x)]=0 gecerlidir. Agirlikli kalintilar yon-
temi, R[uy(z)] ifadesini problemin tanimli oldugu aralikta ortalamada 0’a esit yapacak
uy yaklagik ¢oziimiinii bulmaya calisir. Daha agik bir ifadeyle, deneme uzayinin bir ta-

bant ¢, ¢, ..., ¢, olmak lizere

un(r) = a10,(7) + axpy(x) + ... + andy(z)

yazildig1 hatirlanirsa, agirlikli kalintilar yontemi, belli wy, wo, . . ., wy se¢imleri i¢in

1
/ un(z)wi(x) =0,i=1,2,...,N
0

denklemlerini saglayan ai, as, .. .,ay degerlerini tespit etmeye ¢aligir. Literatiirde agir-
likl1 kalintilar yontemine ayrilmis calismalar mevcuttur (Finlayson 1972).

Galerkin yonteminin test uzayinin se¢imine gore kendi icinde farklilagmasina ben-
zer bicimde, agirlikli kalintilar yontemi de agirlik fonksiyonlarinin se¢imine gore kendi
icinde farklilagir. Ornegin, 0 Dirac-delta fonksiyonunu gostermek iizere, agirlik fonksi-

yonlarinin, 6nceden belirlenmis x, x5, . . . , xy noktalar1 icin
wi(x) =0(x —x;),1=1,2,...,N

seklinde se¢ilmesi durumunda yontem kollokasyon yontemi olur. Bir bagka ilgin¢ durum,

uy ' nin kalintisinin karesinin integrali olan

5= /O R fun ()]

ifadesinin biitiin (a1, as, . ..,ay) € RY iizerinde minimize edilmesiyle ortaya ¢ikar. Bu-

nun i¢in gereken

0S 1 ORJuy(x)] .
= 2 _— = =1,2.....N
9a. /0 Rluy(z)] 7a. dx =0, 1 L2,

7
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denklemlerinin ¢oziilmesi, en kiiciik kareler yontemini verir. Boylece, en kiiciik kareler

OR[uy ()]
8@1-

Ayn1 zamanda bu tez calismasinin konusunu da tegkil eden durumda ise, agirlik fonk-

0
uév (=) =¢,;(x) seklinde secilir. Bir bagka deyisle, yontemin deneme
a;

uzayiyla test uzayr aymdir. Eger test fonksiyonlar1 baglangi¢ ya da sinir kosullarini sagli-

yonteminde agirlik fonksiyonlart w;(x)= seklinde sec¢ilmis olur.

siyonlar1 w;(x)=

yorsa, yontem Galerkin yontemi olur. Biz Galerkin yonteminden farkli olarak, test fonksi-
yonlarindan baslangi¢ ya da sinir kosullarini saglama kosulunu kaldiracagiz. Ikinci olarak,

deneme ve test uzayini
N
Vv ={ao+az+...,anx" : ag,aq,...,an € R}

olarak belirleyecegiz. Boylece, test fonksiyonlar1 1, z, 22, ..., 2" olur ve yaklasik ¢6ziim

uy’yi bulmak icin gereken denklemler
1 .
/ 2'Rluy(z)lde =0,i=0,1,...,N
0

seklinde elde edilir. Tezin geri kalan1 boyunca "Galerkin-tipi yontem" seklinde anilacak
olan bu yontem, bazi ¢izelgelerde "GTY" olarak kisaltilacaktir.

Galerkin-tipi yontem, daha once bazi kaynaklarda ele alinmig olmakla birlikte, bizim
bilgimiz dahilinde, uygulamada karsilasilan problemleri ¢6zmek icin onu kullanan cok
fazla ¢calisma bulunmamaktadir. Bu tiir calismalara 6rnek olarak, elektromanyetik radyas-
yon iizerine bir uygulama (Newman ve Kingsley 1991) ve yiiksek mertebeden Fredholm
integro-diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerini bulan bir ¢alisma (Tiirkyilmazoglu
2014) sayilabilir.

Bu tezin amaci, yukarida aciklanan Galerkin-tipi yontemi, uygulamada sik¢a karsila-
silan cesitli problemlere uygulayarak bu problemlerin sayisal ¢oziimlerini elde etmektir.
Boylece, onemli tarihsel gecmise ve teorik altyapiya sahip bir yontemin sinirlarinin anla-

silmasina katki sunulmus olacaktir.



MATERYAL VE METOT M. KARACAYIR

2. MATERYAL VE METOT

Bu ¢alismanin geri kalani, Galerkin-tipi yontemin ¢esitli problemlere uygulanmasiyla
elde edilen sonuclar iizerine olacaktir. Bu baglamda, Bolim 3.1°de Galerkin-tipi yonte-
min dogrusal diferansiyel denklemlere uygulanmasi ele alinacaktir. Yontem, tekil olarak
pertiirbe edilmis ikinci mertebeden sinir deger problemlerine, yiiksek mertebeden genel
dogrusal denklemlere, bu denklemlerden olusan sistemlere ve iki bilinmeyenli dogrusal
olmayan Ornek bir probleme ayri alt boliimler halinde uygulanacaktir. Fonksiyonel dife-
ransiyel denklemlerin ele alindig1 Boliim 3.2°de benzer yol takip edilecek, sirayla multi-
pantograf denkleminin, genellestirilmis pantograf denkleminin, bu denklemlerden olusan
sistemlerin ve dogrusal olmayan gecikmeli bir sistemin Galerkin-tipi yontemle ¢oziim-
leri incelenecektir. Yontemin integro-diferansiyel denklemlere uygulanisina ayrilan Bo-
lim 3.3’te ise Once karigik tipte Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemleri ile
bunlardan olusan sistemler ele alinacak, ardindan dogrusal olmayan bir modelin yaklasik
coziimleri elde edilecektir. Bu drnek uygulamalardan sonra, Galerkin-tipi yontemin bazi
eksik yonleri Boliim 3.4’te tartisilacaktir. Bu boliimde, 6nce yontemin kismi diferansiyel
denklemlere nasil uygulanacag agiklanip iki 6rnek probleme uygulanacak, ardindan her-
hangi bir problemin daha isabetli ¢oziimlerini elde etmek icin /V parametresinin degerini
arttirmaya alternatif bir yol onerilecek ve bu yol Boliim 3.1.2°de ele alinan bir problem
tizerinde uygulanacaktir. Son olarak, mevcut bir yaklagik ¢oziimiin kalintis1 yardimiyla
s0z konusu ¢oziimiin hatasinin nasil tahmin edilebilecegi goriilecektir. Metin boyunca ele
alinacak biitiin uygulama sonuglari, MATLAB programlama dili kullanilarak elde edil-
mistir.

Galerkin-tipi yontemin ¢esitli problemlere uygulanisinin agiklanmasi sirasinda, gerek
okuyucularin yontemi herhangi bir programlama dilinde olusturarak kendileri de dene-
yebilmeleri, gerekse anlatimi sadelestirmek amaciyla, miimkiin olan durumlarda ¢esitli
matrislerden yararlanilmigtir. Bunlardan bazilari,

Xy(z) = [ 1 z a2 xN LX(NH)
sembolik yardimci matrisi, yaklasik ¢6ziimdeki bilinmeyen katsayilardan olusan
T

a=| )
apg ay a2 ... AN (N+1)x1

9



MATERYAL VE METOT M. KARACAYIR

bilinmeyenler matrisi ve yaklasik ¢oziimlerin tiirevlerini hesaplamak icin kullanilan

(0010 ... 0|
002 ...0
B -
000 .. N
(000 0]

yardimci matrisidir. N+1 uzunlugunda Xy (x) sembolik matrisi kisaca X ile gosteri-
lecektir. Benzer sekilde, baz1 6rnek problemlerde bagimsiz degisken ¢ zaman degiskeni
olacak, bunlarda da gosterim kolayligi saglamasi i¢in T:=X(¢) alinacaktir. Bunlarin
disinda gerekli olacak matrisler, gerektikleri yerde tanimlanacaktir.

Elde edilen sayisal sonuglarin degerlendirilmesinde birincil 6l¢iit, ¥, ve yn proble-

min tam ve yaklagik ¢oziimleri olmak iizere

len(@)] = [Yam (@) — yn ()]
seklinde tanimli mutlak hata fonksiyonudur. Bunun disinda, baz1 durumlarda, problemin
tanimli oldugu [a, b] araliginda

e (@)l == 135 pian(2) — y(@)| = mas fex(@)

olarak tanimli maksimum hata ya da

1/2

len(2)]]2 :== (/ab(ytam(:v) - yN<I))2d$)

ile tanimli Lo-hata veya bu iki hata tiirliniin daha yiiksek boyutlara genellemesi kullani-
lacaktir. Tam ¢oziimiin bilinmedigi durumlarda ise, yaklagik ¢oziimiin kalintist R[yy ()]
kullanilacaktir. Ayrica, miimkiin oldugu durumlarda, elde edilen ¢éziimlerin mutlak ya da

maksimum hatalari ¢izelgeler kullanilarak diger sayisal yontemlerle karsilastirilacaktir.
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliim, Galerkin-tipi yontemin ¢esitli problemlere uygulanmasiyla elde edilen so-
nuglara ayrilmistir. Ele alinan denklemler, literatiirde siklikla karsilagilan denklem tiir-
leri arasindan secilmis, bu tiirlerin her birinden ele alinan problemler ise, Galerkin-tipi
yontemin kullaniglhili§ina iligkin belirgin bir fikir olusturacak sekilde tespit edilmistir. Bu
baglamda, ilk olarak Galerkin-tipi yontemin adi diferansiyel denklemlere ve bunlarin sis-
temlerine uygulanisi ele alinacak, bu sirada dogrusal olmayan bir sistem 6rnegi de in-
celenecektir. Ardindan, gecikmeli diferansiyel denklemler ve sistemleri, son olarak ise
integro-diferansiyel denklemler ele alinacaktir. Galerkin-tipi yontemin ele alinan her bir
problem tiirli i¢in tarif edilmesi, problemin genel durumu i¢in, isteyen okuyucunun o tiir-
den farkl1 6rnek problemlere yontemi uygulamasina olanak taniyacak sekilde yapilacaktir.
Bu durum, metnin devaminda daha iyi anlasilacaktir.

Bu boliimiin geri kalaninda elde edilecek sonuclarin bir kismi, ayr1 ¢calismalar ola-
rak yayinlanmigtir. Bu ¢calismalar, Galerkin-tipi yontemin tekillik i¢eren yiiksek mertebeli
Fredholm integro-diferansiyel denklemlerine (Yiizbas1 ve Karagayir 2016a), birinci mer-
tebeden dogrusal olmayan Riccati denklemine (Yiizbasi ve Karacayir 2016b), tekil olarak
pertiirbe edilmis ikinci mertebeden baglangi¢ deger problemlerine (Yiizbagi ve Karacayir
2018f), aralarinda av-avci iligkisi bulunan iki hayvan tiiriiniin niifuslarinin zamana gore
degisimini inceleyen Lotka-Volterra denklemlerine (Yiizbas1 ve Karagayir 2017a) ve bu
denklemlerin gecikmeli versiyonuna (Yiizbas1 ve Karagayir 2018e), pantograf-tipi gecik-
meye sahip yiiksek mertebeden Volterra integro-diferansiyel denklemlerine (Yiizbas1 ve
Karacayir 2018d), multi-pantograf denklemlerine (Yiizbasi ve Karacayir 2018a) ve CD4
hiicrelerinin HIV ile enfekte olmasina iliskin gecikmeli modele (Yiizbas1 ve Karacayir
2018b) uygulanmasindan ibarettir. Ayrica, yontem kismi diferansiyel denklemler i¢cin Bo-
liim 3.4.1°de ele alinacag1 gibi gelistirilerek bir boyutlu (Yiizbas1 ve Karacayir 2018c) ve
iki boyutlu (Yiizbas1 ve Karacayir 2017b) telgraf denklemlerine uygulanmustir.

3.1. Galerkin-tipi Yontemin Adi Diferansiyel Denklemlere Uygulanmisi

Adi diferansiyel denklemler, bir sistemdeki bilesenlerin tek bir bagimsiz degiskene

bagli oldugu durumlarda ortaya ¢ikar. Bu bagimsiz degisken, genellikle belli bir baglan-
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gi¢c anindan itibaren gecen zaman ya da bilinen bir referans noktasina belli bir yonde
olan uzaklig1 6l¢cen konum degiskenidir. Mertebesi n olan bir adi diferansiyel denklem, x

bagimsiz degisken, y(z) ise bilinmeyen fonksiyon olmak iizere, genel olarak

F(w,y(z),y'(2),....y" (2)) = 0

seklinde gosterilebilir. Bilinmeyen fonksiyon sayisinin birden ¢ok olmasi durumunda ise,
bir adi diferansiyel denklem sistemi olusur.

Adi diferansiyel denklemlerin ortaya ¢ikisi, Newton ve Leibniz’in ¢alismalariyla di-
feransiyel ve integral hesabin gelismeye basladig1 17°nci yiizyilin son ¢eyregine rastlar.
Diferansiyel denklemlerin ilk 6rnekleri, bu donemde klasik mekanige iligkin problem ve
sonuglari ifade etmenin bir arac1 olarak ortaya ¢cikmustir. Ornegin, belli bir referans nok-
tasina gore ¢ anindaki konumu z(t) ile verilen bir cismin m kiitlesi ile cisme hareket
yoniinde etki eden F'(x(t)) kuvveti arasindaki iliskiyi veren Newton’un ikinci hareket
yasasl, ,

min —F(z(t)=0

seklindeki ikinci mertebeden diferansiyel denklem ile ifade edilir. Herhangi bir nokta-
sindan birakilan bir pargacigin bitis noktasma aymi siirede ulastig1 egriyi (Ing. isochrone
curve) ya da bir pargcacigin bilinen iki nokta arasinda yalnizca yercekimi etkisi altinda en
kisa siirede seyahat edecegi egriyi (Ing. brachistochrone curve) bulma problemleri de bu
donemde ilgi goren klasik mekanik problemleri arasindadir. Bu iki problem, baska ¢6-
ziimlerinin yani sira diferansiyel denklemler kullanilarak ¢oziilen ilk problemlerden olma
ozelligine sahiptir. Adi diferansiyel denklemlerin 1675-1775 donemindeki tarihsel gelisi-
miyle ilgili daha ayrintili bilgi Sasser (1992)’de bulunabilir.

Ileriki yillarla birlikte diferansiyel ve integral hesabin yaygimlasmasi, diferansiyel
denklemlerin diger bilim dallarinda kullanilmas1 sonucunu dogurmustur. Béylece ortaya

cikan diferansiyel denklemler, radyoaktif bozunmaya ugrayan bir cismin kiitlesinin za-

man i¢indeki degisimi probleminde oldugu gibi dogrusal ya da Verhulst’un

ile verilen lojistik niifus modelinde (Verhulst 1838) oldugu gibi dogrusal olmayan sinifa

ait olabilirler. Hangi siniftan olursa olsun, adi diferansiyel denklemlerle modellen prob-
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lemler hemen hemen her zaman tam ¢oziime izin vermeyecek kadar karmasiktirlar. Bu
durum, sayisal yontemlerin konuya dahil olmasini1 zorunlu kilmaktadir.

Bu kisimda, Galerkin-tipi yontem tekil olarak pertiirbe edilmis sinir deger problem-
lerine, dogrusal adi diferansiyel denklem sistemlerine ve Lotka-Volterra niifus modeline

uygulanacaktir.

3.1.1. Tekil olarak pertiirbe edilmis denklemlerin sayisal ¢oziimleri

Bir olguyu modelleme isleminin ¢ok kii¢iik (ya da biiyiik) bir parametre iceren dife-
ransiyel denklemleri incelemeyi gerektirmesi, bilim ve miihendislikte siklikla karsilagi-
lan bir durumdur. Bu tiir denklemlerdeki temel sorun, s6z konusu parametre sifir (ya da
sonsuz) degerine yaklagirken tam ¢oziimiin sergiledigi davranigin ciddi bi¢imde farkli-
lasmasidir. "Tekil pertiirbasyon" (Ing. "singular perturbation") olarak bilinen bu durum,
herhangi bir sayisal yontemle isabetli yaklasik coziimler elde etmeyi zorlastiran bir un-
surdur (Zhang 2002).

O’Malley (1997)’den alinan su Ornek, tekil pertiirbasyon kavramina iligkin belli bir
icgorii kazandirmas agisindan faydalidir: e£0 olmak iizere, 2?42 —1=0 cebirsel denk-

—e—Ver+4 —e+Ve2+4
2

leminin ¢dziimleri olan xlzf Ve To=

0’a giderken —1 ve 1 sayilarina yaklagsmaktadir. Bu sayilar, orijinal denklemde =0 ya-

sayilari, £ parametresi

zinca olusan 2% —1=0 denkleminin ¢6ziimleridir. Bu durum "diizenli pertiirbasyon" (Ing.
"regular perturbation") olarak anilmaktadir. Ote yandan,  parametresi ikinci dereceden

terimde bulundugunda farkli bir durum ortaya ¢ikar. ez?+x—1=0 denkleminin ¢dziimleri

—1++v1+4 —1—+1+4
:% ve 552:2——‘_6 olarak bulunur. Bu iki say1, e—0 iken sirasiyla
€ 3

1’e ve —oo’a yaklagmaktadir. Bu sayilardan yalnizca biri denklemde £=0 yazinca olusan

T

2—1=0 denkleminin ¢oziimiidiir. Bu durum tekil pertiirbasyona ornek tegkil eder.
Bu boliimde, gergel bir [0, b] aralifinda incelenen asagidaki probleme Galerkin-tipi

yontem uygulanacaktir:

ey’ (z) + p()y' (x) + q(x)y(z) = f(z), y(0) = @, y(b) = 6. 3.1

Problemde ¢ pertiirbasyon parametresi ikinci mertebeden terimdedir, dolayisiyla denklem
tekil pertiirbasyona Ornektir. Bu ikinci mertebeden dogrusal denklemi tarif etmek i¢in

“tekil olarak pertiirbe edilmis" (Ing. "singularly perturbed") ifadesi kullanilir. 1ki adet
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sinir kosuluyla birlikte verilen (3.1) problemi, diisiik viskoziteye sahip sivilarin hareketini
ve insan gz bebeginin 1s18a kargi refleksini modellemek i¢in kullanilir.
Galerkin-tipi yontemi tekil olarak pertiirbe edilmis denkleme uygulamanin ilk adima,

N parametresi i¢in bir deger se¢mek ve bu degere karsilik

N
yn(z) = Z apz® = XA,

k=0

deneme fonksiyonunu olusturmaktir. Deneme fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevleri
icin
Yy (2) = XBA, ) (z) = XB?A.
gegerlidir. yy (), vy (z) ve y (x) ifadelerinin (3.1) denkleminde yazilmasiyla
eXB?A + p(z)XBA + ¢(z)XA = f(z),
ya da A matrisinin ayrilmasiyla
(eXB? 4 p(2)XB + ¢(2)X) A = f(z)

esitligi elde edilir. A ile ¢arpim durumunda olan kismin G(z) ile gosterilmesiyle kisaca

G(z)A = f(x), (3.2)

yazilabilir. Buradaki G(x), girdileri x’in fonksiyonlar1 olan N+1 uzunlugunda bir sa-
tir matrisidir. Simdi, sinir kogullarina karsilik gelen dogrusal denklemler olusturulur. ¥y

deneme fonksiyonunun y(0)=a ve y(b)=/ siir kosullarin1 saglamasi gerektiginden

yn(0) = ag = [ 10 ... O}A:a,
N
) =S at =1 b 2 L |A=5,
k=0
yazilabilir. ag, aq, . . ., ay bilinmeyenleri icin iki dogrusal denklem bu sekilde elde edildi-
ginden, (3.2) esitligini
WA =F (3.3)

dogrusal denklem sistemine doniistiirmek i¢in N —1 yeni denkleme ihtiya¢ kalmigtir. Bu

3

denklemler (3.2) esitlifine x2, 23, ..., 2"V test fonksiyonlariyla i¢ carpim uygulanarak

elde edilir. Boylece, i=3,4, ..., N+1ve j=1,2,..., N+1 icin
Wi,j =< G(.’L‘)L]’,xi_l >, Fi,l =< f(gj)’xi_l >

14



BULGULAR VE TARTISMA M. KARACAYIR

olur. Bu durumda, W ve G matrisleri acik olarak

1 0 e 0
1 b e bN
W <2, G(x)1,1 > <2}, G@)ie> ... <2, G(r) N1 >
< 133, G(x)l,l > < .7}3, G(ZE)LQ > .. < (L’g, G(x)l,N—l—l > ’
<2V, G(x)1; > <2V, G(x)i2> ... <2V, G@) N1 >
T
F=|a g <2? f(x)> <23 f(x)> ... <2V, f(z)>
seklinde olur. (3.3) dogrusal sisteminin ¢oziilmesi, ag,aq,...,ay bilinmeyenlerini ve
boylece

yn(x) = ag + ayx + ...+ aya

yaklagik ¢oziimiinii verir.

Simdi, Galerkin-tipi yontem iki 6rnek probleme uygulanacaktir.

Ornek 3.1. Ele alinacak ilk ornek, ilk olarak Body (2000) tarafindan incelenen ve daha
sonra Yiizbasi (2015a) tarafindan sayisal ¢6ziimleri bulunan agsagidaki sabit katsayili denk-
lemdir:
ey’(z) +y(x) =0, y(0) =0,y(1) = L. (3.4)
_sin(e/\B)

Problemin tam ¢ozimil Yy () = m fonksiyonudur. Bu probleme Galerkin-
tipi yontemin pertiirbasyon parametresinin e=2"% degeri icin ¢esitli N secimleriyle uy-
gulanmasi sonucunda elde edilen mutlak hatalar sirayla Sekil 3.1°de grafik olarak sunul-
mugstur. N degerini arttirmanin ¢oziimleri belirgin miktarda iyilestirdigi goriilmektedir.

(3.4) problemini pertiirbasyon parametresinin farkli degerleriyle ¢6zmenin yaklasik
coziimleri nasil etkiledigini gérmek amaciyla, sabit N se¢imine karsilik farkli ¢ deger-
leri icin problemi ¢6zmek ve mutlak hatalar1 karsilastirmak iyi bir fikirdir. Bu amagla,
N=10 secimiyle dort farkli £ degerine karsilik elde edilen ¢6ziimlerin mutlak hatalar1 Se-
kil 3.2’de gosterilmistir. Grafikten, daha kiiciik olan £ parametre degerleri i¢in elde edilen
mutlak hatalarin daha biiyiik oldugu anlasilmaktadir. Bu durum, bu boliimiin baginda ya-
pilan, tekil olarak pertiirbe edilmis denklemlerde genel olarak pertiirbasyon parametresi-

nin kiiclik degerleri i¢in isabetli sayisal coziimler elde etmenin zorluguna iligkin yoruma

uygundur.
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¢ = 274 icin farkh N degerleriyle elde edilen mutlak hatalar

10°
=
=
@
3]
=
pe
-10
210
i)
et
-
=
10715 ] . —N=4 = — - N=6 ===~ N=9 —&—N=12|
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Sekil 3.1. Ornek 3.1°de e=2"* degeri i¢in farkli N secimlerine karsilik elde edilen mutlak

hatalar.

10°

(0l

Mutlak hata |e
3

10-15

Farkh = degerleri icin N=10"la elde edilen mutlak hatalar

Sekil 3.2. Ornek 3.1°’de N=10 secimi i¢in farkli £ degerlerine karsilik elde edilen mutlak

hatalar.
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Cizelge 3.1. Ornek 3.1°de farkli ¢ ve N degerleriyle elde edilen L..-hatalarin Bessel

kollokasyon yontemiyle karsilagtirilmasi.

Bessel kollokasyon yontemi Galerkin-tipi yontem

€ N=7 N =10 N =14 N=T7 N =10 N=14

272 6.141E—5 2574E—8 3.113E—13 6.895E —7 4.937TE—11 1.138E — 11
274 2.693E—2 2.832E—5 6.460E—9 2.130E—4 9.168E—8 3.041E — 10
276 5148E—1 1.171IE—1 3.126E—4 3.850E—2 1.870E—4 1.564E —6

Galerkin-tipi yontemi diger bir sayisal yontem olan Bessel kollokasyon yontemiyle
(Yiizbag1 2015a) kargilagtirmak amaciyla, farkli € ve N degerleriyle elde edilen ||e ||
maksimum hata kullanilmistir. S6z konusu hata degerleri Cizelge 3.1’de verilmistir. Ci-
zelgedeki degerlerden, bu problem i¢in Galerkin-tipi yontemin Bessel kollokasyon yon-

teminden daha isabetli sonuglar verdigi anlagilmaktadir.

Ornek 3.2. ikinci ornek, daha once Kadalbajoo ve Patidar (2006) ve Yiizbagst (2015a)

tarafindan sayisal olarak ¢oziilen asagidaki problemdir:

1
T+ 2

ey (1) + ——/ (1) + ——y(x) = g(z), Y(0) =1+ 25 y(1) =2+ e (35)

z+1

Problemde ¢(z) olarak goziiken fonksiyon agik olarak

( ) 1 N 1 oy 271/5(%. + 1)1+1/5
xT) = —¢& e
g r+1 x+2 T+ 2

seklindedir.

Problem (3.5)’in tam ¢oziimii 9 () =€*+271/¢(241)1*+'/¢ fonksiyonudur. Probleme
farkli € parametre degerleri ve cesitli /V secimleriyle Galerkin-tipi yontemin uygulanmasi
sonucunda elde edilen mutlak hatalarm grafikleri Sekil 3.3 ve 3.4’te gosterilmistir. Onceki
ornek problemde oldugu gibi, daha biiyiik ¢ degerleri i¢cin ve daha biiyiik /V secimleriyle
elde edilen yaklasik ¢oziimlerin daha isabetli oldugu anlasilmaktadir. Ayrica, elde edilen
yaklagik ¢oziimler Bessel kollokasyon yontemi (Yiizbasi 2015a) ve Kadalbajoo ve Patidar
(2006)’n1n sonlu fark yontemi ile Cizelge 3.2°de karsilagtirilmistir. Cizelgeden Galerkin-

tipi yontemin performansinin bu problem i¢in Bessel kollokasyon yontemine kiyasla daha
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1yi oldugu sonucuna ulasilabilir. Karsilagtirma yapilan sonlu fark yontemine iligkin n pa-
rametresi, s0z konusu yontemin uygulanmasi sirasinda goz oniinde bulundurulan araliin

(mevcut problemde [0,1]) ka¢ parcaya boliinecegini gostermektedir.

£ =270 4cin farkh N degerleriyle elde edilen mutlak hatalar

.100_
/’Fﬂ\ -
v S \ ;{
r\.r--,, ' LT ".f-u \
5 i NN AT
2102 iy .i; AT
@ | "[ £
8 | | |
© | ' 1 | :
s B | i
S 10*§ | | |
10 -
) | —— N=4 — — - N=7 ==e=ees N=10 —©—N=14
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Sekil 3.3. Ornek 3.2°de e=279 degeri i¢in farkli N secimlerine karsilik elde edilen mutlak

hatalar.

hatalar

Farkh = degerleri i¢cin N=10"]a elde edilen mutlak

." ', e “\‘ b
— 107 E J(: I/ - [ ) ]
‘,? -— I -——— -_——-—— --_F ~
---z \f \;r v “\ \..i \ A/ \,1;
iR | i i i i
S | I ! | |
-E ! ] 1 !
° .10—10 A
3
=
=]
=

.10—15
. |_ Ry R =27 —5— (=2
0 0.2 0.4 X 0.6 0.8 1

Sekil 3.4. Ornek 3.2°de N=10 secimi igin farkli £ degerlerine karsilik elde edilen mutlak

hatalar.
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Cizelge 3.2. Ornek 3.2’de farkli ¢ ve N degerleriyle elde edilen L..-hatalarin Bessel

kollokasyon ve sonlu fark yontemleriyle karsilagtirilmasi.

Bessel kollokasyon Galerkin-tipi yontem Sonlu fark

€ N =5 N =10 N =5 N =10 n=64 n=128

272 6.27T2E—5 1.824E—11 4.365E—6 1.210E—13 7.8E—-5 20E—5
273 1.858E—2 1.434E—11 2391E—3 1.323E—13 30E—4 7.6E—5
2% 1.794E—1 4.495E—4 5807TE—2 3455E—6 1.1E—3 27E—4
275 5314E—1 5.235E—2 4.029E—1 1.566E—-3 4.0E—-3 1.0E-3
276 9319E—1 3.410E—1 1442E—0 5465E—2 1.6E—2 39E-3
277 1.283E—0 T7.571IE—1 3779E—0 4390E—1 7.0E—2 1.6E—2

3.1.2. Dogrusal adi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri

Bu alt boliimde, Galerkin-tipi yontemin dogrusal adi diferansiyel denklemlere uygu-
lanis1 ele alinacaktir. Bu tiir denklemler, bir 6nceki boliimiin konusu olan tekil olarak per-
tiirbe edilmis ikinci mertebeden denklemleri de kapsayan daha genel bir sinifi tegkil eder.
Ayrica, yontemin dogrusal denklemlere nasil uygulandigini gérmek, bu denklemlerden
olusan sistemlere uygulanisi i¢in bir 6n hazirlik olmasi bakimindan faydali olacaktir.

m’inci mertebeden bir dogrusal adi diferansiyel denklem, en genel sekilde

> Ala)y® (@) = f(@) (3.6)
k=0
olarak yazilabilir. Burada f ve k=0, 1,...,m i¢in P bilinen fonkiyonlardir. Ayrica, her

zamanki gibi 39 (z)=y(z) kullanilmistir. Bu béliimde, (3.6) denklemi

—_

3

ai’jy(j)(a) + bm-y(j)(b) =7,1=12....m (3.7)

Il
=)

J
karigik kosullar ile ele alinacaktir. ¢ indisi kosullart numaralandirmak i¢in kullanilmak
iizere, her i=1,2,...,m ve j=0,1,...,m—1i¢cin q;;, b; ; ve v, bilinen sabitlerdir. (3.6)
denklemi (3.7) karisik kosullart altinda, sonlu bir a<x<b araliginda ele alinacak ve bu

baslangi¢ deger problemi kisaca Problem (3.6)-(3.7) olarak anilacaktir.
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Galerkin-tipi yontemi Problem (3.6)-(3.7)’ye uygulamanin ilk adimi, bir N secimi

icin
N
yn(z) = Z apz® = XA
k=0
deneme fonksiyonunu olusturmaktir. ¥ ’nin tiirevleri i¢in

y W (2) = XBFA, k=1,2,...,m

gecerlidir. 5 nin ve tiirevlerinin matris ifadelerinin (3.6) denkleminde yazilmasiyla

ijp( XBFA = (Zpk XB’f)A:f(x)

matris denklemi elde edilir. Bu ise

G(z) =  Pi(x)XB*
k=0
tanimlamasiyla
G(2)A = f(z) (3.8)

biciminde ifade edilebilir. G(x), girdileri z’in fonksiyonlar1 olan N+1 uzunlugunda bir
satir matrisidir. ¥ deneme fonksiyonunun (3.7) karisik kosullarim saglamasi ise matris

carpimi olarak

m—1
(Z(am-X(a) + bl,]X(b)>B]> A = ClA =Y 1= 1, 2, e,

5=0
esitligiyle ifade edilir. Burada, C; ifadesi N+1 uzunlugunda bir satir matrisidir ve ¢’inci

karisik kosula karsilik gelmektedir. Toplam m adet karigik kosulun tamaminin matris ifa-

desi, C, Cs, ..., C,, nin alt alta eklenmesiyle
_ c i _ N -
C_2 A = 7_2 yadaCA =T
L Cm . L ’Ym J
seklinde olusur. ag, ay, . .., ay bilinmeyenlerini tespit etmek i¢in gereken N+1 dogrusal

denklemin m tanesi karigik kosullar tarafindan saglandigina gore, geri kalan N+1—m
denklem (3.8) matris esitligine 2™, 2™ %1 ... zV test fonksiyonlariyla i¢ ¢carpim uygu-

lanmasiyla elde edilir. Boylece, en son elde edilecek WA=F dogrusal sistemindeki W
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ve F matrislerinin ilk m satirlari, karisik kosullara karsilik gelen C ve I' matrisleri ile
doldurulur. m+1, m+2, ..., N+1’inci satirlarindaki girdiler ise, i=m, m—+1,..., N ve

j=1,2,..., N+1i¢in
Wi =< a',G(x)1; >, Fipn =< a', f(z) >

ile hesaplanir. Boylece, W ve F matrisleri agik olarak

C
<a™ G(x); > <2 G@)2> ... <2™ G(T)inp1 >
<2 G(z)1 > <2 G()e > 0 <2™TLG(2)ive > |
<2V, G(z)1 > <2V, G@)i2> ... <2V G(x) N1 >
T
F=|17T < xm’f(x) > < a:mH,f(x) > L. < QL"N,f(x) >
seklinde olusturulur. WA =F dogrusal sisteminin ¢oziilmesiyle ag, a1, ..., axy bilinme-

yenleri ve boylece

yn(r) = ag + ayx + ...+ ayz”

yaklagik ¢oziimii bulunur.

Simdi, Galerkin-tipi yontem bir 6rnek probleme uygulanacaktir.

Ornek 3.3. Ele alinacak drnek asagidaki ikinci mertebeden baslangic deger problemidir:
(z+ 1)y () — (22 +3)y (z) + (z + 2)y(x) = > (x + 1) — 2%, y(0) = 2,9/(0) = 5.

Problemin tam ¢ziimii ym (7)=(22+2)e® +xe** fonksiyonudur. Probleme Galerkin-
tipi yontemi cesitli NV secimleriyle uygulamak, mutlak hatalarinin grafikleri Sekil 3.5’te
sunulan yaklagik ¢oziimleri vermistir. Tekil olarak pertiirbe edilmis denklemde oldugu

gibi, NV degeri arttikca hatanin azaldig1 goriilmektedir.

3.1.3. Dogrusal adi diferansiyel denklem sistemlerinin sayisal ¢oziimleri

Adi diferansiyel denklem sistemleri, birden cok sayida bilinmeyen fonksiyonun tek
bir bagimsiz degiskene gore degisiminin ele alindig1 problemlerdir. Bu tiir sistemlerde,

bilinmeyen fonksiyonlarin birbirleriyle ya da kendi aralarinda gerceklesen etkilesimler,
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Cesitli N degerlerine karsilik olarak elde edilen mutlak hatalar
T T

' T
102 r A
S b
|
S tlf == A
s -
© P
: / .
x -6 / lllllllllllllllllllllllllllllllllllll
c_u 10 VI/ ------------------------------ 1
S I e
E e
10| A
3 ——N=5——-N=8 **+*='N=10 Nelo
10710 | 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X
Sekil 3.5. Ornek 3.3 icin cesitli N secimleriyle elde edilen ¢oziimlerin mutlak hatalariin

grafikleri.

tipik olarak dogrusal olmayan terimlerle sonuglanirlar. Boyle etkilesimlerin olmadigi du-
rumlarda ortaya dogrusal adi diferansiyel denklem sistemleri ¢ikar. Kiitle-yay sistemleri
(Roberts, Jr. 2010), ticari iiriin fiyatlarin1 tahmin etme iizerine uygulamalar (Lascsdkova
2016) ve golet kirliligi iizerine bir model (Oghonyon vd. 2015), adi diferansiyel denklem
sistemlerinin ortaya ¢iktig1 uygulamalardan bazilaridir.

Bu alt boliimde, gergel bir a <z <b aralifinda

m

k
SN TP (@) = gile), i = 1,2,k (3.9)

n=0 j=1

seklinde verilen dogrusal denklem sistemi

—_

3

(a7;99(a) + 07,y () = Angy i =1,2,....m, n=1,2,... k. (3.10)

n 2

Il
=)

J
karigik kosullar1 altinda ele alinacaktir. P, ; ve g; fonksiyonlar1 [a, b] araliginda bilinen tek
degiskenli siirekli fonksiyonlar; a;, b}'; ve A, ; ise bilinen sabitlerdir.

Galerkin-tipi yontemin tarifine, toplam k tane bilinmeyen fonksiyon i¢in

N
yin () =Y aina", i =1,2,.. .k
n=0

22



BULGULAR VE TARTISMA M. KARACAYIR

deneme fonksiyonlarinin tanimlanmasiyla baglanabilir. Deneme fonksiyonlarinin dnceki
ornekte oldugu gibi matris carpimi olarak yazilmasi i¢in, her bir test fonksiyonuna karsilik

gelen bilinmeyen katsayilar
Ai=ay ag ... ain 1 i=1,2,...k
seklinde siitun matrislerinde toplanir. Boylece, deneme fonksiyonlar ve tiirevleri i¢in
yin(z) = XA, yf%(w) =XB"A;,n=1,2,....m,i=1,2,...,k

gecerli olur. Deneme fonksiyonlarina iligkin bu ifadelerin (3.9) denkleminde yerine ko-

yulmasiyla

m

k
> ) PL@)XBrA; =gi(x), i=1,2,...k

n=0 j=1

elde edilir. Bu esitlik, aym bilinmeyen fonksiyon y;’ye karsilik gelen terimler bir arada

olacak sekilde yeniden gruplama yoluyla :=1,2, ..., k icin

n=0

k m

j=1
olarak yazilabilir. Burada j=1,2, ..., kicin F; ;’lerin her biri, girdileri 2’in fonksiyonlar1
olan N+1 uzunlugunda bir satir matrisidir. (3.11) esitligini, tekil pertiirbe edilmis prob-
lemdeki (3.2) denklemi gibi tek bir matris carpimiyla yazmak da miimkiindiir. Bunun i¢in,
bilinmeyen katsayilar1 barindiran A ; siitun matrislerini alt alta ekleyerek biitiin bilinme-
yenleri tek bir A siitun matrisinde toplamak ve (N+1)x(N+1) boyutunda birim matris

I’y1 kullanarak & tane (N+1)xk(/N+1) boyutunda yardime1 matris olugturmak yeterlidir.

Daha agik bir sekilde,
Ay
As
A= ., ILi=|o0 o Io 0 |,j=12,....k
Jj— l‘gmes k— j\gmes
Ay

matrisleri yardimiyla, (3.11) esitligi daha 6z bicimde
k
(Z Faﬂx)%) A =F,(x)A = gi(z) (3.12)
j=1
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olarak yazilabilir. Bu, (3.9) sistemindeki ¢’inci denklemin matrisler yardimiyla ifadesidir.
Tim sistemi tek matris denklemine indirgemenin son adimi olarak, ¢=1,2, ...,k i¢in

olusturulan (3.12) esitliklerini alt alta ekleyerek

Fy(z) i)
FQ.(x) A gg@ yada F(z)A = g(z). (3.13)
i Fk(l') i | gk(m) |

yazmak yeterlidir. (3.13) esitli§ine test fonksiyonlariyla i¢ ¢carpim uygulamadan once,
(3.10) karigik kosullarina karsilik gelen denklemler olusturulur. Yukarida tanimlanan Z;
yardimci matrislerinin kullamilmasiyla, n’inci deneme fonksiyonu y,, n’ye karsilik gelen

¢’inci karisik kosul,

m—1 m—1
(a7 X (a) + b7, X (b)) B’ | A, = [ (a7 X (a) + b7, X (b)) B | T,A
Jj=0 §=0
= Cn,zA - >\n7i7

olarak ifade edilebilir. A bilinmeyen matrisi olusturulurken bagvurulan matrisleri u¢ uca

ekleme isleminin tekrar uygulanmasiyla, karisik kosullarin tamami

Cia ALl
Cl,m )\1,m
A= : yada CA = A. 3.14)
Cha k.1
Ck,m )\k,m

biciminde tek matris ¢arpimina indirgenebilir. Toplamda km karisik kosul bulundugun-
dan, biitiin deneme fonksiyonlarindaki toplam k(N +1) bilinmeyeni tespit etmek icin ge-
riye k(N+1—m) denklem elde etmek kalmigstir. Dolayisiyla, (3.13) esitligine yalnizca
;o™ o test fonksiyonlariyla i¢ carpim uygulanacaktir. Sonugta elde edilecek
dogrusal

WA =G (3.15)
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cebirsel denklem sisteminde W ve G’nin ilk km satir1 karisik kosullar tarafindan belirle-

nir. Diger satirlarindaki girdiler, i=m,m+1,..., N, j=1,2,... k, [=1,2,... k(N+1)

icin

Wikij =< F(2)j0,2" >, Giggjn =< gj(x), 2" >

olarak hesaplanir. Boylece, W ve G matrisleri agik olarak

() A
<F(@)11,2™ > <F()12,2™ > < F(2)1pns1), 2™ > < gi(z), ™ >
<F(z)21,2™ > <F(x)g2,2™ > < go(x), ™ >

<F(x)p1, 2™ >

< F(m)lyl, .T}N >

< F(CIZ’)QJ, .I'N >

< F(z)ga,a™m > ...

< F(I’)LQ, IN >

< F(l‘)z’g, (L'N >

< F(2)2pn41), 2™ >
< F(x)kﬁk(]\[.’_l%l’m >

< F(m)l,k(N-H)a .’L’N >

< F(m)lk(N-H)a N >

< F(l‘)k,l,[EN > < F(x)k,g,xN P F(IL‘)k}k(N+1)7$N >

< gr(x), 2V >

(3.16)

olur. C ve A matrisleri, karigik kosullara karsilik gelen ve (3.14) ile tanimlanan, sirasiyla
kmxk(N+1) ve kmx1 boyutlarinda matrislerdir. (3.16) matrisleriyle olusturulan (3.15)

dogrusal sistemini ¢ozmek A bilinmeyen matrisini ve

N
yin(r) = ainz", i=1,2,..k
n=0

yaklagik ¢oziimlerini verir.
Simdi, Galerkin-tipi yontem iki tane dogrusal adi diferansiyel denklem sistemine uy-

gulanacaktir.

Ornek 3.4. 11k olarak, daha 6nce Saadatmandi vd. (2009) tarafindan sayisal olarak ¢ozii-
len asagidaki iki bilinmeyenli ikinci mertebeden dogrusal sistem ele alinacaktir:
Y (2) + (20 — 1)y} (2) + cos(ma)yh(x) = —7m2sin(rx) + (20 — 1)(7 + 1) cos(7x),
Yo (x) + zy1(z) = 2 + xsin(nx) (3.17)
y1(0) = 91 (1) = 0,2(0) = yo(1) = 0.
(3.17) sisteminin tam ¢ozimiiniin y; tam (2)=sin(7) Ve Y tam(z)=2*—2 oldugu bilin-

mektedir.
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Bu sisteme Galerkin-tipi yontemin uygulanigini ayrintili olarak gérmek amaciyla,

N=2 se¢imi ile yukarida anlatilan adimlar takip edilebilir. Deneme fonksiyonlar1
Y1,2(2) = a1,0 + @112 + a120%, Yo o(x) = g0 + az12 + az 207

ve bilinmeyen katsayilarin matrisleri

T T
A= [ aio a1 412 } , A = [ a20 421 022 ]

ya da bir araya toplanmis olarak
T
A= [ @10 aA11 Q12 A20 G21 A22 ]
seklindedir. Bu problemde basit sinir kosullar1 olan karisik kosullarin matris karsilig
[1 0 0]A1=0, [1 1 1}A1:0,
[1 0 O]AQ:O, [1 1 1]A2:0

seklindedir. Bu kosullar, (3.14) esitliginde oldugu gibi toplu olarak

1 00 00O 0
1 11000 0
A —
000100 0
0001T11 0

ile ifade edilebilir. Problem (3.17)’de y; 2 ve 22 deneme fonksiyonlarinin yazilmasiyla
olusan denklemler ise, g;(z) ve go(z) denklemlerin sag tarafindaki fonksiyonlar olmak

uzere

0 20—1 422 —2x+2 0 cos(mz) 2zcos(rz) | A= gi(x),

r 2 22 00 2|A=g) (3.18)

seklindedir. Problemde k=2 denklem bulundugundan, tiim bilinmeyenleri tespit etmek
icin k(N+1)=6 denklem gerekmektedir. Bunlarin dort tanesi sinir kosullarinca olustu-
ruldugundan, geriye kalan iki denklem icin (3.18) matris esitliklerine yalmzca x? test

fonksiyonu ile i¢ ¢carpim uygulanacaktir. Bu i¢ carpimlarin sonucunda

[0 0.16666 0.96666 0 —0.20264 —0.36154]A=—2-5264,

[0.25 0.2 0.16666 0 0 0.66666]A=0-79146
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Cizelge 3.3. Ornek 3.4’te cesitli N secimleriyle elde edilen maksimum mutlak hatalarin

homotopi pertiirbasyon yontemiyle karsilasirilmasi.

Homotopi pertiirbasyon yontemi Galerkin-tipi yontem

N=5 N=T7 N=9 N=5 N=T7 N=9 N =10

leinllo 2.1 x107* 3.6x1076 1.8x107% 24x107% 24x107° 1.6x1077 7.3x107%
lean]loo 3:2x107% 1.6x107% 6.1 x107 26x107° 9.7x107% 3.0x107'° 6.7x 1073

denklemleri elde edilir. Bunlarin sinir kosullarina kargilik gelen denklemlerle birlestiril-

mesiyle, WA =G sistemi, bes ondalik basamakl1 gosterimle

1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
A=
0 0 0 1 1 1 0
0 0.16666 0.96666 0 —0.20264 —0.36154 —2.5264
0.25 0.2 0.16666 0O 0 0.66666 0.79146

olarak elde edilir. Bu sistemin ¢oziilmesiyle
y12() = 3.234230482x — 3.234230482x2, yo0(x) = —1.024395339x + 1.02439533922

yaklagik ¢coziimleri bulunur.

Bu 6rnek probleme Galerkin-tipi yontem bagka /V degerleri i¢in de uygulanmistir. So-
nucta bulunan yaklagik ¢oziimlerin mutlak hatalar1 Sekil 3.6’da gorsel olarak sunulmus-
tur. N degerini arttirmanin yaklasik ¢oziimleri belirgin miktarda iyilestirdigi grafiklerden
anlagilmaktadir. Elde edilen ¢oziimlerin [0, 1] aralifindaki en biiyiik hatalar1 ise Cizelge
3.3’te homotopi pertiirbasyon yontemi (Saadatmandi vd. 2009) ile karsilastirilmigtir. Ci-
zelgedeki degerlere bakilarak, Galerkin-tipi yontemin bu problemde N =9 i¢in homotopi
petiirbasyon yonteminden daha isabetli sonuglar verdigi, N=5 i¢in ise daha kotii sonuglar

verdigi yorumu yapilabilir.

Ornek 3.5. Ele almacak ikinci 6rnek, daha dnce Yiizbasi vd. (2011b) tarafindan sayisal
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(a) y1a yaklagik ¢ozlimii i¢in hatalar (b) yeun yaklagik ¢oziimii i¢in hatalar
105
10
= =
Z Z
< D100
& g
2 2
= 5
= =
108
o5k ——N=5 — - -N=6 "+~ N=8 —5—N=10 ——N=5 — - -N=6 *+~'N=8 —&—N=10
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Sekil 3.6. Ornek 3.4 icin cesitli N secimleriyle elde edilen mutlak hatalar.

olarak c¢oziilen asagidaki ii¢ bilinmeyenli dordiincii mertebeden sistemdir:

iV (@) — cos(@)ys () + ayh(x) — yi(z) = 2e” + cos?(x),

ys? () + sin(2)y”) () + cos(z)yi () — cos(x)ys(x) = cos(x)(1 — ),

e~y () + yb (2) — cos(x)yi (z) + ya(x) = sin®(x), (3.19)

Y5(0) = —1,y57(0) = 0,53(0) = y4(0) = y5(0) = y5”(0) = 1.

Bu problemin tam ¢oziimlerinin yy yum(2)=sin(z), y2.am(x)=cos(x), Y3 um(r)=e* oldugu

bilinmektedir.

Problem (3.19) Galerkin-tipi yontemle ¢esitli N secimleri kullanilarak ¢oziilmiigtiir.

Ornek olarak, N=5 secimine karsilik gelen yaklasik ¢oziimler

y1.5(z) = x — 0.16666666662° + 0.0013640718z" + 0.00714059342°,
Yo5(7) =1 — 0.52% + 0.04476117362" — 0.00388083962°,

Ys5(r) = 14z + 0.52% + 0.16666666662° + 0.0373933310x" + 0.0136144154°

olarak bulunur. Problemin farkli N secimlerine karsilik elde edilen yaklasik ¢oziimlerinin
mutlak hatalar1 Sekil 3.7°de sunulmustur. Onceki 6rnekte oldugu gibi, N degerini art-

tirmanin hatalar1 belirgin diizeyde azalttig1 goriilmektedir. N=9 ve N=12 i¢in bulunan
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coziimlerin Bessel kollokasyon yontemi (Yiizbasi vd. 2011b) ile karsilastirilmasi ise Ci-
zelge 3.4’te verilmistir. Cizelgedeki degerlerden, Galerkin-tipi yontemin bu problem i¢in
Bessel kollokasyon yonteminden genel olarak daha isabetli sonuclar verdigi anlagilmak-

tadir.

3.1.4. Dogrusal olmayan adi diferansiyel denklem sistemlerinin sayisal ¢oziimleri:

Lotka-Volterra denklemleri

Yalnizca dogrusal olmayan diferansiyel denklemleri ifade eden, (3.6) gibi basit bir
genel ifade mevcut degildir. Bunun sebebi, bu tiir problemler i¢ceren uygulamalarin, basit
bir siniflandirmaya izin vermeyecek kadar cesitli olmasidir. Bu sebeple, dogrusal olmayan
bir problem belirleyip Galerkin-tipi yontemin uygulanisini o problem iizerinde agiklamak
daha kolay olacaktir.

Matematiksel biyoloji, dogrusal olmayan sistemlerin en dogal uygulama alanlarindan
biridir. Bunun sebebi, bir hayvanin aviyla karsilasmasi ve bir viriisiin hiicreye girmesi gibi
etkilesimlerin sistem bilesenlerinin sayisin etkiledigi uygulamalarin bu disiplinde 6nemli
yer tutmasidir. Bu tiir uygulamalarin en iinlii 6rneklerinden biri, Lotka (1920) ve Volterra

(1926) tarafindan bagimsiz olarak kesfedilen asagidaki iki bilinmeyenli modeldir:

d

P — ap—bpq

dt

dg

—= = epg — dg. 3.20
q Pl dq (3.20)

p(0) = Ap,q(0) = A,

Birinci mertebeden bu dogrusal olmayan model, "Lotka-Volterra denklemleri" olarak bi-
linir ve aralarinda av-avci iligkisi bulunan ve ayn1 ekosistemi paylasan iki hayvan tiiriiniin
niifuslarinin zamana gore degisimini ele alir. Denklem sisteminde goziiken p(t) ve q(t) si-
rayla av ve avci tiiriiniin £ zamaninda belli bir 6lcege gore Ol¢iilmiis niifuslardir. a, b, ¢, d
ve Ay, A bilinen pozitif sabitlerdir. Buna gore, iki tiiriin bireylerinin kargilagmasi av tii-
riine negatif (—bpq) etki yaparken, avc tiiriinii arttirict (cpq) etkide bulunmaktadir. Benzer
bir yorum diger parametreler icin de yapilabilir: a parametresi av tiiriiniin dogurganligini,
d parametresi ise avci tiirll icindeki rekabeti temsil eder. Av ve avct tiirlerinin ¢=0 anin-
daki niifuslari ise sirayla A\, ve ), ile verilmektedir. (3.20) sisteminin nasil tiiretildigiyle

ilgili bilgi, Hirsch ve Smale (1974)’te bulunabilir.
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Sekil 3.7. Ornek 3.5 icin cesitli N secimleriyle elde edilen mutlak hatalar.

Cizelge 3.4. Ornek 3.5 icin N=9 ve N=12 secimlerine karsilik gelen mutlak hatalarin

Bessel kollokasyon yontemi ile karsilastirilmasi.

Bessel kollokasyon yontemi

Galerkin-tipi yontem

lerg()]

lea ()]

les ()]

lerg(z)]

leao()]

le3.0()]

0.2
0.4
0.6
0.8

4.604E — 13
5.018E — 12
1.903E — 11
2.058E — 11
1.693E — 9

1.825E — 12
1.950E — 9
7.123E — 11
9.170E — 11
4.603E — 9

2.423E — 12
2.604E — 11
9.625E — 11
1.174E — 10
7.024E -9

5.696E — 12
4.859E — 12
5.507E — 12
5.986E — 12
6.728E — 14

1.059E — 11
9.859E — 12
8.684E — 12
1.101E — 11
1.101E — 13

1.219E — 11
2.680E — 11
1.368E — 12
2.691E — 11
4.006E — 12

Bessel kollokasyon yontemi

Galerkin-tipi yontem

\61,12(33)’

\62,12(93) |

\63,12(93) |

\61,12($)|

’62,12(30)|

’63,12(90)|

0.2
0.4
0.6
0.8

3.164E — 15
2.276E — 14
7.582E — 14
1.794E — 13
5.812E — 13

1.110E — 16
9.992E — 16
9.329E — 15
1.565E — 14
1.794E — 13

2.442E — 15
2.060E — 14
7.172E — 14
1.727E — 13
2.486E — 14

1.665E — 16
3.330E — 16
1.110E — 16
2.220E — 16
2.220E — 16

1.110E — 16
1.110E — 16
1.110E — 16
1.110E — 16
0

0
2.220E — 16
2.220E — 16
0
0
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(3.20) sisteminin tam ¢Oziimiiniin
In(p) +1n(q) —p—q=In(\A) —p—q

oldugu bilinmektedir. Ancak, p(t) ve q(t) ¢oztimlerinin zaman degigkeni ¢’ye bagh ifa-
deleri bilinmemektedir. Bu ¢oziimleri yaklagik olarak hesaplamak i¢cin Adomian ayrisim
yontemi (Pamuk 2005), homotopi pertiirbasyon yontemi (Pamuk ve Pamuk 2010) ve Bes-
sel kollokasyon yontemi (Yiizbas1 2012a) gibi ¢esitli sayisal yontemler kullanilmistir. Bu
kisimda, Galerkin-tipi yontemin (3.20) problemine uygulanigi ele alinacaktir.

[k adim, her zamanki gibi, belli bir N secimi igin

N N
pv(t) =D pet®, an(t) =) git”
k=0 k=0

deneme fonksiyonlarini belirlemektir. Bunlarin katsayilarini tutan siitun matrisleri, bu se-

fer biraz farkl bir gosterim kullanilarak

T T
P:|:p0 pr ... pN] JQ:|:C]0 q .. qu|

ile ifade edilebilir. Boylece, py ve gy deneme fonksiyonlart ve bunlarin tiirevleri
pn(t) = TP, gn(t) = TQ, piy(t) = TBP, gy (t) = TBQ (3.21)

olarak yazilabilir. (3.21) ile verilen ifadelerin (3.20) sisteminde yazilmasindan once, av
ve avcl niifuslarinin birbiriyle ¢arpilmasina karsilik gelen py(¢)gn(t) teriminin matris
carpimi biciminde ifade edilmesi i¢in iki yardimci matris tanimlamak kullanigh olacak-
tir. (2N+1)x(N+1) boyutundaki bu matrisler, j<i<j+N igin f’i,jzpi_j, Qiﬁj:qi_j ve
diger durumlarda f’i,j:(ii,j:() ile, ya da agik bicimde

Do 0 0 ... 0 qo 0 0 .. 0
p1 Po 0 ... 0 q1 qo 0 .. 0
P2 D po ... O @ @ % ... 0
P = PN PN-1 PN-2 --- Do , Q= gN gn-1 gnN-2 ... Qo
0 PN PN-1 .. D1 0 gnv  gn-1 .- Q1
0 0 PN ... P2 0 0 qN ... Q2
0 0 0 DN 0 0 0 an
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ile tanimlanirlar. Bu matrislerin ve (3.21) ifadelerinin kullanilmasiyla, (3.20) sistemi mat-

risler cinsinden

(TB —aT + ngN(t)Q> P =0,

(TB 4 dT — cXgN(t)fD) Q=0 (3.22)

olarak yazilabilir. Bunu, dogrusal sistemlerde oldugu gibi tek bir matris carpimu ile ifade

etmek i¢in

W?(t) = TB — aT + bXon (£)Q, WI(t) = TB + dT — ¢Xon (1)P,
T

A= [Po Pr ... PN o @1 ... QN
tanimlanabilir. Boylece, daha once tanimlanan Z; yardimei matrisleri kullanilarak, (3.22)

matris denklemi

WP (4)T, 0
A:=W(HA = (3.23)
0 Wi, 0

carpimina indirgenir. O ile yalnizca 0’lardan olugsan N+1 uzunlugunda satir matrisi kas-
tedilmektedir. Burada, 2x (2N+2) uzunlugundaki W (¢) matrisinin girdileri, ¢’ye bagh
ifadelerle birlikte =0, 1, ..., /V i¢in p; ve ¢; bilinmeyenlerini icerir. Boylece, (3.23) denk-
lemlerinde p; ve g; bilinmeyenleri carpim halinde olur; bir bagka deyisle (3.23) denklem-
leri p; ve ¢; bilinmeyenlerine gore dogrusal degildir. Sonucta, i¢ carpim adimindan sonra
elde edilen denklemler de dogrusal olmayacaktir. I¢ carpim adimindan &nce, baslangic

kosullarina karsilik gelen denklemlerin

pn(0) = po = Xn(0)T,A = [1 00 .. o} A=),

QN(O):QO:XN(O)I2A:[O 0 ...0 100 .. o]Aqu

biciminde tespit edilmesiyle, kalan 2N denklem (3.23) matris carpimina ¢, t2, ..., t" test
fonksiyonlariyla i¢ ¢arpim uygulanmasi sonucu elde edilir. Bu i¢ ¢arpimlarin sonuglari,

i=1,2,...,N ve j=1,2,...,2N+2 icin

Wi—intite; =< W()k;, x>, Gi—)N+it21 =0, k=1,2
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olmak iizere (2N+2)x (2N +2) boyutundaki W ve (2N+2)x 1 boyutundaki G matrisi-

nin son 2N satirlarinda, baglangi¢ kosullarina karsilik gelen denklemler ise ilk iki satirla-

rinda toplanirsa, agik olarak

Xy (0)Zy
Xn(0)Zy
<W(t)11,t> ... <W(t)1ny1,t>
<W(t)11,82> ... <W(t)1n41,%>

<W(t)171, tN> A <W(t)17]v+17 tN>

0 <W(t)a1,t> ...
0 <W(t)271,t2>
0 <W(t)271,tN> Ce
T
G=[\ A 00 ... 0

<W (t)o ny1,t>
<W(t>2,N+1, 2>

<W(t)27N+1, tN> ]

elde edilir. Burada O yine 0’lardan olusan N-+1 uzunlugunda satir matrisini géstermekte-

dir. Sonug olarak p; ve ¢; bilinmeyenlerinin WA =G dogrusal olmayan denklem sistemi-

nin ¢oziilmesiyle

N N
pv(t) =D pet®, an(t) =) git”
k=0 k=0

yaklasik ¢oziimleri elde edilir.

Simdi, Galerkin-tipi yontemin Lotka-Volterra denklemlerine uygulanisi bir 6rnek iize-

rinde goriilecektir.

Ornek 3.6. a=b=c=d=1 ve \,=0.6, \,=1.3 parametre degerleriyle olugturulan

dp

(1 —
5 p(1—q)
dq

_— = — 1
7 q(p—1)

p(0) = 1.3,¢(0) = 0.6,

(3.24)

sistemi ele alinsin. Bu problem, Pamuk (2005), Pamuk ve Pamuk (2010) ve Yiizbasi

(2012a) tarafindan da sayisal olarak ¢oziilmiistiir.
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Galerkin-tipi yontemin (3.24) sistemine 0<¢t<1 araliginda /N=3 secimi ile uygulani-

sin1 gormek icin, once deneme fonksiyonlar: ve tiirevleri

p3(t) = po + pit + pat® + pst® = TP, ph(t) = p1 + 2pat + 6pst* = TBP,

g5(t) = @o + @it + @at” + g5t” = TQ, g4(t) = q + 2qat + 6g5t* = TBQ

olarak belirlenir. Bu ifadelerin (3.24) sisteminde yazilmasiyla, p; ve ¢; bilinmeyenlerini

iceren su iki denklem elde edilir:

p1 — po + Pogo + (2p2 — p1 + Poqr + Prao)t + (3ps — P2 + Pog + Pray + P2qo)t”

+(pods — P + P1ga + Paqu + P3qo)t + (Prgs + Paga + Psq )t + (pags + paga)t®
+p3qst® =0,

Qo+ q1 + podo + (@1 + 2¢2 — poqr — P1Go)t + (g2 + 3q3 — Pod2 — P1G1 — P2qo )t

+(gs — Pogs — P12 — Pags — P3go)t® — (P1gs + Paga + s )t — (pags + paga)t’

—p3qst® = 0.

Bu denklemler, (3.23) esitliginde oldugu gibi tek matris ¢arpimi bi¢ciminde yazilacak

olursa,
_ 1T
—1+qo + @it + qot® + q3t? 0
1 —t+ qt? + gt + gst? 0
2t + (g0 — 1)t* + qut® + qot* + gt 0
W(t) = 3t* 4 (qo — Dt + qut* + qot® + g3 0
0 14 po — pit — pot* — pst?
0 1+ (1 —po)t — pit? — pot3 — pst?
0 2t + (1 — po)t? — pit® — pot — p3t®
I 0 3t2 + (1 — po)t3 — pitt — pot® — p3t6_

olur. Boylece, (3.24) sistemi

W(t)A =
0

matris ¢carpimiyla ifade edilmis olur. Bu esitliklere ¢, t2, t3 test fonksiyonlariyla i¢ carpim
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uygulanmasi sonucu elde edilen alti dogrusal olmayan denklem su sekildedir:

(1)

T2 T2 T3 Ty Ty Tty T

P1q2  P2g1 b3qo  P193 | P292  P3qi D2q3 b3q2  P3q3
=0
5 + 5 + 5 + 6 + 6 * 6 + 7 + 7 + 8
(2) L0 T Ta  23¢s  podo  pod _ Prdo  Pog2 iy P2do  Pods
3 12 10 30 3 4 4 5 5 5 6
_ P1@2 P2qn P390 P193  P292  P3q1 P243  P3q2  P3q3 —0
6 6 6 7 7 7 8 8 9 ’
qo S5¢1 11go 19¢3 Poqo Poq1 D190 Poq2 P1qa P290 Poq3
3) 2 4 22 _ _ _ _ _ _ _
( ) 2 + 6 + 12 + 20 2 3 3 4 4 4 5
P12 P21 P3do P14z P292  P3qi P293  P3d2 P3gs —0
5 5 5 6 6 6 7 7 8 ’
P Po Tp2 5p3 . PoGo , Poda bi1qo  Poq2 |, P1491  P29o | Po4s
4y = 282, e TS
W2 30 Tt 1t 5 t5 t% v v T
P1q2  P2q1 P3qo  P193  P2q2  P3qi | P2q93 P3Gz P3q3
=0
+ 7 + 7 + 7 * 8 + 8 * 8 + 9 * 9 + 10 ’
b1 Po 3p2 13ps  Poqo  Poqi . PiQo . Poq2  Piqi . P2Go . Poq3
5 heit)
( ) 12 3 10 30 3 4 + 4 + 5 + 5 + 5 * 6
Poq3  P142 | P2q1 P390 . D193  P292 | P3q1  P293  P3q2  P343
=0
+ 6 + 6 + 6 + 6 + - + - + - + 3 + 3 + 9 ,
(6) % 90 176> 9¢s  podo Pt Prdo  Poge 1y P2t Pols
4 20 30 14 4 5 5 6 6 6 7
_ P92 P21 P39o  P143  P292  P3qi P293  P3d2 P3d3

7 7 7 8 8 8 9 9 10

b1 Po 5p2 11ps  pogo ~ Poqi . P1go . Pod2 . P1qi . P2Qo . Pods
6 2
_I_

=0.

Bu denklemlere, baslangi¢c kosullarina karsilik gelen pg=1.3, go=0.6 denklemlerinin ek-
lenmesiyle olusan sekiz denklemlik dogrusal olmayan sistem, herhangi bir algoritma kul-

lanilarak ¢oziiliir. 10719’ luk adim toleransiyla dogleg yonteminin uygulanmasiyla,

p3(t) = 1.3 + 0.5152921081¢ + 0.0240177066t> — 0.1913425996t,

g3(t) = 0.6 + 0.1740260386t + 0.2107064508¢2 + 0.0222944792¢>

yaklagik coziimleri bulunur. (3.24) sistemine Galerkin-tipi yontem N=6 ve N=9 icin de

uygulanmigtir. Bunun sonucunda, N=6 i¢in

pe(t) = 1.3+ 0.5199732156t — 0.0123927898* — 0.1166191035t* — 0.0353749396t*
—0.0301148315¢° 4+ 0.0225265020°,
gs(t) = 0.6 + 0.1799909007¢ + 0.1831379366t> + 0.0464137281¢* 4 0.0097060534¢*

—0.0015396911¢° — 0.0106851417¢°
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(a) Yaklagik av niifusu igin mutlak kalintilar (b) Yaklagik aver niifusu i¢in mutlak kalmtilar

102

1072

......
8 .

-

= .
Py 1d

sl

1010 1ot
—N=3 —N=3
- —N=6 - —N=6
1012 ‘ ‘ L e N=9 1012 ‘ ‘ R N=9
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Zaman (t) Zaman (t)

Sekil 3.8. Ornek 3.6’ min ii¢ farkli N se¢imi ile elde edilen ¢6ziimlerinin kalintilari.

ve N=9 i¢in

po(t) = 1.3 + 0.5200767436t — 0.0146831992t* — 0.1031704747t> — 0.0521358765¢*
— 0.1156822100¢° 4 0.3599968478t° — 0.4917152562t" + 0.3317554219¢®
— 0.0864439383t?,

go(t) = 0.6 + 0.1801015370¢ + 0.1801637338¢> 4- 0.0741284681¢> — 0.1186959070¢*
+ 0.3367987634t> — 0.5428370460t° + 0.4951584135t" — 0.2516069868t"

+ 0.0538128009¢”

yaklagik ¢oztimleri bulunur. (3.24) sisteminin pyy, (t) Ve Gum(t) tam ¢oziimleri bilinmedigi

icin, hesaplanan yaklasik coziimleri degerlendirmek amaciyla, bunlarin

_ dpn(t)

Rlpn(t)] = u pn(t) + o (t)an(t),
Rlav(®) = 0 0 1) + an (1)

ile verilen kalintilarina bakilir. Bu kalintilarin mutlak degerlerinin grafikleri, Sekil 3.8’de
verilmigtir. Kalinti degerleri NV 3’ten 6’ya ¢ikarken azalmigken, N=9 icin genel olarak
daha biiyiiktiir. Boylece, (3.24) sisteminde N=9 kadar kiiciik bir deger i¢in bile N’yi
arttirmanin yaklagik ¢oztimleri iyilestirmedigi sonucuna ulagilabilir.

Cizelge 3.5’te ve 3.6’da, N=3 ve N=6 secimleriyle bulunan yaklasik ¢oziimlerin
mutlak kalmtilarinin homotopi pertiirbasyon (Pamuk ve Pamuk 2010) ve Bessel kollokas-

yon yontemleriyle (Yiizbas1 2012a) karsilagtirilmas: verilmistir. Galerkin-tipi yontemle
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elde edilen degerlerin homotopi pertiirbasyon yontemine gore biraz daha iyi, Bessel kol-

lokasyon yontemiyle ise hemen hemen ayni iyilikte oldugu goriilmektedir.

Cizelge 3.5. Ornek 3.6’da N=3 ve N=6 ile bulunan yaklasik av niifusu py(t)’ye ait

kalintilarin homotopi pertiirbasyon ve Bessel kollokasyon yontemiyle karsilagtirilmasi.

Homotopi pertiirbasyon Bessel kollokasyon Galerkin-tipi yontem

N =3

N =4

N =3

N =6

N =3

N =6

0.2
0.4
0.6
0.8

0

1.589E — 4
1.250E — 2
4.120E — 2
9.420E — 2
1.741E -1

0

1.400E — 4
1.160E — 2
3.910E — 2
9.090E — 2
1.709E — 1

0

2.200E — 3
1.100E — 3
1.500E — 3
6.000E — 2
2.100E — 2

0

3.183E — 6
2.696E — 6
3.604E — 6
8.832E — 6
3.272E — 4

4.700E — 3
1.800E — 3
4.622E — 4
1.300E — 3
2.708E — 4
8.799E — 4

2.678E — 5
5.902E — 6
4.106E — 6
1.099E — 6
1.954E — 7
9.393E — 6

Cizelge 3.6. Ornek 3.6°da N=3 ve N=6 ile bulunan yaklagik avci niifusu gy (t)’ye ait

kalintilarin homotopi pertiirbasyon ve Bessel kollokasyon yontemiyle karsilagtiriimasi.

Homotopi pertiirbasyon

Bessel kollokasyon

Galerkin-tipi yontem

N =3

N =4

N =3

N =6

N =3

N =6

0.2
0.4
0.6
0.8

0

3.123E — 4
2.300E — 3
6.800E — 3
1.260E — 2
1.490E — 2

0

3.183E - 6
1.568E — 4
1.400E — 3
6.700E — 3
2.280E — 2

0

5.370E — 4
4.106E — 4
8.142E — 4
4.900E — 3
2.820E — 2

0

5.912E — 7
3.308E — 7
5.662E — 8
1.537E — 6
1.804E — 4

6.000E — 3
2.000E — 3
2.500E — 4
1.600E — 3
3.600E — 3
9.800E — 3

9.099E — 6
2.961E — 7
1.193E — 6
3.984E — 6
2.987E — 6
2.658E — 5

3.2. Galerkin-tipi Yontemin Fonksiyonel Diferansiyel Denklemlere Uygulanmsi

Fonksiyonel diferansiyel denklemler, adi diferansiyel denklemlerden farkli olarak, bi-

linmeyen fonksiyonun, bagimsiz degiskenin cesitli fonksiyonlarin1 girdi olarak kabul ede-
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bildigi denklemlerdir. Ornegin

bir adi diferansiyel denklemken
y'(t —0.5) = y(t) + y(cos(t)) + €'

bir fonksiyonel diferansiyel denklemdir. Bir fonksiyonel diferansiyel denklemi en genel
halde yazmak kolay olmadig1 gibi bizim amaclarimiz i¢in gerekli de degildir. Biz, bu
kesimde, 7>0, 0<a<1 ve k€N, olmak iizere y* (t—7) ya da y*(at) ve bu ikisinin
birlesimi olan 3*) (at—7) seklinde terimler iceren denklemlerle ilgilenecegiz. y*) (t—7)
seklinde terimler iceren denklemler "geciken degiskenli" (Ing. "retarded"), y'*)(at) sek-
linde terimler icerenler ise "oransal gecikmeli" olarak adlandirilirlar. Bu iki sinift iceren
tist sinif ise "gecikmeli diferansiyel denklemler" olarak bilinir.

Gecikmeli diferansiyel denklemler, temel olarak, herhangi bir 6l¢iilebilir olgudaki bir
degismenin bir baskasi tizerinde belli bir siire sonunda etki yaptigr durumlarda ortaya
cikar. Bu durumla siklikla karsilasildigindan, gecikmeli diferansiyel denklemler gerek te-
mel bilimlerde gerek miihendislikte son derece yaygindir. Bu denklemlerin en bilinen uy-
gulamalar1 arasinda niifus dinamigine iligkin modeller (Kuang 1993; MacDonald 1989),
kontrol teorisi (Shampine ve Gahinet 2006), sinir aglarinin dinamigi (Coombes ve La-
ing 2009), bulasic1 hastaliklarin yayilmasina iligkin modeller (Culshaw ve Ruan 2000) ve
iklim bilimi uygulamalar1 (Battisti 1989) sayilabilir. Gecikmeli diferansiyel denklemlerin
en genis uygulama alanlarindan biri matematiksel biyolojidir. Bu konudaki uygulamalarin
tarihsel bir dokiimiiyle ilgilenen okuyucular icin Forde (2005) 6nerilir. Gecikmeli diferan-
siyel denklemlerin sayisal ¢coziim yontemlerine iliskin genel bir inceleme ise Shampine
ve Thompson (2015)’in notunda bulunabilir.

Bu kisimda, Galerkin-tipi yontem sirasityla multi-pantograf denklemine, genellestiril-

mis pantograf denklemine ve gecikmeli denklem sistemlerine uygulanacaktir.

3.2.1. Multi-pantograf denkleminin sayisal ¢oziimleri

Asagidaki birinci mertebeden sabit katsayili gecikmeli diferansiyel denklem ele alin-
sin:

u'(z) = au(z) + bu(qz), z € I =[0,T],0 < ¢ < 1. (3.25)
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Bu denklem "pantograf denklemi" olarak anilir ve ilk olarak elektrikli bir lokomotifle iis-
tiinden gecen iletken tel arasindaki akimin dalga hareketini modellemek icin Onerilmigtir
(Ockendon ve Tayler 1971; Tayler 1986). Herhangi bir uo€R i¢in, (3.25) denkleminin
u(0)=ug baglangi¢c kosulunu saglayan ve C''(I) sinifina ait olan tek bir ¢6ziimii vardir.
Daha genel olarak, a ve b sabit degil de C"™ (/) smifindan fonksiyonlar ise, denklemin
u(0)=ug saglayan ve C™*1(I) sinifina ait olan tek bir ¢oziimii vardir (Brunner 2004).

Pantograf denklemi bir¢ok uygulamada rol oynayan onemli bir denklemdir. Bunun
sonucu olarak, ozellikle son yirmi yilda, bir¢cok arastirmaci bu tipte problemlerin sayisal
coziimlerini elde etmekle ilgilenmislerdir. Bunlar arasinda Bessel (Yiizbag1 vd. 2011a)
ve Bernstein (Isik vd. 2012) polinomlarini kullanan kollokasyon yontemlerinin yani sira
Taylor polinomlart yontemi (Sezer, Yalginbas ve Giilsu 2008) de bulunmaktadir. Ayrica,
He’nin varyasyonel iterasyon yontemi (Saadatmandi ve Dehghan 2009) ve homotopi per-
tiirbasyon yontemi (Feng 2013) gibi daha yeni yontemler de pantograf-tipi denklemlere
uygulanmustir.

Bu alt boliimde, (3.25) denkleminin daha genel bir durumu olan
u'(x) = f(z) + a(z)u(x) + Zﬁi(x)u(qim), i=1,2,...,ricin 0<¢q; <1 (3.26)
i=1

denklemi 0<z<b araliginda u(0)=u, baslangi¢ kosuluyla ele alinacaktir. Bu denklemin
pantograf denkleminden farklari, birden fazla oransal gecikmeli terim icermesi ve degis-
ken katsay1l1 olmasidir. (3.26) denklemi “multi-pantograf denklemi" olarak anilmaktadir.

Galerkin-tipi yontemin (3.26) denklemine uygulanmasinin agiklanmasi, dnceki prob-

lemlerde oldugu gibi
N
uy(z) =) apat = XA (3.27)
k=0

deneme fonksiyonunun tanimlanmasiyla baglar. u(0)=u, baslangi¢ kogulundan dolay1

ap=ug dir; dolayisiyla uy deneme fonksiyonunu

N
un(x) = up + Zak:)jk
k=1

biciminde yazmak miimkiindiir. Boylece, deneme fonksiyonlar1 kiimesi ve bu kiimenin

bir taban1
Vi = {aix + apr® + ...+ ana” :ay,a0,...,ay € R}, @y = {x,27, ..., 2"}
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olarak belirlenir. Bu sebeple, wq(z)=1 sabit fonksiyonu bu problemde test fonksiyonu
degildir. Yontemin amaci, aq, as, . . . , ay katsayilarin1 bulmaktir.

Deneme fonksiyonunun tiirevi, her zamanki gibi B yardimci matrisi kullanilarak

uy(z) = XBA (3.28)

seklinde ifade edilebilir. Oransal gecikme iceren terimler ise, literatiirde mevcut bir¢ok
caligmada (Sezer ve Akyiiz-Dagcioglu 2007; Yiizbagi vd. 2011a) kullanilan B(\, u1) yar-

dimer matrisi araciliiyla yazilabilir. (N+1)x (N+1) boyutundaki bu matris
J= 1\ i1 i
B;;(\ ) = (Z B 1) X

seklinde, ya da daha acik olarak

1oy N

0 A 2\ NNt
BAuw=100 XN ML N2y N2

00 0 AN

seklinde tanimlidir. Boylece, deneme fonksiyonunun gecikme igceren genel bir terimi i¢in
unv(Ax + p) = XB(A\, p)A (3.29)

esitligi yazilabilir. Multi-pantograf denklemi 6zelinde gecikme terimleri sadece oransal

gecikme igerdigi icin =0 olur ve B(\, i) yardimer matrisi

10 0 0
0 XN 0 0
B(A0)=1]0 0 A 0
00 0 AV

kosegen matrisine indirgenir.
Simdi, deneme fonksiyonuna iliskin (3.27), (3.28) ve (3.29) ifadeleri (3.26) denkle-

minde yazilir ve homojen olmayan terim f(z) sag tarafta birakilirsa,
{XB —a(x)X =Y B,(x)XB(g;, 0)} A = f(z).
=1
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esitligi, ya da

olmak tizere

G(z)A = f(2) (3.30)

esitligi elde edilir. G(x) girdileri 2’in fonksiyonlarindan olugan 1x (N +1) boyutunda bir
satir matrisidir. (3.30) esitligine =, 22, ..., 2V test fonksiyonlartyla i¢ ¢arpim uygulamak,

1=1,2,...,N,j=1,2,..., N+1i¢in
Wi =<2, G(); >, Fig =<', f(z) >
ve W ve F’nin ilk satirlart ag=wu, esitligine karsilik gelmek iizere
WA =F (3.31)

dogrusal denklem sistemini verir. Burada, (N+1)x (N+1)’lik W matrisi ve (N+1)x 1’lik

F siitun matrisi, daha acik olarak

1 0 0
<z, G(C(])Ll > <z, G(]I)LQ > . <z, G(£)1,N+1 >
W = < 272, G’(I)l,l > < $2, G($)1,2 > ... < 272, G’(l')l,N—Q—l > s
< ZL‘N, G(Z‘)Ll > < ZﬁN, G(I)LQ > ... < I‘N, G('r)l,N-O-l >
T
F:[UU <z flz)> <2 flx)> ... <2V, f(z) >
seklindedir. (3.31) dogrusal sisteminin ¢éziimii ay, as, . . ., ax katsayilarini ve bdylece

2 N
un(z) = up + a1z + agx” + .. .ayx

yaklagik ¢oziimiinii verir.

Simdi, Galerkin-tipi yontem iki tane 6rnek probleme uygulanacaktir.

Ornek 3.7. Ele alinacak birinci 6rnek problem, ilk olarak Muroya vd. (2003) tarafindan
incelenmis ve bir kollokasyon yontemi kullanilarak sayisal olarak coziilmiistiir. Daha
sonra ayni probleme Sezer vd. (2008) tarafindan Taylor polinomlar1 yontemi uygulan-

mustir. Problem su sekildedir:
u'(z) = —u(x) + (¢/2)ul(qr) — (¢/2)e™®, u(0) =1, 0 <z < 1. (3.32)
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Problemin tam ¢oziimii ¢’dan bagimsiz olarak wuy,(z)=e * fonksiyonudur. ¢=0.2
oransal gecikme degeri kullanilarak Galerkin-tipi yontem N=3 secimiyle probleme uy-

gulanacaktir. Deneme fonksiyonu ve tiirevi

3

un(z) = 14+ a1x + agx® + azz®, Wy (z) = a; + 2a27 + 3azr?

olarak tespit edilir. Bunlarin ve u(0.2z) oransal gecikmeli terimin (3.32) denkleminde

yazilmasiyla

0.9 + (0.98z + 1)ay + (0.9962° + 2z)ay + (0.99922° + 32%) = —0.1%*

ya da bir bagka ifadeyle
ol
0.9 0.98z+1 0.996x2 + 2z 0.99922° + 322 | - R Y (3.33)
a2
L as |

esitligi elde edilir. Bu esitligin sol tarafi, yontemin tarifinde tammladigimiz G(x) matrisi-
dir. (3.33) denkleminin iki tarafina z, 2%, 23 test fonksiyonlariyla i¢ ¢arpim uygulanmasi

sonucunda, bes ondalik basamakli gosterimle

1 0 0 0 1
0.9 1.49 1.332  1.2498 —0.09063
W - , F =
0.45 0.82666 0.91566 0.94984 —0.04380

0.3 0.57833 0.6992 0.76653 —0.02871

olmak tizere

WA =F

dogrusal sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢oziilmesi
a; = —0.9948155508, ay = 0.4663525715, ag = —0.1036494463
katsayilarini ve
us(z) = 1 — 0.9948155508z + 0.46635257152 — 0.10364944632°

yaklagik ¢coziimiinii verir.
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(3.32) problemine Galerkin-tipi yontem N=5, 8, 10 se¢imleriyle de uygulanmis ve

us (), ug(z), u10(x) yaklagik ¢oziimleri elde edilmigtir. Bu ¢dziimlerin
len ()] = |vam () — un (2)|

ile hesaplanan mutlak hatalari hem Sekil 3.9’da hem de Cizelge 3.7°de Muroya’nin yon-
temi (Muroya vd. 2003) ve Taylor polinomlar1 yontemi (Sezer vd. 2008) ile karsilasti-
rilmistir. Galerkin-tipi yontemle N=8’e karsilik elde edilen sonuglarin hem Muroya’nin
yontemine hem de Taylor polinomlar1 yonteminin N=10 ve N=12 secimleriyle uygulan-
masina kiyasla daha isabetli oldugu goriilmektedir. Ayrica, N degerini arttirmanin hatay1
belli dlciide azalttig1 goriilmektedir. Diger iki yontemin sunuldugu calismalarda sonuglar
r=2"% 1<k<6, noktalarinda verildigi igin, karsilastirma yapilirken yalnizca bu noktalar

dikkate alinmistir.

Ornek 3.8. Bu alt boliimdeki ikinci 6rnek su sekildedir:

3+ 252(2 + 3z + 252°)

u' (1) = u(x) + (2* + 1)u(0.2z) — (DL ,u(0)=1,0<x <1
(3.34)
1
Problemin tam ¢oziimii utam(x):m fonksiyonudur. Bu fonksiyon, ilk olarak
x

Runge (1901) tarafindan esit aralikli diigiim noktalar1 kullanilarak yapilan polinom en-
terpolasyonunun yakinsamamasi durumuna ornek olarak verilmistir. "Runge olgusu" ola-
rak bilinen bu durum bircok ¢alismada ele alinmistir, ayrintili bilgi icin Boyd ve Ong
(2009)’un caligsmasi incelenebilir. Galerkin-tipi yontemin bu tiir "sorunlu" ¢6ziime sahip
problemlerde nasil sonu¢ verdigini gérmek agisindan (3.34) denklemine uygulamak fay-
dali olacaktir. Cesitli NV secimlerine karsilik olarak elde edilen mutlak hata degerleri Sekil
3.10 ve Cizelge 3.8°de bir araya getirilmistir. Bu degerler, N parametresinin artmasiyla
birlikte yaklasik ¢oziimlerin bir onceki ornekteki kadar olmasa da genel olarak daha isa-
betli hale geldigini gdstermektedir. Bu durum, Galerkin-tipi yontemin, sorunlu davranig
gosteren ¢oziimlere sahip olmasi bakimindan daha zor siniftan sayilabilecek problemler

icin imit verici oldugunu diistindiirmektedir.
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164 —8— Taylor polinomlari yéntemi N=10 | I
1E-5 = © -Taylor polinomlari yéntemi N=12 i

Galerkin-tipi yontem N=5
—A— Galerkin-tipi yontem N=8
1E6 | 46— Galerkin-tipi yontem N=10 |

Muroya’nin yontemi
1E-7 y y N

Mutlak hata
H
m
(o]

[y

m

(o]
T

(=R 10)) S——
g -

1E-11 T

1E-12% : : : :
2-6

Sekil 3.9. Ornek 3.7 i¢in Galerkin-tipi yontemle ve diger iki yontemle elde edilen mutlak

hatalarin grafigi.

Cizelge 3.7. Ornek 3.7 icin N=5, 8, 10 secimleriyle bulunan ¢6ziimlerin mutlak hatalari-

nin Muroya’nin kollokasyon yontemi ve Taylor polinomlar1 yontemi ile karsilagtirilmasi.

x Muroya Taylor polinomlari Galerkin-tipi yontem

N =10 N =12 N=5 N =28 N =10

271 2719E—5 200E—10 1.24E—10 6.404E—7 1.023E —12 2.345E — 12
272 1080E—6 1.00E—10 9.74E—11 5341E—7 1.677E—11 8.533E — 13
273 381TE—8 1.00E—10 7.00E—11 9.095E —8 1.138E — 11 4.786E — 13
274 1.269E — 9 1.00E — 10 9.14E —-11 3.673E—-8 6.005E —12 1.441E — 12
275 4.090E —11 1.00E—11 5.28E—11 3.715E—7 7.933E—12 7.278E — 13
276 1200E—12 0 1.95E — 11 2.465E —7 9.721E —12 1.336E — 12
CPU zamani(sn) 0.0625 0.3750 0.4219
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Sekil 3.10. Ornek 3.8 icin Galerkin-tipi yontemle farkli N degerlerine karsilik elde edilen

mutlak hatalarin grafigi.

Cizelge 3.8. Ornek 3.8 de cesitli N degerlerine karsilik gelen mutlak hatalar.

x N=14 N=5 N=6 N=9 N =12 N =14
0.2 3.7153E —2 3.1253E—2 1.041E—2 1.603E—3 1.526E—4 4.688E —5
0.4 1.017TE—2 3.355E—2 1487TE—2 4.077TE—4 9.124dE—-5 4.284E—-5
0.6 7TI158E—-2 1.731E—2 7894E—-3 1341E—3 8.207E—5 2.440E—-5
0.8 4.620E —2 2.148E—-3 8.279E -3 8.496E—-4 1430E—4 2351E—-6
1 4.7T19E —2 3.27T9E—3 4.753E—-3 8.974E—4 3.564E—-5 1419E -5
CPU zamani(sn) 0.0625 0.0781 0.0938 0.1406 0.2031 0.2813
3.2.2. Genellestirilmis pantograf denkleminin sayisal ¢oziimleri
Bu alt boliimde,
J m-—1
y™ () + P (2)y® (\jpr + pig) = f(z), 0 <x <b, (3.35)
j=0 k=0
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denklemi
yD0) =a;,i=0,1,...,m—1 (3.36)

baglangic kosullar1 altinda ele alinacaktir. "Genellestirilmis pantograf denklemi" olarak
bilinen bu denklem, bir dnceki alt boliimiin konusu olan multi-pantograf denkleminin
aksine, 1’den yiiksek mertebeye sahip olabilir ve oransal gecikmenin yani sira normal
gecikmeye sahip terimler igerir. (3.35) denkleminde P; . ve f, 0<x<b arahiginda taniml
ve siirekli bilinen fonksiyonlar; A; ;. ve p;, ise 0<A; <1 ve p; , <0 kosullarini saglayan
bilinen sabitlerdir.

(3.35)-(3.36) problemine Galerkin-tipi yontemi uygulamak

N
yn(z) =) ape® = XA (3.37)
k=0

deneme fonksiyonunu olusturmakla baslar. Deneme fonksiyonunun tiirevleri ve gecikmeli

terimler, 6nceden tanimlanan ve B ve B(\, i) yardimci matrisleri araciliiyla
yn" (1) = XB"A, 4 (N + 1) = XB(A, i) B°A (338)

seklinde yazilabilir. (3.37) ve (3.38) ifadelerinin (3.35) denkleminde yazilmasiyla, denk-
lemin

{XBm + Z i P; () XB(Aj £, ,Uj,k)Bk} A = f(z)

7=0 k=0
bicimindeki matris formu elde edilir. Bu matris formu,

J m-—1
G(z) :=XB™ + P; () XB(A\j £, ,uj’k)Bk
j=0 k=0
tanimlanmasiyla, 6z olarak
G(z)A = f(2) (3.39)

olarak yazilabilir. G(z), girdileri z’in fonksiyonlari olan N+1 uzunlugunda bir satir mat-

risidir. I¢ carpim adimindan 6nce, m baslangi¢ kosuluna karsilik gelen denklemlerin
y9(0) = X(0)B'A = [ 1000 } BA=q,i=01...,m—1  (3.40)

seklinde matris carpimlariyla ifade edilebilecegi goriiliir. Geriye kalan N+1—m denklem,

(3.39) matris denklemine ™, 2™ %1, ... % test fonksiyonlartyla i¢ carpim uygulanma-

styla bulunur. Boylece, i=m,m +1,..., N ve j=1,2,..., N+1 i¢in
Wi =< a', G(z)1; >, Fip11 =< ', f(z) >
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olmak iizere, ilk m satirin baglangi¢ kosullarinin (3.40) matris formlariyla doldurulma-

styla, W ve F matrisleri

X(0)A
X(0)BA
X(0)B™ 1A
W — 9
<™ G(x)11 > <a2™ G(x)12> ... <2™ G(z)yp1 >
<a™ G(x), > <a™Gx)ie> .0 <a™ G(x) N >
<N G(z), > <2V G(x)2> ... <2V, G(x)1n41 >
T
F=|a oq ... amy <a™ flz)> <™ f(z)> ... <V, f(z)>

olarak elde edilir. WA =F dogrusal sisteminin ¢oziilmesiyle

N

yn(x) = Z apx”

k=0

yaklagik ¢coziimii hesaplanmaisg olur.
Simdi, Galerkin-tipi yontemin genellestirilmis pantograf denklemi iizerinde uygula-

nig1 tek bir 6rnekle goriilecektir.

Ornek 3.9. Ele alinacak 6rnek problem, daha once Sezer ve Akyiiz Dascioglu (2007),
Oztiirk ve Giilsu (2012) ve Tohidi vd. (2013) tarafindan incelenmis ve sayisal ¢oziimleri

bulunmus asagidaki ti¢iincii mertebeden problemdir:
Y (z) +y(z) + y(z — 0.3) = e 0% y(0) = 1,¢/(0) = —1,4"(0) =1.  (3.41)
Problem 0<z<1 araliginda ele alinacaktir.

(3.41) probleminin tam ¢6ziimii Yy, ()=~ tir. Galerkin-tipi yontemi N=4 se¢imi
ile probleme uygulamak,

ya(z) = ag + a1z + apa® + azx® + agr’
deneme fonksiyonunu olusturmakla baglar. y,’li igeren diger terimler olan

vy (z) = 6ag + 24ayz, ys(z — 0.3) = (0.09 + ag — 0.3a; + ag — 0.027a3 + 0.0081ay)

—(0.6 — a; — 0.27a3 + 0.108a4)x + (1 — 0.9as + 0.54a4)2? + (as — 1.2a4)2> 4 a4z’
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ifadelerinin (3.41) denkleminde yazilmasiyla
[ 2 20—03 (x—03)2+2% (x—03°+2°+6 24z + (x —03)*+2* | A
= et (3.42)
matris denklemi elde edilir. Baglangi¢ kosullarinin matris formlari
ya(0) = X(0)A = [ 1000 o}A:L
Yi(0) =XOBA=[0 100 0]A=-1,
yi(0) = X(0)B°A = [0 020 O}Azl

seklindedir. Geriye kalan iki denklem, (3.42) matris denkleminde iki tarafa 2 ve 2% ile i¢

carpim uygulanmasiyla elde edilir. Bu denklemler
[ 0.5 0.325 0.23583 1.6829 4.9489 ] A = 0.15378,
| 0.4 027333 020371 13610 41320 | A =0.11856

olarak bulunur. Bunlarin baglangic kosullariyla birlestirilmesiyle

1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 -1
0 2 0 0 0 , F = 1
0.5 0.325 0.23583 1.6829 4.9489 0.15378
I 0.4 0.27333 0.20371 1.3610 4.1329 | I 0.11856 |

dogrusal sistemi olugur. Bu sistemin ¢6ziimii olan

A=11 -1 05 —0.1402155134 0.0195694260

matrisi

ys(z) = 1 — 2 + 0.52% — 0.14021551342° + 0.0195694260*

yaklagik ¢oziimiinii verir.

N=4 disinda ¢esitli NV secimleriyle bulunan yaklasik ¢6ziimlerin mutlak hatalar1 Se-
kil 3.11°de gorsel olarak sunulmustur. N degerinin artmasiyla hatalarin belirgin diizeyde
azaldig1 goriilmektedir. Cizelge 3.9°da ise elde edilen mutlak hatalar ¢esitli /N deger-

leri i¢in Taylor polinomlar: (kisaca Taylor) yontemi (Sezer ve Akyiiz Dascioglu 2007),
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Cesitli N degerleriyle bulunan ¢éziimlerin mutlak hatalar:

Z
Z
°
I
S
< LA -
X WoOR
= 1012+ H i 1
2 Co
b N=5
10 E S ——-N=7
....... N=8
ol 1 1 1 1 N:10
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Sekil 3.11. Ornek 3.9 icin gesitli NV secimlerine karsilik bulunan mutlak hatalar.

Chebyshev-Gauss diigiim noktalar1 (kisaca Chebyshev) yontemi (Oztiirk ve Giilsu 2012)
ve Bernoulli polinomlarina dayal iglemsel matris (kisaca CMBOM) yontemi (Tohidi vd.
2013) ile kargilastirllmistir. Bu problem i¢in Galerkin-tipi yontemle elde edilen degerle-
rin Chebyshev yontemine kiyasla daha i1yi oldugu, diger iki yonteme kiyasla ise belirgin
diizeyde bir farklilik olmadig, cizelgedeki degerlerden anlasilmaktadir. Ote yandan, bas-
langic kosullarinin verildigi x=0 noktasindan uzaklagsildik¢a Galerkin-tipi yontemin diger

yontemlerden daha iyi olmasi dikkat cekicidir.

3.2.3. Dogrusal gecikmeli diferansiyel denklem sistemlerinin sayisal ¢oziimleri

Bu kisimda, bir 6nceki alt boliimde incelenen genellestirilmis pantograf denklemle-

rinden olusan sistemler ele alinacaktir. Boyle bir sistem, a <z <b aralifinda

m

k
SN TP @ — ) = gi@), i =12,k (3.43)

n=0 j=1
seklinde ifade edilebilir. Gosterim basitligi saglamas1 amaciyla, (3.35) ile verilen genel-
lestirilmis pantograf denkleminin aksine, bu sefer belli bir y; bilinmeyen fonksiyonun

n’inci tiirevi, 7’ inci denklemde tek bir gecikme terimi ile goziikecektir. (3.43) sistemi,

3

(af;y9 (@) + 07,y9 () = i, i =1,2,...,m,n=1,2,... k. (3.44)

.
Il
o
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Cizelge 3.9. Ornek (3.9)’da cesitli N degerleriyle elde edilen ¢oziimlerin mutlak hata

bakimindan ii¢ diger yontemle karsilastirilmasi.

Taylor CMBOM yontemi Chebyshev Galerkin-tipi yontem

r N=5 N =5 N =38 N =28 N =5 N =28 N =11

0.2 854E—-8 369E—-7 511E—-11 37E-7 368E—-6 7.74E—11 1.03E—-14
04 536E—-6 237E—-6 250E—-10 238E-6 121E-5 576E—-8 6.17E—-14
06 595E—-5 596E—-6 594E—-10 597E—6 120E—-5 5.37E—10 1.40E —13
0.8 326E—4 348E—-5 T7.11E—10 348E—-5 397/E—-6 6.93E—-10 2.60E — 13
1 1.21IE-3 203E-4 268E-8 203E-4 bHTE-7 117E—-9 4.11E—-13

karigik kosullar altinda ele alinacaktir. P; ve g; fonksiyonlari la, b] araliginda bilinen tek
degiskenli siirekli fonksiyonlar, a;';, b}’ ; ve v, ; bilinen sabitlerdir.

Her zamanki gibi, deneme fonksiyonlar1 herhangi bir NV secimi i¢in

yin (2 Zamx =XA;, i=1,2,....k
ile tamimlanir. Bunlarin gecikmeli terimler igeren tiirevleri ise
yu(e — ) = XB(L, —p ) B Ay, n=1,2,...,m,i=1,2,... .k j=12..k

ile ifade edilebilir. Deneme fonksiyonlarina iligkin matris ifadelerinin (3.43) denkleminde

yazilmasiyla

ZZ 2)XB(1, —u,)B"A; = g;(x), i =1,2,... k. (3.45)

n=0 j=1
elde edilir. Bunu tek matris carpimi olarak yazmak amaciyla, Boliim 3.1.3’teki gibi iler-

lenerek

m

n=0
tanimlanabilir. Ardindan, bilinmeyen katsayilar1 barindiran A ; siitun matrislerinin alt alta
eklenmesiyle olusan A siitun matrisinin ve sz konusu boliimde tanimlanan Z; yardimci

matrislerinin kullanilmasiyla, (3.45) esitligi 6z olarak

(ZFH )A Fi(r)A = gi(x).
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seklinde yazilabilir. Bu ifade, (3.43) sistemindeki ¢’inci denklemi gostermektedir. Tiim
sistemin tek matris denklemiyle ifade edilmesi i¢in, A; bilinmeyen katsay1 matrislerine

yapilanin aynis1 F'; satir matrislerine ve g; fonksiyonlarina yapilarak

[ Fu(x) | [ 41(z) |
P = | | g = | )
| Fu(o) | () |

yazmak yeterlidir. Boylece, (3.43) sistemi
F(x)A = g(x) (3.46)

esitligine indirgenir. (3.44) karisik kosullar1 (3.9) dogrusal sistemiyle ele alinan kosullarin
aynisi oldugundan, matris ifadeleri de ayn1 sekilde olur. Boylece, n’inci deneme fonksi-

yonu y,, v’ ye karsilik gelen ¢’inci karisik kosul

m—1 m—1
> (0l X(a) +0},X (1) B | A, = [Z (af X(a) + 0, X(b)) B | Z,A
J=0 j=0

= Cn,zA = )\n,i

olarak yazilabilir. Bu kosullarin tamami, matrisleri u¢ uca ekleme isleminin tekrar uygu-

lanmasiyla i ) i i
Cia A1
Cl,m )\l,m
A= : yada CA=A
Cr1 Ak,1
Ck,m )\k,m

biciminde tek matris carpimina indirgenir. Biitiin deneme fonksiyonlarinda bulunan top-
lam k(N+1) bilinmeyeni tespit etmek i¢in gereken ayni sayida dogrusal denklemin km
tanesi karigik kosullarca saglandigindan, geriye kalan k(N+1—m) denklem (3.46) esit-
ligine yalmzca 2™, 2™+, ... o test fonksiyonlariyla i¢ carpim uygulamakla elde elde

edilir. Sonucta elde edilecek dogrusal
WA =G (3.47)
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cebirsel denklem sisteminde W ve G’nin ilk km satir1 karisik kosullar tarafindan, geri

kalan satirlar ise i=m, m+1,..., N, j=1,2,...,k,[=1,2,...  k(N+1) i¢in
Wik =< F(2)0,2" >, Gigyjn =< gj(2),2" >

ic carpimlart kullanilarak olusturulur. Boylece, W ve G matrisleri acgik olarak

C A
<F(x)11,2m > <F(x)12,2™ > ... <F(@)pws1),2™ > < gi(x), ™ >
< F(z)y1,2" > <F(x)22,2m > ... <F(@)opwsr), 2™ > < go(x), 2™ >
<F(@)p1, 2™ > <F(@)po,2™ > ... <F@)rpmvin, 2™ > G < gr(z),z™ >
<F(z)11,2" > <F(z)i2,27 > ... <F(@)1pn41) 2" > < gi(x), 2V >
<F(2)y1, 2V > <F(2)g,2" > ... < F(x)ka(NH),xN > < go(x), 2N >
<F(x)p1, 2V > <F(x)po, 2V > ... <F(@)prnir), 2 > < gr(x), 2N >

olur. Son olarak, (3.47) dogrusal sisteminin ¢oziilmesiyle A bilinmeyen matrisi ve

N
yin () =Y aina", i=1,2,.. .k

n=0

yaklagik ¢coziimleri hesaplanmis olur.

Ornek 3.10. Bu kisimda ele alinacak tek 6rnek problem, daha 6dnce Ramadan vd. (2009)
ve Yiizbagi (2012b) tarafindan sayisal olarak ¢oziilen agagidaki ikinci mertebeden iki bi-

linmeyenli gecikmeli sistemdir:

Y (2) —y1(z) —yr(x — 0.2) + o) = e — 702
y1(x) + y5(2) — yo(x) — yo(w — 0.2) = " — 77, (3.48)
Bu sistem
y1(0) = yi@) =1,12(0) = 17315(0) = -1 (3.49)

baslangi¢ kosullariyla ele alinacaktir. Problemin tam ¢oziminiin vy jum(2)=€", Y2 am(x) =

e~ " oldugu bilinmektedir.
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(3.48)-(3.49) problemine Galerkin-tipi yontem ¢esitli /N secimleriyle uygulanmisgtir.
Sonugta elde edilen tam ¢oziimlerin mutlak hatalar: Sekil 3.12°de y; n ve yo v ¢Oziimleri
icin ayr1 ayr1 gosterilmistir. Onceki drneklerde oldugu gibi, N degerini arttirmanin hata-
lar1 biiyiik 6lciide azalttig1 goriilmektedir. Elde edilen mutlak hata degerleri Cizelge 3.10
ve 3.11°de spline fonksiyonu yontemi (SFY) (Ramadan vd. 2009) ve Bessel kollokasyon
yontemi (Yiizbast 2012b) ile karsilagtirlmistir. Galerkin-tipi yontemin N=5 se¢imi di-
sinda spline fonksiyonu yonteminden daha iyi, Bessel kollokasyon yonteminden ise daha

kotii sonug verdigi anlasilmaktadir.

3.2.4. Dogrusal olmayan gecikmeli diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri: T4

hiicrelerinin HIV ile enfekte olmasi modeli

1970’1i yillarin sonlarinda, insan bagisiklik sisteminde onemli bir role sahip olan
CD4" T-hiicreleri (kisaca T4 hiicreleri) kesfedilmistir. Bu kesiften sonra bircok aragtir-
maci dikkatlerini bu yeni hiicre grubunun arastirilmasina yoneltmis, bazi ¢calismalar (Lane
ve Fauci 1985; Redfield vd. 1986) bu hiicrelerin kandaki sayisiyla Edinilmis Bagisiklik
Eksikligi Sendromu (AIDS) viriisii HIV arasinda yakin bir iliski oldugunu ortaya koy-
mustur. Boylece, bu iligkiyi tarif eden matematiksel modellerin gelistirilmesi bir ihtiyag
halini almig, sonunda Perelson vd. (1993) tarafindan 6nerilen asagidaki model bu konuda

bir doniim noktas1 olmustur:

a7 T4

=5 — T+ T (1 Lt ) — VT,

a

L yvr -, (3.50)
at

v

Bu modelde 7'(), t aninda kandaki saglikli T4 hiicresi yogunlugunu; /(t), kandaki viriis
bulagsmig T4 hiicresi yogunlugunu; V'(¢) ise kandaki viriis yogunlugunu gostermektedir.
Bu modelin genis bir kabul gordiigii ilk birka¢ yilin ardindan, Culshaw ve Ruan viriisiin
hiicreye girdikten sonra hiicreyi etkilemesi icin gecmesi gereken bir tutulma evresi (/ng.
"eclipse phase') bulundugunu tespit etmis ve asagidaki gecikmeli modeli onermislerdir

(Culshaw ve Ruan 2000):
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Mutlak hata |e1vN(x)|

=
e
4}

,_\

S
o
o

(a) yia yaklagik ¢6ziimii icin hatalar

—©—N=10

0.2 0.3

0.4 0.5

(b) you yaklagik ¢oziimii igin hatalar

=
<
o

N

Mutlak hata |e

—©—N=10

0.1 0.2

0.3

0.4 0.5

Sekil 3.12. Ornek 3.10 icin dort farkli N degeriyle bulunan yaklagik ¢oziimlerin mutlak

hatalar.

Cizelge 3.10. Ornek 3.10’da y; () icin ii¢ farkli N degeriyle elde edilen mutlak hatalarin

spline fonksiyonu yontemi ve Bessel kollokasyon yontemiyle karsilastirilmasi.

SFY Bessel kollokasyon yontemi Galerkin-tipi yontem
r N=10,r=1 N=5 N=T N =10 N=5 N=T N =10
0.1 43E-6 2343E—-7 T7439E—-10 3.330E—15 1.837TE—5 6.393E—-8 1.610E — 10
0.2 28E-5 1.125E—-6 2.651E—9 8.881E—15 5.458E—5 1.550E —7 2.560E — 10
0.3 8.1E-5 2.050E -6 4.064E—9 2731E—14 9.276E—-5 2371E—7 3.997E — 10
04 3.0E—4 2573E—-6 5.602E—9 5.395E —14 1.285E—4 3.221E—7 5.570E — 10
0.5 73E—-4 3.156E—6 T7.409E—9 9.170E—14 1.633E—4 4.157TE—7 7.237E —10

Cizelge 3.11. Ornek 3.10’da y,(2) igin ii¢ farkli N degeriyle elde edilen mutlak hatalarin

spline fonksiyonu yontemi ve Bessel kollokasyon yontemiyle karsilastirilmasi.

SFY Bessel kollokasyon yontemi Galerkin-tipi yontem
r N=10,r=1 N=5 N=T N =10 N=5 N=T N =10
0.1 41E-6 1.407E—-7 3917TE—10 2.331E—15 6.554E—6 2.252E -8 9.756E — 11
0.2 22E-5 6.678E—7 1.390E—9 4440E—15 1.901E—-5 5372E—-8 2.140E — 10
0.3 45E-5 1.210E—6 2119E—9 9.325E—15 3.149E—-5 8.053E -8 3.355E — 10
04 14E-6 1.521E—6 2.879E -9 1.323E—14 4.234E—-5 1.063E—7 4.695E — 10
0.5 2.6E—4 1.845E—-6 3.731E—9 1.310E—14 5.182E—5 1.321E—7 6.124E — 10
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%I(f) —s — ppT(t) + rT(t) (1 — M) —KV(H)T (),
%f) =K'V (t = 7)T(t —7) = pL(t), (3.51)
%ﬁ’f) =N, (t) — KV ()T (t) — py V(1)

T(0) =Ty, V(0) = Vo VO € [—7,0], I(0) = 0.

Bu modelin (3.50) sisteminden temel farki, virtisli T4 hiicresi yogunlugu /(¢) nin
degisimini gosteren denklemde saglikli T4 hiicresi yogunlugu 7'(¢) ve viriis yogunlugu
V(t)’nin t—7 geklinde bir gecikme terimiyle birlikte goziikmesidir. Buradaki 7 viriisiin
tutulma evresine karsilik gelmektedir; bir bagka deyisle, viriis saglikli bir hiicreye girdigi
andan itibaren 7 kadar bir siire etkinlik gostermemektedir. Ol¢iimiin yapilmaya baglan-
di1g1 =0 anindan onceki 7 uzunlugunda siire boyunca saglikli T4 hiicresi ve ortamdaki
HIV yogunlugunun sirayla 7} ve Vj sabitlerine esit oldugu, ¢=0 aninda ortamda hig viriis
bulagsmis T4 hiicresi bulunmadig1 varsayilmaktadir. Modeldeki & parametresi saglikli T4
hiicrelerinin ortamdaki serbest HIV tarafindan enfekte olma orani, k& ise viriis bulagmig
hiicrelerden viriis iiretme kabiliyetine ulagmis olanlarin oramdr. Tipik olarak & <k olur.
17 enfekte olmus hiicrelerin genel 6liim orani, p, ise patlama yoluyla 6liim oranidir. Vi-
riislii bir hiicrenin patlayarak 6liimii sirasinda kana ortalama N adet viriis yayilmaktadir.
r saglikli T4 hiicrelerinin iireme oranini, 7}, ise kanda bulunabilen en yiiksek T4 hiic-
resi oranini, s viicudun T4 hiicresi iiretme oranini gostermektedir. (i ve fiy ise sirasityla
saglikli T4 hiicrelerinin ve viriislerin dogal 6liim oranidir.

(3.51) sistemine Galerkin-tipi yontemin uygulanmasi, her zamanki gibi deneme fonk-

siyonlarini tespit etmekle baslar. Bu deneme fonksiyonlari, secilen bir N degeri i¢in

N N N
TN(t) == Zsktk, IN(t) = Zuktk, VN(t) = katk
k=0 k=0 k=0
seklindedir. Bilinmeyen katsayilarin
S:[SO S1 ... SN]TyU:[UO Uy ... UN]T,V:[UU v ’UN]T

olarak satir matrislerinde toplanmasi ve T=Xy (t), Ton=Xon (t) gosterimlerinin kulla-
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nilmasiyla deneme fonksiyonlar: ve tiirevleri

Tn(t) =TS, In(t) = TU, Vy(t) = TV,

Ay _ TBS, diy _ TBU, W _ 1y
dt dt dt

seklinde yazilabilir. Bunlarin ¢carpim durumunda oldugu terimlerin ifade edilmesi ama-
ciyla, daha once dogrusal olmayan adi diferansiyel denklem sistemlerinde tanimlanan
(2N+1)x (N+1)’lik yardimcr matris, 7Ty ’nin katsayilart kullanilarak j<i<j+N igin

S; j=si_;, aksi durumda S; ;=0 olarak tamimlanr. Daha agik olarak

So 0 0 .. 0
S1 S0 0 0
52 S1 So 0
S = SN SN—-1 SN—2 ... Sp
0 SN SN—-1 ... 51
0 0 SN oo S
0 0 0 SN

yazilmasiyla, carpim iceren gecikmesiz terimler
T?(t) = TonSS, T (t)In(t) = TonSU, T (t)Vy(t) = TonSV

olarak yazilabilir. Gecikmeli terim ise, multi-pantograf denkleminin incelenmesi sirasinda

tanimlanan B(\, ;1) matrisinin (2N+1)x(2N+1) boyutunda alinmasiyla

TN(t — T)VN(t — 7') = T2NB(1, —T)SV

olarak ifade edilebilir. Bulunan tiim matris ifadelerinin (3.51) sisteminde yazilmasiyla,

matrisler cinsinden ifade edilmis asagidaki sistem olusur:

r

TBS + (i — 7)TS + —TonS(S + U) + kTonSV = s,

max

TBU — k'TynB(1, —7)SV + 11, TU = 0,

TBV — Ny TU + iy, TV + ETonSV = 0.
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Bu sistem, daha dnce tanimlanan (N+1) x (3N +3)’liik Z; yardimc1 matrislerinden yarar-

lanilarak

Gi(t) = (TB 4 (g — )T + TT T2N§> T + (TT TgNé) Ty + kTonSTs,

max max

Gs(t) = (TB + p;T)I, — K'TonB(1, —7)SZs,

G3(t) = —NuTZy + (TB + 1y T + kTQNS)I{S

tantmlanmasi ve bunlarla tiim bilinmeyen katsayilarin

Gi(t) S
Gt)=| Gy(t) |  A=|TU
Gs(1) \4

G(H)A = | 0 (3.52)

olarak tek bir matris carpimui bi¢iminde ifade edilebilir. Burada, G(t) girdileri ¢’nin fonk-
siyonlarindan ve Ty deneme fonksiyonunun katsayilar1 olan s; bilinmeyenlerinden olu-
san 3x (3N +3) boyutunda bir matristir. (3.52) esitligine x, 22, ..., 2" test fonksiyon-
lart ile i¢ ¢arpim uygulanmasiyla W ve F matrislerinin son 3NV satirlarinin girdileri,

1=1,2,...,Nvej=1,2,...,3N+3 i¢in

Wi, =< ', G(t)1; >, F3ip11 =< ', s >,
Wiio; =< ', G(t)o; >, Faisn1 =< 2',0 >,

Wiiis,; =< 2',G(t)s; >, Faiya1 =< 2,0 >
biciminde, ilk ii¢ satirlarinin girdileri ise t=0 anindaki baglangi¢ kosullar1 kullanilarak
W1 == X(O)Il,WQ = X(O)IQ,Wg == X(O)Ig, Fl == T07 F2 == O,Fg == Vb

olarak belirlenir. Burada W, ve F; ile W ve F’nin ¢ inci satirlar1 kastedilmigtir. Boylece
olusturulan WA =F dogrusal olmayan sisteminin ¢éziilmesiyle s;, u; ve v; bilinmeyenleri

ve dolayisiyla Ty, Iy ve Viy yaklasik ¢oziimleri bulunur.
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(a) Saglkl hiicre yogunluguna ait kalintilar
|—N=3 ——-N=4 === N=5 -5~ N=6

10 f o

IRIT, (0]

1012 ¢ ‘ ‘ ‘ i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zaman (t)

(b) Viriislii hiicre yogunluguna ait kalintilar (c) Serbest viriis yogunluguna ait kalintilar

_10*
=
=
o
10-12
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Zaman (t) Zaman (t)

Sekil 3.13. Ornek 3.11 igin dort farkli N' degeriyle bulunan yaklasik ¢oziimlerin mutlak

kalintilar1.

Ornek 3.11. Asagidaki parametre degerleriyle olusturulan

%ff) =10 — 0.027(t) + 0.037(t) (1 - %) — 0.000024V (1) T'(2),
% =0.00002V (t — 0.1)T'(t — 0.1) — 0.261(¢), (3.53)
%ﬁ” =1000- (0.24)I(t) — KV (t)T(t) — 2.4V (1),

sistemine

T(—0.1) = 1000, I(0) = 0,V (—0.1) = 0.001

baglangic kosullariyla Galerkin-tipi yontem uygulanmistir. Cizelge 3.12, 3.13 ve 3.14°te
dort farkli N secimiyle bulunan yaklagik ¢oziimlerin degerleri sunulmustur. (3.53) prob-
leminin tam ¢oziimii bilinmediginden, sonuclar1 degerlendirmek i¢in bulunan ¢éziimlerin
mutlak kalint1 degerleri Sekil 3.13’te gosterilmistir. N=4 ve N=5’e karsilik gelen kalin-
tilar hemen hemen aym biiyiikliikkte olmasina karsin N degeri arttik¢a kalinti degerleri

genel olarak kiictilmektedir. Bu ise N arttik¢a ¢oziimlerin iyilestigini gdstermektedir.
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Cizelge 3.12. Ornek 3.11°de N=3,4, 5, 6 se¢imleriyle bulunan yaklagik saglikli T4 hiic-

resi yogunlugu Ty (¢) nin baz1 ¢ anlarindaki degerleri.

T3(t)

T,(t)

T5(t)

Tis(t)

0.2
0.4
0.6
0.8

1000

1000.0000010
1000.0000223
1000.0000604
1000.0001118
1000.0001729

1000

999.99999638
999.99999428
999.99999207
999.99998856
999.99998297

1000

999.99999370
999.99997498
999.99993606
999.99987694
999.99980294

1000

999.99999642
999.99999505
999.99999491
999.99999477
999.99999365

Cizelge 3.13. Ornek 3.11’de N=3,4, 5,6 secimleriyle bulunan yaklasik viriislii T4 hiic-

resi yogunlugu /() nin bazi ¢ anlarindaki degerleri.

t I3(t) 14(t) I5(¢) Is(t)

0 0 0 0 0

0.2 —0.0001075504 —0.0000015343 0.0000761999 —0.0000047593
0.4 —0.0001534516 0.0000042996 0.0001496530 —0.0000042440
0.6 —0.0001587412 0.0000120684 0.0001939562  0.0000000386
0.8 —0.0001444571 0.0000185175 0.0002084556  0.0000054638

—0.0001316368

0.0000225712

0.0002054253

0.0000098910

Cizelge 3.14. Ornek 3.11°de N=3, 4, 5, 6 secimleriyle bulunan yaklasik serbest viriis yo-

gunlugu Vy (¢) nin baz1 ¢ anlarindaki degerleri.

t Vst Va(t) Vs(t) Vs(t)

0  0.001 0.001 0.001 0.001

0.2 —0.0019577990 0.0005556559 0.0021282985 0.0005016225
0.4 —0.0058948075 0.0003941256 0.0057708826 0.0001232274
0.6 —0.0096998806 0.0005507840 0.0102630154 —0.0000056135
0.8 —0.0122618735 0.0009442434 0.0140881203 0.0001102124

1 —0.0124696415 0.0013763536 0.0165671113 0.0003720742
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3.3. Galerkin-tipi Yontemin Integro-diferansiyel Denklemlere Uygulamsi

Integro-diferansiyel denklemler, hem bilinmeyen bir fonksiyonun zamana gore degi-
simini, hem de bu degisimin ayn1 fonksiyon iizerindeki birikimli etkisini i¢ceren durumlari
modellemek i¢in kullanilir (Kapur 1988, s. 196). Bu denklemler, integral teriminin iist
sinirina gore siniflandirilir: Integral teriminin iist sinir1 sabit olan denklemler Fredholm
integro-diferansiyel denklemleri" olarak anilirken, degisken iist sinirl integral icerenler
"Volterra integro-diferansiyel denklemleri" sinifin1 olusturur.

Her bir integro-diferansiyel denklem tipinin kaynak ve uygulamalar1 kendine 6zgii-
diir. Ornegin, sinir aglar1 (Jackiewicz ve Rahman 2006) ve sinyal isleme (Bates vd. 2017)
Fredholm integro-diferansiyel denklemlerinin en yaygin uygulama alanlarindandir. Vol-
terra integro-diferansiyel denklemlerinin kullanim alanlar1 arasinda ise niifus dinamigi
(Scudo 1971; Wazwaz 1999) ve 1s1 transferi (MacCamy 1977) sayilabilir. Iki tiirlii integ-
ral terimi birden iceren, dolayisiyla "Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemi"
olarak anilan model problemler de vardir. Bu tiir denklemlere, 6rnegin bulagici hastalikla-
rin zaman ve mekan icinde yayilimiyla ilgili calismalarda (Thieme 1977; Diekman 1978)
rastlanir.

Bu kisimda, Galerkin-tipi yontem sirasiyla karigik tipte Volterra-Fredholm integro-
diferansiyel denklemlerine, Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklem sistemlerine

ve Volterra niifus modeline uygulanacaktir.
3.3.1. Karnsik tipte Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemlerinin sayisal
coziimleri

Bu alt boliimde, Galerkin-tipi yontem

ZZPM Y (e + ;) = / me,t)y“)(m 5,)dt

=0 5=0

x
o

a T

denklemine uygulanacaktir. Bilinmeyen y fonksiyonunun baslangic ve sinir kosullari

<

m

Ly, (z, t)y(r) (ot + &2)dt + / Z Ly, (z,t)y ’ygt +43)dt  (3.54)
0

[y

3

(ai W (a) + by () = Ny i =1,2,....m (3.55)

<.
I
o
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seklindedir. (3.54) denkleminin sol tarafi, bilinmeyen fonksiyonun pantograf-tipi gecikme
iceren terimlerini de kapsayabilecek sekilde genel olarak yazilmistir. Denklemdeki g ile
j=0,1,...,J ve k=0,1,...,m olmak lizere P;; fonksiyonlari, a<x<b araliginda ta-
nmiml bilinen stirekli fonksiyonlardir. Ayrica, r=0, 1, ..., m olmak lizere bilinen K,, L ,
ve Lo, iki degiskenli fonksiyonlart [a,b]x [a, b] bolgesinde siireklidir. Denklem iist si-
nir olarak 2’in bilinen bir h(z) fonksiyonunu igeren bir integral terimi de icermektedir.
Yalnizca ilk integralin mevcut bulunmasi durumunda, denklem bir Fredholm integro-
diferansiyel denklemi olmaktadir. Benzer sekilde, yalnizca ikinci integral varsa denklem
bir Volterra integro-diferansiyel denklemi olur. Denklemin mertebesi m’ye esit oldugun-
dan, tam ¢oziimiin saglamasi gereken ve (3.55) ile verilen toplam m tane baglangi¢ ve
sinir kosulu vardir. a ve b sinir noktalarinin ikisinde birden hesaplanan terimler icermesi
sebebiyle (3.55) kosullar1 "karisik kogullar" olarak anilacaktir. Ayrica, (3.54) denklemi ve
(3.55) karisik kosullarina, "problem (3.54)-(3.55)" seklinde atifta bulunulacaktir.

Son yillarda bir¢ok calisma (3.54) denklemini ya da bu denklemin 6zel hali olan
problemleri sayisal olarak ¢ozmekle ilgilenmistir. Ornegin, fonksiyonel iist sinirl integ-
ral terimi icermeyen standart Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemleri Taylor
(Giilsu ve Sezer 2016) ve Bessel (Yiizbasi vd. 2012) polinomlarini kullanan kollokas-
yon yontemlerinin yan sira standart polinomlart kullanan bir iglemsel matris yontemiyle
(Yiizbag1 ve Ismailov 2018) ¢oziilmiistiir. Ayrica, He nin varyasyonel iterasyon yontemi
ve homotopi pertiirbasyon yontemi (Taiwo ve Adio 2014) dogrusal olmayan Volterra-
Fredholm integro-diferansiyel denklemlerine uygulanmistir. Bunlardan bagka, Chelysh-
kov (Oguz ve Sezer 2015) ve Dickson (Kiirk¢ii vd. 2016) polinomlarimi kullanan kollo-
kasyon yontemleri (3.54)-(3.55) tipinde problemlere uygulanmustir.

Galerkin-tipi yontemi problem (3.54)-(3.55)’e uygulamanin ilk adimi, 6nceki prob-

lemlerde oldugu gibi, deneme fonksiyonunu
N
yn(2) = ap + a1z + ... +ayz? = Z anx".
n=0

olarak belirlemektir. Deneme fonksiyonu, tiirevleri ve gecikme iceren terimler, daha dnce
tanimlanan sembolik satir matrisi X, bilinmeyenleri igeren siitun matrisi A, yardimci

matrisler B ve B(\, ) cinsinden
yv (@) = XA,y (z) = XB'A, yP Az + ) = XB(\, ) B*A

61



BULGULAR VE TARTISMA M. KARACAYIR

olarak yazilabilir. Bu matris 6zdesliklerini (3.54) denkleminde yazarak

m J
> P]k( 2)XB(\j, 1) BFA — / ZK z,t)TB(v,,6,)B" Adt

k=0 j=

/ ZL“ z,t)TB(v,,05) BT Adt — / ZLgvr(I,t)TB(vg,ch)B’"Adt = g(z)
a a r=0

(3.56)

matris denklemi elde edilir. Integral degiskeni ¢ oldugundan, integrallerin icinde
TZ[l tt tN}

bagimsiz degisken matrisi kullanilmigstir. (3.56) denkleminde esitligin sol tarafindaki te-

rimler icin yeni gosterim tanimlamak kolaylik saglayacaktir. Integralsiz toplam icin

ZZ 2)XB(\;, 11;)B*A.

k=0 j5=0

gosterimini tanimlayalim. Benzer sekilde, integral terimlerini de

/ ZK z,t)TB(v,,61)B"Adt,
/ ZL” (z,1)TB(7,, 62) BT Adt,

x) m
/ ZLW z,t)TB(vs, 03) BT Adt

ile gosterelim. Bu yeni gosterimlerle birlikte, (3.56) denkleminin sol tarafinda A matrisi-

nin ortak terim olugu ve integral operatoriiniin dogrusallig1 kullanilarak
(D(z) — F(z) — Vi(z) — Va(z)) A = g(z) (3.57)

oldugu goriiliir. Burada, bilinmeyenlerden olusan A siitun matrisi ile carpim durumunda
olan terim, girdileri 2’in fonksiyonlarindan olusan /N+1 uzunlugunda bir satir matrisidir.

Bu matrisin W (z) ile gosterilmesiyle (3.57) denklemi daha da 6z olarak
W(x)A = g(x) (3.58)

olarak yazilabilir. I¢ carpim adimindan 6nce, m tane karisik kosula karsilik gelen dogrusal

denklemler olusturulabilir. (3.55) karisik kosullarinin ¢’incisi,

m—1

Ci=> a;;X(a)B’ +b;;X(0)B’

Jj=0
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gosteriminin tanimlanmasiyla

olarak yazilabilir. ag, aq,...,ay bilinmeyenlerini hesaplamak icin gereken N+1 denk-

lemden m tanesi bu sekilde karisik kosullar tarafindan belirlendiginden, geriye kalan

N+1—m denklem (3.58) matris denklemine 2™, 2™*! ... % test fonksiyonlariyla i¢
carpim uygulanmasi sonucu elde edilir. j=m,m+1, ..., N olmak iizere 27 ile i¢ carpim
uygulamak

<W(z), 2! > A =< g(x),27 >

denklemiyle sonuglanir. Burada <W (z), 27> ile k’inci girdisi <W (z); 4, 27> i¢ car-
pimina esit olan N+1 uzunlugunda satir matrisi kastedilmektedir. Sonugcta, tiim karisik

kosullarin ve i¢ ¢arpimlarin isleme dahil edilmesi sonucunda

Cl )\1
CQ )\2
Cn, Am
W — s G— =
< W(x),z™ > < g(x),z™ >
< W(z), 2™ > < g(z),z™ >
< W(z),zV > < g(x), 2V >
olmak lizere
WA =G
dogrusal denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢oziillmesiyle ag, ay, ..., ay bilinme-

yenleri ve dolayistyla (3.54) denkleminin (3.55) karigik kosullarimi saglayan v yaklagsik
¢Oziimil bulunur.

Simdi, Galerkin-tipi yontem alt1 farkli 6rnege uygulanacaktir.

Ornek 3.12. Birinci 6rnek problem, Kiirkcii vd. (2016)’dan alman asagidaki ikinci mer-

tebeden denklemdir:

(2* + 1)y"(0.22) +ay/(z — 1) — (z = Dy(z +2) +y(z) =6 — — —a® — —~

.774

1 241
-3t 2/ xy (t)dt + / (zt? +t2®)y"(t)dt, y(0) = —1,9/(1) =3. (3.59)
0 0
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(3.59) problemine N =2 secimi i¢in Galerkin-tipi yontemin uygulanigi ayrintili olarak

goriilecektir. Deneme fonksiyonu ys(x), tiirevi ve gecikmeli terimler

Y2 (z) = ag + a1 + asx?, Yy (z) = ay + a0z, y5(0.22) = 2a,,

Yoz +2) = ag + 2a; + 4ag + (a1 + 4ag)x + asr?, yy(z — 1) = ay — 2as + 2asx
seklindedir. Bunlarin (3.59) denkleminde yazilmasiyla olusan belirli integraller ise
1 1
/ zys(t)dt = / z(ay + 2aqt)dt = (ay + ag)z,
0 0
§+1 5+l 1
/ (282 + t2)gll(#)dt = 2a5 / (o + 1)t = e (2w +1)(c + 2)
0 0
olarak hesaplanir. BOylece, y2’nin (3.59) denkleminde yazilmasi

a2 — ) + a1 (2 — v — %)

olmak iizere (3.58) denklemi

Qo
14z 523 2t
W(ﬁ)AZ[Q—x, 2 —x— 22, 6——x—i—x—} ap | =g(x) (3.60)
3 2 3
a2

biciminde olur. Problemin y(0)=—1,4'(1)=3 karisik kosullarina karsilik gelen matris

esitlikleri ise
ClA=[100|A=-1.CA=]0 1 2|A=3

olarak yazilir. Boylece, en son coziilecek WA =G dogrusal sistemindeki W ve G’nin
yalnizca son satirlarinin belirlenmesi kalmustir. Bu son satirlar, (3.60) esitligine % test

fonksiyonu ile i¢ ¢carpim uygulanmasiyla

71

5 13 31 s
},<g(:v),x >= 150

<W(z),2°>=| = = =
12 60 84
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olarak elde edilir. Sonug olarak, W ve G matrisleri

1 0 0 ~1
wW=|0 1 2 |,G=]| 3
5 13 31 71
12 60 84 420

biciminde olusur. Sistemin ¢oziilmesiyle ap=—1, a;=1, as=1 ve boylece
yo(z) = —1+x +2°

yaklagik ¢oziimii bulunmus olur. Bu ayn1 zamanda problemin tam ¢6ziimiidiir. Bu durum,
Galerkin-tipi yontemin, tam ¢6ziimii /V’inci veya daha kiiciik dereceden bir polinom olan

problemlerde tam ¢dziimii bulmasina bagka bir 6rnek tegkil etmektedir.

Ornek 3.13. ikinci olarak, daha énce Oguz ve Sezer (2015) ve Kiirk¢ii vd. (2016) tara-

findan sayisal olarak c¢oziilen
v () + 2y (z — 0.5) — y(x) + (2% — 2)y(0.52 — 1) = g(x) + /093 we ty(t)dt
+ / (% =2t —2)y/(t))dt, y(0) = 1 (3.61)
0
problemi incelenecektir. Burada g(z) terimi agik olarak
g(z) = (22 — 2)e0551 | 969705 _ 526050 | 4 050

seklindedir. Denklemde sabit iist sinirli integral olmadigindan, problem degisken {iist si-

nirl integrale sahip bir Volterra integro-diferansiyel denklemidir.

(3.61) probleminin tam ¢oziimil y,m(x)=e” fonksiyonu olarak bilinmektedir. Prob-
leme Galerkin-tipi yontemin cesitli N secimleriyle uygulanmasi sonucunda elde edilen
mutlak hatalar Sekil 3.14’te bir arada gosterilmistir. N degerinin artmasiyla daha isa-
betli yaklasik ¢oziimler elde edildigi grafikten anlasilmaktadir. Ayrica, N=4 ve N=7
degerlerine karsilik gelen mutlak hata degerleri, Cizelge 3.15’te Chelyshkov (Oguz ve
Sezer 2015) ve Dickson (Kiirk¢ii vd. 2016) kollokasyon yontemleriyle karsilagtirilmistir.
Cizelgedeki degerlerden, Galerkin-tipi yontemin bu problem i¢in Chelyshkov kollokas-
yon yonteminden biraz daha isabetli, Dickson kollokasyon yontemiyle ise yaklasik olarak

denk sonuglar verdigi anlagilmaktadir.
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Cesitli yy yaklagik ¢oziimlerinin mutlak hatalar:

10
=
=z
D106
[¢]
<
e
‘e
<
S10°8
10198 . ——N=4 ——-N=5 —&—N=7 —&— N=9
0 0.2 04 , 06 0.8 1

Sekil 3.14. Ornek 3.13 icin dort farkli N degeriyle bulunan yaklagik ¢oziimlerin mutlak

hatalari.

Cizelge 3.15. Ornek 3.13 icin N=4 ve N=7 ile elde edilen yaklasik ¢ziimlerin Chelysh-

kov ve Dickson kollokasyon yontemleriyle karsilastirilmasi.

Chelyshkov kollokasyon Dickson kollokasyon Galerkin-tipi yontem

lea()]

le7()]

lea()]

le7()]

lea()]

le7(2)]

0.2
0.4
0.6
0.8

2.926E — 4
2.704E — 4
4.497E — 4
1.740E — 3
2.432E — 3

7.378E — 6
1.773E — 6
1.851E — 5
2.969E — 5
2.117E -6

1.738E — 4
9.303E — 5
4.756E — 4
8.732E — 4
0.833E — 4

TA14E — 7
1.355E — 6
4.143E — 7
1.903E — 6
3.347E — 6

2.619E — 4
4.195E — 4
9.470E — 5
6.680E — 4
8.687E — 4

5.7T75E — 7
1.746E — 6
1.685E — 6
T7TA401E — 7
3.357E — 6

Ornek 3.14. Bir sonraki 6rnek, daha 6nce Giilsu ve Sezer (2011) ile Yiizbas1 (2014)

tarafindan incelenen asagidaki 2’nci mertebeden problemdir:

)+ ya)2) =

Y () 1 —% sin(x) + sin(z/2) + x cos(z) + /Ox ty(t)dt

y(0) =0, y/(0) = 1. (3.62)
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(=Y
e
a1

e

Mutlak hata |e
(=Y
o

—— N=4 — = -N=5 == N=6 —&— N=7 —5—N=8
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

10%° :

Sekil 3.15. Ornek 3.14’iin cesitli N secimleriyle bulunan yaklasik ¢6ziimlerinin mutlak

hatalar.

Problemde sabit ve fonksiyonel iist sinirli integraller olmadigindan denklem gecikmeli bir
Volterra integro-diferansiyel denklemidir. Problemin tam ¢6ziimii ym ()= sin(x) fonk-

siyonudur.

(3.62) problemine Galerkin-tipi yontem 0<x<1 araliginda ¢esitli N secimleriyle uy-
gulanmistir. Bunun sonucunda, mutlak hatalarinin grafikleri Sekil 3.15’te sunulan yakla-
sik ¢coziimler elde edilmistir. Grafige bakilarak, NV degerini arttirmanin yaklasik ¢oziimle-
rin hatalarini belirgin bir sekilde azalttig1 yorumu yapilabilir. S6z konusu mutlak hatalar,
elde edilen yaklagik coziimlerin ¢esitli noktalardaki degerlerinin tam ¢oziimle birlikte ve-
rildigi Cizelge 3.16 yardimiyla daha hassas bir sekilde olciilebilir. Son olarak, Galerkin-
tipi yontemin N=7 ve N=8 secimlerine karsilik gelen mutlak hatalarinin Taylor kollo-
kasyon yontemi (TKY) (Giilsu ve Sezer 2011) ve Laguerre kollokasyon yontemi (LKY)
(Yiizbags1 2014) ile karsilagtirilmasi Cizelge 3.17°de verilmistir. Cizelgedeki degerlerden,
Galerkin-tipi yontemin bu problemde secili parametre degerleri i¢in diger iki yontemden

daha iyi sonug¢ verdigi anlasilmaktadir.
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Cizelge 3.16. Ornek 3.14’iin ¢esitli N secimleriyle bulunan yaklasik ¢oziimleri ile tam

¢Oziimiin bazi noktalardaki degerleri.

x

y(x) = sin(z)

ya(z)

ys(z)

Yo ()

yr ()

ys(z)

0.2
0.4
0.6
0.8
1

0.1986693307
0.3894183423
0.5646424733
0.7173560908
0.8414709848

0.1987262808
0.3894601712
0.5645998850
0.7172978259
0.8414605870

0.1986702458
0.3894174344
0.5646413618
0.7173568692
0.8414707809

0.1986693224
0.3894184164
0.5646424042
0.7173561045
0.8414709855

0.1986693314
0.3894183419
0.5646424729
0.7173560916
0.8414709847

0.1986693307
0.3894183423
0.5646424733
0.7173560909
0.8414709847

Cizelge 3.17. Ornek 3.14’te N=7 ve N=8 degerlerine karsilik bulunan mutlak hatalarin

iki diger yontemle karsilastirilmasi.

z GIYN=7 GTYN=8 TKYN=7 TKYN=10 LKY (N,M)=(7,7)
02 6.402E—10 4.941E—11 235E—7 7.00E—10  2.346E — 10

04 3.366E—10 6.526E—11 527E—7 150E—9  5137E—9

06 4.694E—10 6.589E—11 9.32E—7 240E—9  8.339E—9

08 7.173E—10 3.531E—11 560E—7  3.00E—9 1.152E — 8

1  3819E—11 6.221E—11 337E—5 1.06E—7  3.640E—9

Ornek 3.15. Bir sonraki drnek problem, daha énce Yiizbasi vd. (2013) tarafindan sayisal

coziimleri bulunan ve 0<x <1 araliginda baslangi¢ kosullariyla ele alinan

yD(x) —y"(x — 1) + ay(z +0.5) = /0 [x cos(t)y'(t + 1) + xsin(t)y” (t — 0.5)] dt,
+g(x), y(0) = 0,4'(0) = 1,5"(0) = 0,y (0) = 1. (3.63)

dordiincii mertebeden Fredholm integro-diferansiyel denklemidir. Buradaki g fonksiyonu

g(x) =sin(z) +sin(z — 1) + xsin(x + 0.5) + 0.25z sin(1) — 0.5z cos(1)

— 0.25z sin(3) — 0.252sin(0.5) + 0.5z cos(0.5) — 0.25x sin(1.5)

seklindedir. Problemin tam ¢6zimil Y, ()= sin(z) fonksiyonudur.

Galerkin-tipi yontem (3.63) problemine cesitli N se¢imleriyle uygulanmistir. Ornek
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1072

=
<
A

=
S
o

Mutlak hata [e(x)|

=
]
o

10-10 ‘ | m | | | N:9

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Sekil 3.16. Ornek 3.15’in cesitli N secimleriyle bulunan yaklasik ¢oziimlerinin mutlak

hatalar.

olarak, N=>5 ve N=8 degerleri i¢in su ¢oziimler bulunmustur.

ys(z) = = — 0.1666666666662> + 0.0021038281472" + 0.008388147327°,
ys(z) = x — 0.166666666666x> — 0.0022412433152* + 0.008970354460.°

— 0.0004032785562° — 0.0001333095592" + 0.000007902232°.

Elde edilen yaklasik ¢coziimlerin mutlak hatalar1 Sekil 3.16’da gosterilmistir. Grafige ba-
kildiginda, cift /V degerlerine karsilik gelen mutlak hatalarin N —1"e kargilik gelen mutlak
hatalardan daha biiyiik oldugu dikkat cekmektedir. Hatta N=8 ve N=>5e karsilik gelen
mutlak hatalar neredeyse esittir. Bu durum, Galerkin-tipi yontemin Miintz-Legendre poli-
nomlar1 yontemi (Yiizbas1 vd. 2013) ile karsilastirilldig Cizelge 3.18’de daha belirgindir.
Cizelgeden ayrica N=5 i¢in Galerkin-tipi yontemin, /N=8 i¢in diger yontemin daha iyi

sonuclar verdigi anlasilmaktadir.

Ornek 3.16. Bir sonraki 6rnek problem, ilk olarak Huang ve Li (2010) tarafindan ele
alinan, daha sonra Isik vd. (2011) ve Yiizbas1 ve Sezer (2012) tarafindan sayisal olarak
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Cizelge 3.18. Ornek 3.15’te N=>5 ve N=8 degerlerine karsilik bulunan mutlak hatalarin

Miintz-Legendre polinomlar1 yontemiyle karsilastirilmasi.

Miintz-Legendre

Galerkin-tipi yontem

xr N=5 N =8 N=5 N =8

02 1202E—-5 9.251E—-7 3.386E—-6 3.407E—6
04 168lE—4 1901E—-5 547T4E—-5 5.239E—-5
0.6 7.266E—-4 1.194E -4 2824E—-4 2.578E —4
0.8 1891E—-3 4.545E—-4 9.209E -4 &.003E —4
1 3.589E —3 1.304E -3 2354E—-3 1.937E—3

coziilen asagidaki ikinci mertebeden Volterra integro-diferansiyel denklemidir:

L[y

VAo Vit

y'(z) + y(a) = (2 + arf() dt, y(0) = y'(0) =1  (3.64)

Bu problemdeki erf fonksiyonu

erf(x) = %/0 et

ile taniml1 Gauss hata fonksiyonudur. Problem (3.64)’te oldugu gibi 0<a <1 olmak iizere

K (1) = (?f’;)a

akly singular kernel”), zayif tekil ¢ekirdek iceren integral (integro-diferansiyel) denklem-

biciminde cekirdek fonksiyonlarina "zayif tekil cekirdek" (Ing. "we-

lere ise "zayif tekil integral (integro-diferansiyel) denklem" denir. "Zayif tekil" ifadesinin
kullanilmasinin sebebi, K (z,t)’nin ¢ = x i¢in siireksiz olmasi, ancak
/ K(x, t)dt = / L(z,t)(x —t)"dt
0 0
integralinin siirekli olmasidir. (3.64) probleminin tam ¢6zimii Y,y (z)=€""tir.

(3.64) problemi, K (x,t)=Ly(z,t)=0 ve Ly (x,t)=(x—t)"/? secimleriile, L (x, ) nin
stireksiz olmasi1 disinda (3.54) probleminin 6zel halidir. Bu sebeple, Galerkin-tipi yonte-
min probleme uygulanmasi ayn1 adimlari icerir. Dikkat edilmesi gereken tek fark, integ-
ralli terimi 2’in fonksiyonu olarak ifade etmek icin

B VT2 (n 4+ 1)
 TI'(n+3/2)

| =
0 v —t
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Sekil 3.17. Ornek 3.16’nm ¢esitli N secimleriyle bulunan yaklasik ¢oziimlerinin mutlak

hatalar.

0zdesliginden yararlanmaktir (Yusufoglu 2009). Yontemin cesitli NV secimleri ile prob-
leme uygulanmasiyla elde edilen mutlak hata fonksiyonlar1 Sekil 3.17’de verilmistir. On-
ceki problemlerde oldugu gibi, hata degerleri artan /N degeriyle birlikte belirgin bi¢imde
azalmaktadir. Cizelge 3.19°da ise bu hata degerleri N=4 i¢in Taylor serisi yontemi (TSY)
(Huang ve Li 2010) ve Bernstein serisi yontemi (BSY) (Isik vd. 2011) ile karsilastirmali
olarak verilmistir. Bernstein serisi yonteminin N=4 se¢imi ile biraz daha iyi sonuglar

verdigi goriilmektedir.

Ornek 3.17. Bu kisimda ele alinacak son drnek problem, Zaidan (2012) tarafindan ¢6zii-

len asagidaki gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklemidir:

4 T
y'(z)=1- %/ xty(t — 1)dt, y(0) = 1.
0
0<x<1 araliginda ele alinacak bu problemin tam ¢6ziimii 4y (2)=1+2 fonksiyonudur.

Ornek (3.17)’ye Galerkin-tipi yéntemi bir N>1 secimiyle uygulamak yy (z)=1+x

cOziimiinii verir ki bu problemin tam ¢oziimiidiir. Dolayisiyla, bu 6rnek problem, tam
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Cizelge 3.19. Ornek 3.16’da gesitli N degerlerine kargilik bulunan mutlak hatalarin iki

diger yontemle karsilastirilmasi.

x TSYN=4 BSYN=4 GIYN=4 GITYN=7 GIYN=10 GTYN =12

02 1372E—4 1452E—-5 5.205E—-4 1.141E—-6 3.804E-—-12 2331E-15
04 1500E—-3 3.666E—5 1300E—-3 3.071IE-7 6.999E—12 4.218E—15
0.6 6.300E—3 3.186E—5 1800E—-3 8882E—-7 9.544E—-12 5.773E—-15
0.8 1.720E—-2 3.220E—4 2200E—-3 2339E—-6 1.158E—-11 6.994E —15
1 3.690E —2 2.100E—-3 2500E—-3 5349E—-6 1.321IE—11 &8.104E—15
CPU zamani(sn) 0.3243 0.4264 1.9690 2.5163

coziimiin polinom olmasi durumunda Galerkin-tipi yontemin bu tam ¢oziimii bulmasina

bir ornek teskil etmektedir.

3.3.2. Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklem sistemlerinin sayisal ¢éziim-

leri

Bu kisimda, 6nceki boliimiin konusunu olusturan dogrusal Volterra-Fredholm integro-
diferansiyel denklemlerinin sistemleri ele alinacaktir. Bu sistemlere, bagisiklik sistemi
hiicreleri ve tiimor arasindaki iligkiyi ele alan modeller (Bellomo vd. 1999), elektroman-
yetik teorideki sinir deger problemleri (Bloom 1980) ve niifus dinamigi (Gushing 1977)
gibi bir¢ok uygulamada rastlanmaktadir.

Dogrusal Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklem sistemleri, genel olarak, ger-
cel bir a<x<b araliginda

m k

IPIIAE /

n=0 j=1 a
r m k

DI

n=0 j=1

(z, t)y\" (1)t
n= 0] 1

JO)dt + gi(z), i =1,2,...k (3.65)

ile ifade edilebilirler. k£ bilinmeyen fonksiyondan ve ayni sayida denklemden olusan bu

sistem, Boliim 3.1.3’teki adi diferansiyel denklem sistemlerindeki gibi

fay

3

(aij’SLj)(a> + b" (j)(b)) =i, 1=1,2,...,

zjyn m,n:1,2,...,k.

.
Il
o
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karigik kosullar ile ele alinacaktir. P ; ve g; tek degiskenli siirekli fonksiyonlar, /; ; ve
L, ; ise [a, b]x|a, b] araliginda taniml iki degiskenli siirekli fonksiyonlar; a; ; ve b; ; ise
bilinen sabitlerdir.

Bu sisteme Galerkin-tipi yontemin uygulanigt Boliim 3.1.3’tekine benzerdir. Bu se-
beple, miimkiin oldugu durumlarda oradaki gosterimin aynis1 kullanilacaktir. Ik adim,

her zaman oldugu gibi

yzN Zaznx =1 727-'-7k7
deneme fonksiyonlarini tanimlamaktir. Bu deneme fonksiyonlar ve tiirevleri
yin(z) = XA, yz(?\),(x) =XB"A;, n=1,2,...,m,i=1,2,...k,

biciminde de ifade edilebilirler. Bu ifadelerin (3.65) sisteminde yazilmasiyla, sistemin

m k
> ) Pr(x)XBrA; - z, )X (t)B" A dt
n=0 j=1 @ n= 0 Jj= 1
r m k
Y Ll B A dt = —gi(v), i =1,2,...,k.

@ p=0 j=1

seklindeki matris formu elde edilir. Bu, j=1,2, ..., ki¢in

F(z) = ( 2)X — / X (t)dt — /;L;.fj(x,t)X(t)dt)B"

seklindeki yard1mc1 vektorlerle
Fi71($)A1 =+ Fi72(ZL’)A2 + ...+ F17k<$)Ak = —gl(l’), Z = 17 2, ey k’

olarak yazilabilir. Tiim bilinmeyenleri barindiran A ve daha 6nce tamimlanan Z; matrisle-

rinin yardimiyla 7’inci denklem

(ZE] )A Fi(z)A = gi(x)

ile ifade edilebilir. Bu matris denklemlerinin alt alta yazilmasiyla da, (3.65) sisteminin

tumi - - - T
Fi(z) 91(z)
Fg(l’) A QQEx) yada F(2)A = g(z) (3.66)
i Fk(f) i L gk(x) i
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matris esitligine indirgenir. n’inci deneme fonksiyonu y,, 5’ye karsilik gelen 7’inci karigik

kosul, daha onceki gibi
m—1 m—1
(a7;X(a) + b X(0)) B/ | An = [ (a7 X (a) + b, X(b)) B | T,A
j=0 e
=C A=)\,

ile gosterilebilir. Tiim karisik kosullarin alt alta eklenmesiyle, bu kosullarin tamamini

ifade eden ~ ) _ )
Cia A1
Cl,m )\1,m
A= : yada CA = A.
Ci1 Ak
Ck,m )\k,m

matris esitligi elde edilir. C ve A matrisleri, en son elde edilecek WA=G sistemin-
deki W ve G matrislerinin ilk km satirini olustururlar. Geri kalan k(N+1—m) satir ise
(3.66) ifadesinde iki tarafa 2™, z™*!, ... 2 test fonksiyonlariyla i¢ carpim uygulanarak
olusturulur. Daha agik bir ifadeyle, kalan girdiler, i=m,m+1,... , N, j=1,2,... .k, | =
1,2,...,k(N+1) i¢cin

Wi =< F(2)j1,2" >, Gigyj1 =< gi(v), 2" >

olarak hesaplanir. Boylece olusan WA =G cebirsel sisteminin ¢oziilmesiyle a; ,, bilinme-

yen katsayilar1 ve dolayisiyla

N
yin(T) = Zai,nﬂ, i=1,2... .k
n=0

yaklasik ¢oziimleri bulunmus olur.

Simdi, Galerkin-tipi yontem iki adet 6rnek probleme uygulanacaktir.
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Ornek 3.18. ilk 6rnek problem, asagidaki iki bilinmeyenli sistemdir:
2
u” (x) + 2y () — v (2) + 2aya(x) = / (wt201(0) + wtyy (1) — a2y (t) )t
0

+ / (2265 (@) = 2ty (1) + 20t (1) )t + g (),
0

v (x) + wy (@) — wy(e) =y (2) = / (w220 0) + 2ty (1) = 2019” (1) ) @t

+ /OI <3x3ty1(t) — x3t2y§’(t)>dt + go(), (3.67)
y1(0> = _17 y1<2) = 17 y/1<0) = 17 yQ(O) = 27 y2(2) = 87 yé(o) = -3

Burada, g; ve g, fonksiyonlari i¢in

218 5
grle) =5+ gt 3a? — 32 + 8x* — 122° — 72"

602 3 5) 9 3
go(z) =13 + 157 + 222 — T2 + 5205 — §x6 + §x7 — gxg

gecerlidir.
Probleme Galerkin-tipi yontemi /N =3 secimi ile uygulamak i¢in, ilk olarak

2 3 2 3
Y13(2) = a10 + @117 + a122° + a132°, Y2,3(T) = A2 + A21T + A222” + a23T

deneme fonksiyonlar1 olusturulur. Bu deneme fonksiyonlarim (3.67) sisteminde yerine

koymak

8 32 3z 176z
— <? + 1> 11 — 14.170,1’2 - (7 + ? + 5 + 6) a13 + 21‘&270

8 96
+ (—x + 2902) ag.1 + (32 + 10x)ags + (—6x5 + 42t + 62% + —x) azz = g1(x),

3 5
3a® 1z 37
— (T — 1) ayo — ($6 + ?) a1 — (T + 522 + 6$) a2 (3.68)
38 96 225
- (T + .273 + 10.%2 + T) Q13 — TG21 + (? — 21‘2)CL272

31‘7 3
(5 30"+ 240 46 ) 4z = gala)

esitliklerini olugturur. Karisik kosullarin matris formlari, y; 3 yaklagik ¢oziimii i¢in

y13(0) = [ 1000 } TA =a1p=—1,y;50) = [ 100 O] BZ,A =a,; =1,

y13(2) = [ 1 2 4 8 } TiA = a9+ 2011 +4a12 +8ar3 =1,
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Y23 yaklagik ¢oziimii igin ise

Y2,3(0) = [ 1000 } oA =azy = 2, yé,:a(o) = [ 1000 } BZL,A = ay; = -3,

Y23(2) = [ 1 2 4 8 } oA = azp + 2as,; + 4az o + 8azz = 8

seklindedir. Geriye kalan iki denklem, (3.68) esitliginin 3 test fonksiyonu ile i¢ ¢carpimi-

nin alinmasi sonucu, bes ondalik basamakli gosterimle

[O —21.066 —89.6 —386.88 12.8 38.4 118.85 —26.453}A=—490'117

[—89.333 —125.86 —231.36 —452.63 0 —6.4 46.933 402.01}A=749-87,

seklinde elde edilir. Bu denklemlerin karisik kosullara karsilik gelen denklemlerle birles-

tirilmesiyle
[ 1 0 0 0 0 0 0 0 ] | -1 ]
0 1 0 0 0 0 0 0 1
1 2 4 8 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 A 2
0 0 0 0 0 1 0 0 -3
0 0 0 0 1 2 4 8 8
0 -21.066 -89.6 -386.88 12.8 38.4 118.85 -26.453 -490.11
| -89.333 -125.86 -231.36 -452.63 0 -6.4 46.933 402.01 | I 749.87 |
dogrusal sistemi olusur. Bu sistemin ¢oziilmesi
T
A=]-11 -212 -3 -1 2 ]

bilinmeyen matrisini, dolayisiyla
y13(7) = =1+ — 22° + 2°, yo3(z) = 2 — 32 — 2% + 227

yaklagik ¢oziimlerini verir. Bu ¢oziimler, problemin tam c¢oziimleridir. 3’ten daha biiyiik

N secimleri icin de ayni sonug elde edilir.

Ornek 3.19. ikinci 6rnek, Yiizbagt (2015b) tarafindan sayisal olarak ¢oziilen asagidaki
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iki bilinmeyenli ikinci mertebeden sistemdir:
(o) = 30) — 202) = i)+ [ (2eos(aoh) — a*sm(0lc) )
+ /0 ’ <x cos(t)yn (£) — 2 sin(t)y, () + cos(z) sm(t)yg@))dt,
1) =209} (@) + (o) = gala) + [ (e cos(0u1 (1) + 2c05(a)sin(0)5(0) )
# [ (sinte) costi(t) - costatnh (0 + sin(o)ru (1)),

y1(0) =0, 91(0) = 1, 12(0) = 1, 5(0) = 0.

Burada, g; ve g, fonksiyonlari i¢in

T 2

g1(z) =3(x — 1) sin(x) + 2 cos(z)(1 — cos(1) — sin(1) + 4) + %(COSQ<1) - 1)

1
~3 sin(x) cos®(x),

g2(x) = — %COS(I‘)(l + sin(2) + 2z) — %Sin(x)(x +2)+ %cos?’(x) +x

+ iﬁ(l — cos(2))

gecerlidir.

Problemin tam ¢dzimii ¥y am ()= sin(z) ve ya um ()= cos(z) fonksiyonlaridir. Prob-
leme Galerkin-tipi yontemin ¢esitli /V degerleriyle uygulanmasi sonucu elde edilen yakla-
stk ¢oziimlerin mutlak hatalar1 Sekil 3.18°de gosterilmektedir. Onceki drneklerde oldugu
gibi, N degerinin arttirilmasiyla ¢coziimlerin belirgin seviyede iyilestigi anlagiimaktadir.
Cizelge 3.20’de ise, bulunan ¢oziimlerin maksimum hatalar1 Bessel kollokasyon yontemi
(Yiizbag1 2015b) ile karsilagtinlmigtir. Secilen N degerleri icin Galerkin-tipi yontemin

daha isabetli ¢oziimler verdigi goriilmektedir.

Cizelge 3.20. Ornek 3.19°da cesitli N secimleriyle elde edilen ¢oziimlerin maksimum

hata bakimindan Bessel kollokasyon yontemiyle karsilastirilmasi.

Bessel kollokasyon yontemi Galerkin-tipi yontem

N=3 N =6 N=9 N=3 N =6 N=9

y1n]lsc 5.828E—2 5309E—5 8.356E—9 5.738E—3 T.649E—8 3.092E— 9
Iyonllsc 7.096E—2 2411E—5 3.054E—9 3.880E—3 5.012E—8 3.599E — 9
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via (x) yaklagik ¢oziimii i¢in hatalar vou (x) yaklagik ¢oziimil igin hatalar

10 10°®
= g

z z
o o
© N ©
S s )
S1010% 1 S0 1
X 1 X
L ! o
5 K 5
s s

10-15 L

\—N:3 ) N=6 ——N=8| 1075 |——N=3-N=4 N=6 ——N=8
0 0.2 04 06 0.8 1 0 0.2 04 06 0.8 1

Sekil 3.18. Ornek 3.19’un cesitli N secimleriyle bulunan yaklasik ¢oziimlerinin mutlak

hatalari.

3.3.3. Dogrusal olmayan integro-diferansiyel denklemlerin sayisal ¢coziimleri

Bu kisimda, Boliim 3.1.4’te adi diferansiyel denklemler i¢in yapildig1 gibi, Galerkin-
tipt yontemin dogrusal olmayan integro-diferansiyel denklemlere nasil uygulandigini gos-
teren bir 6rnek incelenecektir. Bu amacla secilecek problem, ilk olarak Vito Volterra tara-
findan bulunan, kapal1 bir ekosistemde iireyen ve zamana bagh toksik madde birikiminden
olumsuz etkilenen bir mikroorganizma niifusunun zamana bagh degisimini modelleyen
asagidaki birinci mertebeden dogrusal olmayan integro-diferansiyel denklemdir (Scudo

1971):

dp '

t
rrink e bp? — c/ p(z)dz, p(0) = po. (3.69)
0

Burada, p(f) canl tiiriiniin # anindaki niifusu, a>0 iireme orani, b>0 kaynaklarin sinir-
liligindan kaynaklanan ve niifusa negatif etki yapan kalabalik katsayisi, ¢>0 ortamdaki

toksin birikimine karsilik gelen katsayidir. p, ise baslangi¢ anindaki niifustur. Simdi

t
K— =u—u”— u/ u(z)dz, u(0) = up. (3.70)
0
Burada, u(t) t zamanindaki 6l¢eklenmig niifustur. x parametresi ise ib’ye esittir.
a
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Literatiirde (3.70) problemini sayisal olarak ¢ozmekle ilgilenen caligsmalarin ¢ogu, on-
celikle problemi bir adi diferansiyel denkleme doniistiirmiislerdir. Bu calismalara Wazwaz
(1999), Parand ve Hojjati (2008) ve Mohyud-din vd. (2010) ornek olarak gosterilebilir.
Probleme Galerkin-tipi yontemin uygulanmasinda da ayni1 yol takip edilerek problem bir

baglangi¢ deger problemine doniistiiriilecektir. Bunun i¢in

tanimlanmasiyla

olur. Bunlarin (3.70) probleminde yazilmasi ve u(0)=ug baslangi¢ kosulunun kullanilma-
styla
Ky (t) = y'(t) — (/' ()" —y()y'(t), y(0) = 0,4/(0) = uo (3.71)

baglangic deger problemi elde edilir. Boylece, baslangigtaki integro-diferansiyel denk-
lem ikinci mertebeden dogrusal olmayan bir adi diferansiyel denkleme indirgenmistir.
Galerkin-tipi yontem, Boliim 3.1.4°te Lotka-Volterra denklemlerine uygulandigina ben-
zer bir sekilde bu dogrusal olmayan baslangi¢ deger problemine uygulanacaktir.

(3.71) baslangi¢ deger problemine Galerkin-tipi yontemi uygulamanin ilk adimi,

N
yN<t) = Z aktk =TA
k=0
deneme fonksiyonunu olusturmaktir. Deneme fonksiyonunun tiirevleri, her zamanki gibi
yn(t) = TBA, yy(t) = TB*A

ile gosterilebilir. Diger terimleri matris ¢carpimu olarak ifade etmek i¢in, Boliim 3.1.4°te
yontemin dogrusal olmayan denklemlere uygulanisi sirasinda P ve Q icin tanimlanan
yardimci matrisin benzeri BA c¢arpimi i¢in tanimlanacaktir. Bu sekilde tanimlanacak
(2N+1)x(N+1) boyutundaki BA matrisinin girdileri, j<i<j+N—1 igin (ﬁ‘/A)H =
(i—j+1)a;—;11 ve diger indisler i¢in (E/A)M:O seklinde olur. BA matrisi daha agik bi-

cimde
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aq 0 0 0 0
2(12 aq 0 0 0
3(13 2&2 aq 0 0
— Na N —1)ay-1 (N—-2)any—2 ... a 0
S| Nax (V= Daxey (N =2y 1
0 Nay (N —-1Day—1 ... 200 @
0 0 NCLN 3(1,3 2&2
0 0 0 0 Nay
0 0 0 0 0

olarak yazilabilir. Boylece, (3.71) problemindeki diger terimler
(i (1)) = ToyBABA, yn(1)y (1) = ToyBAA

matris carpimlari ile gosterilebilirler. Boylece, yn(¢)’yi (3.71) probleminde yerine yaz-
mak

(/{TBz — TB + ToyBAB + TQNEX) A=0
ya da parantez i¢indeki ifadenin W (¢) ile gosterilmesiyle
G(t)A =0 (3.72)

matris denklemini olusturur. G(t), girdileri ¢’nin fonksiyonlarini ve ag, ay, .. ., ay bilin-
meyenlerini iceren N+1 uzunlugunda bir satir matrisidir. Problemin baslangi¢ kosulla-
rindan

yn(0) = ag = 0, yy(0) = a1 = g
N

sonuglarina ulagilir. Kalan N —1 denklem ise (3.72) esitliginin iki tarafina 22, 23, ... z

test fonksiyonlariyla i¢ ¢carpim uygulanmasi sonucu elde edilir. Boylece, W matrisi

1 0 0 0

0 1 0 0
< W(t)l,l,.’lfz > < W(t)l,g,.’lfz > < W(t)l,g, % > < W(t)17N+1, % >
< W(t)lyl, 2> < W(t)lyg, 2> < W(t)lyg, 2> < W(t)lJVJrl, 3 >
< W(t)l,la N> < W(t)lg, N> < W(t)lg, N> < W(t)l,N-i-lv N >
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seklinde olmak iizere

T
WA =10 u 0 ... 0]

dogrusal olmayan denklem sisteminin ¢oziilmesiyle, yy yaklasik ¢oziimii elde edilir.

Ornek 3.20. Simdi, Galerkin-tipi yontem, ilk olarak Wazwaz (1999) tarafindan incelenen

du 9 !
Ry =U—w —u u(z)dz, u(0) =0.1 (3.73)
0

problemine x=0.1 degeri i¢cin uygulanacaktir.

Yontemi probleme uygulamanin ilk adimi, yukarida anlatildig: gibi integro-diferansiyel

denklemi adi diferansiyel denkleme doniistiirmektir. Boylece,

y'(t) = u(t)
yazilarak
0.1y =y — (v)* — yy', y(0) =0,4'(0) = 0.1 (3.74)

ikinci mertebeden baglangi¢c deger problemi elde edilir. Galerkin-tipi yontem, (3.74) bag-

langi¢ deger problemine cesitli IV secimleri i¢in uygulanmstir. Ornegin, N=4 se¢imiyle
ya(t) = 0.1t — 0.3639215870¢* + 0.5004083292t> — 0.2357838470t*

yaklagik ¢6ziimii hesaplanmigtir. Buradan (3.73) probleminin ¢6ziimii, y'(¢)=u(t) oldu-

gunun kullanilmasiyla
ug(t) =y, (t) = 0.1 — 0.7278431741t + 1.5012249878¢* — 0.9431353882¢>

olarak bulunur. (3.73) probleminin tam ¢oziimii bilinmediginden, yaklagik ¢oziimlerin

degerlendirilmesi, bu ¢ézlimlerin integro-diferansiyel denklemde yazilmasiyla elde edilen

Rlun(t)] = /fdg—;v — un(t) + un(t)® + uN(t)/O un(x)dx

kalint1 degerleri kullamlarak yapilir. Sekil 3.19°da dort farkli NV degerine karsilik gelen
kalintilarin grafikleri birlikte verilmistir. Sekilden N degerini arttirmanin ¢éziimlerin iyi-

ligini fazla etkilemedigi sonucuna ulasilabilir.
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Dort farkh yaklagik ¢6ziimiin mutlak kalintilar:
T

T T P =~ T T T T T
R D .. ~ sasEETEEEEL,, - 8
or / =~ = i~ :
/
V4
-0.05 [ / b
/4
. /]
= 0.1 —
=,
[a'd
-0.15 b
I —N=4
] —_ = N—
0.2 ; N=5
....... N=7
| | | | | | | | N:9
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Zaman (t)

Sekil 3.19. Ornek 3.20’nin farkli IV secimleriyle bulunan yaklasik ¢coziimlerinin kalinti-

lar1.

3.4. Galerkin-tipi Yontemin Baz Iyilestirmeleri

Bu boliim, onceki boliimlerde sunulmus olan uygulamalar 1s181nda Galerkin-tipi yon-
temin birtakim zayif yonlerinin tartisilmasina ve bu yonleri gelistirmek i¢in ti¢ farkli 6ne-
riye ayrilmistir. Bu baglamda, 6nce Galerkin-tipi yontemin kismi diferansiyel denklem-
lere uygulanmasi ele alinacaktir. Ardindan, yaklasik ¢oziimleri iyilestirmek i¢in polino-
mun derecesi /V’yi arttirmaya alternatif bir yaklasim Onerilecek, son olarak ise elde edil-

mis belli bir yaklagik ¢6ziimiin hatasini tahmin etmeye yarayan bir yontem aciklanacaktir.

3.4.1. Galerkin-tipi yontemin kismi diferansiyel denklemlere uygulanmasi

Galerkin yonteminde, baglangi¢c ve/veya siir kosullart bir 02 kiimesi iizerinde ve-
rilmig, bilinmeyen fonksiyonu u(x,t) olan bir kismi diferansiyel denklemi ¢dzmek igin,

deneme fonksiyonu
N
UN(ZE, t) = ¢D(xa t) + Z ai¢i(x7 t)
i=1

bigciminde olusturulur. Boylece, uy (, t) kendiliginden baglangic ve/veya sinir kogullarini

saglamis olur. Burada, ¢ (z, t) fonksiyonu bu kosullar1 saglayacak sekilde, ¢, ¢, ..., ¢n
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taban fonksiyonlari ise 0f) iizerinde sifira esit olacak sekilde se¢ilir. Bir bagka deyisle
di(x,t)]on=0,i=1,2,...,N

gecerlidir. Bu tezin konusunu tegkil eden Galerkin-tipi yontemde ise, deneme fonksiyonu
uy, derecesi belli bir N sayisindan biiyiik olmayan bir polinom olarak alinir. Iki boyutlu
bir kismi diferansiyel denklem i¢in bu fonksiyon

N N

un(z,t) = Z Z a; ;x't!

=0 j=0
olarak belirlenir. Dolayisiyla, biitiin deneme fonksiyonlarinin kiimesi olan deneme uzayi-
nin kanonik tabani

&= J {aW}={Lt.. N atat® o at", 2NN 2NV
i,j=0..N
kiimesi olur. Test fonksiyonlari ise, 0<i<NN, 0<j<N olmak iizere 't/ seklindeki tek te-
rimliler olur. Bu fonksiyonlar 0f2 tizerinde 0 fonksiyonuna, ya da verilmis herhangi bir
fonksiyona esit degildir, ayrica u deneme fonksiyonu problemin baglangi¢ ve/veya sinir
kosullarini kendiliginden saglamaz. Bu sorunun iistesinden gelmek icin akla gelebilecek
bir ¢oziim yolu, uy’ye bu kosullar1 92 kiimesinin sonlu sayida noktasi iizerinde saglat-
maktir. Boylece, Galerkin-tipi yontem 0f? iizerinde kollokasyon noktalar1 kullanacaktir.
Bu yolla bir boyutlu (Yiizbagsi ve Karacayir 2018c) ve iki boyutlu (Yiizbags1 ve Karacayir
2017b) telgraf denklemlerinin ¢o6ziildiigii birer calisma mevcuttur.
Simdi, kismi diferansiyel denklemler icin Onerilen bu yaklasim, bir boyutlu telgraf

denklemine uygulanacaktir.
w(z,t) + awy(z, t) + Pu(x,t) = uge(x,t) + Fx,t), 0<2<a,0<t<b (3.75)
seklinde olan bir boyutlu telgraf denklemi,
u(z,0) = go(x), us(x,0) = g1(z), 0 <z < a, (3.76)

baglangic ve
u(0,t) = ho(t),u(a,t) = hi(t), 0 <t <b, (3.77)
sinir kogullart ile birlikte ele alinacaktir. Problem © = [0, a] x [0, b] bolgesinde verilmistir.

a ve [ bilinen gercel sabitler, F' ise (2 iizerinde siirekli bilinen bir fonksiyondur. Ayrica,

go ve g1 0<x<a lizerinde, hy ve hy 0<t<b iizerinde siirekli bilinen fonksiyonlardir.
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Galerkin-tipi yontemi (3.75)-(3.77) problemine uygulamak icin, daha 6nce kullanl-
mayan bazi yardimc1 matrisler tanimlamak faydali olacaktir. Boylece, X=Xy (x) her za-
manki N+1 uzunlugunda sembolik yardimer satir matrisini ve Iy q ise (N+1)x(N+1)
boyutundaki birim matrisi gdstermek iizere, (N+1)x (N+1)? boyutunda Q(¢) sembolik

yardimci matrisi

XN(t) 0 0
0 Xu(t) 0
Q(t) = In1 @ Xpn(t) =
0 0
0 0 - Xnlt)

olarak tanimlanir.Buradaki & simgesi iki matrisin Kronecker tensor ¢carpimini gostermek-

tedir. u deneme fonksiyonunun bilinmeyen katsayilarini tutan siitun matrisi ise

— T
A—[aop 1 ... QN A10 A11 ... @A N ... ANO AN .- CLNJV]

seklindedir. Boylece ux deneme fonksiyonu

N N
un(z,t) = Z Z a; ;' = XQ(t)A

i=0 j=0
biciminde gosterilebilir. Son olarak, tiirevleri ifade etmeye yardimci olan B matrisinden

yararlamlarak, (N+1)2x (N+1)2 boyutunda B matrisi

B 0 . 0
. 0 B . 0
B=Iyy1®B=

0 0

0 0 B

olarak tanimlanir. Bu matrisin i¢indeki O ile yalmizca 0’lardan olusan (N+1)x(N+1)

boyutundaki matris kastedilmektedir. Boylece, deneme fonksiyonunun kismi tiirevleri
(uN)t(xv t) = X(ZE)Q(t)BA, (uN)tt<x7 t) = X(I’)Q(t)BQA,
(un)ee(z, ) = X(2)B*Q(1) A

seklinde matris carpimi olarak ifade edilebilir. Deneme fonkiyonu wu ’nin ve kismi tiirev-

lerinin (3.75) denkleminde yazilmasiyla,
G(z,t) = XQ(t)B? + aXQ(t)B + XQ(t) — XB*Q(¢)
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olmak tizere

G(z,t)A = F(x,t) (3.78)

matris denklemi elde edilir. Buradaki G(z,t) ifadesi, girdileri x ve ¢’nin fonksiyonlar
olan (N+1)? uzunlugunda bir satir matrisidir. Sonraki adim (3.78) esitligine 0<i<N
ve 0<j<N igin z't’ test fonksiyonlariyla i¢ carpim uygulamaktir. Boylece, (N+1)% x
(N+1)*lik W matrisi ve (N+1)?x1’lik F matrisinin girdileri, k=1,2, ..., (N+1)? i¢in

Wninitjike =< G(@, )1k, 2 >, Py =< Fla,t), 2 >

ile hesaplanir. W ve F matrisleri acik olarak

< 1,G<3§',t)11 >
<t,G(x,t);; >

<tV G(z,t)1; >

< 1,G(£L’,t)12 >
<t,G(x,t)p >

< tN, G(IE, t)lg >

<1,G(z,t)1, (v >

<t,G(x,t)1,(vy1)2 >

<tN, G(z, )1, (v11)2 >

W = <z, G(JZ,t)H > <z, G(x,t)m > <z, G(x7t)1’(N+1)2 >
<zth Gz, t)11 > < atV,G(z, 1) > < zt™, G(z, )1, (n11)2 >
<MtV Gz, t)1n > < 2NtV Gz, t)12 > ... < 2NV, Gz, )1 (v >
T
F=|<1,F(z,t)> ... <tV F(z,t)> <a,F(x,t)> ... <NtV F(x,t) >]

seklindedir. (3.76) baslangic ve (3.77) sinir kosullarini ¢6ziim yontemine dahil etmek i¢in,
bu kosullarin verilmig oldugu L:={z e R: 0 <z < a}ve Lo={t e R:0 <t < b}
dogru pargalarinin her biri iizerinde N+1 adet esit aralikli kollokasyon noktasi alinabilir.
Daha acik bir ifadeyle, i=0, 1, ..., N i¢in x;=ai/N ve t;=bi/N tanimlanir. Boylece, £,

tizerindeki kollokasyon noktalarinin kiimesi
{(ai/N,0):i=0,1,...,N} ={(0,0), (a/N,0), (2a/N,0),...,(a,0)}
ve Lo tizerindekilerin kiimesi

{(0,bi/N) :i=0,1,...,N} = {(0,0), (0,b/N), (0,2b/N), ..., (0,b)}

85



BULGULAR VE TARTISMA M. KARACAYIR

olur. Dolayistyla, kollokasyon noktalar: iizerinde (3.76) baslangi¢ kosullarinin saglanma-

sina karsilik gelen denklemler

ve (3.77) smur kogullarinin saglanmasina karsilik gelen denklemler

olarak yazilabilir. Bdylece, her kosul her bir kollokasyon noktasi i¢in a; ; bilinmeyenle-
rinin dogrusal bir denklemine kargsilik geleceginden, biitiin baslangi¢ ve sinir kosullarin-
dan toplam 4N -+4 adet dogrusal denklem elde edilir. Burada, £, ve £, dogru parcalari
izerinde herhangi bir sayida kollokasyon noktas1 alinabilecekken, yonteme yeni bir para-
metre eklememek icin N+1 sayisinda karar kilinmagtir.

Baslangic ve sinir kosullarma karsilik gelen (3.79) ve (3.80) denklemlerini ifade et-
menin daha 6z bir yolu vardir. Bu is i¢in, (N+1)x (N+1)? boyutundaki U, V.Y ve Z

matrisleri

N+1|j—1liseU;; = Iiﬁ, aksi durumda U;; = 0,
N 1]~ 2ise Vij = ;%71 aksi durumda V; = 0,
1<j<N+lise Yy =1t’"", aksidurumda Y;; =0,

Zijnityhir = @t 0<j< N, 0< k<N

olarak tanimlanir. Burada 0°=1 varsayilmistir. Ayrica, go, g1, ho ve hy fonksiyonlarinin z;
ve t; noktalarindaki degerlerini tutan N + 1 uzunlugundaki A, ~y, i ve 1) siitun matrisle-

rinin girdileri, 1=0,1, ..., N i¢in

Aig = go(i), Yix = 91(xi), Hi1 = ho(t:), ¢z‘,1 = hi(t:)

olarak tanimlanir. Boylece, (3.76) ve (3.77) baslangic ve sinir kosullarina karsilik gelen
denklemler

UA=X VA=, YA=u ZA =7

dogrusal sistemleri ile ifade edilebilirler. Son olarak, a; ; bilinmeyenlerini tespit edebil-

mek i¢in bu dort sistemin WA=F sistemine katilmas1 gerekir. Bu amagla, W’nin ve
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F’nin ilk 4 N+4 satirlar silinerek yerlerine bu dort sisteme karsilik gelen matrisler yazi-

lir. Boylece, W ve F’nin kalan kisimlar1 sirayla W, ve Fyan, ile gosterilmek lizere

o L
\4 Y
W=| v |, F=| u
Z P

| Wka]an ] | Fkalan ]

matrisleri olusur. WA=F dogrusal sisteminin ¢oziilmesiyle a; ; bilinmeyenleri ve dola-

yistyla uy (2, t) yaklagik ¢6ziimii bulunur.

Ornek 3.21. Bu kisimda ¢alisilacak ilk ornek, Saadatmandi ve Dehghan (2010) ve Yiiz-
basi (2016) tarafindan da incelenen

U+ U+ U= Upp + (2—2t + %) (x —2%)e "+ 2%, 0<2<1,0<t <1 (3.81)
denklemidir. Bu denklem

u(z,0) = u(x,0) =0,0<x <1,
u(0,t) =u(l,t)=0,0<t<1 (3.82)
homojen baglangi¢ ve sinir kosullari altinda ele alinacaktir. Bu problemin tam ¢oziimiiniin

Ugam (7, t)=t*(z—2?)e " fonksiyonu oldugu bilinmektedir. Elde edilecek yaklagik ¢ziim-

leri degerlendirmek amaciyla |ey(x,t)|=|uwm(x,t)—uxn(z, t)| mutlak hata fonksiyonu-

£l = ( / b / a(f(:v,t))zdwdt) "

[fllze = sup {|f(z,1)[}

(z,t)eQ

nun yani sira

ile hesaplanan L, ve L, hatalar kullanilacaktir.

Problem (3.81)-(3.82)’ye Galerkin-tipi yontem cesitli N degerleri i¢cin uygulanmig ve
N=3,6,9 secimleri i¢in elde edilen yaklasik ¢6ziimlerin mutlak hatalar1 sirasiyla Sekil
3.20, 3.21 ve 3.22’de gosterilmistir. Sekillerden, N degerini arttirmanin ¢oziimleri agik

bicimde iyilestirdigi anlagilmaktadir. Cesitli /V degerlerine karsilik olarak elde edilen Lo
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76208

/2099
74

RN

()

Sekil 3.20.

Ornek 3.21°de N=3 secimine karsilik elde edilen mutlak hata.

%107

leg 0,0

Sekil 3.21. Ornek 3.21°de N=6 secimine karsilik elde edilen mutlak hata.
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0 o

Sekil 3.22. Ornek 3.21°de N=9 secimine kargilik elde edilen mutlak hata.

Cizelge 3.21. Ornek 3.21’in gesitli N segimleriyle elde edilen yaklasik ¢oziimlerinin Lo

ve L, hatalari.

N=3 N =4 N=5 N=6 N=1

lexllz, 1.251E—3 1.249E—4 6.460E—6 1.475E—6 1.191E—7
lenll.. 3.317E—3 3.014E—4 1574E—5 4.039E—6 3.482E—7

Cizelge 3.22. Ornek 3.21’in N=5 ve N=7 secimleriyle elde edilen ¢oziimlerinin L, ve

L, hata bakimindan iki diger yontemle karsilastirilmasi.

BKY (N =5 BKY(N=7 CTY(N=5) CTY(N=7) GTY(N=5) GTY(N=7)

lenll., 1.5E—4 6.4E — 7 12E—5 6.7E — 8 6.4E — 6 1LIE—7
lenllp.. 3.9E—4 1.4E — 6 41E—5 1.7E—7 1.5E—5 34E —7
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ve L hatalar da Cizelge 3.21°de sunulmustur. Ayni sonuca cizelgedeki degerlere daya-
nilarak da varilabilir.

Cizelge 3.22°de Galerkin-tipi yontem N=5 ve N=7 secimleri i¢cin Chebyshev tau
yontemi (CTY) (Saadatmandi ve Dehghan 2010) ve Bessel kollokasyon yontemi (BKY)
(Yiizbas1 2016) ile karsilastinlmistir. Cizelgedeki degerlere gore, Galerkin-tipi yontem
her iki N degeri icin Bessel kollokasyon yontemini geride birakmigsken, Chebyshev tau

yontemini yalnizca N=>5 se¢imi i¢in geride birakmistir.

Ornek 3.22. Bu kisimda ele almacak ikinci 6rnek, daha 6nce Yiizbasi ve Sahin (2013)
tarafindan incelenen ve bir ¢ tekil pertiirbasyon parametresine bagli olarak tanimlanan

x4+t
Up — EUgy + (20 + 1), + 2%u = e—(x2 +2rx+2—¢) (3.83)
3

"konveksiyon-difiizyon denklemi"dir (Ing. "convection-diffusion equation"). Bu problem

u(z,0) :6—, 0<xz<1,

£

et €1+t
w(0,t) = = u(l,t) = —,0<t <1 (3.84)

€ €

e:c+t
baglangi¢ ve sinir kosullar altinda ¢oziilecektir. Problemin tam ¢oziimii wyy, (2, t) =
£

fonksiyonudur.

Problem (3.83)-(3.84) Galerkin-tipi yontemle ¢esitli € ve /N degerleri i¢in ¢oziilmiis-
tiir. Ornek olarak, pertiirbasyon parametresinin e=10"! ve e=10"2 degerlerine karsilik
N=3,6 ve 9 secimleriyle elde edilen yaklagik ¢oziimlerin mutlak hatalar sirayla Sekil
3.23 ve 3.24’te gorsel olarak sunulmugtur. Sekillerden, N degerini arttirmanin sonuglari
tyilestirdigi anlagilmaktadir. Ayrica, tekil olarak pertiirbe edilmis adi diferansiyel denk-
lemde oldugu gibi, sabit N degeri icin daha biiyiik ¢ degeriyle elde edilen ¢éziimlerin
daha isabetli oldugu goriilmektedir. Cizelge 3.23’te ise Galerkin-tipi yontemle elde edilen
sonuglarin L, hatalar1 Bessel kollokasyon yontemiyle (Yiizbasi ve Sahin 2013) karsilag-
tirllmistir. N=9 i¢in Galerkin-tipi yontemin, diger N degerleri i¢in Bessel kollokasyon
yonteminin daha isabeti sonuglar verdigi géze ¢carpmaktadir.

Galerkin-tipi yontemin baglangic ve sinir kosullarinin belli kollokasyon noktalarinda
saglatilmas1 yoluyla kismi diferansiyel denklemlere uygulanmasi, dogal bir sekilde yiik-

sek boyutlu problemlere uygulanabilir. Ornek olarak, uzaym 2’in yaninda ikinci bir y
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qm
‘.\\3\\\\\\%\\
0.15 Py \
< 01
20.05

(b) (c)
%x10™ ‘ -
N
1 AN
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B AN
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Z05 N
o

[N o]

Sekil 3.23. Ornek 3.22’nin e=10""! degerine karsilik (a) N=3, (b) N=6, (c) N=9 segi-

miyle elde edilen yaklasik ¢coziimlerinin mutlak hatalari.

AN
AN
(A \\\3
'0‘0‘:\\\\\\;

Sekil 3.24. Ornek 3.22’nin =102 degerine karsilik (a) N=3, (b) N=6, (c) N=9 segi-

miyle elde edilen yaklagik ¢oziimlerinin mutlak hatalari.
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Cizelge 3.23. Ornek 3.22’nin cesitli N ve ¢ degerlerine karsilik elde edilen L, hatalarinin

Bessel kollokasyon yontemiyle karsilastirilmasi.

Galerkin-tipi yontem N =5 N=6 N=T7 N =8 N=9
e=10"1 5.004E —4 3.145E —5 2.348E—6 3.039E —8 4.040E — 10
e=10"2 7.059E —3 4.091E—-4 2319E—-5 3.588E -7 7.924E -9
e=1073 8470E —2 2.179E—2 1.988E —3 3.224dE—5 4.195E—7
e=10"1 8.668E —1 2.678E—1 3.247TE—2 2023E—3 1971E—-5
Bessel kollokasyon N =5 N=6 N=T7 N =38 N=9
e=10"" 1.998E -4 438E—-6 1943E—7 7.022E—9 3.388E -9
€=1072 1.753E —3 5.352E—-5 2320E—6 5.113E—8 4.877E -8
e=10"3 1.736E —2 5371E—4 2328E—5 5.504E—-7 H.A8TE -7
e=10"" 1.735E -1 b5372E—-3 2329E—4 5.598E—-6 5.215E —6

boyutuyla birlikte iki boyutlu olarak g6z oniine alindig1 telgraf denklemini ele alalim.
Yalnizca mekan boyutlarina referansla "iki boyutlu telgraf denklemi" olarak anilan bu

denklem
we (2,9, 1) +20u (v, y, 1)+ B2u(r, y, 1) = Oge (T, Y, t) +ytyy (7, y,t)+ F(z,y,t) (3.85)
seklinde olup
u(z,y,0) = folz,y), u(z,y,0) = fi(z,y), 0<r <1,0<y <1

baglangic kosullar1 ve

sinir kosullariyla ele alinir. (3.85) denklemi ii¢ tane bagimsiz degisken icerdiginden, bu

problem icin deneme uzayinin tabani

P = U {abyithy = {1 t, . Nyt yt™ aNyN aNyNe  aNy VYY)
i,j,k=0..N

ve deneme fonksiyonu da

N N N '
uy(z,y,t) = Z Z Z ai,j,kxiyjtk
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® - * * -*

® * *® *® *®

® *® < L *®

Sekil 3.25. Galerkin-tipi yontemin iki boyutlu telgraf denklemine N=4 secimi ile uygu-

lanmas: sirasinda baglangi¢ ve sinir kosullar icin segilen kollokasyon noktalari.

seklinde olur. Bir bagka onemli degisiklik baslangi¢ ve sinir kosullarinin uygulanisiyla
ilgilidir. Bu kosullar bu kez dogru parcalar1 yerine diizlem pargalar tizerinde verildigin-
den, kollokasyon noktalarinin secimi Sekil 3.25’te goriildiigii gibi olur. Her bir baslangi¢
ya da siir kosulu i¢in (N+1)? tane kollokasyon noktast segilir. Boylece, a; j x bilinme-
yenlerini tespit etmek igin gereken (N+1)% denklemin 6( N +1)? tanesi baslangic ve sinir

kosullarinin kollokasyon noktalarina saglatilmasiyla elde edilir.

Ornek 3.23. Galerkin-tipi yontemin iki boyutlu telgraf denklemine uygulanmasi, daha
once Jiwari vd. (2012), Mittal ve Bhatia (2012) ve Ma vd. (2016) tarafindan ¢oziilen bir

ornek problem iizerinde gerceklestirilecektir. Bu problem
Uge + 2Up 4+ U = Ugy + Uy + 2(cos(t) — sin(t)) sin(x) sin(y) (3.86)
olmak iizere
u(z,y,0) = sin(x) sin(y), u(x,y,0) =0,
u(0,y,t) =0, u(l,y,t) = sin(1) cos(t) sin(y), (3.87)
u(z,0,t) =0, u(z,1,t) = sin(1) cos(t) sin(z)

baglangi¢ ve smir kosullarina sahiptir. 2=[0, 1|x[0, 1] x [0, 1] bolgesinde ele alinan prob-

lemin tam ¢6zimil Y (z, v, t)= cos(t) sin(x) sin(y) fonksiyonudur.

(3.86)-(3.87) problemine ¢esitli N se¢imleriyle Galerkin-tipi yontem uygulanmisgtir.

Sonunda elde edilen ey (z, y, t) hatalar ti¢ degiskenli fonksiyonlar oldugundan, bunlarin
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Sekil 3.26. Ornek 3.23’iin N=4, 5, 6, 7 secimleriyle bulunan ¢6ziimlerinin mutlak hatala-

rinin ¢ = 0.5 anindaki grafikleri.

Cizelge 3.24. Ornek 3.23’lin N=4,5,6, 7 secimleriyle bulunan ¢oziimlerinin Ly ve L,

hatalar.

N=3 N=4 N=5 N=6 N=T

Ly 4.7045E — 4 8.6989E — 5 2.5840E — 6 6.5945E — 7 4.7107E —9
Lo 1.6252E—-3 4.7974E -4 1.3065E —5 4.7123E -6 2.8518E — 8

grafiklerini dogrudan c¢izmek miimkiin degildir. Bu sebeple, hata fonksiyonunun sabit bir
t=ty zamanindaki seviye yiizeyini ¢izmek, ¢coziimlerin iyligini karsilastirmak icin daha
elverigli bir yontemdir. Bu diisiinceyle, t=0.5 an1 i¢in elde edilen mutlak |ey(z,y, 0.5)|
seviye hatalar1 Sekil 3.26’da ¢izilmigtir. /N degerini arttirdik¢a hatalarin belirgin diizeyde
azaldig1 goriilmektedir. Bu durum, elde edilen ¢oziimlerin Ly ve L., normlarmna gore
hesaplanmig hatalarinin yer aldig1 Cizelge 3.24 ten de anlagilmaktadir.

Galerkin-tipi yontemle elde edilen sonuclar1 diger yontemlerle karsilastirmak icin,
belli bir t=t;, anindaki hatanin Ls-normunun gercek ¢dziimiin L,-normuna oranina esit

olan,
||€N(x7 Y, t0)||L2
||utam('r7 Y, tO) HL2

8rms -
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Cizelge 3.25. Ornek 3.23’iin N= 6 ve N=7 se¢imleriyle elde edilen ¢oziimlerinin t=0.5

ve t=1 anlarindaki bagil hatalarinin ii¢ farkli yontemle karsilastirilmasi.

GTY (N=6) GTY (N=7) DDY (At=0.001) KBK (At=0.001) REK (At=0.001)

€ms (t=0.5) 2.7557E —6 1.9685E —8 1.2448E — 5 - 7.8418E — 7
€ms (t=1) 44760E — 6 3.1974E —8 2.6696E — 5 6.2977E — 4 7.7780E — 7

ile tammml £, bagil hatas1 kullanilmigtir. £=0.5 ve ¢t=1 anlarinda 6lg¢iilen €,,,,s hatalarin
diferansiyel dortgenleme yontemi (DDY) (Jiwari vd. 2012), kiibik B-spline kollokasyon
yontemi (KBK) (Mittal ve Bhatia 2013) ve rasyonel enterpolasyonlu kollokasyon yon-
temi (REK) (Ma vd. 2016) ile karsilastirilmas1 Cizelge 3.25’te sunulmustur. Cizelgeye
gore, Galerkin-tipi yontemle elde edilen sonuclar diferansiyel dortgenleme yontemi ve
rasyonel enterpolasyonlu kollokasyon yonteminden iyiyken, kiibik B-spline kollokasyon
yontemine kiyasla N=6 icin daha kotii, N=7 i¢in daha 1yidir. Diger iic yontem i¢in su-

nulan sonuglar, zaman boyutunda At=0.001 adim boyu kullanilarak elde edilmistir.

3.4.2. Galerkin-tipi yontemin bir araligin parcalanislarina uygulanmasi

Incelenmis olan 6rnek problemlerde elde edilen sonuglar, yaklasik sonucun derecesi
N’yi arttirmanin her zaman daha isabetli ¢oziimler vermedigini gostermistir. Ayrica, belli
bir iyilesmenin oldugu durumlarda, s6z konusu iyilesme, daha biiyiik bir denklem siste-
mini ¢6zmenin getirdigi hesapsal maliyeti karsilayacak kadar fazla olmayabilmektedir.

Bu kisimda, bir [a, b] aralifinda ele alinan baslangi¢c deger problemlerinde bu prob-
lemin iistesinden gelmek icin yeni bir yol onerilmektedir. Bu yeni yol, Galerkin sonlu

elemanlar yontemi i¢in bilinen ve bu tezin giris boliimiinde bahsedilen
||utam - uh,k”oo S Chk

esitsizliginden esinlenmistir. Galerkin-tipi yontem bir sonlu elemanlar yontemi olmasa
da, bu esitsizlik, yontemi tek seferde daha kii¢iik bir bolgeye uygulamanin sonucu iyileg-

tirebilecegini diisiindiirmektedir. Onerilen ¢coziimiin adimlar su sekildedir:

(1) Bir k& pozitif tamsayis1 ve yaklasik ¢oziim polinomunun derecesi N’yi belirle.

b—a

2) h=

hesapla.
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(3) Problemi [a, a+h] araliginda ¢ozerek y; v yaklagik ¢oziimiinii belirle.
(4) Her i=2,3, ...,k i¢in sunlar1 yap:
(1) yi—1,~v yaklagik ¢coziimiinii kullanarak a-+ih noktasinda baslangi¢ kosullarim
belirle.
(ii) Bu baglangic kosullariyla problemi [a+(i—1)h, a+ih] araliginda ¢ozerek y; y

yaklasik ¢6ziimiinii bul.

(5) Problemin yaklagik ¢oziimiinii

(

ynka(z), a <x <a+ hise

Ynk2(z), a+h <z <a+2hise
yNk(l’) =

\yN,k,k(l'), a+ (k—1)h <z <bise

olarak belirle.
Simdi, bu yontem Boliim 3.1.2°de ¢oziilen
(z+1)y" ()= (22+3)y/ (z)+(x+2)y(z) = e**(z+1)*—2¢", y(0) = 2,4/(0) = 5 (3.88)

baglangig deger problemine uygulanacaktir. Tam ¢oziimii ym (7)=(22 + 2)e” + ze>® olan

bu probleme Galerkin-tipi yontemin N =5 se¢imi ile uygulanmasi
ys(z) = 24+57+3.50284279322% +6.4736990458 7> —2.63038361912* +3.1527224593*

yaklagik ¢oztimiinii vermisti. Yukarida 6nerilen yontemin k=2 secimi ile nasil sonug ver-
digini gormek i¢in, ilk olarak [0, 1] aralig1 [0, 0.5] ve [0.5, 1] olmak iizere iki esit par¢aya
ayrilmalidir. Galerkin-tipi yontemin probleme once [0, 0.5] araliginda uygulanmasiyla
Ys21(2) = 2 + 5x + 4.95779474002° + 3.55186523652° + 11368435595z
+ 1.53729772322°
yaklagik ¢oziimii bulunur. Yontemi [0.5, 1] araliginda uygulayarak y; 2o yaklasik ¢ozii-

miinii bulmak i¢in, ys 2 ; kullanilarak x=0.5 noktasindaki baglangi¢ kosullar1 belirlenme-

lidir. Bu kosullar
Y5.2.1(0.5) = 6.3025251159, yg7271(0.5) = 13.6705209857
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olarak bulunur. Dolayisiyla, yontemi [0.5, 1] aralifinda uygulayacagimiz baglangi¢ deger
problemi
(z+ 1)y (@) = 2w+ 3)y/ (x) + (z + y(x) = ¥ (w + 1) - 2¢7,

y(0.5) = 6.3025251159, ¢/ (0.5) = 13.6705209857
seklindedir. Galerkin-tipi yontemin bu probleme [0.5, 1] araliinda uygulanmasiyla

Ys.20(x) = 17951318811 + 6.6873237049z — 0.629934994422 + 12.91161006442

— 6.8542879894x% + 4.3410199093°

yaklagik ¢oziimil bulunur. y5 21 ve ys 22 yaklagik ¢oziimlerinin birlestirilmesiyle, (3.88)

baglangi¢ deger probleminin, (IV, k)=(5, 2) se¢imine karsilik gelen

(

2 + 5x + 4.95779474002% + 3.55186523652°

() +11368435595x* + 1.53729772322°, 0 < x < 0.5 i¢in
Ys2(T) =
1.7951318811 + 6.6873237049z — 0.629934994422 + 12.911610064423

k—6.8542879894x4 +4.34101990932°, 0.5 < z < 1 igin
par¢al1 yaklagik ¢oziimii bulunur. ys o nin grafigi Sekil 3.27’de verilmistir.

Bu yontem, (3.88) problemine sabit N=>5 degeri icin k=4, 6 ve 8 alt aralik sayilariyla
da uygulanmis ve |e; ()| mutlak hatalar1 Sekil 3.28’de verilen yaklasik ¢oziimler elde
edilmigtir. k=2 ile elde edilen y5 o yaklasik ¢oziimiiniin ys ;=ys yaklasik ¢dziimiinden
belirgin bicimde daha isabetli oldugu, ayrica parga sayisi £’yi arttirdik¢a bulunan ¢6ziim-
lerin iyilestigi anlagilmaktadir. Bu yontem, bu ¢alismada ele alinan diger problemlere de

uygulanabilir.

3.4.3. Yaklasik ¢oziimiin kalintis1 yardimiyla hata tahmini

Bu kisimda, dogrusal denklem sistemlerinin sayisal olarak ¢oziilmesinde kullanilan
(Wilkinson 1963) ve "yinelemeli iyilestirme" (Ing. "Iterative refinement") olarak bilinen
yontemin, Galerkin-tipi yontemle elde edilen sonuclarin dogrulugunu arttirmak amaciyla
nasil kullanilabilecegi anlatilacaktir. Bu yontem, ilk olarak Oliveira (1980) tarafindan,
ikinci mertebeden bir sinir deger probleminin kollokasyon yontemiyle ¢oziimlerine uy-
gulanmus, daha sonra c¢esitli arastirmacilarca (6rn. Yiizbasi vd. 2013) farkli problemlerde

kullanilmagtir.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Sekil 3.27. (3.88) baglangi¢ deger probleminin N=5 ve k=2 secimleriyle bulunan yakla-

stk ¢Oziimiiniin grafigi.

Mutlak hata |e5 k(x)|

1016

X

Sekil 3.28. (3.88) baslangic deger probleminde sabit /N =5 degeri icin ¢esitli £ secimlerine

karsilik elde edilen mutlak hatalar.

98



BULGULAR VE TARTISMA M. KARACAYIR

Galerkin-tipi yontem, L bir dogrusal diferansiyel operator olmak iizere, herhangi bir

N secimiyle, tam ¢6ziimil y,,, olan

Lly(z)] — f(z) =0 (3.89)

diferansiyel denklemine uygulanmis ve yx yaklasik ¢oziimii elde edilmis olsun. Bu ¢ozii-
miin

Rlyn(z)] = Llyn(z)] — f(2)

kaliitisinin (3.89) denkleminden cikarilmasi, L’ nin dogrusalli§inin kullanilmast ve

tam ¢oziimiiniin denklemi sagladiginin hatirlanmasiyla

L[yam(2)] — Llyn ()] = Llgram(z) — yn(2)] = —Rlyn ()]

denklemi elde edilir. Boylece, yy yaklagik ¢oziimiiniin ey () =%m () —yn () ile taniml

hata fonksiyonunun bilinmeyen oldugu
Llen(z)(x)] = f(x) =0 (3.90)

denklemi elde edilir. Bu denklem (3.89) denkleminin aynisidir ve tam ¢oziimii ey hata

fonksiyonudur. Bu tam ¢oziimiin bilinmesi,

Yam(®) = yn () + en(2) (3.91)

ile (3.89) denkleminin tam ¢oziimiiniin bulunmasini saglayacaktir. Boylece, (3.90) denk-
lemine herhangi bir N=M secimiyle Galerkin-tipi yontem uygulanarak ey hata fonk-
siyonu yaklagik olarak hesaplanabilir. (3.90) denklemine Galerkin-tipi yontemin N=M
secimiyle uygulanmasi sonucu elde edilen yaklasik ¢oziim ey ps ile gosterilecek olursa,
en,m yaklagik ¢oziimiine yy yaklagik ¢oziimiine iligkin "hata tahmini" denir. Bu hata tah-

mini kullanilarak, (3.91) esitliine atifla

yn v () = yn(z) + enm(z)

"diizeltilmis ¢6ziim"ii olusturulur. Bu diizeltilmis ¢oziimiin Ey 5 ile gosterilecek hata

fonksiyonu i¢in

En () = Yum(®) — ynu(z) = en(z) — en ()
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esitligi gegerlidir. Su durumda, ey, hata tahmini ne kadar isabetliyse yy s diizeltilmisg
¢oziimii de o kadar isabetlidir. Boylece, "rezidiiel diizeltme" (Ing. "residual correction”)
olarak bilinen bu teknigin basarisi ey s hata tahmininin dogruluguna baghdir.

Rezidiiel diizeltmenin uygulanmasi sirasinda dikkat ¢ekilmesi gereken bir ayrint1 da,
hem ¥, tam ¢oziimii hem de yy yaklasik ¢oziimiiniin (3.89) denkleminin biitiin baslan-
gi¢ (veya smir) kosullarini saglamasiyla ilgilidir. Ornegin, bir a noktasinda verilmis bir

baglangic kosulunu K diferansiyel operatorii ile gosterirsek

Klyam(2)]]a=a = Kyn (2)][s=a =

gecerli olacagindan, yy yaklasik ¢oziimiine iligkin ey hata fonksiyonu

Klen(2)]le=a = K[Yam(2)]lz=a — K[yn(7)]|z=a = —a =0 (3.92)

seklindeki homojen kosullar1 saglar. (3.90) denklemi (3.92) tiiriinde biitiin baglangic (veya
sinir) kosullariyla birlikte yy yaklasik ¢oziimiine iligkin "hata problemi" olarak bilinir.
Ozetle, ey, s hata tahmini Galerkin-tipi yontemin bu hata problemine N=M secimiyle
uygulanmasi sonucunda bulunur.

Rezidiiel diizeltme tekniginin ne kadar iyilestirme sagladigini gérmek icin, tam ¢6-
ziimii bilinen bir 6rnege uygulamak faydali olacaktir. Bu amacla, Boliim 3.1.2°deki su

ornek problemi tekrar ele alalim:

(z+1)y" (z)—(22+3)y (v)+(z+2)y(z) = *(x+1)*—2¢", y(0) = 2,9/(0) =5 (3.93)
Bu probleme Galerkin-tipi yontemi N =5 se¢imi ile uygulamak,
ys(z) = 2+ 243.502842793222 +6.47369904582° — 2.6303836191 2" 4-3.15272245932°
yaklagik ¢cOziimiinii vermisti. Bu yaklasik ¢6ziimii (3.93) denkleminde yazmak

Rlys(7)] = —0.0041692884 — (z + 1)%e* — 2¢* — 0.0041692884x + (x + 2)x

+0.4979153557(x + 2)2? + 0.1736461731(x + 2)x* + 0.0313506858(z + 2)z*

(
+0.0152032619(x + 2)z° + 1.0418770387(x + 1)z + 0.3762082296(z + 1)
+0.3040652391 (2 + 1)2® — 0.9958307115(2z + 3)z — 0.5209385193 (22 + 3)z?
(

— 0.1254027432(2z + 3)z* — 0.0760163097(2z + 3)z:*
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kalintisini verir. Bu kalintidan yararlanilarak
(z + Den(x) — (22 + 3)ey(2) + (z + 2)en(z) = —Rlys(x)], en(0) = 0, (0) =0

hata problemi olusturulur. Bu hata problemini M =7 ve M =8 sec¢imleriyle ¢6zmek, asa-

g1daki hata tahminlerini verir:

es7(x) =1.4671888559x% — 2.99390017542° 4 3.95016421002* — 1.69590566792°
— 0.32382978292° + 0.35099724382 ",
ess(r) =1.50026434712% — 3.16092681172° + 4.46070197242" — 2.56595833952°

0.52550165942° — 0.090509945627 + 0.094929484448.

Bu hata tahminlerinin bazi z noktalarindaki degerleri gercek hata olan e; fonksiyonu-
nunkilerle birlikte Cizelge 3.26’da verilmistir. M/=8 se¢imiyle yapilan tahminlerin biraz
daha iyi oldugu dikkat cekmektedir. Bunun sonucunda, e; ;7 ve e5 g tahminleri kullanilarak

hesaplanan
Ys,7(2) = ys(x) + e57(), ys8(x) = ys(x) + es8(x)

diizeltilmis ¢oziimlerinden ys5 g’ in mutlak hatas1 ys 7 ninkine gore biraz daha kiigiiktiir. Bu
durum, bu iki diizeltilmig ¢oziimiin mutlak hatalarinin y5’inkiyle birlikte sunuldugu Sekil
3.29°da da goriilmektedir. iki diizeltilmis ¢oziim de orijinal y5 ¢oziimiine gore ¢ok daha
isabetlidir. Bu durum, rezidiiel diizeltme tekniginin (3.93) problemi icin ise yaradigini
gostermektedir.

Bulunan yaklasik ¢oziimlerin hatalarini tahmin etmek yoluyla ¢dziimlerin iyilestiril-
mesi, diferansiyel denklem sistemlerinde de uygulanabilir. Ornek olarak, asagida hatirla-

tilan Boliim 3.1.3’teki Problem (3.19) ele alinabilir:

y§4) (z) — cos(x)yh (z) + ys(x) — y1(x) = we” + cos®(x),

ys? () + sin(2)y”) () + cos(x)yi () — cos(x)ys(x) = cos(x)(1 — ),

e ysY () + 5 () — cos(x)yi (x) + yo(x) = sin(z),
y1(0) = 0,41(0) = 1,/(0) = 0,57 (0) = —1,15(0) = 1, 95(0) = 0,

Y5(0) = —1,y57(0) = 0,53(0) = y4(0) = y5(0) = y5”(0) = 1.
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Cizelge 3.26. (3.93) probleminde /N=5 secimiyle elde edilen gercek hatalar icin M =7 ve

M =8 secimleriyle yapilan tahminlerin baz1 x noktalarindaki degerleri.

Gergek hata ey () Hata tahmini ey /()
¢ N=5 N=5M=7 N=5M=38
0.2 0.0410279976 0.0404976934  0.0410718924
0.4 0.1276078816 0.1261474025  0.1277279129
0.6 0.2592499340 0.2562902812  0.2594915857
0.8 0.4623410178 0.4571162917  0.4627672740
1 0.7633027335 0.7547146836  0.7640023663

Mutlak hata

5 — N=5 ile mutlak hata

1 — — -N=5, M=7 ile dizeltilmis hata

5 | N N=5, M=8 ile diizeltilmis hata

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Sekil 3.29. (3.93) probleminde N =5 se¢imiyle hesaplanan yaklasik ¢oziimiin ve M =7 ve

M =8 se¢imleriyle diizeltilmis ¢oziimlerin mutlak hatalarr.
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Bu probleme Galerkin-tipi yontem ¢esitli /V se¢imleri i¢in uygulanmig ve N=5 i¢in

y15(r) = v — 0.16666666662° + 0.0013640718z" + 0.00714059342°,
Yo5(7) = 1 — 0.52% + 0.04476117362* — 0.00388083962°,

Ys5(r) = 14+ 2 + 0.52% + 0.16666666662° + 0.03739333102" + 0.01361441542°

yaklagik ¢oziimleri bulunmustu. Bu yaklagsik ¢oziimlerin M =6 ve M=7 secimleri ile
bulunan hata tahminleri, gercek hata degerleri ile birlikte Cizelge 3.27°de sunulmustur.
M=T degerine karsilik gelen hata tahminlerinin daha isabetli oldugu cizelgeden anla-
stlmaktadir. Dolayisiyla, rezidiiel diizeltme teknigi bu problemde M =7 secimi ile M =6

secimine kiyasla daha iyi sonug verir. Bu durum, Sekil 3.30’da gosterilmistir.

Cizelge 3.27. (3.19) probleminin N=5 secimi ile elde edilmis ¢oziimlerinin M =6 ve

M =7 ile bulunan hata tahminleri.

N=5 N=5M=6 N=5M=17

T e15(1) e25(1) ezs(x) e156() e256(2) €35.6(7) e157(2) ez57(7) es57(2)

0 5551E—-17 0 0 3.841E - 18 3.266E—34 0 —2.062E — 17 —4.809E - 35 0

02 —1803E—-6 —3.798E—6 5.238E—-6 —209E—-6 -—3.649E—-6 5628E—-6 —18l10E—6 —3812E—-6 ©5.220E—6
04 —2303E-5 —4515E—-5 6.135E—-5 —2553E—5 —4.380E—-5 6.439E—-5 —-2307TE—-5 —4.522E—5 6.127TE—5
06 —8956E—-5 —1.636E—4 2139E—-4 —9559E—-5 —1.602E—-4 2198E—-4 —-8960E—-5 —1.637TE—-4 2139E—4
0.8 —2091E—-4 -3557E—-4 4301E—-4 -2171E—-4 -3511E—4 4338E-4 -2091E—-4 —3.558E—-4 4.302E—4
1 —3.670E —4 —5.780E —4 6.074E—4 —3.750E -4 —5.737TE—-4 6.048E—-4 —3.670E—-4 —5.780E—4 6.075E —4

Rezidiiel diizeltme tekniginin dogrusal bir problemde gosterdigi bu basari, onun dog-
rusal olmayan bir problemde de ise yarayacagini diisiindiirebilir. Bunu gérmek icin, bu
teknigi Boliim 3.1.4°te incelenmis olan Lotka-Volterra denklemleri iizerinde deneyelim.

Galerkin-tipi yontemi

dp _

E = p(l Q)

dg B B

- q(p—1) (3.94)

p(0) =1.3,¢(0) = 0.6
problemine N=3 secimiyle uygulamak

p3(t) = 1.3 + 0.5152921081¢ + 0.0240177066t> — 0.1913425996t,

g3(t) = 0.6 + 0.1740260386t + 0.2107064508¢2 + 0.0222944792¢>
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(a) y15’in iki farkh geligtirmesi (b) y25’in iki farkl geligtirmesi
st e ——— 5
P 10 -~ % 10
g / T s °
@ 7 @
) <
g 10 10 .:. = 10-10 M
E . E -
c N=5 £
& . - —-N=5,M=6 .Q"N
710 5 ‘ ‘ e N=5M=7| >10715 ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 X 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 X 0.6 0.8 1
(c) y3p'in iki farkh geligtirmesi
© -5
8 10° 7 e _
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= (7 {
S r .
'%«10 10 U1 ——N=5
T ——-N=5,M=6
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Sekil 3.30. (3.19) probleminin N=5 secimi ile bulunmusg ¢6ziimlerinin ve M =6 ve M =7

secimleriyle elde edilmis diizeltmelerinin mutlak hatalari.

yaklagik ¢coziimlerini vermisti. Bu yaklasik ¢6ziimlerin M/ =4 secimi ile elde edilmis hata

tahminleri

ep3a(t) = 0.0023030232¢ — 0.0162542904¢> 4 0.0295874683t> — 0.0156052449t*

eg3.4(t) = 0.0080525260¢ — 0.0474485435t + 0.0778400345¢* — 0.0384465258t*

seklindedir. Bu hata tahminleri kullanilarak

p3a(t) = p3(t) + epza(t)

= 1.3+ 0.5175951313¢ + 0.0077634161t> — 0.1617551312t> — 0.0156052449¢*

veE

g3,.4(t) = q3(t) + eq34(t)

= 0.6 — 0.0156052449¢ + 0.1632579072¢* + 0.1001345138t> — 0.0384465258t*

diizeltilmis ¢coziimleri elde edilmistir. Bu probleme M =5 se¢imi ile de rezidiiel diizeltme

uygulanmig ve yukaridakilere ek olarak ps s, g3 5 diizeltilmis ¢oziimleri elde edilmistir.
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(a) Yaklagik av niifusu i¢in mutlak kalintilar (b) Yaklagik aver niifusu igin mutlak kalintilar

- /
\\ BN N X . / — - - - //
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108 I
‘— N=3 — —-N=3,M=4 —6— N=3,M=5 ‘— N=3 — —-N=3,M=4 —&— N=3,M=5
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t t
Sekil 3.31. (3.94) probleminde N=3 secimine karsilik gelen yaklagik ¢oziimlerin ve iki

farkli diizeltmesinin mutlak kalintilari.

Cizelge 3.28. (3.94) probleminde N=3 secimine karsilik gelen yaklasik ¢oziimlerin ve

iki farkli diizeltmelerinin mutlak kalintilari.

t (R [RlgsO]  [Rlpsa@Il [Rlgsa@I  [Rlpss@I | Rlgss@)]]

0 4707E—3 5973E—3 2404E-3 2.078E—3 5.3320E—4 2.5069E —4
02 1.827E—3 2018SE—3 1.055E—3 9.2266E —4 8.3180E —5 4.0044E —5
0.4 4.622E—4 2528E—3 5.3526E—4 4.5956E —4 1.6642E —4 7.9522E —5
0.6 1.347E—3 1.643E—3 T7.1710E—4 6.4139E—4 1.6721E—4 8.0307E -5
0.8 2.708E—4 3.574E—3 0.0011 0.0010 8.5019E — 5 4.1883E — 5
1 8799E—4 9.801E—3 0.0029 0.0026 5.2204E — 4 2.4034E — 4

Diizeltilmis ¢oziimlerin mutlak kalintilar1 hem Sekil 3.31°de hem de Cizelge 3.28°de ori-

jinal ps ve g3 yaklasik ¢oziimlerinin mutlak kalintilartyla birlikte verilmistir. Rezidiiel

diizeltmenin, bu problemde dogrusal (3.93) problemindeki kadar olmasa da belli bir iyi-

lesme sagladig1 anlasilmaktadir.
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4. SONUCLAR

Bu ¢alismanin gosterdigine gore, Galerkin-tipi yontemin diferansiyel, fonksiyonel di-
feransiyel ve integro-diferansiyel denklemlere uygulanmasiyla elde edilen sonuglar, s6z
konusu denklemlerin dogrusal olmas1 durumunda, bu sonuglarin hem hizl bir sekilde elde
edilebilmesi, hem de benzer yontemlere gore genel olarak daha iyi sonuglar vermesi baki-
mindan tatmin edicidir. Yontemin, denklem sistemlerine ve farkl: tiirde baglangic veya si-
nir kosullarinin varligr durumunda kolayca uyarlanabilir olmasi, yontemin bir bagka giiclii
tarafi olarak ortaya cikmustir. Ayrica, tam ¢oziimiin polinom olmasi durumunda yontemin
bu ¢Oziimii bulmasi, nemli sayilabilecek bir ayrintidir.

Ote yandan, Lotka-Volterra sistemi, T4 hiicrelerinin HIV ile enfekte olmasina iliskin
gecikmeli model ve Volterra niifus modeli iizerinde yapilan uygulamalar, Galerkin-tipi
yontemin dogrusal olmayan problemlere uygulandiginda dogrusal problemlere kiyasla
daha diisiik performansa sahip oldugunu ortaya koymustur. Dogrusal olmayan problem-
lerde, hem ¢6ziime ulagilma siiresi ¢cok uzamakta hem de yaklasik ¢oziimiin kalint1 de-
gerleri N’ nin kiigiik degerleri i¢in kabul edilebilir seviyeye ulagsmakta zorlanmaktadir.
Daha biiyiik N degerleri i¢in ise, hem yontemin sonu¢ vermesi uzun siirmekte hem de
elde edilen kalint1 fonksiyonu her zaman daha iyi olmamaktadir. Bu yorumlar 1s18inda,
Galerkin-tipi yontemi gelistirme yapmaksizin dogrusal olmayan problemlere uygulamak
tavsiye edilmemektedir.

Galerkin-tipi yontem, bu tezde tarif edilen ilk haliyle kismi diferansiyel denklemlere
uygun olmamasina karsin, baglangic ve siir degerlerinin esit aralikli kollokasyon nok-
talartyla ele alinmasi sonucunda kismi tiirev igeren problemlere uygulanabilir duruma
getirilmistir. Bu yontemle elde edilen sonuclar, literatiirde mevcut olan diger calismalarla
kiyaslandiginda tatmin edicidir. Kollokasyon noktalarinin da isleme dahil edildigi bu me-
lez yontemin, ¢ok biiyiik matrisler liretmesi ve dolayisiyla ¢éziimii hesaplamanin uzun
stirmesi gibi bir zay1fli§1 vardir.

Yaklagik ¢6ziim polinomlarinin derecesi olan /N degerini sinirsizca arttirmanin yon-
temin tam sonuca yakinsamasini genel olarak garanti etmedigi bilinmektedir. Bu durum,
sonlu elemanlar yontemine benzer bir sekilde, problem araliginin kiiciik alt araliklara

boliinmesi ve her birine Galerkin-tipi yontemin uygulanmasi yoluyla asilmistir. Bu yon-
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temle, kiigiik alt aralik sayilari icin bile yaklagik ¢oziimlerde belirgin iyilesmeler gozlen-
mistir. Bu yontem, yontemin kismi diferansiyel diferansiyel denklemlere uygulanisiyla
birlikte, bu ¢alismanin 6zgiin yanin teskil etmektedir.

Galerkin-tipi yontemin bazi 6rnek problemlere uygulanmasiyla elde edilen sonuglar,
diger problemlere kiyasla farkli davranislar sergilemistir. Ornegin, dordiincii mertebeden
bir Fredholm integro-diferansiyel denklem i¢in bulunan yaklasik sonuglar, yontemin pa-
rametresi olan /N sayisinin ¢ift veya tek olmasina gore farkli davraniglar gostermistir. Bu
durumun sebeplerinin irdelenmesinin, Galerkin-tipi yontemin daha iyi anlagilmasina katki
sunacagi degerlendirilebilir.

Uzerinde durulmasi gereken bagka bir konu, bu tez ¢calismasindaki uygulamalarda kul-
lanilan polinom tabaninin her probleme uygun olmayisidir. Bu tabanin N sonsuza gotiiriil-
diigiinde siirekli fonksiyonlar uzayi icin bir tam sistem oldugu bilinmekle birlikte, ele ali-
nan aralik genisledikce belli bir siirekli fonksiyonu bir polinomla yeterli yakinlikta temsil
etmek zorlagsmaktadir. Bu durum, Galerkin-tipi yontemin aralik genisledik¢e performan-
sinin diisecegini gosterir. Yontemi bir aralifin parcalaniglarina uygulamakla bu sorun kis-
men agilabilir. Ote yandan, gecikmeli HIV modeli igin elde edilen sonuglarin tablolanma-
styla goriildiigii gibi, polinom tabaninin kullanilmasi, viriis ya da enfekte olmus hiicre sa-
yisinin bazi anlarda negatif olmas1 gibi anlamsiz sonuclara da yol agabilmektedir. Deneme
ve test uzaylarinin, problemin 6zelliklerine gore belirlenmesiyle bu durumun iistesinden

22 722 .} olan

gelinecegi diisiiniilebilir. Ornegin, bazi problemlerde tabani {e®, e~%, e
tistel fonksiyonlar uzayinin kullanilmas1 daha uygun olacaktir.

Sonug olarak, bu tez ¢alismasinin, hem ele alinmasi faydali olabilecek birtakim yeni
problemleri ortaya ¢ikardigi hem de sayisal yontemlerle ilgili literatiirii zenginlestirdigi

goriisiinli tagimaktayiz.
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