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ONSOZ

Bu calisma esas olarak Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramasi ile Bulgular olmak
tizere iki boliimden olugmaktadir. Bu ¢alismanin temel kavramlari olan Fibonacci sayi-
lar1, g-serileri ve Rogers-Ramanujan Ozdeslikleri, Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramasi
boliimiinde tanitilmis ve bunlarin genel 6zellikleri ile 6zel durumlar: verilmistir.

Bulgular boliimii iki ana baslik altinda toplanmustir. 11k olarak ¢-Fibonacci sayilarinin
tanim1 ve g-Fibonacci sayilar1 kullamilarak Rogers-Ramanujan Ozdesliklerinin kanitlart
verilmistir. Daha sonra ¢-Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonlar1 ve sagladiklar1 temel
ozellikler, 6zel olarak bazi boliinebilme 6zellikleri ele alinmagtir.

Bu tez ¢alismasinin, cok sayida uygulamalar1 ve beklenmedik alanlarda ortaya ¢ikis-
lar1 ile amator ve profesyonel matematikgilerin ilgisini yiizyillar boyunca ¢cekmis ve cek-
meye devam etmekte olan Fibonacci sayilarinin g-serileri teorisinde aldig1 yeri gosteren
giizel bir 6rnek olacagi inancindayiz.

Bu calisma boyunca bilgisini ve zamanin1 benimle paylasan, destegini esirgemeyen

danmigmanim sayin Prof. Dr. Mehmet CENKCIye tesekkiirlerimi sunarim.

il



ICINDEKILER

OZET . . . . . i
ABSTRACT . . . . . e i
ONSOZ . . . . e 1ii
ICINDEKILER . . .. ... .. ... it iv
AKADEMIK BEYAN . . . . .. . .. v
SIMGELER VE KISALTMALAR . . . . . . ... ... ... ... ... ..... vi
1. GIRIS . . . . . 1
2. KAYNAKTARAMASI . . . . . . e 3
2.1. Sayilar Teorisinden Temel Kavramlar . . . . . ... .. ... ... ... 3
2.2. ¢-Binom Katsayilart . . . . . ... ... ... o 9
2.3. Pargalanis Fonksiyonu . . . . .. ... ... ... ... ... ... .. 12
2.4. q-Serileri ve Ramanujan Teta Fonksiyonu . . . . ... ... ....... 17
2.5. Fibonacci Sayilari ve Bazi Ozellikleri . . . . .. ... .......... 29
3. BULGULAR VETARTISMA . . . . . . . .. . 40
3.1. g-Fibonacci Sayilar1 ve Rogers-Ramanujan Ozdeslikleri . . . . . . . . .. 40
3.2. g-Fibonacci Sayilarimin Urete¢c Fonksiyonlar1 . . . . . .. .. .. .. .. 48
3.3. g-Fibonacci Sayilarimin Baz1 Ozellikleri . . . . .. ... ... ...... 52
3.4. g-Fibonacci Sayilarinin Bazi Boliinebilme Ozellikleri . . . . . .. .. .. 56
4. SONUCLAR . . . . . . 62
5. KAYNAKLAR . . . . . . e 63
OZGECMIS

v



AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans / Doktora Tezi olarak sundugum “q-FIBONACCI SAYILARININ BAZI
ARITMETIK OZELLIKLERI ” adli bu ¢calismanin, akademik kurallar ve etik degerlere
uygun olarak yazildigini belirtir, bu tez ¢alismasinda bana ait olmayan tiim bilgilerin kay-

nagim gosterdigimi beyan ederim.

Pinar AYTAC



Simgeler:

SIMGELER VE KISALTMALAR

: n. Fibonacci sayisi

: Pargalanis fonksiyonu
: g-¢arpim

: g-binom katsay1si

: g-Fibonacci sayisi

: ¢-Fibonacci sayis1

: Euler ¢-fonksiyonu

: Legendre sembolii

: g-tam say1

vi



GIRIS P. AYTAC

1. GIRIS

Tam say1 dizilerinin en 6nemlilerinden biri olan Fibonacci dizisi { £}, } ile gosterilir. Fibo-

nacci dizisi, Fy = 0, F; = 1 baslangi¢ kosullar1 ve n > 2 tam sayilart i¢in
Fo=F, 1+ F,

indirgeme bagintisi ile tamimlanir. {F},} Fibonacci dizisinin terimleri olan F,, sayilarina
Fibonacci sayilar1 denir. Fibonacci sayilari, cok sayida uygulamalari ve beklenmedik alan-
larda ortaya cikiglari ile amator ve profesyonel matematikgilerin ilgisini yiizyillar boyunca
cekmis ve cekmeye devam etmektedir.

Fibonacci sayilarinin ortaya ¢iktig1 alanlardan birisi parcalanig teorisidir. Bir pozitif n
tam sayisinin pozitif tam sayilarin toplami seklinde yazilabilme sayisina n sayisinin par-
calanig1 denir ve p (n) ile gosterilir. Bu yaziligta sira onemlidir, farkli siradaki toplamlar
ayni kabul edilir. Par¢alanis fonksiyonu g-serileri teorisi ile yakin bir iligkiye sahiptir.

Genel olarak bir g-serisi, (a; ¢),, seklinde olan terimlerin toplamidir. Burada (a; q),,,

negatif olmayan bir n tam sayisi, karmagik a ve ¢ sayilari icin

n—1

(@), = (a:q), = [ (1 — a¢’)

j=0
carpimi olarak tanimlanir. n = 0 ise s0z konusu carpim bir bog ¢arpimdir ve 1 degerini
alir. Herhangi a ve ¢ karmasik sayilari i¢in |¢| < 1 olmak tizere

(a), = (a;q),, = lim (a;q), = H (1 — aqj)

n—oo

j=0
olarak tanimlanir.
g-serilerine ornekler olarak meshur
o 2 o0
n 1 n(n+1) 1
Zq = p 1.5 ve Zq = (02 5 3. 5
—~ (1), (66¢)(@5¢) —~ (q),  (%56°) (¢% %)

Rogers-Ramanujan Ozdeslikleri verilebilir. Andrews, 1970 yilinda Rogers-Ramanujan

Ozdesliklerinin asagidaki sonugtan elde edilebilecegini gostermistir.

Teorem 1.1. (Andrews 1970) a = 0 veya o = —1 olmak iizere
> o In+l4+a—j > P AGiHD o n+1
q aj{ . ] = (=1 q * aj{ n+1-5;j ]
j;o J j;oo L 2 ]J -

1
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olur. Burada [:ﬂ, n>m = 0ise

ve diger durumlarda

olarak tamimlanan q-binom katsayist ve |z |, x sayisindan biiyiik olmayan en biiyiik tam

sayudrr.

Yukaridaki sonucta yer alan toplamlar aslinda sonlu toplamlardir ve Schur polinomlari
olarak adlandirilir. Schur polinomlar1 6zel olarak
o ln —1
Fon(@= 3 ¢ [ . J}
0<2j<n J

veE

Frat= ¥ o*9|" )

0<2j<n

olarak tanimlanir. Bu polinomlar, sirasiyla,

0, n =0ise;
F,(q) = 1, n=1ise;
Foi(q) +¢"2F,2(q), n> lise;

veE

0, n =0ise;

Fo(q) = 1, n=1ise;

| Fo1 (@) +¢" ' Faalg), n> Lise;

indirgeme bagintilar1 ile tanimlanmigtir (Schur 1917).

oldugundan F, (¢) ve F, (¢) polinomlar1 Fibonacci sayilariin genellemeleridir ve ¢-
Fibonacci sayilari olarak adlandirilir.

Bu tez ¢alismasinda, Fibonacci sayilari ile g-Fibonacci sayilar olarak adlandirilan ve
Schur tarafindan Rogers-Ramanujan Ozdesliklerinin kanitinda kullanilan bir polinomlar
dizisi arasindaki iligkiler ele alinmistir. g-Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonlari, sag-

ladig1 baz1 temel bagintilar ve boliinebilme 6zellikleri ifade edilmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Sayilar Teorisinden Temel Kavramlar

Bu boliimde tez boyunca kullanilacak olan sayilar teorisinden bazi temel kavramlar 6zet-

lenecektir.

Teorem 2.1. (Bolme algoritmasi ) Verilen a ve b, b > 0 tam sayilart i¢in
a=qgb+r,0<r<b

olacak sekilde tek tiirlii belirli q ile r tam sayilari vardir. q ile r tam sayilarina sirastyla a

sayistmin b sayma boliimiinde bolen ve kalan denir.
Bolme algoritmasindaki énemli durumlardan biri kalan terimin sifir olmasidir.

Tamim 2.2. a # 0 ve b tam sayilart icin b = ac olacak sekilde bir c tam sayisi varsa b tam
sayist a tam sayist ile boliinebilir denir ve bu durum alb ile gisterilir. b tam sayist a tam

sayist ile boliinemiyorsa bu durum a 1 b ile gosterilir.

a|b boliinebilme 6zelligi igin farkli soylemler mevcuttur. a|b ise a sayist b sayisinin bir
boleni, a sayis1 b sayisinin bir carpani veya b sayisi a sayisinin bir kati olarak adlandirilir.

Herhangi a ile b tam sayilari i¢in d|a ve d|b 6zelliginde olan d tam sayisina a ile b
tam sayilarinin bir ortak boleni denir. 1 sayis1 her tam sayinin bir boleni oldugundan 1
sayisi a ile b tam sayilarinin bir ortak bolenidir. Dolayisiyla, a ile b tam sayilarinin pozitif
ortak bolenlerinin kiimesi bogstan faklidir. Diger taraftan, her tam say: sifir1 boldiigiinden
a = b = 0 ise her tam say1 a ile b tam sayilarinin bir ortak bolenidir. Bu durum icin a
ile b tam sayilarinin pozitif ortak bdlenlerinin kiimesinin elemanlar1 sonsuz ¢okluktadir.
Ancak, a ile b tam sayilarindan en az biri sifirdan farkli ise bu sayilarin sadece sonlu
sayida pozitif ortak bolenleri vardir. Bu ortak bolenler icinde en biiyiik olan1 a ile b tam

sayilarinin en biiyiik ortak boleni olarak adlandirilir.

Tanim 2.3. (Ortak bolenlerin en bilyiigii) a ile b, en az biri sifirdan fakli olarak verilen
iki tam sayt olsun.
(hd|aved|b

2)clavec|bisec<d
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ozelliklerini saglayan pozitif d tam sayisina a ile b tam sayilarimin ortak bolenlerinin en

biiyiigii denir ve OBEB (a,b) = d ile gosterilir.

Sifirdan farkli @ ile b tam sayilan icin OBEB (a,b) = 1 ise a ile b tam sayilarina
aralarinda asal denir.

Iki tam sayinin ortak bélenlerinin en biiyiigii bu sayilarin tiim pozitif bolenleri sira-
lanip ortak olan en biiyiigii secilerek belirlenebilir. Ancak bu islem biiyiik sayilar i¢in
kullanigl degildir. B6lme algoritmasinin tekrarli uygulamasini iceren daha etkili olan bir
yontem Euclid’in “Elements” isimli kitap serisinin yedinci cildinde verilmistir. Bu yon-
temin Euclid zamanindan daha 6nce bilindigine dair tarihsel kanit olmasina ragmen bu
yonteme Euclid algoritmasi denir.

Euclid algoritmast su sekilde ifade edilebilir: a ile b ortak bolenlerinin en bilyiigii
bulunmasi istenilen iki tam say1 olsun. OBEB (|al, [0]) = OBEB (a, b) oldugundan a >
b > 0 varsayilabilir. Ilk adim olarak a ile b sayilarina bolme algoritmas: uygulanir. Bu
durumda,

a:qlb+r1,0<r1<b

elde edilir. r; = 0 ise bja dir ve OBEB (a, b) = b bulunur. 71 # 0 ise b sayisi r; sayisina
boliinerek

b=qar1 +172,0< 1y <1

olacak sekilde ¢ ile ry sayilari bulunur. 7 = 0 ise OBEB (a, b) = r; olacagindan algo-

ritma durdurulur. Aksi halde 6nceki adimda oldugu gibi devam edilerek
1 =g3r2 + 13,0 <13 <71

olacak sekilde g5 ile r3 sayilar1 bulunur. Bolme islemi sifir olan bir kalan ortaya ¢ikana
kadar devam eder (b > r; > ry > --- > 0 azalan dizisi b tane tam sayidan fazla tam
say1 icermediginden bolme isleminde eninde sonunda sifir olan bir kalan ortaya ¢ikacak-

tir). Sifir olan kalan 6rnegin, (n + 1). adimda ortaya ¢iksin. Bu adimda r,|r,_; olsun.
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Dolayisiyla,
a = qgb+r,0<r<b
b = qri+r,0<rya<nm
re = q3ro+r3, 0< 3 <o
'n—2 = (4pTp—-1 + T, 0 < Tn < Th—1
-1 = (4n+1Tn +0

denklem sistemi elde edilir. 7, yani yukaridaki iglemde sifirdan farkli olan son kalan
terim OBEB (a, b) sayisina esittir.

“Disquisitiones Arithmeticae” kitabinin ilk boliimiinde Gauss, kongriientlik kavra-
min1 ve yonteme giic veren gosterimi aciklamistir. Gauss, kongriianslarin cebirsel bir
esitlige benzedigi icin = gosterimini kullandiginmi belirtmistir. Gauss, a ile b gibi iki say1
arasindaki fark n sayisinin bir kat1 ise bu sayilarin n sayisina gore kongriient, n sayisinin

bir kat1 degilse n sayisina gore kongriient olmadigini ifade etmistir.

Tanim 2.4. n bir pozitif tam sayt olsun. n sayist a ile b tam sayilarimin farkini bolerse,
yani bir k tam sayisi icin a — b = kn ise a ile b sayilarina n modiiliine gore kongriienttir
denir ve

a=b (mod n)

ile gosterilir.

17. yiizyila kadar matematikgcilerin iiretken oldugu bir donem ender olarak goriilmek-
tedir. Bu yiizyi1lda Kuzey Avrupa tek basina onceki yiizyildaki kadar yetenekleriyle 6n
plana ¢ikan matematikgiler yetistirmistir. Descartes, Pascal, Wallis, Bernoulli, Leibniz ve
Newton bu matematikgiler i¢cinde en meshur olanlaridir. Aslinda bir hukuk¢u olan Fransiz
Pierre De Fermat (1601-1665) yukarida isimleri verilen bilimadamlar: 6l¢iisiinde bir ma-
tematik¢idir. Fermat, bilimsel bir kariyeri ve altyapis1 olmamasina ragmen konuyu takip
edebilen, katkida bulunabilen son matematik¢idir ve “amatdr matematikg¢ilerin prensi”
olarak anilir. Bilindigi kadariyla Fermat, herhangi bir matematik egitimi almamistir ve 30

yagina kadar matematik ile ilgili herhangi bir calisma yapmamistir. Bos vakitlerinde hobi
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olarak matematik ile ilgilendigi sOylenebilir. Fermat’nin matematikteki gercek ilgisi sa-
yilar teorisi lizerine olmustur. Fermat, ¢calismalarinin ona getirecegi iinden ziyade sadece
elde ettigi sonuclarin hazzini yasamay1 tercih etmistir. Oliimiinden bes y1l énce olmak
tizere sadece tek bir ¢calisma yaymlamstir.

Sayilar teorisinde Fermat ile yarisabilecek en 6nemli kisi Fransa darphanesinde me-
mur olarak caligan Bernhard Frénicle de Bessy’dir. Frénicle’nin sayilar teorisinde Fermat
ile yarismas1 Fermat'nin bir¢ok gizli sonucunun ortaya ¢ikmasina neden olmustur. Bu so-
nuclardan biri p bir asal say1 ve a sayisi p asali tarafindan boliinmeyen bir tam say1 ise
p asalmin a?~! — 1 sayisin1 bolmesidir. Frénicle’ye yazdigi 18 Ekim 1640 tarihli mek-
tubunda Fermat “cok uzun olmasaydi bu sonucun bir kanitin1 gonderebilecegini” ifade
etmistir. Bu sonu¢ “Fermat’nin kii¢iik teoremi” olarak bilinmektedir. Bu “kiiciik” teore-
min ilk kanitinin Euler tarafindan 1736 yilinda verilmesi i¢in yaklagsik 100 yillik bir siire
gecmistir. Ancak, ayn1 sonug¢ Leibniz tarafindan basilmamais bir calismasinda 1683 yilinda

ele alinmisgtir.

Teorem 2.5. (Fermat mn kiigiik teoremi) p bir asal sayt ve p { a ise a?~! = 1 (mod p)

olur.

Fermat’nin kii¢iik teoremi p 1 a kosulu kaldirilarak daha genel bir sekilde ifade edile-
bilir.
Sonug 2.6. p bir asal sayr olmak iizere herhangi bir a tam sayist i¢in ¢’ = a (mod p)

olur.

a? = a (mod p) sonucunun bir kanitt @ iizerinde tiimevarim ile elde edilebilir. Ger-
cekten, a = 0 veya a = 1 i¢in kongriians agsikar bir sekilde saglanir. Kongriians bir a de-
geri i¢in saglansin, yani a”? = a (mod p) olsun. a + 1 i¢in (a + 1)’ = (a + 1) (mod p)

oldugu gosterilecektir. Binom teoreminden

(a+1)F =a"+ (Il))ap1+-~-+ (i)ap’“+---+ (pfl)aﬂ

dir. Tiimevarimi tamamlamak i¢in 1 < £ < p — 1 olmak iizere

(Z) =0 (mod p)
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oldugu gosterilmelidir.

k'(Z) =pp—1)---(p—k+1)=0 (mod p)

oldugundan p|k! veya p|() olmaldir. 1 < k < p — 1 oldugundan p 1 k! dir. Bu yiizden

(i) =0 (mod p)

(a+1)=a’+1=a+1 (mod p)

| (Z) yani

olur. Dolayisiyla,

bulunur. Bu ise tiimevarimi tamamlar.

Fermat’nin kiiciik teoremi, Fermat’nin yasadigi donemdeki matematige ¢ok fazla katki
yapmamasina ragmen sonraki nesillerde yetisen matematikciler tizerine 6nemli bir etki
birakmigtir. Fermat’nin kariyerinin belki de en biiyiik hayal kirikli§1 kendisi tarafindan
baglatilan bu “yeni” sayilar teorisine diger matematik¢ilerin ilgisini ¢cekmemesidir. Fer-
mat’nin sonuclarin1 anlayan ve takdir eden bir birinci sinif bir matematik¢inin yetismesi
icin bir yiizy1l gegmesi gerekmistir. Leonhard Euler (1707-1783), Fermat tarafindan ka-
nitsiz olarak verilen sonuglari Fermat’nin kullandig1 yontemlerden farkli olmayan yollar
ile kanitlamistir.

Fermat’nin kii¢iik teoreminin Euler tarafindan verilen genellemesinde, asal modiil ye-
rine herhangi bir tam say1 modiil i¢eren kongriianslar ele alinmaktadir. Bunun i¢in Euler,

onemli bir aritmetik fonksiyon tanimlamustir.

Tamm 2.7. n > 1 tam sayist icin n sayisi ile aralarinda asal olan ve n sayisindan biiyiik

olmayan pozitif tam sayilarin sayist ¢ (n) olarak tamimlantr.
Teorem 2.8. (Euler) n > 1 bir tam sayt ve OBEB (a,n) = 1ise a®?™ =1 (mod n) olur.

n = p bir asal ise ¢ (p) = p — 1 olur. p { a ise OBEB (a,p) = 1 oldugundan Euler
teoremi, Fermat’nin kii¢iik teoremini verir.

Euler teoremi geregi OBEB (a,n) = 1ise a®™ =1 (mod n) dir. Ancak, a sayisinin
a?™ sayisindan daha kiiciik olan ve n modiiliine gore 1 sayisina kongriient olan baska

kuvvetleri de var olabilir.

Tamm 2.9. n > 1 bir tam sayt ve OBEB (a,n) = 1 olsun. a* = 1 (mod n) ozelliginde

olan en kiiciik pozitif k tam sayisina a sayisinin modiilo n mertebesi denir.

7
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Bir a tam sayisinin modiilo n mertebesi, olasi en bilyilk mertebe ise a sayisina n

sayisinin bir ilkel kokii denir.

Tanim 2.10. OBEB (a, n) = 1 ve a tam sayisimin modiilo n. mertebesi ¢ (n) ise a sayisina

n tam sayistmn bir ilkel kokii denir.

Diger bir ifade ile a tam say1s1 n tam sayisinin bir ilkel kokii ise a®™ = 1 (mod n)

olur, fakat k& < ¢ (n) olan her pozitif k tam sayis1 igin a* # 1 (mod n) olur.

Tanim 2.11. p bir tek asal sayt ve OBEB (a, p) = 1 olsun. z*> = a (mod p) kuadratik
kongriiansumin bir ¢oziimii varsa a tam sayisina p asal sayisimin bir kuadratik kalamdr,

aksi halde bir kuadratik kalan degildir denir.

Bir a tam sayisinin verilen bir p asal sayisi i¢in kuadratik kalan olup olmamas1 Euler

tarafindan verilen asagidaki kriter ile belirlenebilir.

Teorem 2.12. (Euler kriteri) p bir tek asal sayt ve OBEB (a, p) = 1 olsun. a sayist p asal

sayist icin bir kuadratik kalandir < T =1 (mod p) olur.

p bir tek asal say1 ve OBEB (a, p) = 1 oldugundan Fermat’nin kiiciik teoremi geregi
(ap%l — 1) (a% + 1) =a’'—1=0 (mod p)

elde edilir. Dolayisiyla, ya ¢z = 1 (mod p) ya da a7 = —1 (mod p) olur, fakat
ikisi birden olmaz. Bu ifade Euler kriterinin denk bir ifadesini verir: p bir tek asal say1 ve
OBEB (a, p) = 1 olsun. a say1s1 p asal sayisi i¢in bir kuadratik kalan degildir < a'T =
—1 (mod p) olur.

Kuadratik kalanlar tizerine Euler’in yaptig1 ¢calismalar Fransiz matematik¢i Legendre
(1752-1833) tarafindan gelistirilmistir. Kuadratik kalanlar iceren islemler Legendre tara-
findan tanimlanan % Legendre semboliiniin kullanimi ile olduk¢a sade hale gelmekte-

dirler.

Tanmim 2.13. p bir tek asal sayt ve OBEB (a, p) = 1 olsun. (ﬂ) Legendre sembolii
p

(a) 1, a saywsi p asalimin bir kuadratik kalan ise,
p —1, a saywst p asalimin bir kuadratik kalani degilse,

olarak tamimlanir.
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Asagidaki teorem, Legendre sembolii i¢in bazi temel sonuglari ifade etmektedir.

Teorem 2.14. (Burton 2007) p bir tek asal say: ve a ile b, p asal sayist ile aralarinda asal

olan tam sayilar olsun. Bu durumda, Legendre sembolii asagidaki ozellikleri saglar:

(@) a =0 (mod p) ise (2) = (é) olur.
) p b

(b) (a—> — 1 olur
p

(©) % =a 2 (mod p) olur.

o)) ()
) ( ) = 1ve (%) = (—1)"" olur.

Ozel olarak (

S
Il
S

S
[ V]

"2 (mod p) ozelligi Euler kriterinin Legendre sembolii cin-

3 |
——

sinden ifadesidir.

2.2. g-Binom Katsayilari

n > 1 tam say1, a ve ¢ karmagik sayilar olmak iizere

n—1

(a), = (a;q), = H (1-ad®)=(1-a)(1—aq) (1 —ag"")

k=0
olsun. a sayisina parametre ve ¢ degiskenine taban denir. (a), = (a;q), = 1 olarak kabul

edilir. Ayrica, |g| < 1 olmak iizere

(@) H 1—ag®) = (1—a)(1—aq) (1 —ag®)---

olarak tanimlanir.
a bir reel say1 ve a > 0 olmak iizere (a; ¢),, carpimu artan faktoriyelin ¢ parametresi

ile elde edilen bir genislemesidir. Ger¢ekten,

i ;Q)nn
>1(1 —q)

limiti ele alinsin. L’Hospital kurali ile

(¢“:9),, _ lim(l —q) (1 =g (1 —g*™ 1)
q—1(1— q)" g1 (1— (])n
1—q° 1 — gott 1 — gt
= lim lim .. lim

¢—=11—qq>1 1—¢q —1 1—q
= a(a+1)---(a+n—-1)
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elde edilir. Sag taraftaki ifade bir artan faktoriyeldir.

n

m} g-binom katsayis1 veya Gauss katsayisi

(;:L) binom katsayisinin g-benzeri olan [

asagidaki sekilde tanimlanir.
Tanim 2.15. (Andrews 1976) m ile n tam sayilari icin [;ﬂ q-binom katsayusi

m - W 0 <m < nise,

0, diger durumlarda,

olarak tanimlanur.
g-binom katsayisinin
n| n
m|  |n—m
simetri 0zelligini sagladigimi gérmek kolaydir. Ayrica,
(@), =(¢9),=10-q) (1-¢") - (1-7q")
oldugundan L’ Hospital kurali ile

R

1-q)(1—=¢)---(1-¢g™)A=¢™") A —q"?)---(1-¢q")

= lim
~1 (1-q)(1—=¢*) - (1-=g")(1-q)(1—-¢* - (1—g™)
) 1_qm+1 ) 1_qm+2 ) 1_qn
= lim lim <o lim—m——
=1 1—q ¢=1 1—¢? =11 — gn—m
m-+2m -+ 3 n n! n
2 3 n—m m!(n—m)! m

bulunur. Dolayisiyla, ¢ — 1 i¢in g-binom katsayisi bilinen binom katsayisina yakinsar.

(;:L) binom katsayis1 i¢in temel bir bagint1 olan

()= () ()

= -

m m m—1

Pascal formiili, [ ] g-binom katsayilari icin su sekilde ifade edilir.

n
m.

Onteorem 2.16. n > 1 tam sayist i¢in
{n} {n— 11 o [n— 1} 2.1
m m—1 m
[n] [n— 11 qnm[n— 1} 22)
m m m—1

10

ve

olur.
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Kamt (2.1) esitliginin sag tarafindaki ifade agilirsa

n—1 mln—1] (@)1 m (9) 1
[m - J T [ m ] T Dot Do @ @
(9)
1-q)(1—¢*---(1—=gm1)

+

l-q)(1-¢) - A=gm)(1—-q)(1=g¢*) - (1—=g ")
(1=q") (@) +a" (1 =¢"")(q),_,
l-¢g(1-¢*)1=g¢gm)(1l-q(1—¢*) - (1—=g™)
_ @ =" +q"—¢") (@, _ [n]
(D (D (D (D

elde edilir.

Benzer sekilde (2.2) ifadesinin sag tarafi agilirsa

m—1 m m—1 (Q)n_m (q>m (q)n—m—l
_ g (Q)n71
I-¢q(1=¢*) - A1=g¢gm)(1-q)(1—=¢*) - (1—g~™)

)
(q)nfl
1-¢)(1-¢) - 1-¢gm)(1-q¢(1-¢) - (1—gmm1"
(1=¢")q" " (@) +(1=q") (@),
1-¢(1-¢) - 1-¢gm)(1-q¢(1-¢) - (1—-g"™)
_ @ua @M=+ (@), [nl
(@D (@ p—n (D (D Lm0
elde edilir. U

_|_

g-binom katsayisi i¢in Pascal formiiliinden g-binom katsayisinin ¢ de8iskeninin bir

polinomu oldugu goriiliir.
Onerme 2.17. [::J q-binom katsaytst q degiskeninin derecesi m (n — m) olan bir polino-

mudur.
Kanit Kanit n iizerinde tiimevarim ile verilecektir. n = 0 ise m = 0 olur ve

derecesi sifir olan bir polinom oldugundan ifade dogrudur. n = lise m = 0 veyam = 1

olur. m = O ise
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vem = 1ise

{1} _ (9), —1
1] (@)1 ()
dereceleri sifir olan polinomlar oldugundan ifade dogrudur. ifade n i¢in dogru, yani

|in:| — aoqm(nim) _'_ N
m

olsun. n + 1 i¢in [”“} g-binom katsayisinin ¢ de8iskenine gore derecesi m (n + 1 —m)

olan bir polinom oldugu gosterilecektir. (2.1) esitligi geregi

n+1 n n —1)(n+1-m m m(n—m
{ } _ { } %_qnz[ } gD L gm )
m m—1 m
_ CLoqm(n—m)—i-m N CLoqm(n—&—l—m) N
elde edilir. Bu ise tiimevarimi ve kanit1 tamamlar. O

2.3. Parcalams Fonksiyonu

n bir pozitif tam say1 olsun. n sayisinin pozitif tam sayilarinin toplami seklinde yazi-
labilme sayist p (n) ile gosterilsin (bu yaziligta sira 6nemlidir, farkli siradaki toplamlar
farkli kabul edilmez). p (n) ifadesine pargalanig fonksiyonu denir.

C)rnegin,

1 1)

2,14+1)

p
2

]

(1) (
(2) (
p(3) = 3, (3,2+1,1+1+1)
(4) (

p4) = 5, 43+12+22—|—1+11+1+1+1)
544+ 1,34+2,2+42+1,34+1+1,
p(5) = T,
24+14+1+1,1+14+14+1+1
(6) 1 6,5+1,4+2,34+3,3+2+1,24+2+2,44+14+1,2+2+1+1,
p = ,

3+1+1+1,24+14+14+1+1,1+1+1+14+1+1

ve p(200) = 3972999029388 olur. p (0) = 1 kabul edilir. Buna sifirin bos pargalanigi
denir. Orneklerden goriildiigii gibi p (n) fonksiyonu hizla biiyiimektedir. Hardy ve Rama-

1 2n
p(n)“J4nxA§exp (W 3;)

12

nujan, n — oo i¢in
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oldugunu, yani
lim p(n)

anv3 XP <7T 3 )

oldugunu gostermislerdir.

p (n) fonksiyonunun iirete¢ fonksiyonu Euler tarafindan

- W1 1
DL T R N Y e By e

olarak verilmistir. Bu esitlige Euler bagintis1 denir. Euler bagintisinin ilk olarak yakin-
sama sartlar1 olmadan formal kanit1 verilecek ve daha sonra yakinsamanin hesaba katil-

dig1 daha matematiksel kanit ele alinacaktir (bakiniz, Berndt 2006).

1
@0 carpimindaki her bir ¢carpan bir geometrik seri olarak acilirsa
4 9) s
1 B 1
GRS Q1-q)1—=¢)(1-¢*:--

= (1+q—|—q2—|—-~)(1+q2—i—q4—|—~~~)(1—|—q3+q6—|—~~)-~

elde edilir. Sag taraftaki seriler birer polinom gibi diisiiniiliip ¢arpilir ve ¢ teriminin ayni

olan kuvvetlerinin katsayilar1 toplanirsa

1+ a(n)q"
n=1

seklinde bir kuvvet serisi elde edilir. @ (n) = p (n) oldugu gosterilecektir. Sag taraftaki
ilk seriden ¢™ terimi, ikinci seriden ¢*" terimi, ii¢iincii seriden ¢®"* terimi ve bu sekilde

devam edilerek m. seriden ¢ terimi alinsin. Bu terimlerin ¢arpimi

ni 2ns 3nsg

e g ="

olsun. Burada,

n:n1+2n2+3n3+-~-+mnm

olur. Son ifade

n=|1+1+-+1l]+[2+2+ 42|+ -+ |{m+tm+--+m

n1-tane no-tane N -tane

seklinde yazilabilir. Bu ifade, n sayisinin pozitif tam sayilardan olusan bir parcalanigidir.

Dolayisiyla, n sayisinin her pargalanisi bu tiirde olan bir ¢" terimi olusturur ve tersine

13
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her ¢" terimi n sayisinin karsilik gelen bir parcalanisindan elde edilir. O halde, ¢" terimi-
nin katsayisi olan a (n) katsayisi, n sayisinin parcalaniglarinin sayisi olan p (n) ifadesine
esittir.

Simdi, 0 < ¢ < 1 olsun ve

m—o0

Fule) = =[] ve F@ 1= = o
(©49),, 51-q el

fonksiyonlar1 tanimlansin. 0 < ¢ < 1i¢in F' (¢) fonksiyonunu tanimlayan ¢arpim mutlak
yakinsaktir. Ciinkii, bu fonksiyonun ¢arpmaya gore tersi olan [] (1 — ¢") ¢arpimi (3 g™
n=1

toplam1 mutlak yakinsak oldugundan) mutlak yakinsaktir. Ayrica, sabitlenmis her ¢ i¢in

1

Fri1(q) = 1_—qm+1Fm () = Fin (q)

oldugundan { F}, (q)} dizisi artandir. Dolayisiyla, her sabitlenmis 0 < ¢ < 1 ve her m i¢in
F,. (q) < F (q) olur. F, (q) ¢carpimi sonlu sayida mutlak yakinsak olan serilerin ¢arpimi

oldugundan
9) =1+ pm(n)q
n=1

seklinde bir mutlak yakinsak seri olarak yazilabilir. Burada p,, (n) katsayisi
n=mny+ 2N+ - +mn,

denkleminin ¢oziimlerinin sayisidir. Diger bir ifade ile p,, (n) katsayisi, n sayisinin m
tane parcadan fazla olmayan pargalar ile parcalanig sayisidir. m > n ise p,, (n) = p(n)

olur. O halde, m > n oldugunda esitlik olmak tizere

pm (n) < p(n)

olur. Diger bir ifade ile

lim p,, (n) = p (n)

m— 00

olur. Simdi, F},, (q) serisi

Fin(q) = 53 q+»§:pm —E: q%—E:zm

n=m+1 n=m-+1

olarak iki parcaya ayrilsin. ¢ > 0 oldugundan

3" p(n)d" < F(g) < F(g)
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olur. Bu ise ) p(n)q™ serisinin yakinsak oldugunu gosterir. Ayrica, p,, (n) < p(n)
n=0
oldugundan

> pn(n)q" <> pn)q" < Flg)

olur. Dolayisiyla, sabitlenmis her ¢ icin Y p,, (n) ¢ serisi m degiskenine gore mutlak
n=0
yakinsaktir. m — oo icin

m—00

F(g) = lim F,(q) = lim Y pp(n)q" =) limpy (n)q" = p(n)q"
n=0 n=0 n=0

elde edilir. Bu ise 0 < ¢ < 1 icin Euler bagintisinin kanitint verir. Analitik devam ile bu
sonug |¢| < 1 yuvarina genisletilebilir.

Simdi, bir ornek olarak, her biri 7 sayisindan kiiciik olan ve bir cift say1 ile bir tek
sayimnin toplamindan olusan tiim parcalaniglar ele alinsin (bakiniz, Andrews ve Eriksson
2004). Bu parcalanislarin her biri (toplamda 9 tane) listelenerek yazilabilir. Ancak, bu

parcalaniglar

(q2+q4+q6) (ql+q3+q5) — q2+l+q2+3+q2+5+q4+1
+ q4+3+q4+5+q6+1 +q6+3+q6+5

= ¢ +2¢°+3¢" +2¢° + ¢"

polinom carpiminda iistler olarak dogal bir sekilde ortaya ¢cikmaktadir.
Yukaridaki basit diisiince daha genel parcalanis sorulari icin kolaylikla genisletilebilir.
Ornegin, S = {ny,ny, ..., n,} kiimesi r tane pozitif tam sayidan olusan bir kiime olsun.

r = Jise
(1 +qn1) (1+qn2) (1 +qn3) — 1+qn1 +qn2 _|_qn3 +qn1+n2 +qn1+n3+qn2+n3 +qn1+n2+n3

elde edilir. Bu esitlikteki kuvvetler, {n, ns, n3} kilmesinin farkli elemanlar1 kullanilarak

elde edilen tiim parcalaniglar1 gosterir. Daha acik bir ifade ile S = {1, 2, 3} ise
1+9)(1+¢) (1+¢*) =149+ +28 +¢* + " + ¢°

olur. Bu fonksiyon (bu durum i¢in bir polinom), {1, 2,3} kiimesinin farkli elemanlarin-

dan olusan pargalaniglari icin iirete¢ fonksiyonudur. ¢" teriminin katsayisi, n sayisinin bu

15
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tiirde olan parcalanislarinin sayisidir. Ornegin, ¢> teriminin katsayisi olan 2 sayis1, 3 sa-
yisimin {1, 2, 3} kiimesindeki farkli elemanlarla olusturulan pargalaniglarinin (3 ve 2 + 1)
sayisidir.

Bu diisiince ile n sayisinin S = {ny, no, . .., n, } kiimesindeki farkli elemanlarla olug-
turulan parcalaniglarinin sayisi olan pr s (n) igin

T

doors(m) " =0 +q¢*) =]+

k=1 nes
bagintist elde edilir. Genel olarak, n pozitif tam sayisinin farkli sayilardan olusan parga-

laniglarinin sayisi olan pg (n) igin iirete¢ fonksiyonu

ipF( ﬁ (1+¢")=(-49.=0+q (1+¢) - (1+") -

ile verilir.
Simdi, Euler tarafindan verilen ve temel carpma islemleri ile kanitlanabilen meshur

bir sonug ifade edilecektir.

Teorem 2.18. (Euler Parcalanis Ozdesligi) Bir pozitif n tam sayisumn birbirinden farkl
sayilardan olugan parcalamglarimin sayist olan pr (n) sayisi, n sayisimin tek sayilardan

olusan parcalaniglarimin sayist olan pr (n) sayisina egittir.

Kanit 7 sayisinin tek kisimlardan olusan pargalaniglarinin sayisi olan p7 (n) fonksiyonu
i¢in iirete¢ fonksiyonu

o0

1 1 1
ZPT ma ‘kHll—qk:<1—q><1—q3><1—q5>~-:(q;q%

k tek

oldugundan

Y or(n)d" = (—¢:0)=0+q) (1+¢") (1+¢°)-
n=0
1_q21_q41_q61_q81_q10
l—g¢gl—-¢?1—-¢1—-¢" 1-¢
(0% 0o _ 1
(0 (1-9)(1-¢)1=¢)---

1 o
= G ZOPT (n) g

16
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bulunur. ¢" terimlerinin katsayilar1 karsilastirilirsa Euler Parcalams Ozdesligi elde edilir.
U
Ornegin,

pr(6) = 4 (6,5+1,4+2,3+2+1)

pr(6) = 4 G4+1,3+3,3+1+1+1,14+1+1+1+1+1)

olur.

2.4. g-Serileri ve Ramanujan Teta Fonksiyonu

Genel olarak bir g-serisi (a; q), ¢arpimlarinin toplamudir. g-serileri teorisinde en dikkat
cekici ve dnemli olan sonuglardan ikisi
+n 1

7 1 o S
Z(Q)n_ o ;(Q)n (4% ¢°) (6% 4°) o

—~ (¢:0°) (% 0°)

ile verilen Rogers-Ramanujan Ozdeslikleridir. Bu 6zdeslikler ilk olarak Rogers tarafindan
1894 yilinda bulunarak kanitlanmig ve 1913 yilinda Ramanujan tarafindan kanitsiz olarak
ifade edilmigtir. 1917 yilinda Rogers’in ¢alismasini géren Ramanujan, Rogers ile iletisime
gecmis ve ikisi 1919 yilinda bu 6zdeslikler i¢in yeni bir kanit yayimlamiglardir. 1917
yilinda Schur, bu 6zdeslikleri bagimsiz olarak kesfetmis ve kanitlamistir.

Birinci Rogers-Ramanujan Ozdesligi, negatif olmayan bir n tam sayisinin ardigik par-
calar arasindaki fark en az iki olan pargalaniglarinin sayisinin, 1 veya4 (mod 5) sayisina
denk olan parcalardan olusan parcalanislarinin sayisina esit oldugunu ifade eder. Ornegin,

11 sayisiin ardisik parcalari arasindaki fark en az iki olan pargalaniglar1 7 tanedir:

11 7+4
10+1 74+3+1
9+2 6+4+1
8+3

Diger taraftan, 11 sayisinin 5m + 1 veya 5m + 4 seklinde olan pargalardan olusan parga-

17
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laniglar1 7 tanedir:

11 44+4+1+1+1
9+1+1 4+1+1+14+14+14+1+1
6+4+1 1+14+1+1+1+14+1+1+1+1+1

6+1+1+1+1+1

Ikinci Rogers-Ramanujan Ozdesligi ise negatif olmayan bir n tam sayisinin ardisik par-
calar arasindaki fark en az iki olan ve en kii¢iik parcanin en az 2 oldugu parg¢alanislarinin
sayisinin, 2 veya 3 (mod 5) sayisina denk olan pargalaniglarinin sayisina esit oldugunu
ifade eder. Ornegin, 11 sayisinin ardigik parcalari arasindaki fark en az iki olan ve en

kii¢iik parcanin en az 2 oldugu pargalaniglari 4 tanedir:

11

9+2
8+3
7+4

Diger taraftan, 11 sayisinin 5m + 2 veya 5m + 3 seklinde olan parcalardan olusan parcga-

laniglar1 4 tanedir:
8+3

T+2+2
3+3+3+2
3+24+24+2+2
(a;q),, carpimlarinin toplam1 olarak tanimlanan g-serileri igin verilen bu tanim fazla
tatminkar degildir. Ciinkii, g-serileri teorisinde toplamda yer alan parametreler genellikle
limit durumunda 0 veya oo olarak alinir ve sonugta toplam (a; ¢), ¢arpanlarini igermeye-

bilir. Baz1 durumlarda geriye kalan bir teta fonksiyonudur.

Tanim 2.19. (Andrews 1976) Ramanujan genel teta fonksiyonu f (a,b) ile gisterilir ve

f (a7b> _ Z an(n2+1)bn(n2—1)’ |ab| <1

n=—oo

olarak tammlanir.

18
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f (a,b) fonksiyonunun Ramanujan’in kullandigi gosterimler ile ii¢ 6zel durumu

olq) = fla= > "

O = flad)=Y ¢
n=0
=) = f(-a—@) =Y (-)"¢" 5

olarak tanmimlanir (Andrews 1976). Sag taraftaki seri ifadelerini elde etmek zor degildir.

Gercekten,

ad n(n+1l) n(n—1) > n24ntn?-n > n2
pl)=fle)=> a2 q2 =Y ¢ = =>4

n—=—oo n=—oo n=—oo

e oo
¢(Q) = f(%qg) = Z q%qw — Z q dn~—2n —2” Z q2n<2n 1)

n=-—o0o n=-—o0o n=-—o0o
_ Z q2n(22n 1) +Z 2n(2n 2n(2n—1) _ iq—?ﬂ( 2n—1) + 1 +Z 2'n(2n 1)
n=—00 n=1
2n(2n—1) 2n(2n+1) > (2 —1) 2n(2n+1)
T i YD W s
n=1
k(k+1) k(k+1) > k+1)
D
ktek k;tt =0
ve
i n(n+1) (n+1) n(n—1)
f=q) = f(-a.-)=> (-1) 7 ¢ = (1) = ¢V
n=-—o00
> n2 n24n+2nZ—2n > n 3nZ—n > n n(3n—1)
DI ) DEC Ol D C A
n=—o0o n=-—00 n=-—o0o
elde edilir.

Ramanujan teta fonksiyonu temel fakat olduk¢a kullanigh 6zelliklere sahiptir.

Onteorem 2.20. (Berndt 1994)

(1) f(a,b) = f(b,a) olur.

) f(1,a) =2f (a,a®) olur.

(3) f(—1,a) =0 olur.

(4) Herhangi bir n tam sayist i¢in f (a,b) = a5

n(n—1)
2

f(a(ab)",b(ab)™") olur.
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Kanit

(1) f (a,b) fonksiyonunun taniminda n yerine —n yazilirsa

o0

o0
n(n+1) n(n—1) —n(—n+1) —n(—n—-1)
fla,b) = E a2 b 2z = g a2 b 2

n=—oo n=—oo
= (n=1)  n(ntl)
n(n— n(n
= Y a0z =f(ba)
n=—oo

elde edilir.

(2) f (a,b) fonksiyonunun taniminda a yerine 1 ve b yerine a yazilirsa

- (n—1) (n—1) (n—1) - (+1)
D S S DL D Wl oY

n=-—o0o n=—00 = n=1

= 1+ i an(%ﬂ) + Z an(n;l) Z an(n;l)
= 2+ Z an(n;l) + Z an(n;l) 2 (1 + Z an(n;rl)>
n=1

n(n+1) n(n+1)
= 1—|—E a” 2 —|—E a” 2

n glfl n lek

[e.e]
2n(2n+1) (2n—1)2n
= 2 1+E a E a 2 >

(>
= 2<1+Za4"2”"+za4”22">
- 2<

(

o) o0
n 7n+3n +3n n2+n+3n273n
1+E a 2 E a 2
n=1

n—1) n(n+1)

n( n(n+1) n(n—1)
:21+Ea2 a3 +Ea2 a32

n(n+1) n(n2 D) n(n+1) 3 n(nT—l)
= 2 E a 2 a +§ a2 a
n=-—00
oo
n(n+1) n(n—-1)
= 2 g a 2 (a3) 2 :2f(a,a3)
n=—00

elde edilir.
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(3) f (a, b) fonksiyonunun taniminda a yerine —1 ve b yerine a yazilirsa
> n(n+1) n(n—
fl-La) = 37 ()7 a™
__1 n(n+1) (n—1) > n(n+1) (n—1)
Z (=1) 2 a2z +» (-1) 2z a 7
o n(n 1) n(nJrl) n(n+1) n<n,1)
- z 2
n=1 =0
n(n 1) n(n— n(n 1) n(n
1—1+Z + ( 1)+Z n(nt1)
- (4042) nto > n(n ) nn
DG D i S S () i
n=1 n=1
Z@n(n;l) ((_1)<n+1>(n+2) 4 n(n 1))
n=1
Zan(n2+l) ((_1 n“+3n+2 (_1)n22n>
o
Zan(n;-l) ((_1 n22_n+4n2+2 n ( 1)n22_n>
> n(n—1) n(n+l) n
d (-1 a7 (1) 1) =0
n=1
elde edilir.

4) f (a,b) fonksiyonunun

> k(k+1)  k(k—1)
+ —
b) = E a2 b 2

k=—o00

taniminda k yerine k + n yazilirsa

[ (a,b) =

k+n)(k+n+l) (k+n)(k+n 1)
E a b

k=—o00

elde edilir. @ parametresinin kuvveti olan

(k+n)(k+n+1)
2
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ele alinsin.

(k+n)(k+n+1)  k(k+n)+n(k+n)+ (k+n)
2 B 2

KR+ kn+kn4n®+ k4 n4nk® —nk?
B 2
0+ n+nk?+nk+ k>4 k—nk? 4+ nk
B 2
onn+1)+(n+1) (K +k)—n(k>—k)
B 2

+1 k(kE+1 k(k—1
I IUES Y ATICAS B 1SS,

bulunur. Benzer sekilde, b parametresinin kuvveti olan

(k+n)(k+n—1)

2
ele alinirsa
(k+n)(k+n—-1)  k(k+n)+n(k+n)—(k+n)
2 B 2
B K+ kn+kn+n®>—k—n+nk?—nk?
- 2
B n? —n+nk®+nk + k*> — k — nk® + nk
B 2
P —n+n(kP+k)+ (1 —n)k*—k)
B 2
n(n—1) k(k—1) k(k+1)
= " 4 (1-
;T =5 A
elde edilir. Dolayisiyla,
f (a,b) _ i a(k+n)(§+n+l)b(k+n)(12c+n—1)
k=—00
_ f: awa(nﬂ)k(k;l) a_nlc(k2—l) bnk(k;l) b(l_n)kac;) bn(n271)
k=—00
B an(n2+1) n(n2—1) i ak(k2+1) ank(k;—l) bnk(k;—l) bk(kQ—l) aink(kZ—l) bink(lg—l)
k=—o00
n(n+1) n(n—1 o k(k+1) k(k—1)
— TN (a(a)) T (blab) ) T
k=—00
= an(n;l)bn(n?_l)f (a (ab)" b (ab)_")
bulunur. ]

g-serileri konusunun en dnemli teoremlerinden biri g-binom teoremidir (Andrews 1976).
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Teorem 2.21. (Binom teoreminin ¢-benzeri) |q| < 1 ve |z| < 1 igin

olur.

Kamt Sag taraftaki carpim |z| < 1 bolgesinin kompakt alt kiimelerinde diizgiin yakinsak

oldugundan |z| < 1 bolgesinde bir analitik fonksiyon temsil eder. Bu yiizden,
(a2) Zoo n
F(Z>:<—)OO: Anz, |Z‘<1
z
S n=0

yazilabilir. Bu tanim geregi F' (0) = 1 olur.

(CLZ(_[)OO (1 - &zq) (1 — aqu) (1 — azq3) e

Fled) = e = T2 = =)
(1—a2)(1-azq) (1 —az¢®) (1 —azg®) -+ 1 —=z
(1=2)(1=2q) (1 —2¢*) (1 = 2¢%)--- 1-az
o (az) 1—2 11—z
 (p), l—az (2) l—az
oldugundan

(1=2)F(2) = (1 - az) F(¢z)

elde edilir. Bu esitlikte F'(z) ve F'(¢qz) fonksiyonlar: igin kargilik gelen seri ifadeleri

yazilir ve n > 1 i¢in 2" terimlerinin katsayilar1 karsilagtirilirsa
An - An—l = Anqn - aAn—lqn_l

veya denk olarak

1 — n—1
An &q An—la n 2 1
1—qn
elde edilir.
Ay = 1%3140
Ay = =49 A

_an—1

An = %An—l
ve Ag = 1 oldugundan (F' (0) = 1)
(1—a)(1—ag)-(1—ag™) _(a),
1-q)(1-¢*)--(1—q) (9),,
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bulunur. Bu ise kanit1 tamamlar. O

a bir pozitif tam say1 olmak iizere Teorem 2.21°de a yerine ¢ yazilsin.

a 1—0%) (1 — a+1‘__1_ a+n—1
U0 PN € el A Gl 2) (1—g¢"™)
=1 (q),, >l (I—q)(1—=¢*)---(1—q")
01 _ a _ _ a+n—2
— lim— iy (at+1g -+ lim (atn=1g
=1 =1 g¢=1 —2q g—1 —ngn1
~afa+1)---(a+n—1)
B n!
ve
a N _ sp0t+l — sqat2) ...
N G, (1—2q%) (1 — 2¢**") (1 — 2¢"*?)
=1 (2)o =1(L—2) (1 —2q) - (1 —2¢"") (1 — 2¢°) (1 — 2g**1) - -
’ 1 1
= 1m =
=1(1=2)(1—-z2q) - (1—2¢"")  (1-2)
oldugundan

(]
—
]

Q
~—
3
3
—~
N
Q
Q
S~—
8

n=0

esitliginde formal olarak ¢ — 1 icin

ia(a+1)~~(a+n—1)n 1

n! (1—2)"

n=0

elde edilir. Son esitlik analizden bilinen genellestirilmis binom teoremidir.

Sonug 2.22. (Euler) |¢| < 1 i¢in

2, 1
X" mn A

n=0
ve o) n(n—1)
Z& —(2). |2 <o
—~  (q),
olur.

Kamt {lk ifade Teorem 2.21°de @ = 0 alinarak elde edilir. Ikinci ifade icin Teorem

2.21’de z yerine z yazilsin. Bu durumda,
a

— (a), 2"
2 a ")

n=0

3
—
N
~—

8

3
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elde edilir.
<ZZ" — ain (1-a)(1—aq) (1-ag®) - (1—ag"™")
L )E9E)
EEIE 6

n(n—1)

= (=1)(=q) (=) -+ (="") = (=1)" g2 = (1)

veE

bulunur. ]

Dikkat edilirse yukaridaki kanitta

i Y (a2 i (e

n=0

islemi yapilmistir. Ancak, bu islemin miimkiin olup olmadig1 incelenmemistir. g-serileri

teorisinde toplam sembolii altinda limit almanin her zaman miimkiin oldugu kanitlanma-

dan varsayilir. Burada, bu islemin dogru oldugu gosterilecektir (bakiniz, Berndt 2006).
lg) < M < 1 olan bir M say1s1 segilsin ve ¢ sayist, 0 < 2¢ < 1 — M olacak sekilde

verilsin.

1
—‘ < € olmak lizere N, sayist
a

1

a

a

1
+ MF>2, 0<k< N, ve ' ’+MN°<25

a

ozelliginde olan tek tiirlii belirli pozitif tam say1 olsun. Bu durumda, <even = Ny
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icin

n— n—1
(a) n‘ aLnl:[ (1_aqk) kljo‘i_qk‘
Dol T gy | gy
k=0 k=0
n—1 n—1
(] + %) T1 ([3] +M*)
< k=0 < k=
~ n—1 ~ o n
11— M| (1—-M)
k=0
No—1 n—1
(Iz] + M%) I1 (I5] + M*)
k=0 k=No
a (1—M)"
No—1 n—1
1+ 2
_ L UTIILE g e
h (1—M)" (1—M)"

_ 1+4+¢
N 2

elde edilir. 2¢ < 1 — M oldugundan

oo

>

n=Np

) ()

2e )"
< 0

1-M

olur. Dolayisiyla, Weierstrass M-testi geregi

>

serisi

alinabilir.

n

=0

3

(@), 2

(9),, am

< ¢ 1¢in diizgiin yakinsaktir. Bu yiizden, toplam sembolii altinda a — oo limiti

Binom teoreminin ¢-benzeri, g-serileri teorisinde en temel sonuglardan biridir. Asa-

g1daki teorem ile verilen Jacobi Uclii Carpim Ozdesligi de teta fonksiyonlar1 teorisinde

onemli ve kullanish sonug¢lardan biridir (Berndt 2006).

Teorem 2.23. (Jacobi Uglii Carpim Ozdesligi) z # 0 ve |q| < 1 igin

Y. = (—rad) (—g;ff)w (4:¢°)

n=—oo

olur.
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Kamt Sonug 2.22’de verilen

ifadesinde ¢ yerine ¢* ve z yerine —zq yazﬂsm. Bu durumda,

n( 0 n . n?
) S
n=0 =

9% q)
n=0 n
elde edilir.
1 B 1
(0% ¢%) (1=¢)(1—¢q")- - (1—¢)
(1 2n+2) 1 — 2n+4) .
Q=)@ —q")- (L=¢) (1= g*?) (L= g>t)-
(@*" 0%
(q 7q )oo
oldugundan

00 n .n2 1 00
(—zq;qQ)OOZZ(Zz.qz = 2" (),

“(0*%0%), () =

bulunur. (¢***%;¢%) = (1 — ¢*"™2) (1 — ¢"™) (1 — ¢*"*9) ... carpimi n < 0 i¢in sifir

oldugundan
n 1 . n n2 mn
(—2q:0°) = Zz ) = e Y A (@)
OO n=0 (q q )00 n=—o00
elde edilir.
r(r—1) 1) 7.
Z roe i
ifadesinde ¢ yerine ¢* ve z yerine ¢*"*2 yazﬂlrsa

<q2n+2; q2) _ f: qT(T_l) <_1)7" q2nr+2r

2. 2
— (4% %),
bulunur. Dolayisiyla,
1 & 2 o qr(r 1) Tq2nr+2r
2
—Z24q;9q = oo
( )os (4% %) o nzzoo Zo ),
B 1 i i ( 1)7‘ qr 2 1 9nr+n? qrzn
(4% ¢?) (¢%¢),

O n=—o0 r=0

1 - (_1>Tqrz—r - ntr (ntr)?
QTR v b D

(q 4 )OO r=0 n=—00
L« (Y e
2"q
(4% ¢%) e ZO (4% ¢?), nzoo
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elde edilir. Sonug 2.22°de elde edilen

DME%

T‘

ifadesinde 2 yerine e q yerine ¢* alinirsa ‘g’ < ligin
z z

7"

1M8

(_;a q ’ r
bulunur. Dolayisiyla, g‘ < ligin
(_quZ) _ 1 f: (_;)T i ann2 — 1 f: ann2
B (e O N A U D s (%) (4 ¢%) 2

veya denk olarak
S _ L2 q. 2 2. 2
> 2t = (—2q:47) (—;,q) (6%
elde edilir. Analitik devam ile bu sonug tiim z # 0 icin gecerli olur. Bu ise Jacobi Uclii

Carpim Ozdesliginin kanitin1 tamamlar. U

Ramanujan teta fonksiyonu gosterimi ile Jacobi Uglii Carpim Ozdesligi
f(a,b) = (—a;ab)_, (—b;ab)_ (ab;ab)_,

olarak ifade edilir. Gercekten,

o0 o0 2

fa,b) = f: T Z AT alh s = > [(ab)%]n R%)%r

oldugundan
> 2 = (—ead) (-2 qQ)OO (4% ¢°)

Jacobi Uclii Carpim Ozdesliginde ¢ yerine (ab)% ve z yerine (%) ’ yazilirsa
2

= 5 ][0

n=—oo

= (—a;ab)_ (—b;ab)_ (ab;ab)_
elde edilir.
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2.5. Fibonacci Sayilar1 ve Bazi Ozellikleri

Orta ¢ag Avrupasinin en 6nemli matematikcilerinden birisi, Fibonacci ismiyle caligmalar
yapan Pisa’li Leonardo’dur (1180-1250). Babasinin meslegi nedeniyle Akdeniz Bolge-
sinde Ispanya, Misir, Suriye ve Yunanistan’a seyahat eden Fibonacci Italya’ya doniiste
Latin Batr’ya Islam aritmetigini ve cebirsel matematiksel uygulamalarini tanitan meshur
“Liber Abaci” (Sayma Uzerine) baslikli kitabin1 yaymlamistir. Birgok basarisina ragmen
Fibonacci, bu kitabinda yer alan pozitif tam sayilarin 6zel bir dizisini adiyla eglestiren
19. yiizy1l matematikcilerinden Eduoard Lucas sayesinde taninmistir. Kitabindaki mes-

hur tavsan problemi ile baglantili olan tam sayilarin
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, . ..

dizisinin terimlerine Fibonacci sayilar1 ve bu diziye Fibonacci sayilari dizisi denir. Fibo-
nacci sayilar1 dogada beklenmedik bir sekilde ortaya gikar. Ornegin, zambak ¢igeginin 3,
diigiin ¢iceginin 5, kadife ¢ige8inin 13, yildiz ¢iceginin 21 ve papatyanin 34, 55 veya 89
tane ta¢ yapragi vardir. Merkezden saat yonii ve saat yoniiniin aksi dogrultularda yayilan
iki sarmaldan olusan aycicegi tohumlar1 saat yoniinde olan sarmalda 34 ve saat yoniiniin
aksi yonde olan sarmalda 55 tanedir. Biiyiik bagh ayciceklerde bu sayilar sirasiyla 55 ve
89 olmaktadir. Ayrica, ananas meyvesinin ve koknar palamutunun kesitlerinde Fibonacci
sayilarina rastlanmaktadir (Burton 2007).

F,, ile gosterilen Fibonacci sayilari dizisinin terimleri

1 = 1+0veyaFr=F + Fj
2 = 1+1veyals=F,+ F
3 = 24+ 1veyaF,=F;+ F,
5 = 3+4+2veyaF5=F,+ I3

8 = b+3veyalg=F;+F,

ozelligini saglar. Dolayisiyla, Fibonacci sayilari dizisinin genel formiilii

Fo=0, Fi=1
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ven = 2i¢in

Fo,=F,1+F,» (2.3)

seklindedir. Yani, Fibonacci sayilar1 dizisinin ikinci teriminden sonraki her terimi kendi-
sinden hemen 6nceki iki terimin toplamidir. Bu tiirde olan dizilere, yani her terimi onceki
terimlerin dogrusal kombinasyonu seklinde olan dizilere indirgemeli diziler denir. Fibo-
nacci sayilari dizisi matematik tarihinde bilinen ilk indirgemeli dizilerdendir.

1843 yilinda Fransiz matematik¢i Jacques-Philippe-Marie Binet, F;, Fibonacci sayi-

sin1 indisi olan n tam sayisi cinsinden belirleyen

S e |
2 2

bagintisin1 vermistir. Bu formiile Binet formiilii denir. Binet formiilii, 2> — 2 — 1 = 0

1
F,=—
V5

denkleminin kokleri olan

14++/5
o =

5 1—+5
5 o P=

2

sayilarimin kullanilmas ile elde edilir. Gergekten, « ile 3 sayilar1 2 — 2 — 1 = 0 denkle-
minin kokleri oldugundan

A =a+1,=p+1

olur. Ik esitlik o™ ile ikinci esitlik 3" ile carpilirsa
O/L—&—2 — an—i—l + a /8n+2 — Bn-l—l _|_Bn

elde edilir. Buradan,

ve
a2 — Bn+2 an" Bn—s—l ol Bn
a—f - a—f + a—pf
bulunur.
H,— =0
a—pf

yazilirsa son baginti n > 1 i¢in

Hn+2 = Hn+1 + Hn

30



KAYNAK TARAMASI P. AYTAC

haline gelir. Ayrica,

a+B8=1a—-8=5a8=-1

oldugundan
a—f o — B2
H - = 1, H = = = 1
" 2 a_p a+f
bulunur. Dolayiswyla, Hq, Hy, Hs, . .. dizisi tam olarak Fibonacci sayilar dizisidir. Bura-
dan, n > 1i¢in
O
n Of—'ﬁ

elde edilir.

Bir {a, } dizisinin iirete¢ fonksiyonu

A(x) = Z apx"

n=0
ile tammlanir. Ureteg fonksiyonlar diziler ile ilgili problemleri fonksiyonlarla ilgili olan
problemlere doniistiiriir. Fonksiyonlarla ¢calismak icin daha fazla araglar oldugundan iire-
te¢ fonksiyonlar1 sayesinde bu araclar, diziler ile ilgili olan problemlere uygulanabilir.
Ornegin,

Ax) = ianx" ve B(x)= ibnx"
n=0 n=0

iki iirete¢ fonksiyonu olmak iizere bu fonksiyonlarin ¢arpimi

A(x)B(x) = <Z an:E”) (Z bnx”> = Z (Z akbnk> x"

n=0 \k=0

olarak tamimlanir.

Teorem 2.24. (Koshy 2001) Fibonacci sayilarimin iirete¢ fonksiyonu

seklindedir.

Kamt F), Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonu F' (z) olsun. Bu durumda

F(m):F0+F1m+ng2+---=Zan”
n=0
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olur.
oF (z) = ZF,@"“ = Z F,_1z"
n=0 n=1
ve
?*F (z) = Z Fa"t? = Z F, ox
n=0 n=2
oldugundan

v+ aF (z) + 2*F () = v + For + Z {Foo1+ Foa} 2™

n=2
elde edilir. F, =0, Fy =1ven > 2i¢in F,, = F,,_1 + F,,_5 oldugundan

x+xF(x)+x2F(x):F0+F1x+Zan”:Zan”:F(x)
n=2 n=0

bulunur. Son esitlikten F' (x) ¢oziiliirse

elde edilir. 0

Urete¢ fonksiyonu kullanilarak Fibonacci sayilarinin bazi 6zelliklerini elde etmek

miimkiindiir.

Teorem 2.25. (Koshy 2001) n > 1 tam sayist i¢cin

j{:}ﬁrzzﬁh+2——1
k=0

olur.

Kanit Sol taraftan

(Fx)i(fj&)ﬂ - i(ipk xmi(iFk)xnﬂ
[

n=0 \k=0
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oldugundan

n=0

elde edilir. Teorem 2.24 geregi

S (5 -

n=0 k=0

S (58) - S

k=0

n=0
1 1 & . > -
B D e DU

- Z "+ Z Foz" = Z {Fpio— 1} 2"
n=0 n=0 n=0

bulunur. Her iki taraftan 2" terimlerinin katsayilar1 karsilastirilirsa istenilen elde edilir. [

Teorem 2.26. (Koshy 2001) F}, Fibonacci sayist icin

Fn-l—m =Fp b, + Fan+l (25)

esitligi gecerlidir.

Kanit m sayisi sabitlensin. Bu durumda,

(1 -z — x2) Z Foimx”

n=0

] ] o0
_ E n § n+1 E n+2
- Fn+mx - Fnerx - Fn+mx
n=0 n=0 n=0

= Fu+ Fppz+ Y Foipt”

n=2

] ]
§ n+1 § /‘ n-+2

— LT — Fn+mx - Fn+mx
n=1 n=0

= Iy —Fao+ Fm-‘,—lx + Z Fn+m+2xn+2

n=0

o0 )
n+2 n-+2
- E Fn+m+1x - E Fn+mx
n=0 n=0

= Fn+(Fp—Fo)z
+ Z (Fn+m+2 - Fn+m+1 - Fn—i—m) l,n—i—?

n=0
= F,+ me—H
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oldugundan
> F,+xF,_; 1 T x
Fn m "= —:Fm—— Fm— _—
HZ:% +md 1—2— 22 xl—x—x2+ o — g2

= Fmé i Fn[]?n + mel i ann
n=0 n=0

= [, i Fa" Y+ F, i Fa"
n=0 n=0

= F, i Fa" '+ F, i F,z"
n=1 n=0

= Fm i Fn+1x" —+ Fm,1 i ann
n=0 n=0

= Y (FuFup + FpuiFy) "

n=0

elde edilir. Her iki taraftan 2™ terimlerinin katsayilar karsilastirilirsa istenilen bulunur. [J

Teorem 2.25, Fibonacci sayilarinin indirgeme bagintist ve tiimevarim yardimiyla, Te-
orem 2.26 ise cifte timevarimla kanitlanabilir. Bu tez ¢alismasinda s6z konusu sonuglarin
g-benzerlerinin kanitlar1 iirete¢ fonksiyonlar1 kullanilarak verildiginden bu sonuglar da
tirete¢ fonksiyonlar1 kullanilarak kanitlanmustir.

Bu tez ¢caligmasinda g-benzeri ifade edilecek olan diger bir Fibonacci bagintis1 Cassini

formiiludiir.

Teorem 2.27. (Cassini formiilii) n > 1 tam sayisi icin
Fo1Fny — Fg = (_1)n
olur.

Kanit n iizerinde tiimevarim yapilacaktir. n = 1 i¢in
FoFy — F2 = —1=(-1)"
oldugundan ifade n = 1 i¢in dogrudur. ifade bir pozitif k tam sayis1 i¢in dogru olsun, yani

Fy_1Fyyy — FE = (1)

34



KAYNAK TARAMASI P. AYTAC

olsun.
FyFipo — F2yy = (Fipr — Feo) (B + Fo) — F24y
= FyFyp1 + Fopy — BoFooy — Fyoi Fyn — F
= FyFip — BFooy — Fp — (-1)"
= FyFyp1 — Fy (Froy + F) + (=1
= FyFip1 — FBFp + ()M = (-1
oldugundan ifade £ + 1 i¢in de dogrudur. Bu ise tiimevarimi ve kaniti tamamlar. U

Fibonacci sayilarinin ilging 6zelliklerinden biri ardisik iki Fibonacci sayisinin arala-

rinda asal olmasidir.
Teorem 2.28. (Burton 2007) Her n > 1 tam sayist icin OBEB (F,,, F,, 1) = 1 olur.

Kamit d > 1 tam sayisinin F;,, ve F); Fibonacci sayilarin1 aym1 anda boldiigii var-
sayilsin. Bu durumda, farklar1 olan F,,.; — F,, = F,,_; sayist da d tarafindan boliiniir.
F,—F,_1 = F,_5 ve d|F,,_; oldugundan F,, _, sayisi da d tarafindan boliiniir. Bu sekilde
devam edilerek d|F,,_3,d|F},_4, ..., d|F; elde edilir. Ancak, F; = 1 oldugundan F} sayisi

d > 1 olan bir tam say1 tarafindan boliinemez. Bu celiski ile d = 1 elde edilir. 0

Fibonacci sayilarinin 6nemli 6zelliklerinden bir digeri de iki Fibonacci sayisinin ortak
bolenlerinin en biiyiigiiniin yine bir Fibonacci sayisi olmasidir. Bu sonucun kaniti i¢in

Teorem 2.26°da verilen (2.5) esitligi ile asagidaki sonuglara ihtiyag vardir.
Teorem 2.29. (Burton 2007) m > 1 ve n > 1 tam sayilart icin F,,|F,,, olur.

Kamt n iizerinde tiimevarim yapilacaktir. n = 1 i¢in F},|F;,, oldugundan ifade dogrudur.

n=1,2,..., ki¢in ifade dogru olsun. (2.5) esitligi kullanilarak
Fm(k+1) = ka—i—k = Fop—1bm + kaFm+1

bulunur. Timevarim adimi geredi F,,|F,,; oldugundan bu esitligin sag tarafi (dolayisiyla

sol tarafi) F;,, ile boliiniir. Bu ise tiimevarimi ve kanit1 tamamlar. ]

Onteorem 2.30. (Burton 2007) m = gn + r ise OBEB (F,,, F,,) = OBEB (F,, F.) olur.
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Kamt (2.5) esitligi geregi

OBEB (F,,, F,) = OBEB (Fynsy, F),)
— OBEB (Fp1F, + FpuFoi1, F)
bulunur. b|c olmak iizere OBEB (a + ¢, b) = OBEB (a, b) oldugundan Teorem 2.29 kul-

lanilarak

OBEB (F,,_1F, + FypF,41,F,) = OBEB (F,,_,F,, F},)

elde edilir.
Simdi, OBEB (F,,,_1, F},) = 1 oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in

OBEB (F,,_1,F,) = d

yazilsm. d|F), ve F,,|F,,, bagintilarindan d|F,,, elde edilir. Dolayisiyla, d sayist F,,_; ve
F,, ardisik Fibonacci sayilarinin bir pozitif ortak bolenidir. Ardisik Fibonacci sayilar
Teorem 2.28 geregi aralarinda asla oldugundan d = 1 bulunur. OBEB (a,c¢) = 1 ise

OBEB (a, bc) = OBEB (a, b) oldugundan
OBEB (F,,, F,,) = OBEB (F,,_,F,, F,) = OBEB (F,, F},)

elde dilir. Bu ise kanit1 tamamlar. ]

Teorem 2.31. (Burton 2007) Iki Fibonacci sayisinin ortak bolenlerinin en biiyiigii yine bir
Fibonacci sayisidir. Ozel olarak, d = OBEB (m, n) olmak iizere OBEB (F,,, F,,) = Fy

olur.

Kanit m > n olsun. m ile n sayilari i¢in Euclid algoritmas1 uygulanirsa

m=qn -+ rq, O<ri<n
n = Qo1 + 7o, 0<ry <y
T1 = (@3rg + T3 0<7"3<7’2

Tn—2 = qnTp—1 1+ Tn, 0< Tn < Tp-1

Tn-1 = Qni41Tn + 0
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denklemler sistemi elde edilir. Onteorem 2.30 geregi
OBEB (£, F,,) = OBEB (F,, F,,) = OBEB (F,,, F,,) = --- = OBEB (F,ﬂn_l, FTn)
bulunur. 7|7, oldugundan Teorem 2.29 geregi F,. |F,, , elde edilir. Buradan,
OBEB (F,, ,,F,,) = F,,

bulunur. r,, sayisi Euclid algoritmasindaki sifirdan farkli olan en son kalan oldugundan

OBEB (m, n) sayisina esit olmalidir. Dolayisiyla,
OBEB (Fm, Fn) = FOBEB(m,n)
elde edilir. N

Teorem 2.31 kullanilarak F,,|F), ise m|n sonucu elde edilebilir. Bu sonug, Teorem
2.29 ile verilen ifadenin tersidir. Gergekten, F,,,|F,, ise OBEB (F,,, F,,) = F,, olur. Te-
orem 2.31 geregi OBEB (F,,,, F,) = FoBgeB(m,») oldugundan OBEB (m,n) = m olur.

Bu ise m|n demektir.
Sonug 2.32. n > m > 3 tam sayilar icin F,,|F,, < m|n olmasidur.

Bu sonug¢ geregi n > 4 tam sayis1 bir birlesik say1 ise £, Fibonacci sayis1 da bir
birlesik sayidir. Dolayisiyla, asal olan Fibonacci sayilari i¢in n indisi de asal olmalidir
(F5 = 1 ve Iy = 3 istisnalar hari¢). Ancak, p bir asal say1 oldugunda £, bir birlesik say1
olabilir. Ornegin, Fyg = 37 - 113 bir birlesik sayidir. Asal olan Fibonacci sayilar1 oldukga
nadirdir. Su ana kadar sadece 31 tane asal olan Fibonacci sayisi bilinmektedir. Bunlarin
en bllyiigii Fg1s39 Fibonacci sayisidir.

Bu boliimde son olarak Fibonacci sayilarinin asal ¢arpanlar ile ilgili bazi sonuclar
ele alinacaktir. 2| Fy, 3|F5 ve 5|F5 oldugundan p > 5 olan p asal sayilarimi incelemek

yeterlidir.

Teorem 2.33. (Burton 2007) p > 5 olan bir asal sayt i¢in p|F,_y veya p|F,+1 olur, fakat

ikisi birden olmaz.

Kanit Binet formiilii geregi




KAYNAK TARAMASI P. AYTAC

olur. a ve 3 sayilarinin p. kuvvetleri binom teoremi kullanilarak agilirsa

F, = ﬁ {1+ (]1’)\/5+ (§)5+ <§)5\/5+---+ @)5?’51\/5}
B

[0 )

p
k

elde edilir. 1 < k£ < p — 1icin ( ) = 0 (mod p) ve Fermat’'nin kii¢iik teoremi geregi

2P~1 =1 (mod p) oldugundan
F,=2""1F, = (p)f)p?l =57 (mod p)
p
bulunur. Teorem 2.14(c) ve Legendre semboliiniin tanimi1 geregi

p= 5
5T = (—) =F1 (mod p)
p
oldugundan FI? = 1 (mod p) elde edilir. Teorem 2.27 ile verilen
Fo1Fny — Fg = (_1)n
Cassini formiiliinde n = p yazilirsa

F?=F, F,q+(—1)""

p
elde edilir. Bu esitlik kullanilarak
FyiFpi + ()" ' =F, Fpp +1=F’=1 (mod p),
yani
F, 1F,;1 =0 (mod p)

elde edilir. Dolayisiyla, F},_;veya F,,; sayilarindan biri p tarafindan boliiniir ve ikisi aym
anda p tarafindan boliinmez. Ciinkii, OBEB (p — 1, p + 1) = 2 oldugundan Teorem 2.31
geregi

OBEB (F,_1, Fpu1) = F, = 1

olur. O

Teorem 2.33’iin kanitinda oldugu gibi Binet formiilii ve binom teoremi kullanilarak

asagidaki sonug elde edilir.
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Teorem 2.34. p > 5 bir asal say1 olmak iizere asagidaki ifadeler saglanir:

(D F, = (g) (mod p)

1
@ Fpi = {1 + (2)] (mod p)
1 5
(3) Fp,1 = 5 |:1 — (]-)):| (HlOd p)
Kamt

(1) Teorem 2.33’iin kanitindan elde edilir.

(2) Teorem 2.33’iin kanitinda oldugu gibi Binet formiilii ve binom teoremi kullanilarak

1 1 1 1\ e
E = (P (P ) s (P ) sz (P )5
1 3 ) P
elde edilir. Fermat’nin kiiciik teoreminden

2F, 1 =1+ 5 (mod p)

1 5}
Fp+1 = 5 |:1 -+ (]—)):| (HlOd p)
(3) Benzer sekilde Binet formiilii ve binom teoremi kullanilarak

_ p—1 p—1 p—1\_, p—1\_ps
2p2F_: 2
- (1)+<3)5+(5)5+ (07 ))s

elde edilir. Buradan

ve Euler kriteri geregi

bulunur.

2p‘2Fp_1E—(1+5+52+---+5¥> S

Fermat’nin kii¢iik teoremi ve Euler kriteri geregi

elde edilir. 0
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3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. ¢-Fibonacci Sayilar1 ve Rogers-Ramanujan Ozdeslikleri

Bu boliimde ¢-Fibonacci sayilarimin tanimi ve Rogers-Ramanujan Ozdeslikleri ile iligki-
leri ele alinacaktir.

Boliim 2.5°de belirtildigi gibi Fibonacci sayilari

0, n =0ise,
F, = 1, n=1ise,
F,_1+ Fn_g, n > 1 1ise,

olarak tanimlanir. Daha az bilinen

0, n=0ise,
F.(q) = 1, n=1Iise, (3.1)
Foi(q)+q"?F,2(q), n>lise,

polinomlar dizisi ilk olarak Schur (Schur 1917) tarafindan tamimlanmigtir. F,, (1) = F,

oldugu agiktir. F}, (¢) polinomu

Fualg)= > ¢ {”_.j] (3.2)

ve

Fai1(q) :ijqf [nj_j] = i (—1)jqj(5j2+l)h&ﬁ (3.3)

j=—o00 2

toplam gosterimlerine sahiptir.

F,, (¢q) polinomlarindan farkli olarak Schur (Schur 1917),

0, n = 0ise,
F.(q) = 1, n=1ise, (3.4)

Fo1(9)+q" " Fua(q), n>lise,

polinomlar dizisini de tanimlamustir. F, (1) = F,, oldugu agiktir ve E, (¢) polinomu
~ o, . ln =1
Fo(g)= > ¢ { - } (3.5)
0<2j<n J
ile

~ B © 2. n—j B b Y j(5j2—3) n—{—‘l :|
Fo (Q)—qu ][ j }— Z (=1)q |:Ln+12—5jj+1 (3.6)

§=0 j=—o0
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esitliklerini saglar.

F, (q) ile F, (¢) polinomlarina ¢-Fibonacci sayilar1 veya Schur polinomlar1 denir. Sc-
hur polinomlarinin sagladiklar1 (3.2) ve (3.5) 6zellikleri Boliim 3.2°de gosterilecektir. Bu
polinomlar tarafindan saglanan (3.3) ve (3.6) esitlikleri, Andrews tarafindan verilen asa-

g1daki ifadenin sonuclaridir.

Teorem 3.1. (Andrews 1970) a = 0 veya o = —1 olmak iizere
> o -n+1+a—j > i GBI Lo n-+1
q’ a]{ - } = (=1 q¢ =7 a]{ n+1-5j }
j;() J j=zoo L +2 jJ -
olur.

Kamt Esitligin sol tarafi L, («; q) ve sag tarafi R,, («; ¢) olsun, yani

e e .
2 o n+l4+a—7
Lo(oig)=> ¢ ‘”{ . }
p J
ve
- BEICIES IR n+1
R, (a;q) = Z (-1 ¢ = " J|:Ln+125jj —oz]
Jj=—00

yazilsin. Bu toplamlardaki ¢-binom katsayilarinin varligi geregi L, («; q) ile R, (a;q)

birer polinomdur. Teoremin kanit1 i¢in

Ly (0;9) = Ry(0;9) =1, (3.7)
Li(0;q) = Ri(0;q) =1+gq, (3.8)
Lo(=1;q9) = Ro(—1;9) =1, (3.9)
Li(=1;q) = Ri(-Lg =1 (3.10)
ven > 1ig¢in
L,(o;q) = Lp-1(a;q)+q"Ln—2(asq), (3.11)
R, (a;q) = Rupo1(a5q)+q"Ry—2 (s q) (3.12)

oldugu gosterilecektir.
(3.7)-(3.10) esitliklerinin kanitlar1 kolaylikla elde edilir. Gergekten, g-binom katsay1-

sinin tanimi geregi
oo

LO(O;Q>:ZOqj2|:1;j:| = H =1,
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e ; J(5J+1) 1 1
RO(OQQ) Z ( 1)Jq hﬂj = {0} =1,
j=—o0 2
= 2 — 2 1
Ly (0;q) > ¢ [ j}zHJqu—Hq,
=0 J
= Gy [ 2 2] 1-¢2
Ri (0:0) e I e o B
P =) ) - T
Lo (—1;q) Zqﬂ]{ ‘7} = m =1,
=0 J 0
= i(5-3) 1 1
_1. . J = = 1
Ro (—1;q) Z (=1)¢q |iL1—Tajj —i—J L} )
j=—00
oo 1 .
Ly (~1;q) ZqJ { J] =1,
> . (55-3) 2 2
mike = 32 0 o) -3
Jj=—00
elde edilir. (3.11) ifadesinin kanit1 i¢in Onteorem 2.16’da verilen
-1 -1
M SR @
m m—1 m
ve
-1 -1
e P s @
m m m—1

esitlikleri kullanilacaktir. (2.2) esitligi kullanilarak

Ly (a;q)

elde edilir.

> ¢

{n—l—l—i—a—j}
7=0

J

=0

.

N (i) [P — ]
Loy (059) +¢" ) gV 0 1’[ . J]

J=0

Loy (o) +q" Y ¢

j=—1

Lo (a5q) + "> ¢

§=0
Ly (o;q) +q"Ly—2 (a; q)
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[n—l%—a—]}
J

J

{(n—2)+1+a—j

N e n+l+a—j int+a—j
Jje—aj - + n+1l+a—2j -
Zq ([ J } ! J—=1

|
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(3.12) esitliginin kamt1 daha karmagiktir. Ilk olarak

. PEICESNTW 2n +1
Ry, (a;q) = Z (—1)Jq 7 T2 ]|:L2n+1—5jj_a:|
2

Jj=—0o0

- i T i (—1) quaj h%in;f }
j=—0c0 j=—00 9 | «

7 gift j tek

= f: qj(10j+1)+4aj 2n —i— 1
2] g

Jj=—00
o0

_ (241)(5j+3)+4aj+2a 2n+1
Z q 20H1075 |

Jj=—00 2

— i qJ(loj+1)+4aj{ 2n +1 }

P n—>oj—

_ E (2j+1)(5j+3)+4aj+2a 2n +1
q .
n—2-95 -«

Jj=—00

ve

> WG ES I 2n+ 2
Ronpi(oiq) = D (1) q 2 % hzn+25jJ _ a]
2

Jj=—00

S - PEICESETW 2n + 2
- Z + Z (1) q R j[ 2n+27z5]' _ ]
=5 —a

j=—00  j=—00

7 ¢ift 7 tek
— Z /(103 1) 403 2n + 2
e n+1-95j—a«a

_ i 2+ D(EI+3) +aj+2a [ 2n+1 ]

j=—o00 Ln—5j—gJ—a

_ i 105+ Haj 2n +2
e n+1—-57—«a

_ Z q(2j+1)(5j+3)+4aj+2a 2n + 2
n—2—>5j —«

j=—o0
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elde edilir. Simdi, (2.1) ve (2.2) esitlikleri kullanilarak

Ry (a5 q)
< §(10j+1)+4aj 2n n+145j+a 2n
= D : +4q .
Pl n—2>9j—« n—1-5—«
_ Z IG5 +3)Hag+2a 2n L s 2n
jm—oo n—3-5 -« n—2-5j—a
- Z ¢/ (L0+ D +aj 2@ _ Z (ZHD i) Haj+20 2n |
A n—29o) —« _ n—3—95j —«
j=—o00 j=—00
> e m
n+l+a 105246j+4aj
AP {n—l—w—a}
_ ntlta = 10524-6j+4aj 2n
(AP {n—2—5j—a]
= Ron1 (@)
- 2.4 6itda] 2n —1 A om—1
n+l+a 10524-65+4aj n—1-5j—a
w2 ([n—%fn‘—a]” [n—l—w—aD
N 0246j 4 dad on — 1 . om —1
_  n+lta 1052 +6;+4aj n4+245j+a
! jzzooq ([n—z—w—a}*q [n—?u—&y’—aD
= RQ 1 (Oé' q) + qn+1+a i q10j2+j+nflfa+4aj 2n —1
B n—1-5j—a«a

j=—o0

- o2n — 1
_ it Z q10j2+11j+4aj+n+2+a [ n-— }

Pt n—3—-95] —«
- i on —1
= R e : 2n 1052 +j+4aj
_q2n i q10j2+11j+3+4aj+2a 2n—1
Pl n—3—95] —«
Sy , 2n —1
- R . . 2n 7(105+1)+4ay
2 Mm@+qJ§;q n1—5i—a
g i q(2j+1)(5j+3)+4aj+2a 2n—1
Pl n—3—-95] -«

= Royp1(a;q) + q2nR2nf2 (a5 q)

elde edilir.
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Diger taraftan, tekrar (2.1) ve (2.2) esitlikleri kullanilarak

Ront1 (a;q)

— i qj(10j+1)+4aj 2n+1 + qn+175j7a 2n +1
n—>5j -« n+1-5j—a

j=—o00

_ = (2j41)(5j43)+4aj+2a 2n+1 nt+4+5j5+a 2n+1
E q . +4q .
n—2-5—« n—3—-5 —«

j=—o00

= Z /(W07 +1)+daj nt+1 Z qHTDGI+3)Haj+2a 2n+1
n—5j—al n—2-5j—-a

j==o0

+qn+1—a Z q10j2—4j+4aj [ 2n+1 ]

j=—00

n+1—-57—«

Jj=—00
_ ntl-a = 1052 +165+6+4a;+4o 2n+1
1 Z 1 [n —-3-9—«

j=—o0

= RQn (Oé, q)

o . . ) an . 2n
n+l—a 1052 —4j+4aj n+5j+a
+e 2.4 ({n+1—5j—a}+q {n—&sj—aD

j=—o0
o0

. . . 2n , 2n
_ ntl-a 1052+16j+6+40j+4a n—3—5j—«a
L <{n—4—5j—a]+q {n—3—5j—aD

j=—o00

= R W (s 4 n+l—a 1052 +j+n+a+4aj .
2n (05¢) + ¢ jZE_OOq n_5j—a

D
ntl—a 1052411j+34+4aj+n+3a 2n
—q q .
n—3—95j —«

j=—o00
n+l—a 1052 —4j+4aj
+e .1 [n+1—5j—oz]

j=—00
> 2
n+l—a 1052+165+6+40+40r n
—q q .
n—4—5)—«

j=—00

e 2, 4 2n
= R n . 2n+1 1052 4j+4aj
an (00) + ¢ jzgmq N5 —a

oo
_on4l 1052 +115+3+4aj+2a
Y a [n—3—5j—a]

j==oc
(o9}

n+l—a 1052 —4j+4aj
+e .4 [n+1—5j—oz]

j=—o0
o . , . 2n
_ ntl-a 10(j—1)2416(j—1)+6+4a(j—1)+4a
1 2 [n—4—5(j—1)—oj

j=—00
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< , 2
R2n+1 (Oé;Q) — Ry, (Oz;q)+q2”+1 Z qJ(10j+1)+4aj|: n 1

= n—>5j—o
ot jioo g2+ D (6+3)+Haj+20 {n . 3n5j ) a]
pgrtie jioo 0% 4o [n . ing)j ) a]
_qn+1—a j:i:o q10j2—4j+4aj {n o 3n5j - OJ

= Ron(a;q) + ¢ ' Rops (a3 q)

elde edilir.

Dolayisiyla, genel olarak
R, (a;q) = Ry1(a;q) + "Ry (a;q)
bulunur. Bu ise kanit1 tamamlar. O

Teorem 3.1°’de o = 0 yazilirsa
- 2 n+1—j - j iy | n+1
Z q . = Z (=1)"q 2 Ln+175jJ
=0 J j=—o0 2

n+1l—j

elde edilir. Sol tarafta yer alan [ j } g-binom katsayis1 n + 1 — j < j oldugunda, yani

2j > n + 1 oldugunda sifir olur. Dolayisiyla,
2n+1—3j - e [ n+1
Z ¢’ [ . ] = Z (—1) ¢ 2 |:Ln+15jj‘|
0<2j<n+1 J j=—00 2

elde edilir. n yerine n — 1 yazilirsa (3.2) geregi (3.3) ifadesi elde edilir.

Benzer sekilde Teorem 3.1°de v = —1 yazilirsa
= 2. [n —J - j i(5i=3) n+1
J';O J j:Zoo L 2 jJ + 1

bulunur. Sol taraftaki seride g-binom katsayist n — j < j oldugunda, yani 25 > n oldu-

gunda sifir olur. Dolayisiyla,

»2+‘n—j - > 1y i) n+1
2 { j }_Z( b [L@HJ

0<25<n j=—00

elde edilir. Bu ise (3.5) esitligi ile beraber (3.6) ifadesini verir.
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Birinci Rogers-Ramanujan Ozdesligi, n — oo icin (3.3) esitliginin sag tarafi olan
= o[n— j = (it n
S A ED S (1]
=0 J j=—o0 2
bagintisindan elde edilir. Gergcekten,
o0 - oo J n—j—i+1
2|n—Jl_ 2 1—q"
S| - I

esitliginde n — oo i¢in

j=0  i=1 1—q j=1 =1 q j=1
oo q]2 o0 qj2
; (4:9); ; (4:9);
bulunur. Diger taraftan,
00 00 Ln_TS] L"75jj—'+1
CisiHn [ on . i(5i+1) 1—ql 217
—]_ J . 2 . = —1 J 2 -
esitliginde n — oo i¢in
o JRFICIESD! | 1 - j 4GitD
Z (=1)7¢"= Hl_qi:(q.q) Z (=1)7q
j=—00 i=1 1 1/00 j=—00
elde edilir. Tanim 2.19 ile verilen Ramanujan genel teta serisinde a = —¢? ve b = —¢3
yazilirsa
f (—q2, —q3) _ Z (_1)]'(]';1) FUHD (_1)]'(]'2—1) qBJ(J;l)
j=—00
e 2 252427435235 > - j(55—1)
= D DT = Y (e
j=—00 j=—00
- Sy
j=—00

bulunur. Teorem 2.23 ile verilen Jacobi Uglii Carpim Ozdesliginin Ramanujan genel teta

fonksiyonu cinsinden gosterimi olan

f(a,b) = (—a;ab)_, (—b;ab)_ (ab;ab)_,
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esitligi geregi

o0

S (-1 = f (A ) = (5 0) (65 d) L (@ d)

j=—o0

elde edilir. Dolayisiyla,

— ¢ _ 1 2. 5 3.5 5.5
;(Q;Q)j (9 (0507) o (75 0) o (0750)

J

B 1 B ﬁ 1
(@:0°) o0 (05 0°) e g (1= @) (1 —¢¥H)

bulunur. Bu ise birinci Rogers-Ramanujan Ozdesligidir.
Benzer sekilde, (3.6) esitliginin her iki tarafinda n — oo limiti alinirsa

> qj2+j 1

- 1
Z - - H (1 — g2 (1 — goit3)

: 2. 45 3. 45
= (@0; (%) (@P)w 5

bulunur. Bu ise ikinci Rogers-Ramanujan Ozdesligidir.

3.2. ¢-Fibonacci Sayilarinin Urete¢ Fonksiyonlar

F, (q) ve E, (q¢) g-Fibonacci sayilariin sagladigi (3.2) ve (3.5) polinom gosterimleri ile
cok sayida diger ozellikleri, bu sayilarin iirete¢ fonksiyonlar1 kullanilarak elde edilebilir.
Bu boliimde ilk olarak F}, (¢) g-Fibonacci sayilarimin iirete¢ fonksiyonu verilerek (3.2)
esitliginin kanit1 ele alinacaktir. Daha sonra, ﬁn (q) g-Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonk-
siyonu ile (3.5) ifadesinin kanit1 verilecektir. Bu boliimdeki sonuglar Andrews (Andrews
2004) tarafindan verilmistir.

f () bir polinom olmak tizere 1 operatorii

nf (z) = f(qx)
olarak tanimlansin.

Teorem 3.2. F, (q) q-Fibonacci sayilarimn iirete¢ fonksiyonu

> 1
F, . —
> B @) = T e

seklindedir.
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Kamt Kanit i¢in
(1—2—2"p)) F.(9a" =
n=0

oldugunu gostermek yeterlidir.  operatoriiniin tanimindan

(1—$—$2W)ZFn(q)$n _ ZFn(Q)JEn—ZFn e ZF nn+2
n=0 n=0 n=0
= Fy(Q)+Fi(g)+ > Fulg)a"
n=2
—Fy(g)e =Y Faa(@)a" =) Fualg)q" e
n=2 n=2
= Fy(g)+[Fi(q) — Fo(q)lz
n=2
bulunur. F, (¢) g-Fibonacci sayisinin tanimindan
(I—z—a®n) ) Fu(g)a" =
n=0

elde edilir. O

(3.2) esitliginin kanit1 icin agagidaki ifadelere ihtiyag¢ vardir.

Onteorem 3.3. n > 0 tam sayist icin

(z + 2%n)" x—x"HZxk e M

k=0

olur.

Kamt Onteoremde verilen esitligin kamti i¢in n iizerinde tiimevarim kullanilacaktir.
= 0 icin onteoremdeki esitlikten z = =z elde edilir. Dolayisiyla, ifade n = 0 i¢in

dogrudur. ifade n icin dogru olsun, yani

(x+a2°n)" z=2 "“Zxk kg[ }
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olsun. 7 operatoriiniin tanimi ve (2.2) ile verilen Pascal formiiliiniin ¢g-benzeri geregi

(m+m2n)n+1m = (ZE+IE277) (:E+x277)n:v—(x+xn a:”Hka kﬂ}

_ n—|—2§ :xk g2 |7 n+3§ :Ik E24nt14k |1
k k
- n

2T 2 n
n+2 § .Z‘k k xn+2 § :(L’k+1qk +n+1+k
k k
L k=0

roA n+1
g2 kE k2|1 n+2 E (k=1)%+n+k| T
Zx AR L
n+1 ro n+l
_ n+22xk g2 |7 n+2zxk k2nk+1 n
k k—1
nH n n
SN (RIS )
n+1
) kg2 |+l
RN N

k=0

elde edilir. Bu ise timevarimi ve kanit1 tamamlar. [l

Onteorem 3.3’iin bir sonucu olarak asagidaki ifade elde edilir.

Sonuc 3.4. F), (q) g-Fibonacci sayilari igin

2k+1 k2

Y Filgan =Y —1

esitligi gecerlidir.

Kamt Teorem 3.2 ve Onteorem 3.3 geregi

ZFn(Q)x” = —1—x1—x2n Z(x—l—xn x—Zaz”“Zxk ’“2{}
n=0
_ i i anrkJrlxquQ [n Z k]

n=0 k=0

3
I
o

= Z 2R gk ; [” —]: k] L
= Z 2L gk Z [” ‘7’1‘ k] L

n=0
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elde edilir. Teorem 2.21 ile verilen binom teoreminin g-benzeri geregi

S - S-S

n=0 n=0 q)k (q)” n=0
B (qkﬂx)oo 1
() (1—2z)(1—gqz)--- (1 —¢~x)
B 1
($§ Q>k+1
oldugundan
i ( ) Z x2k+1qk2
F,(q)x" =
n=0 k=0 (@5 Qg
bulunur. O

Sonug 3.4’iin kanit1 kullanilarak F), (¢) g-Fibonacci sayilarinin sagladigi (3.2) bagin-

tis1 elde edilir.
Sonug 3.5. F), (q) g-Fibonacci sayilart i¢in
. > k2 n — k - 1
0
k=0

olur.

Kanit Sonug 3.4’iin kanitinda elde edilen

iFn (q> " = ix2k+lqk2 i |:n —]L_ k:| "
n=0 k=0 n=0

esitligi diizenlenirse

oo _— 00 00 ) n—l—k .
;%Fn(q)x = Z(Zq’“{ L ) Rk
ke —
2

n=0

o0 o0 n —
-y (o)
n=2k+1 \k=0

bulunur. z" terimlerinin katsayilar1 karsilastirilirsa istenilen elde edilir. U

Sonu¢ 3.5’de n yerine n + 1 yazilirsa, 2k > n oldugunda g-binom katsayist sifir

olacagindan (3.2) bagintisi elde edilir.
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F,, (q) g-Fibonacci sayilar1 i¢in yukarida ele alinan ve kanitlanan sonuglar kullanilarak

ﬁn (q) g-Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

Sl 1
F, n—_ -

seklinde elde edilir. Ayrica,

(z + q2n)" x = 2! ;ajqu%k {Z] ’

e 2
I2k+1 k*+k

Zﬁn@)xn: d
n=0

=0 (x;Q)k—&-l

Ve

esitlikleri sirasiyla Onteorem 3.3, Sonuc 3.4 ve Sonug 3.5’in kanitlarinda kullanilan dii-
stincelerle kanitlanir. Son esitlikten, F, (q) g-Fibonacci sayilarinin sagladigi (3.5) bagin-

tis1 elde edilir.

3.3. ¢-Fibonacci Sayillarmm Bazi Ozellikleri

g-Fibonacci sayilari, bilinen Fibonacci sayilarinin sagladigi 6zelliklere benzer 6zellikler

saglarlar. Ornegin, Fibonacci sayilarmin sagladigi Teorem 2.25 ile verilen

ZFk = Fi2—1
=1

esitliginin g-benzeri asagidaki sekildedir.

Teorem 3.6. (Andrews 2004) F), (q) g-Fibonacci sayilari icin

Fun (@)~ 1= 3 dF (a)

esitligi gecerlidir.
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Kamt [, (q) g-Fibonacci sayisinin iirete¢ fonksiyonu ve 7 operatoriiniin tanimindan

[Foy2 () = 12" = Y Foa(ga”—) 2" =-—
n=0 n=0 n=0
1 1 «
- F, (q)z"
L (crw-R@er YR @
= — — | - — x n(q)x
1— 7 22 o\q 1\q 2 q
! + = +§:F (q) 2"
= — — | —= n () x
1—=x 2 — 1
1 1 1o
o — - - Fn n
l—z =z xznz_% (4) e
1 n 1 1
= —_— _—x
x(l—x) 221—xz—2a%
B 1 1—x—2a% 1
I x? 1—x—2a%n
. 1—a 1
22(1—xz)1 —x—a22n
1 1—a—a%y 1
= x
1—x x? 1—x—22n
1 1 1 1
x — x
2?2(1—z)1—2— 2% r(l—z)1l—z—2a%
1 1 1 1 1
= ——(1—z— B
1—:6( 9[:2( v :r;n)+ )1—x—x277x
1 ~1l+ax+a2*n+1—2z 1
= x
1—x x? 1—x—22n
1 1 1 1
1—1:771—1'—3:277 1—x1—xq—22¢’n 1
1 oo . oo . oo
= 1_x§Fn(Q)($q) ZZ»’U ZFn(C])qCU
S OT) S of e S
n=0 = n=0 =
yani
Z[FnJrQ(Q)_l " _Z(qupk )
n=0 n=0 \k=1
elde edilir. 2" terimlerinin katsayilari karsilastirilirsa istenilen bulunur. U

Fibonacci sayilarinin sagladigi Teorem 2.26 ile verilen
Fm+n = m—an + Fan—l
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esitliginin ¢-benzerini elde etmek icin F), (¢) ¢-Fibonacci sayilarinin bir genellemesi kul-
lanmilacaktir (Andrews 2004).

t bir parametre olmak iizere F), (¢, ¢) polinomu

0, n=~0ise,
F,(t,q) = 1, n=1ise,
Fo 1 (t,q) +tq" 2F, 5 (t,q), n > lise.

olarak tanimlansin. F}, (¢, ¢) polinomunun iirete¢ fonksiyonu

- 1
F,(t,q)a" = ——————
; (ta)w 1—x—t:c277:[

seklindedir. Bu esitligin dogrulugu Teorem 3.2 nin kanitindaki adimlar takip edilerek gos-
terilebilir. Ureteg fonksiyonu kullanilarak F}, (¢, q) polinomlari icin asagidaki sonug elde

edilir.
Teorem 3.7. (Andrews 2004) n > 0 ve m > 1 tam sayilart icin

Fin (t,9) = Fin (t,9) Fopa (tq™ 5 ) + ¢ Fa (t,9) Fu (4™, 9)
elde edilir.

Kamt m > 1 olmak lizere iirete¢ fonksiyonu ve 7 operatorii tanimlarindan
(1= —t2¢™n) > Frin (,q) 2"
n=0

= Z Foin (t,q) 2" — Z Frin (t,q) 2" — tz Frin (t,q) g™ "2

n=0 n=0 n=0

= Fm@?Q)+xFM+1(t7Q)+ZFm+n(t7Q)xn

n=2

—xFy (t,q) — i Foin (t,q) "t — i Enin (t,q) tq™ "t
n=1 n=0
= Fo(t,q) + 2 [Fni(tq) — Fu (t,9)]
+ Z [Fern (ta Q) - Fm+n71 <t7 Q) - tqm+n72Fm+n72 (t7 Q)} z"
n=2
= Fu(t,q) +a [Fn(t,q) +1t¢"  Fruy (1,9) = F (1, 9)]
+ Z [Fm—i-n (t, Q) — Frgn (ta Q)] z"
n=2
= Fp(t,q) +atq™ ' F,_1 (t,q)
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veya denk olarak

B 1
1 —x — ta2g™y

> Frin (tq) 2" (B (t,q) + 2tq™ " Frur (1,9))
n=0

elde edilir. Bu esitlikte ¢ yerine g~ yazilirsa

1

g (B (tg™,q) + 2tq " Frns (tg7™,q))

Z Foin (tqu’ Q) "
n=0

bulunur. m = 1 ise

= 1
—1 n __
;Fnﬂ (ta q) 2" = S
oldugundan
i P (1™ ) 2" = Py (17" 0) -
— 1—x—ta*n

—x
1—x—tx?n

= F,(tg™,q) Z Foi (tg7',q) 2"
n=0

+ b F (tg"0) Y Fa(tq) 2"
n=0
elde edilir. ™ terimlerinin katsayilar kargilastirilirsa istenilen bagint1 kanitlanmig olur. [

F, (t, q) polinomunun tanim1 ve tiimevarim kullanilarak Teorem 2.27 ile verilenn > 1
i¢in
Fo1Fny — Fg = (_1)n

Cassini formiiliiniin g-benzeri asagidaki sekilde elde edilir.

Teorem 3.8. (Cigler 2003) n > 1 tam sayisi icin

Fo1(0,0) Fus1 (a) = Fu(0,9) Fu () = (=1)" ¢()

olur.

Kanit n = 1 i¢in esitligin sol tarafi

Fy (CL‘]) F (C]) - F (q,q) Fy (Q) =-—1
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ve sag tarafi

oldugundan ifade n = 1 i¢in dogrudur. Ifade n icin dogru olsun. n + 1 igin

Fo(q,q) Faya (9) — Faya (4,9) Frra (@)

= [F1(0,0) + "' Faz (¢, 0)] [Fun

(@) + q"Fy (q)]

—[Fa (0, 9) + ¢"Foe1 (q,9)) [Fa () + 4" Fo1 (9)]

= Fo1(q,9) Fu1 (@) + " ' Fra (4,9) Fuy1 (@) + ¢ ' Fra (¢, 9) F (q)

—Fo(q,0) Fu (@) =" 'Fo(q,9) Fae1(9) — ¢

= Fo1(¢,9) Fura (@) — Fu(q,q) Fu (q)

+¢>" " [Fae2 (¢,9) Fu (q) — Fuo1 (4,9) Fae1 (q))]
+¢" " Foa (q,0) {Fu (@) +¢" ' Faia (9) }

—¢" ' F () {Fac1 (0,0 + " ' Faa (0, 9)}

n—1

= (1" q®) + gt (- ()

+¢" " [Fazz (¢,9) Fu (@) — Fue1 (¢,9) Facr (9)]
2(¢,q) Fuo1(q)]

+q2n—2 [an2 (Q7 Q) anl (Q) - an

n(n 1)
D'q =z

n(n—1) n2—3n+2+4n72

1 nq( ) 4 ¢* ! (— 1)"71 q(ngl) + gt (_1)7171 q(ngl)

F (=) g Lyt g e

+4q

n273n+2+2n72:|
2

(-1)
(-1)

=<1>”“[ g
(1) T 4+q 7 +g

bulunur. Bu ise kanit1 tamamlar.

2

1 n+ |: n(n—1) n(n+1) n(n—1)

] = (- g

3.4. ¢-Fibonacci Sayillarimn Bazi Béliinebilme Ozellikleri

2n_lF;l—l (C], Q) Fn—

1 (q)

g-Fibonacci sayilar1 boliinebilme anlaminda da bilinen Fibonacci sayilarinin sagladig

ozelliklere benzer ozellikler saglarlar.

Pozitif n tam sayis1 igin [n], g-tam say1s1

olarak tamimlanir.
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Teorem 3.9. (Pan 2006) p # 5 bir tek asal sayt olmak iizere

1 5
Fri(q) = 3 <1 + (}—9)) (mod [p]q) (3.13)
vel < a, <4, pa, =1 (mod 5) dzelliginde olan o, tam sayist i¢in
~ 5
Fp (q) = <5> q(pap—l)/S (mod [p]q) (314)

kongriianslart saglanir.

Kamt Ilk olarak (3.13) denkligi kanitlanacaktir. (3.3) esitlidi ile verilen

[e.9]

Foi)= S (—1)7 "% hi J

j=—00 2
ifadesinde n yerine p asal1 yazilirsa

> etk

=0 2

Fp+1 (Q) =
J

elde edilir. m g-binom katsayis1 i¢in

I = (3.15)

[p} 1 (mod [p],), k=0veyak = pise,
0 (mod [p],), 1<k<p-—lise,

kongriianslar1 gecerli oldugundan

— 5
J:{j: {p 5 jJ :Oveyap}

Fpa ()= (-1 ¢"%"  (mod [p],)

JjeJ

olmak tizere

olur. p # 5 oldugundan p asali p = 5m + 1, 5m + 2, 5m + 3 ve bm + 4 gosterimlerinden
birine sahiptir. Her bir gosterim icin |25 | = 0 veya p ifadesi incelendiginde
{21}, p=1 (mod 5)ise,

: —5J
J:{]: Lp 5 jJ zoveyap}: {-22}, p=4 (mod 5)ise,
0, p=+42 (mod 5) ise,

elde edilir. p = 1 (mod 5) ise

B L—1(5L—1+1> _ 1— P 1— p(zigl)
p—1 32 5 p(p—1) q q
Fpri(g) = (-1) 7 ¢ 2 =q :1_1—(](1_)—1—(]10
p(p—1)
1 — qg 1
= 1=, Q-9 —— e 1 (mod [p],)
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vep =4 (mod 5) ise

,&1(,5177“"14,1) 1 P 1 . p(li+1)
_ptl 2 5 p(p+1) q q 10
F = (=1 5 2 = 0 =1 — 1—
) = ()7 ’ e
1— qP(PIBLU
= 1-Ppl,(1-9—— ke 1 (mod [pl,)

bulunur. p = +2 (mod 5) ise F,11 (¢) i¢in karsilik gelen toplam bir bog toplam olaca-

gindan
Fo1(g) =0 (mod [p]q)

elde edilir. Dolayisiyla,

(5) B I, p=41 (mod 5) ise,
p —1, p=+2 (mod 5) ise,
oldugundan
1 5
B =3 (1+(2)) (moa 1,
bulunur.

Simdi (3.14) ifadesi kanitlanacaktir. (3.6) ifadesinden

F@= 1y qh_pj +J

j=—o0

oldugundan (3.15) geregi
J:{j: {p 5 jJ —i—leVeyap}

F@=Y(-1Y¢"7" (mod [p],)

jeJ

olmak tizere

olur. p # 5 oldugundan p asali p = 5m + 1, 5m + 2, 5m + 3 ve bm + 4 gosterimlerinden

p=5j

5 J + 1 = 0 veya p ifadesi incelendiginde

birine sahiptir. Her bir gdsterim i¢in L

{-21}, p=1 (mod 5)ise,

_ 5 —2221 =2 (mod b) ise,
J:{j:{p 5‘7J+1:0veyap}: { 5} P ( )

2 {22} p=3 (mod 5)ise,

\ {1%1}, p=4 (mod 5) ise,
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elde edilir. p =1 (mod 5) ise p = 5m + 1, m¢ift ve j = —’%1 oldugundan

~ _p=1 7%1(751)5;173) (p—1)(p+2) p—1 p—1 p—1 p+2
Fplg) = (=1)" 7 ¢ 2 =q 0 =q7 —q¢7 +q7 2
(p=1)
= ¢5 — ¢ ( - qp(”lal)> HPE S ¢"n 11— g
N N 1—q¢ 1—gq
1 qP(Z;gl)
p—1 p—1 - Iy
=00 —ar by =0 (mod [p])

~ ol i) (r=2)(p+1) 3p—1 3p—1 p=2ptl
Fp(q) = (-1) 5 g 2 =—q 10 =q 5 —q 5 —q5 2
' . 1— g™ 1 — ¢
= —qspgl + q% (1 — qp(zig >> = —q3p;1 + qu% q q
1—q¢ 1—g¢q
1 qp(ligm
3p—1 3p—1 — 3p—1
= —¢' 5 +q¢5 [p], i (mod [pl,)
bulunur. p = 3 (mod 5) ise p = 5bm + 3, m¢ift ve j = ’%2 oldugundan
p+2(52ﬁ—3)
~ pt2 2 (573 (p—1)(p+2) 2p—1 2p—1 p—1p+2
Fp(q) = (_1)5q P) =—q 10 =q 5 —q 5 —q5 2
p(p—3)
2p-1 2p—1 p(p—3) 2p-1 2p1l—q © 1—¢°
= —q 5 4+q-> (1_(] 10 >:_q5 +q 5
1—qr 1—g¢q
p(p—3)
2p—1 2p—1 1 — q 10 2p—1

=—q¢ > (mod [p],)

bulunur. Son olarak, p = 4 (mod 5)ise p = 5m + 4, m tek ve j = ’%1 oldugundan

(o)

Folg) = ()t _ e e e ocaen
4p—1 4p—1 ( p(p—9)> 4p—1 4p—1 1 — qp(;gs)) 1 — qp
= 5 — 5 _ 10 — 5 5
q q q q q - 1-—g
4 1 4 1 1 qp(plgg) 4 1
p— p— - p—
= a7 —av Py =ar (wod [pl)
bulunur. Dolayisiyla,
( p—1 .
g5, p=1 (mod?5)ise,
B (a) —¢"5, p=2 (mod 5) ise,
p\q) = _
—q2p5 1, p=3 (mod 5)ise,
\ ¢5, p=4 (mod 5) ise,

veya denk olarak
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elde edilir. O

Teorem 3.1°de ¢ = 1 alinirsa o = 0 i¢in
= (n+1—j - S n+1
=3 (") Ty (L J)
=0 J j=—00 2

elde edilir. Tlk esitlik iyi bilinen bir bagmtidir (Koshy 2001, sayfa 155). ikinci esitlik ise

ilk olarak Andrews (Andrews 1970) tarafindan ele alinmistir. Bu ¢alismasinda Andrews,

j=—o0
seklinde tanimladig1 sayilar1 detayli olarak incelemistir (Fy,, = F,,.1). Ozel olarak, p #
+1 (mod (2k + 1)) seklinde olan herhangi bir p asal sayis1 i¢in p|F}, , oldugunu goster-
misgtir.

F}, , sayilarindan motivasyon ile

o0

P (kD)4 n—1
Fin(q) = Z (=1)q > hn—l—(zkﬂ)jﬂ (3.16)

j:—oo 2

tanimlansin. F5 11 (¢) = F,41 (¢) oldugu agiktir. Teorem 3.1’in kanitindaki diisiince ile

F}... (¢) igin indirgeme bagintilar elde etmek miimkiindiir. Ornegin, k = 3 i¢in

F3ni3(q) = Fna(q) + (C]n + C]n_l) F3n41(q)

_qn—lF&n (q> + (qn—l . q2n—3) F3,n—1 (q)
elde edilir (Andrews 1970).
Teorem 3.10. p # 2k + 1 asal say: olmak iizere

(mod [p],), p=1veya —1 (mod (2k + 1)) ise,

1
F P2 =
k2 (0) 0 (mod [p]), p# £l (mod (2k + 1)) ise,

olur.

Kamt p # 2k + 1 olmak iizere (3.16) esitliginden

o0

i i(@k+1i+1) p
Frpr2(0) = 3 (=1)'q" hp—@m)jﬂ
J=—00
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olur. (3.15) ifadesi geregi

Frp2(q) = Z (_1)1' qw

jeJ

J = {j : {%J = Oveyap}

= 0 veya p ifadesi incelendiginde

(mod [p],)

elde edilir. Burada,

kiimesidir. V@J

{Z5), p=1 (rnod (2k + 1)) ise,
J=9 {~Z}, p=-1 (mod (2k+1))ise,

0, p#£+l (mod (2k+ 1)) ise,

elde edilir. p =1 (mod (2k + 1)) ise

L ((ahg1) 2L .
F}, P2 (q) — ( 1)2]€+11 q2 +1( 2k+21 2k+1+1) B qu((QPkJrll))
1 —q” 1 — (gP)2@k+D)
= 1= q (1—q) L
1 —q 1 — qp
p—1
1-— (qp)m B
= L AT S (med )
vep=—1 (mod (2k + 1)) ise
_ Pt (o) B
Fk,p+2 (q) — (—1)_21)1::1 ¢ 2k+1( 2k2+1 2k+1+1) B qu((;;:;ll))
1 —q° 1 — p 2k+1)
= 1= a (1—9q) L
1 —q 1 — qp
1 — (g7)7CkiD
— (¢ B
= 1-1[pl,(1—q) BT 1 (mod [p],)

bulunur. p # +1 (mod (2k + 1)) ise Fj, 41 (¢) icin karsilik gelen toplam bir bos toplam

olacagindan
Fip2(q) =0 (mod [p],)

olur. Bu ise kanit1 tamamlar. [l
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4. SONUCLAR

Bu ¢alismada, Fibonacci sayilari ile g-Fibonacci sayilar1 olarak adlandirilan ve Schur tara-
findan Rogers-Ramanujan Ozdesliklerinin kanitinda kullanilan bir polinomlar dizisi ara-
sindaki iligki ele alinmistir. g-Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonlari, sagladigi bazi

temel bagintilar ve baz1 boliinebilme 6zellikleri elde edilmistir.
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