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1. GIRIS

Einstein tarafindan 1915°de ortaya atilan Genel Gorelilik (Relativite) Teorisi (GRT), evre-
nin biiyiik 6lcekteki yapisini inceler ve bu teori uzay-zamanin geometrisi ile madde dagi-
limi arasindaki iligkiyi verir (Einstein 1915a). GRT, Newton mekaniginde agiklanamayan,
Merkiir’iin enberi noktrasindaki kaymasini agiklayabilmis ve kiitle cekim nedeniyle 15181n
yoriingesinde sapma olacagini sdylemistir (Einstein 1915b). O donemdeki yaygin inanisa
gore evren duragan olmalidir. GRT ye gore, evren, madde veya 1sinimla dolu ise, dura-
gan olamaz ve bu yilizden Einstein denklemlerine kozmolojik sabiti eklemistir (Einstein
1917).

1920’lerde Edwin Hubble, galaksilerin uzakliklarini belirlemis ve cisimlerin uzaklik-
lar1 ile kirmiziya kaymalar1 arasindaki iligkiyi ifade eden Hubble Kanunu’nu ortaya koy-
mustur. Bu kanun, galaksilerin uzakliklarinin radyal uzaklagma hizlar ile orantili oldu-
gunu ifade eder (Hubble 1929). Boylece evrenin genisledigi anlagilmigtir. Bunun iizerine
Einstein, denklemlerine kozmolojik sabit eklemekle hata yaptigimi diisiiniir. Daha sonra
kozmologlar, evrenin madde iceriginden dolay1 genislemenin yavaslayacagini diisiiniip,
yavaglama miktarin1 6lgmek icin yavaslama parametresi adim verdikleri bir niceligi be-
lirlemeye ¢alismislardir (Frieman vd 2008; Sandage 1962).

Yirminci yiizyilin sonlarindan bu yana yapilan, tip Ia siipernova ve kozmik mikrodalga
ardalan 151n1m1 (CMB) gibi kozmolojik gozlemler, evrenin genisleme hizinin arttig1 sonu-
cunu ortaya koymustur (Efstathiou vd 2002; Perlmutter vd 1999; Riess vd 1998; Spergel
vd 2003; Spergel vd 2007; Tegmark vd 2004). Standart GRT giiniimiiz evreninin bu ivme-
lenerek genislemesini agiklamakta yetersiz kalmistir (Weinberg 1972). Evrenin ivmelene-
rek genislemesini agiklayabilmek i¢in iki olasiliktan bahsedilir; Birincisi, Evrenin enerji
yogunlugunun yaklasik olarak %75’inin, karanlik enerji denilen negatif basin¢lh yeni bir
formda olmasidir. Bu negatif basing, cekim kuvvetine karsi koyarak evrenin ivmelenerek
geniglemesinden sorumludur. Karanlik enerjiyi aciklamak i¢in kullanilan en 6nemli aday
modellerden birisi olarak, vakum enerjisi diye bilinen A kozmolojik sabit diistiniilmekte-
dir. Einstein’in hata olarak gordiigii kozmolojik sabit, boylelikle yeniden giindeme gelir.
Bu durumda, basing ile yogunluk arasindaki iliskiyi ifade eden durum denklemi (EoS)

parametresi w = —1 olur ve kozmolojik model AC'D M adinm alir. Fakat bu model de ras-
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lantisallik (coincidence), ince ayar (fine tuning), diizliik ve ufuk problemlerinden dolay1
cok fazla kabul gormemistir (Copeland vd 2006; Durrer ve Maartens 2008). Dolayisiyla
kozmolojik gozlemler ile tutarli, evrenin ivmelenerek genislemesini aciklayabilecek yeni
cekim teorileri ortaya atilmistir. Bu teoriler, GRT nin geometri ve madde kisimlarinin
modifiye edilmesiyle olusturulmustur. Geometri kisminin en basit modifikasyonlarindan
birisi, Einstein-Hilbert eylem integralinde R Ricci skaleri yerine f(R) fonksiyonunun
alindig1 f(R) cekim teorisidir (Copeland vd 2006; Nojiri ve Odintsov 2006). Diger ta-
raftan, en ¢ok calisilan genisletilmis ¢cekim teorilerinden birisi ise, Einstein-Hilbert eylem
integraline, ¢ skaler alanin bir fonksiyonu yerlestirerek olusturulan skaler tensor teorisidir
(Amendola ve Tsujikawa 2010; Caldwell ve Kamionkowski 2009; Faraoni ve Capozziello
2011; Sawicki ve Hu 2007). Burada ele alinan skaler alanlar, quintessence (6z), fantom
(hayalet) alani, Takyon alam1 ve fermiyonik alan gibi skaler alanlar olabilir (Bamba vd
2012; Copeland vd 2006; Armendariz-Picon ve Greene 2003).

Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) uzay-zamani, evrenin biiyiik 6l¢ek-
teki yapisini anlamak i¢in diisiiniilen en uygun uzay-zamandir. Ayrica, kozmolojik pren-
sibe uygun olup, uzaysal olarak homojen ve izotropik bir dogaya sahiptir. Diger taraftan,
biiyiik patlamanin kaniti ve kalintis1 olan CMB 1siniminin sicakligi son derece esit ol-
masina ragmen kiigiik sicaklik dalgalanmalarina sahiptir (Hinshaw vd 2013). Bianchi tipi
uzay-zamanlar ise farkli yonlerde farkli degisimlere izin veren homojen fakat anizotropik
uzay-zamanlardir (Barrow ve Maartens 1998; Ellis 2006). Evrenin baglangicini incele-
mek iizere olusturulacak kozmolojik modeller i¢in anizotropik uzay-zamanlar1 uygun go-
riilmiistiir (Zel’Dovich ve Starobinskii 1972). Bu nedenle, literatiirde, Bianchi tipi uzay
zamanlari ele alan pek ¢cok kozmolojik ¢alisma bulunmaktadir (Camci vd 2016; Camci ve
Kucukakca 2007; Kucukakca ve Camci 2012; Kumar ve Singh 2007; Pradhan ve Kumar
2001; Shamir ve Kanwal 2017; Singh ve Srivastava 2017).

Tipki GRT de oldugu gibi, genisletilmis ¢cekim teorilerine ait diferansiyel denklem-
ler de lineer olmayan diferansiyel denklemlerdir ve dolayisiyla ¢oziimleri ¢ok kolay ol-
mamaktadir. Olugturulan modeller i¢in kesin ¢oziim bulmak adina kullanilan yontemler
icerisinde en Onemlilerinden biri simetri yontemidir. Alan denklemlerinin geometri kis-
minda ortaya c¢ikan g, metrik tensoriin invaryant kaldigi simetri, Killing vektorleriyle

(KV) verilmekte ve her bagimsiz KV korunum yasasina yol agmaktadir. Alan denklem-
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lerine ¢6ziim bulmak ic¢in kullanilan bir bagka simetri kabulii ise Lagrangianin invaryant
olma kogsuludur. Bu kosul Noether simetrisi olarak bilinir ve bize Lagrangianin herhangi
bir vektor alan1 boyunca Lie tiirevinin sifirlandiini soyler.

Noether simetrisi yaklagitminin kozmolojideki uygulamalar ile ilgili ilk ¢alismalar,
kullanilan ¢ekim teorisinin alan denklemlerine ¢6ziimler bulmak ve korunumlu nicelik-
leri elde etmek amaciyla kullanilmiglardir (Capozziello ve de Ritis 1993; Capozziello ve
Lambiase 2000; Demianski vd 1992; de Ritis vd 1990). Noether simetri yaklasimi kulla-
nilarak, ele alinan teorinin skaler alanin ¢iftlenim fonksiyonu, potansiyeli ve f(R) gibi bi-
linmeyen fonksiyonlarin sekilleri de acik olarak elde edilebilmektedir. de Ritis vd (1990),
skaler alanl kiitle cekim teorisinde FRLW uzay-zamani i¢cin Noether simetrisi yaklagimi
ile potansiyelin bicimin iistel olarak belirlemis ve diger bicimleri i¢in de ¢oziimleri irde-
leyip literatiirdeki diger 6rneklerle kargilagtirmistir. Demianski vd (1992) ise skaler alanla
minimal ¢iftlenimli ¢ekim teorisinde, homojen ve anizotropik uzay-zaman i¢in Noether
simetrisi yontemi ile ¢oziim arastirmistir. Bu sonuglara gore anizotropi biiyiik ise erken
donem enflasyon, anizotropi azaldik¢a daha ge¢ donem enflasyon ortaya ¢iktigini goster-
mislerdir. Daha sonra literatiirde, degisik cekim teorileri kapsaminda ve farkli uzay-zaman
kabulleri altinda, Noether simetrisi yaklagimi ile yapilan bir¢ok ¢alisma ortaya ¢ikmigtir
(Camci ve Kucukakca 2007; Camci vd 2016; Capozziello vd 2007; Capozziello ve DeFe-
lice 2008; Capozziello ve Lambiase 2000; de Souza ve Kremer 2008; Hussain vd 2012;
Jamil vd 2011; Kucukakca 2013, 2014; Kamilya ve Modak 2004; Kamilya vd 2004; Ku-
cukakca ve Camci 2012; Sanyal ve Modak 2001; Basilakos vd 2011; Shamir ve Kanwal
2017; Vakili 2008).

Bu tez calismast icerik olarak su sekilde tasarlanmistir. ikinci boliimde oncelikli ola-
rak GRT ozetlenerek, standart kozmolojik model kisaca agiklanacaktir. Daha sonra ge-
nigletilmis cekim teorileri kapsaminda, oncelikli olarak f(R) ¢ekim teorisi, sonrasinda ise
skaler tensor ¢ekim teorisinin kuramsal bilgileri verilecektir. Ugiincii boliimde oncelikle
simetri kavrami aciklanacak ve daha sonra bu tez ¢alismasinda kullanilacak yontem olan
Noether simetrisi yaklasimi hakkinda teorik bilgi verilecektir. Dordiincii boliimde ise,
sirastyla kiiresel simetrik, silindirik simetrik ve diizlem simetrik uzay-zamanlar ele ali-
narak f(R) ¢ekim teorisi kapsaminda kozmolojik modeller olusturulup, Noether simetri-

leri arastirilacak ve metrik potansiyelleri i¢in ¢oziimler incelenecektir. Daha sonra skaler
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alanli ¢cekim teorisi kapsaminda, LRS Bianchi I tip uzay-zaman ele alinarak kozmolojik
model olusturulacak ve Noether simetrileri arastirilacaktir. Bu durum i¢in quintessence ve
fantom durumlari incelenerek kozmolojik parametreler elde edilecektir. Besinci boliimde

ise elde edilen sonuclar 6zetlenip yorumlanacaktir.
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2. KURAMSAL BIiLGILER

Iyi bir cekim teorisi ilk olarak gdzlemler neticesinde belirlenen gezegenlerin yoriinge
hareketlerini ile galaksi ve galaksi kiimelerinin kendi i¢indeki ¢ekimsel hareketleri iyi
bir sekilde agiklayabilmelidir. Boylece teori diisiik hizlar ve zayif gravitasyonel alanlar
icin Newton teorisine indirgenir. Ayrica giinlimiizde hassas bir sekilde dlctimleri yapila-
bilen Giines sistemi i¢indeki yOriinge hareketlerini de tam olarak agiklayabilmelidir (Will
1993). Dahasi, teori, yildizlar, gezegenler, toz ve gaz bilesenleri ve radyasyon dahil ol-
mak iizere bilinen madde bilesenleri i¢in, gozlenen galaktik dinamikleri dogru bir sekilde
yeniden iiretmelidir. Ek olarak, teori, biiyiik 6l¢cekli yapilarin (galaksi kiimeleri, tistkii-
meler, bosluklar ve filamentler) iiretim problemini ele almalidir. Son olarak kozmolojik
dinamiklerin yeniden tiiretilmesi gerekir. Buna gore, H Hubble parametresi, ¢ yavaglama
parametresi gibi kozmolojik parametrelerin elde edilmesi ve bunlarin giiniimiizdeki de-
gerlerinin son kozmolojik gézlemler ile uyumlu olmasi beklenir (Faraoni ve Capozziello

2011).

2.1. Genel Gorelilik Teorisi

Yukarida belirtilen gerekliliklerin bir cogunu tasiyan en temel teori GRT dir (Einstein
1916). GRT ye gore ¢ekimin olmadig1 durumda uzay-zaman diiz Minkowski uzay-zamani-
na indirgenir. Einstein, GRT i¢in Riemann’1n fikirlerinden yararlanmigtir. Riemann’a gore,
evren egri bir manifold olup bu egrilik astronomik gézlemlerle dlciilebilir. Uzay-zamanda-
ki madde dagilimi ise bu manifoldun egriligini belirler (Eisenhart 1997). Einstein tarafin-

dan 1915’te formiile edilen GRT, yer ¢ekimi iizerine ii¢ temel varsayima dayanir.

e Gorrelilik Prensibi: Bu prensip geregince, fiziksel bir sistemi agiklamak icin tiim
gozlemciler esit Sneme sahiptir. Ozellikle eylemsiz bir referans sistemi tercihi ya-
pilmaz. Fizik yasalar1 sabit bir gdzlemci veya hareketli bir gozlemci i¢in ayni ol-

malidir.

o Esdegerlik Prensibi: Bu prensibe gore, ¢cekimsel bir kuvvet etkisi altinda hareket
ile ivmeli bir hareket fiziksel olarak birbirleri ile aynidir. Yani bir cismin ¢ekimsel

kiitlesi ile eylemsizlik kiitlesi birbirine estir.
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e Genel Kovaryans Prensibi: Bu prensip, alan denklemlerinin tiim koordinat sistemle-
rinde ayni olan kovaryant tensor denklemleri olmasini gerektirir. Fizik yasalar1 tim
koordinat sistemlerinde tiim gozlemciler i¢in esdeger olmalidir. Bu yiizden GRT

denklemleri tensorel formda ifade edilmistir.

Einstein’in kabul ettigi prensipler dogrultusunda ¢ekim, uzay-zamanin egriligi ile ifade
edilir. Egriligi ifade etmek i¢in metrik kavrami kulanilir. Metrik, uzay-zamanda herhangi

iki nokta arasindaki mesafenin hesaplanmasi ile ilgili olup yay uzunlugunun karesi,
ds® = gabdx“dxb,

seklinde tanimlanmaktadir. Burada g,;, metrik tensordiir. Bir uzay-zaman araligi, dort bo-
yutlu diferansiyellenebilen bir A/ manifold ile temsil edilir ve metrik tensor, A/ manifoldu
izerinde kovaryant, ikinci mertebeden, simetrik tensor olarak verilir. Bu tez calismasinda,
dejenere olmayan bir metrik i¢in isaret (4, —, —, —) olarak alinmigtir. Boyle bir metrik
Lorenz Manifoldu iizerinde tanimlidir denir (Faraoni ve Capozziello 2011).

GRT’de kullanilan diger bir geometrik nicelik de kovaryant tiirev ile iligkili baglantiy1
veren Christoffel sembolleridir. Kovaryant tiirev, vektorel hesaplamalarda yonlii tiirevlerin
bir genellestirmesidir ve manifold iizerinde bir vektoriin bir noktadan digerine paralel
tasinmasini saglar. Paralel tasimay1 saglayan bu nicelikler, g,, metrik tensor ile hesaplanan

Christoffel sembolleri olup,

1
Iy, = 590d(gda,b + Gdb,a — Gab,d)s

seklinde ifade edilirler. Buradan yola ¢ikarak Riemann egrilik tensortl,

a _ a a a e a (&
R%ea = Uy — Upae + Teel'pa — Daelhe

€

olarak hesaplanir. Dordiincii ranktan Riemann egrilik tensoriiniin kontraksiyonu yolu ile
ikinci ranktan Ricci tensori,

Rab = Rcacb7

olarak elde edilir. Tensorel bir niceligin mertebesi indis sayisi ile belirlenip rank olarak
adlandirilir. Kontraksiyon iglemi ise iist ve alt indisleri birine esitleyip tensorel niceligin
mertebesini azaltma islemidir. Benzer sekilde Ricci tensoriiniin kontraksiyonu yolu ile de
Ricci skaleri,

R= gabRab - Raaa

6
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elde edilir. Ricci skaleri, Einstein-Hilbert eyleminin onemli bir parcasidir.

GRT’nin alan denklemleri en kiiciik eylem ilkesi 6.4 = 0 ile tiiretilebilir. Burada A

A:/d‘lx/l,

olarak dort boyutlu uzay-zaman iizerinden £ Lagrange yogunlugunun integrali ile ifade

eylemi,

edilir.

Einstein GRT teorisini veren eylem integrali,

A= /d4$\/—_9(£ + L), 2.1

Einstein-Hilbert eylem integralidir. Burada £,,, madde i¢in Lagrange fonksiyonu, g ise

8rG
P!

gap metrik tensoriiniin determinanti ve kK = diir. Ayrica burada G, kiitle ¢ekim sabiti
ve ¢, 151k hizidir. (2.1) ile verilen eylem integralinin g,;, metrik tensoriine gére varyasyonu

alinarak, Einstein alan denklemleri (EAD),
1
Rab - §Rgab = KJTaln (22)

elde edilir. Burada 7}, enerji momentum tensorii olup,

2 0(V=9Lm)
v=g 69

seklinde tanimlidir. Enerji-momentumun korunumu yasasi geregince

Tab:_

T, =0, (2.3)

dir (Carroll 2004; @yvind Grgn 2007).

2.2. Standart Kozmolojik Model

Kozmoloji, evrenin biiyiik 6l¢ekteki yapisi ve evrimini inceler. Biiyiik dl¢ekler s6z konusu
oldugu zaman evreni homojen ve izotrop olarak diisiinebiliriz. Standart kozmolojik mo-
del, bu kozmolojik prensibe dayanarak olusturulur. Gozlemcinin baktig1 her noktada evre-
nin ayn1 olmasi, evrenin homojenligini, gézlemcinin baktig1 her dogrultuda evrenin ayni
olmasi, evrenin izotroplugunu ifade eder. Bu ilkeye gore evrende 6zel bir konuma sahip
herhangi bir yer yoktur. Boyle bir evren i¢in uzay-zaman, z* = (t,7,6,¢), (u =0, 1,2, 3),
kiiresel koordinatlarda FLRW metrigi,

dr?

2 _ 32 2
ds* = dt” — a(t) 2

+ 7r2df* + r?sin® 0dy? | | (2.4)

7
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ile ifade edilir (Weinberg 1972). Burada a(t) 6lgek carpanidir. Ayrica k egriklik paramet-
resi olup, £ = 0 i¢in diiz evren, £ = +1 i¢in pozitif egrilikli kapal1 evren, £ = —1 i¢in

negatif egrilikli agik evren geometrilerini ifade eder. (2.4) FLRW uzay-zaman metrigi i¢in
. . 2 k
R=6(2+Z 42,
a a*>  a?

Standart kozmolojik model i¢cin, GRT’de EAD’larn sol tarafinda geometri icin FLRW

Ricci egrilik skaleri,

olarak hesaplanir.

uzay-zamani, sag tarfinda madde i¢in de enerji momentum tensorii olarak ideal akigkan

kullanilir. Ideal akiskan enerji momentum tensorii,

Tab = (P + p)uaub — PYab,

seklinde ifade edilir. Boyle bir enerji momentum tensorii kozmolojik prensibe uyar. Bu-
rada, u dort-hiz, p enerji yogunlugu, p izotropik basingtir. Ayrica dort-hiz i¢in u®u, = +1
kosulu saglanmalidir.

(2.2) ifadesinden EAD’lar hesaplanacak olursa; Friedmann ve ivmelenme denklem-

a\* 1 koA
a) 3 a? 3’
i 1 A
Z=_Z 3 =
C =gl T3+ g,

elde edilir. Ayrica (2.3) ifadesinden de korunum denklemi,

leri,

p=3=(p+p). (2.5)

olarak bulunur (d’Inverno 1992). Buradan ¢oziim yapabilmek i¢in basing ve yogunluk
arasindaki iligkiyi veren bir ifadeye ihtiyac¢ duyulur.

Durum denklemi, basing, hacim, sicaklik veya i¢ enerji gibi belirli fiziksel kogullar
altinda maddenin durumunu tanimlayan durum degiskenleri ile ilgili bir termodinamik
denklemdir (Perrot 1998). ideal bir gaz icin, basing ile enerji yogunlugu arasindaki iliskiyi
veren durum denklemi,

p=wp, (2.6)

olarak ifade edilir. Buradan durum denklemi parametresi (EoS) w = p/p olarak da ele

almabilir. EoS parametresi, w = 0 iken relativistik olmayan toz benzeri ideal akigkan,

8



KURAMSAL BILGILER I. BASARAN OZ

w = 1/3 iken relativistik 1s1n1m benzeri akigkani ifade eder. Evren, karanlik enerji baskin
durumda ise, EoS parametresi w = —1 iken AC' DM kozmolojik modelini, —1 < w <
—1/3 iken quintessence ve w < —1 iken fantom karanlik enerji durumlarini ifade eder.

(2.6) ifadesi, (2.5) denkleminde yerine yazilirsa,

p=poa ),

yogunluk ifadesi elde edilir. Burada p,, ¢ = 0 anindaki enerji yogunlugudur. Madde bas-
kin evren (w = 0) igin p = pya 2, 1s1mm baskin evren (w = 1/3) igin p = pya* ve
karanlik enerji baskin evren (w = —1) i¢in p = p, olur.

Kozmolojik parametreleri irdelemek tizere a(t) 6lgek carpaninin Taylor serisi agilimi

ilk {i¢ terimini alirsak,

(t —to) + Lda
t=to 0 2 dt?

a(t) = a(ty) + @

2
i (t —t0)7, 2.7

t=to

elde ederiz. (2.7) ifadesini a(ty) giiniimiiz 6l¢ek carpanina bolersek,

t=to 2alt=

elde edilir. Burada da a(ty) = 1 olarak alip,
1
&(t) ~1+ Ho(t — to) — 5QOHg(t — tQ)Q,

biciminde yazabiliriz. Buna goére Hubble parametresinin,

ve yavaglama parametesinin,

(2.8)

_ (aa
do = <§) bty
seklinde tanimli oldugunu goriiliir. (2.8) ile ifade edilen yavaglama parametresi tanimdan,
qo’min pozitif degerleri i¢in @ negatif olup evrenin genislemesinin yavasladigi, ¢, nin ne-
gatif degerleri icin a pozitif olup evrenin genislemesinin hizlandig1 goriilmektedir (Ryden

2003).
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2.3. f(R) Cekim Teorisi

GRT’nin, yeni gozlemleri de kapsayacak sekilde genisletme ¢aligsmalari uzun bir gecmise
sahiptir. Bunlar icerisinde en ¢ok dikkate alinanlardan birisi, Einstein-Hilbert eylem in-
tegralindeki R Ricci egrilik skaleri yerine onun bir fonksiyonu olarak f(R) iceren bir

teori inga etmektir. f(R) cekim teorisi i¢in eylem integrali,

A= / d*z/=g[f (R) + kL], (2.9)

ile ifade edilir. Bu teoriye ait (2.9) eylem integralinin g,;, metrik tensore gore varyasyo-

nundan f(R) ¢ekim teorisine ait alan denklemleri,
1
Rapy — ERgab =r1T0 + T3, (2.10)
olarak elde edilir. Burada

1 [9a
Ty =+ [&(f — Rfr) + frab — 90 fr
frl?2

dir. Ayrica fr # 0, fr = %, O = ¢*“V.V, ve V., kovaryant tiirev operatoriidiir.
f(R) = Riken f(R) ¢ekim teorisi standart Einstein ¢ekim teorisine indirgenir (Sotiriou
ve Faraoni 2010).

f(R) ¢ekim teorisinin alan denklemleri dordiincii mertebeden lineer olmayan dife-
ransiyel denklem sistemi olup ¢6ziim bulmak oldukca zordur. Alan denklemlerine ¢oziim
bulabilmek i¢in kullanilan yontemlerden biri Noether simetrisi yaklagimidir. Bu yaklagim
ile f(R) 1 formu belirlenebilecegi gibi, f(R) i¢in uygun bir se¢im yaparak da Noet-
her integralleri (korunumlu nicelikler) elde edip ¢oziimleri irdelemek miimkiindiir. Statik
kiiresel simetrik uzay-zaman ele alinarak yapilan bazi ¢alismalar Noether simetrisi yak-
lagim1 kullanilarak ¢ekim teorileri i¢in ¢oziim bulunabilecegini gostermistir (Capozziello
vd 2007). Capozziello ve DeFelice (2008) f(R) ¢ekim teorisinde FRLW uzay-zamani ele

alarak Noether simetrisi yaklasimi ile kozmolojik ¢oziimler elde etmistir.

10
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2.4. Skaler Tensor Cekim Teorisi

Bagka bir alternatif ¢ekim teorisi ise metrik tensor yaninda bagimsiz olarak skaler alam
da iceren skaler tensor teorisidir. Skaler tensor teorisini ilk olarak (Jordan, 1955) ortaya
atmistir. Burada, dort boyutlu egri bir manifold icerisine bes boyutlu diiz bir uzay-zaman
yerlestimeye calismis ve boyle bir projektif geometiriyi formule etmek icin kullanilacak
kisitlamanin dort boyutlu bir skaler alan olabilecegini gostermistir. Skaler alan evrendeki
maddeye katkida bulunmaktadir (Weinberg 1972).

Skaler tensor teorisi i¢in eylem integrali,

e / /g (F(gb)R _ %aﬂs@w _ V(¢)) AL @.11)

seklinde ifade edilir (Nordtvedt 1970). Burada F'(¢) skaler alan ile egrilik arasindaki
ciftlenim fonksiyonudur ve w ve V' potansiyel skaler alana bagh fonksiyonlardir. (2.11)
eylem integralinde, F'(¢) = ¢ ve w(¢) = w = sabit durumlari i¢in skaler tensor teorisi,
Brans-Dicke c¢ekim teorisi olarak adlandirilir (Brans ve Dicke 1961).

(2.11) eylem integralinde, 167 faktoriiniin tiim terimlerle ¢arpim durumunda oldugu
g6z oniinde bulundurulmalidir. Buna gére F'(¢) = 16m¢ bi¢iminde yazilabilir. ( 2.1) ve
(2.11) eylem integrallerini karsilastirildiginda, bu teoride kiitle ¢cekim sabiti yerine efektif

kiitle cekim sabiti ile ters orantili olan,

1
F(¢) = 167Gy
ifadesinin oldugu goriiliir. Buna gore F'(¢) fonksiyonu ¢ok yavag degisim gostermelidir.
Bu durum, Dirac (1938) tarafindan savunulan, kiitle cekim sabitinin zamana bagimli ol-
masi gerektigi fikrine uyum saglamaktadir (Yasunori Fujii 2007).
Bu teoride, eylem integralinin g,, metrik tensoriine gore varyasyonu alinarak alan

denklemleri,
1
F(6)[Ray = 5 Rgw) = 87T55 = oy + F(9):a — 9 0IF(9),

olarak bulunur. Burada, OF(¢) = g®F.,; ve

7 = A 450,00 + 22V (0

dir. Eylem integralinin ¢ skaler alanina gore varyasyonundan,

O +wV () s = wF(9) ¢,

11
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elde edilir.

Basilakos vd (2011), skaler alanl kiitle ¢cekim teorisinde, FLRW uzay-zamani i¢in No-
ether simetrisi yaklagimi ile ¢oziimler elde etmis, quintessence ve fantom karanlik enerji
modellerini irdelemiglerdir. Skaler alan ile minimal olmayan eslenimli ¢ekim teorisinde,
Bianchi I-III-KS uzay-zamanlar1 i¢in Noether simetrisi yaklagimi simetrilerinin sinifla-

mas1 yapilmis ve ¢oziim elde edilmistir (Camci ve Kucukakca 2007; Camci vd 2016).

12
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Simetri

Simetri, bir matematiksel nesnenin i¢sel bir 6zelligidir ve belirli doniisiim siniflar altinda
(oteleme, donme, yansitma, tersine ¢evirme veya daha soyut islemler gibi) degismez kal-
masina neden olur. En basit anlamda bir simetri, fiziksel bir sistemi degismez birakan
bir doniistimiidiir . Matematikgciler, simetriler ile ilgili olarak calismak i¢in, Grup teorisi
baglig1 altinda sistematik bir yol gelistirmiglerdir. Grup teorisi, simetrinin matematiksel
dilidir ve doganin yapisinin ifade edilmesinde 6nemli bir rol oynar (Leon M. Lederman
2004).

Sophus Lie, adi diferansiyel denklemleri (ADD) ¢ozmek icin yontem gelistirmek
tizere Lie gruplar1 adin verdigi siirekli gruplari gelistirmistir. Buna gore Lie, bir ADD’in,
nokta doniisiimlerinin bir tek paremetreli Lie grubu altinda degismez kalmasi durumunda,
serbestlik derecesinin bir kademe inebilecegini gostermistir
(George W. Bluman 2002).

Temel 6zellik olarak bir ADD’in Lie nokta simetrisi, her bir ¢6ziimii, ¢oziim kiimesi
icerisindeki baska bir ¢oziime doniistiiren yerel grup doniistimleridir (George W. Bluman
1989; Olver 1986). H(z,y,v,y", ...,y™) = 0 ifadesi, n. mertebeden bir ADD olmak

iizere Lie simetri kosulu, X ™ H = 0 olup,n. mertebeden genisletilmis vektor alan,

0

0 0 , N, n / n
x™ =& y) 5 +77(x,y)a—y +77(:c,y,y)a—y,+ ™ (@, Y,y ey )a_yn

dir (Hans Stephani 1989).

Noether simetrileri ise Lagrangiandan elde edilen simetrileridir. Lagrangiandan elde
edilen her bir varyasyonel simetri ayn1 zamanda bir Lie simetrisi oldugu i¢in, Noether
simetrileri, Lie simetri cebirinin kapal1 bir alt cebiridir (Basilakos vd 2011). Bu tez ¢alis-
masinda, Lagrangian simetrileri arastirtlacagi icin Noether simetrisi ¢aligiimistir.

3.2. Noether Simetrisi

Eger herhangi bir £ Lagrange fonksiyoneli i¢in, bir G (7, ¢*) fonksiyonu mevcut ve

XUz +£(D¢) = D,G, (3.12)

13
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Noether simetrisi kosulu saglaniyorsa, verilen diferansiyel denklem sistemi i¢in

Noether simetrisi dogurucusu,

0 A 0
X = 5(7_7 qk)g + nZ(Ta qk) 8q17

ile verilir. Burada, D, = 0/07 + §*0/0q" tam tiirev operatorii olup X | X ile verilen
Noether simetrisi dogurucusunun ilk genisletmesi (extension veya prolongation) adini alir
ve

0
X[1]2X+77k Tvqlaql a0
(rid )5

seklinde ifade edilir. Burada, 7*(7, ¢, ¢') = D,n* — ¢* D¢ olarak tanimhidir. Her Noether
simetrisi i¢in,

oL
o

bagintisi ile ifade edilen ve denklem sistemine ait bir korunumlu nicelik vardir. Bu baginti,

I = —§EL+7)i

G, (3.13)

cOziimil aranan diferansiyel denklem sistemine ¢6ziim bulunmasinda 6nemlidir. Burada,

E; = (3.14)

of £
enerji fonksiyonudur.

G0z Oniine alinan genisletilmis ¢ekim teorisinin dinamik degiskenleri olarak ¢* genel-
lestirilmis koordinatlar1 alindiginda, yukarida anlatilan Noether simetrisi yaklagimi kulla-
nilarak ¢ekim teorisi ile iligkili korunumlu nicelikler bulunabilmektedir. Boylece, karsilik
gelen ¢ekim teorisi modeli icin yeni bir kesin ¢oziim elde edilmesi miimkiin olabilir.

Noether teoremine gore, Noether simetrisinin varlig1 dinamiksel sistemde bir dongii-
sel degisken (cyclic variable) elde etme olanag: saglar (Capozziello ve DeFelice 2008).
Herhangi bir £ Lagrangiani i¢in Euler-Lagrange denklemleri,

d (0£\ oL
= (aqi) Nl (3.15)

seklinde ifade edilir. Burada nokta, 7 degiskenine gore tiirevi gostermektedir. Genisletil-
mis vektor alani,

: 0

X¢ =X + ab k —,

(4) 5

aai, sonsuz kiiciik nokta doniisiimiinii gosteren
q

seklinde yazilabilir. Burada X = a‘(q)

vektor alandir.

14
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L nin X yoniindeki Lie tiirevi,

oL

£xeL=XL =XL+ ai(qk)aqi,

olur. Burada (3.15) o ile ¢arpilip (3.16) ifadesi ile karsilagtirildiginda,

d 0L
— o' == ) = Lxe
i (a5) ~ 4
oldugu goriiliir. Eger,
i OL 0L
£XC'C = (Q)aqz +a (q )8ql - Oa

(3.16)

(3.17)

ise, X“ genisletilmis vektor alani, £ nin temsil ettigi dinamik yapiya ait simetriyi gosterir.

Bu durumda hareket sabiti,
0L

o' — = sbt,

g

(3.18)

olmaktadir. (3.13) denkleminde, G = 0 ve E;, = 0 alindiginda (3.18) ile verilen hareket

sabiti elde edilmektedir. Bu durum, (3.13) ile ifade edilen korunumlu niceligin daha genel

bir bagint1 oldugunu gosterir.

15



BULGULAR VE TARTISMA I. BASARAN OZ

4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1. f(R) Cekim Teorisinde Statik Kiiresel Simetrik Uzay-zaman
Statik kiiresel simetrik uzay-zaman metrigi,
ds®* = A*dt* — B*dr® — Y (d6* + sin® 0d¢®) (4.19)

seklinde ifade edilmektedir. Burada A, B ve Y metrik katsayilar1 olup r ye baghdir. (4.19)

metrigine ait Ricci skaleri,

R= — | — 42— +2 — — — = 4.2
R ATy Ty By T aB T2 vr|e (4.20)

2 [AH Y// A/Y/ 2B/Y/ A/B/ Y/Q BQ

olarak hesaplanir. (4.19) statik kiiresel simetrik uzay-zaman metrigi i¢in f(R) ¢ekim te-

orisinin (2.9) ifadesi ile verilen eylem integrali,

A = /Eldr = /dr\/—_g [f(R)—XR-R)], (4.21)

halini alir. Burada, A Lagrange ¢arpanidir ve bu carpan (4.21) eylem integralinin R’ye
gore varyasyonu alindiginda A = fg seklinde bulunmaktadir. (4.21) eylem integralinde
(4.20) Ricci skaleri yerine konulup, kismi integrasyon yontemi uygulanarak, f(R) ¢cekim

teorisi i¢in Lagrange yogunlugu,

L= =2 [f (AY2 2V AY') 4 fanl (YA +24YY")]
+AB [fY? - fr(2+Y?R)], (4.22)

elde edilir. (4.22) Lagrangianinda B’ genellestirilmis hiza baglilik yoktur. Bu yiizden B
metrik katsayisinin sistemin dinamik yapisina dogrudan bir katkis1 olmamasina ragmen
alan denklemlerinin varyasyonu sirasinda dikkate alinmalidir. (4.22) Lagrangian fonksi-
yonunun konfigiirasyon uzay1 @) = {4, B,Y, R} seklindedir. Bu degiskenlere gore var-

yasyon alindiginda alan denklemleri,

2" Y2 2Y'B’ 2" B’
fr < + = — > + frrR ( - —) + frerR" + frrR” +

Y Yy? YB Y B
2

+5y2 [fY? = fr(2+ RY?)] =0, (4.23)

Y/2 A'Y! , y! A’ B2
fr <W + 22?) +frrR (27 + Z)+ﬁ [fY? = fr(2+ RY?)] =0,

(4.24)
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A// Y// A/Y/ A/B/ B/Y/ A/ Y/ B/
— — — — , — —_—— —
fR(A+Y+AY AB BY)+fRRR<A+Y B)

1
+fRRRR” + fRRR/2 + 532(f — RfR) =0, (4.25)

A// 2YV/ Y/2 A/B/ 2Aly/ QB/Y, BQ
fRR{7+ vy "V as Ty T BY ave

(2 + RYQ)] =0,

(4.26)
olarak elde edilir. (4.26) denkleminden frr # 0 iken Ricci skalerinin elde edilecegi ko-
layca goriiliir.

(4.22) Lagrangiani i¢in, (3.14) ifadesi ile verilen enerji foksiyonu,

B, = —= [fr (AY? + 2Y AY") + farR' (Y2A' +2AYY")]

2

B
—AB[fY? - fr(2+Y?R)], 4.27)
olarak hesaplanir. (4.22) Lagrangianinin B de8iskenine gore varyasyonundan hesaplanan
(4.24) alan denklemine esit oldugu acik¢a goriilecegi izere £, enerji fonksiyonu sifirdir.
Boylece, B ifadesi ig¢in,

2
~ AT+ R v |

B? fr(AY? +2Y A'Y') + frrR (Y?A' +2AYY"))],
(4.28)
bulunur. Buradan, B ifadesi (4.22) Lagrangianinda yerine yazilarak B’den bagimsiz L5

L£,* seklinde orantil1 yeni bir £, Lagrangiani tanimlanabilir. Bu yeni Lagrangian,

Ly = [frR2+Y?R)—fY?] [fr(A’Y"” + 2AY A'Y") + frrR'(AY?A' +2A°YY")]
(4.29)

biciminde olup kanonik ve B degiskeninden bagimsizdir. Boylece (4.22) Langrangianin

serbestlik derecesi indirgenir ve serbestlik derecesi ii¢ olan yeni (4.29) Lagrangiam elde

edilir (Capozziello vd 2007). Bu yeni Lagrangian £ icin E., enerji fonksiyonu,

Er, = [f[RC+Y?R)—fY?] [fr(A’Y"™ + 2AY A'Y") + frrR' (AY?A' +24°YY")],
(4.30)
olur. £, Lagrangian fonksiyonunun konfigiirasyon uzay1 Q = {A, Y, R} seklindedir. Bu
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degiskenlere gore varyasyon alindiginda alan denklemleri,

—AY frfrr[(RY?+2) (YR +2Y'R) — 2RY"] — 2AY fR[(RY? +2)Y" + 2RY Y "
+ffrrrRARY*R + AY? f frr(2Y'R' + YR') + 2AY 2 f fr(2Y? + YY)
—ARY?(RY? + 2)(frfrrr + far)R =0, (4.31)

—2Afrfrrl(RY? +2)(2AY'R +2YA'R' + AYR') + 2Y RA']
+2AY? f frr(AY R + YA'R + AY'R') — 2f2[(RY? + 2)(Y A” 4+ A?Y”
+AY A" +2AAY') + A’RYY "] — 2A’RY frfrrr(RY? + 2)R/
+2Y ffr(Y?A? + 2AYY A" + A’Y? + A°YY" + AY?A")
+2A%RY3 f frrrR =0, (4.32)

friRr[(RY? +2)(2A%YY' + 4AY A'Y' + 2A%Y"” + AY?A')]
+ARY (YA + 2AY)[(RY? + 2)(frfrrr + far) — Y f frRR)
—AY?ffrr2AYY' +2YAY' + AY? + Y?A') =0, (4.33)

seklinde elde edilir.

Simdi (4.22) ile verilen £, Lagrangiani i¢in, (3.12) Noether simetrisi kosulu,

Ly, 0L Qa£1+ DOy | 0Ly 0Ly 0L | 0L Ok

T eA T e T ey VT R T aa ”’"aB' ”’"aw Uy
/3 ,35 35 , 0¢ , 0

+£1<a tAA T BT Y v 8 aR>

_ G | 06 | p0G 0G L 0G

olur. Burada,

ont ont ont ont ont
1 / / / /
o= G A B Y Gy R

,(O€ , 06 , 0€ , 08 , 0¢
_A<6r+A8A+BaB+Y8Y+R8R>
on? on? on? on? on?

2 / / / /

= +A8A+BaB+Y8Y+R6R
,(O¢ , 06 , 06 , 08 , 0¢

_B<6r+A8A+BaB+Y8Y+R0R>
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on? on? on? o’ o’
3 ! / / /
o= T AGA T B T oy T o
, (08 , 08 , 08 3 , 0
v (&4 L pds vy S
(a oA " Pap T oy RaR>
on* on* on* on* on*
4 / / / /
o= TGt B T oy T ok

/35 , 0 , 08 ¢ , 0¢
_R<a AT B Y op RaR)

seklindedir. (4.34) Noether simetrisi kogsulundan elde edilen diferansiyel deklem sistemi,

g,A - Oa g,B = Oa g,Y = Oa g,R = 07
Y(2fR77?r + YfRRﬁflr) + BG7A = 0, G,B = 0,
Afr(Ynl 4+ An’) + 4AY fren, + BG y =0,

2Y<Y7]71T -+ Ani«)fRR -+ BG7R = O,

2frn°s + Y fren'y =0, 2frn’s +Y fren's =0,
Yn}B + QAT]?B =0, Yn’lR + QAT]?R =0,
fr(Yn's + An’g) + AY fren’p = 0,

Y 2 3 4 3 1 Y2 4
Efpﬂ? — frn” =Y fren" =Y frRO0y + 04 —¢&,) — < My

_AfRn?A - AYfRanLA =0,
Y2
2§fRR772 —AY frrn® = 2Y? frrrn® — 4Y frn’s — AY fren’y

=2V frr(n’p +n'a —€,) =0,
A
frn' = EfRUQ + Afrri’ +2Y frny + 2Afr0 + 24Y freny — Afr€, =0

AY
Y frrn' — ?fRan + Afran® + AY frren* + Y frn'g + Afrn’
YQ
+777Y + AYfRR(ﬁ Y + nR 57‘) = 07
B(Y?*f— (RY?*+2) fr)n' + A(Y?f — (RY?+2) fr) n*
+2ABY (f — Rfr)n* — ABfrr (RY* +2) 1"

+AB(Y?f — (RY?+2) fr) €, — G, =0, (4.35)

olarak elde edilir. Burada verilen kismi diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziimii i¢in f(R)
fonksiyonunun formunu segmek gerekebilir. Boylelikle Noether sabitleri elde edilip f(R)
cekim teorisinde statik kiiresel simetrik uzay zaman i¢in ¢6ziim elde edilebilir.

(4.35) kismi diferansiyel denklem sistemi ¢oziimii icin f(R) = foR" se¢imi yapilacak
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olursa, Noether simetrisi dogurucusunun bilesenleri,
E=F(r), n'=A2n-3)q,
N’ =Bl —F'(r), 1n’°=Ye,
n'=—=2Rc;, G =c, (4.36)

olarak elde edilir. Burada c; ve ¢, integral sabitleridir. F'(r) ise r” ye bagh keyfi bir fonk-

siyondur. Buradan Noether simetrisi doguruculari,

X1 = (2n — 3)6,4 + B@B + Y@Y - 2R8R,

Xy = F(r)0, — F'(r)Bog, (4.37)

olur. (3.13) kosulu kullanilarak (4.37) simetrilerine karsilik gelen Noether integralleri,
I = 2nf0AY2 R |2(n — Q)AZ/ —(n—1)(2n — 1)1;; (4.38)
I, =F(r)E.,, (4.39)

olarak belirlenir. Buradan (4.38) Noether integrali,

—1)(2n—-1)R I,BR'™

g =D -VR L , (4.40)

2(n —2)R dn(n — 2) foY?

seklinde yazilabilir. Boylece metrik potansiyel A(r) igin,
(1—n)(4n—5)

(n—1)(2n—1) ]1 BR 22
A=R 22 |A d 4.41
T A ] 4

ifadesi elde edilir. Burada A, integral sabiti ve n # 0, 2 dir.

Buraya kadar, (4.22) ile verilen indirgenmemis £; Lagrangiani i¢in ¢oztimler irde-
lenmistir. Bundan sonraki kisimda ise (4.29) ile verilen indirgenmis £, Lagrangiani i¢in
cOziimler arastirilacaktir.

(4.29) ile verilen L, Lagrangiani i¢in, (3.12) Noether simetrisi kosulu,

DL, 0L, 0L, 0L 0L  LOL 0L
Sor T aa T Ty TR Thaa Yy T hgR
o 9c 06 dEN oG 9G  ,0G  dG
A Y R8R> A vy T LRI 442)
olur. Burada,

+£1< o taat oy T or

ont ont on* ont o0& o0& o0& o0&
1 ! ! / / ! ! /
= v AT T oy TR A(8T+A8A+Y8Y+R8R>

817 on? on? on? o0& o0& o0& o0&
2 / / / ! / / /
=g YA T oy T aR Y<8r+A8A+Y8Y+R8R>
o’ on? on® on? )3 /3 )3 0/3
3 / / / / / /
=g YA T oy TR R(a AT Y o5+ R8R>
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seklindedir. (4.42) Noether simetrisi kosulundan elde edilen diferansiyel deklem sistemi,

f,A =0, §,Y =0, §,R207

AYQQ2frn’ + freY D) — G a =0

AQ[fr(Ynl + An’) + frrRAY %] — Gy =0,

AY Qfrr(Yn) 4+ 247%) — G =0,

AYQ(2fRn?A + fRRYn?A) =0,

AY Qfrr(Yp + 2A07) =0,

20frn' + 2AY Qfr(Rfr — [)n* + AQfrr(2fr(2 + Y?R) — fY?]n’
+Qfr(2Y 0y + 2405 — AE,) + 2QfrrAY 1% =0,

20frYn' + 2Afr(2fr + 3Y*(Rfr — [)In? + 2AY frr[ + fr(2+ Y?R))n’
H2QfRAY (0 + 14 — €,) + Al + QfrrAY (Y0 + 24n7%) =0,
QfrrY*n' + 2AY fre[Q+ Y2 (Rfr — N]n* + AY?[Qfrrr + [2r(2 + Y2R)]n’
20 frAY 1%, + QfrpAY [Y (0% + 01y — €,) + 241%] = 0,

AQAY frrn’ + 242 frplQ + 2Y*(Rfr — f)In° + 2A°Y [Qfrer + frr(2 + Y2R)n®
20 frA(Y 0, + An’g) + QfrrAY 2A(0 + 1% — €,) + Y] =0,

G, =0, (4.43)

olarak elde edilir. Burada Q = [fr(2 + Y?R) — fY?] dir. f(R) = foR" formunda alip

(4.43) simetri denklemleri ¢oziimii,

n' = %A + (2n — 3)c3A, n* = c3Y, n® = —2c3R,

f =cr+ Co, G = Cq4, (444)
olur. Burada c; integral sabitleridir. (4.44) ifadelerinden Noether simetrileri,

Xl = 87'7 X2 = Ta?“ + §8A7
Xy = (2n — 3) A4 + YOy — 2R0g, (4.45)
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olur. (4.45) Noether simetrilerinden elde edilen Noether integralleri,

I, = —nAf2R*3 (2n + (n — 1)RY?) [(n —1)Y2A'R

42V (RA' + (n — AR Y’ + ARW} , (4.46)
L= %nA R (2n+ (n — 1)RY?) [(n —1)Y?*(A-2rA) R
42V (—2rRA' + A(R — 2(n — 1)rR)) Y’ — 2rARY’2] , (4.47)

Iy = nAffR*7*Y? (2n + (n — 1)RY?) [ —2(n —2)RA’
(n—1)(2n — 1)AR'] , (4.48)

olarak bulunur. Buradan, (4.48) ile verilen /3 korunumlu niceligi yardimu ile,

_ (4n—>5)(n—1)

I3 R (n—2)

(2n—1)(n—1)

A2 =R -2

coziimii elde edilir.
(4.49) ifadesinden, Y (r) = r, B(r) = 1/A(r) ve n = 1 sec¢imleri yapilarak,

I3

A2 = Ay — 2
0 ngra

(4.50)

bigiminde Schwarzschild ¢dziimii elde edilir. Burada, hareket sabiti, I3 = 4G M fZ olarak
ifade edilebilir. Ayrica, (4.28) denkleminden B(r) ifadesi hesaplanir ise Ay = 1 olmast
gerektigi goriiliir. Bu sonuglara gore, (4.20) ifadesinden Ricci skaleri R(r) = 0 olur. Bu
durumda, (4.46), (4.47) ve (4.48) Noether integralleri i¢in I3 = — I, ve I; = 2f2 sonuglar
ortaya cikar.

Daha sonra, Y (r) = r,n = 5/4 ve R(r) = 5/r? se¢imleri yaparak, (4.49) ifadesinden,

A 41
a= o, O (4.51)
V5 22552
olarak elde edilir. (4.28) bagintisindan ise B2,
641
B=(1-—">—)! (4.52)
2255 Ao f3r
seklinde bulunur. Bu sonuglara gore, (4.46) ve (4.47) Noether integralleri hesaplanir ise
I = —% ve I3 = —I, sonuglar elde edilir. Boylece, A% = f}—%(r + £) ve B* =
(1+ %)_1 seklinde ifade edilebilir. n = 5/4 degerinin Giines sistemi gozlemleri ile

uyumlu deger aralig1 disinda oldugunu belirtmek gerekir (Clifton ve Barrow 2005).
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4.2. f(R) Cekim Teorisinde Statik Silindirik Simetrik Uzay-zaman

Statik silindirik simetrik uzay-zaman metrigi (Sharif ve Arif, 2012),
ds® = A(r)dt* — dr* — B(r)(d6* + o*dz?), (4.53)

seklinde ifade edilebilir. Burada A ve B metrik katsayilari olup r ye baghdir. Statik silin-

dirik simetrik uzay-zaman metrigi icin Ricci skaleri,

2B// A// B/2 A/2 A/B/
4 b 4.54
B T4 op o Ame (4.54)

R:

olarak hesaplanir. Burada ('), r ye gore tiirevi ifade eder.

f(R) ¢ekim teorisinde (2.10) ifadesi ile verilen alan denklemleri’nin sol tarafi geomet-
riyi sag tarafi ise madde kistmini ifade eder. Geometri kisimi icin ele alinan uzay-zaman
metrigi kullanilir. Korunumu yasasindan 7%, = 0 = p = poA% elde edilir. (2.9)
eylem integralinde (4.54) Ricci skalerini yerlestirip, lagrange ¢carpani metodu ve kismi

integrasyon metodu ile Lagrangian,

. _Oé_fR ! 1/ o E ! D/ _ % 12 _ ! D/
L= \/ZA B afRR\/ZA R -5 VAB” - 2afrpVAB'R
+aVAB[f — Rfr — kpeA” 5], (w #0) (4.55)

olarak elde edilir. (4.55) Lagrangian1 konfigiirasyon uzay1 Q = {A, B, R} seklindedir.
(4.55) ile verilen Lagrangianin ifade ettigi ¢cekim teorisi icin (2.10) ifadesinden, alan denk-
lemleri,

fr (A" AB A?\ f B 2
T\ s - ) — g \farBg + farB + frrrl

]_ 14w
F—kp A =0,  (4.56)
w

fR A// A/2 B// B/2 f fRR R/ A/ B/
2— — 44— -2 |+ % — 42—
A" TtE )t T\ At

_ 14w

—rpy AT =0, (4.57)

4

fr (,B"  A'B [ freR (A DB " 2
2§+AB +§—|— 5 Z+§ + frrR" + frrrR

14w

—KpgA~ 2w =0, (4.58)
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olarak elde edilir. Burada, (4.55) Lagrangianinin A ve B’ye gore varyasyonu ile (4.56)
ve (4.58) alan denklemleri, ?’ye gore varyasyonu ile de (4.54) Ricci skaleri ifadesi elde
edilebilir. Ayrica, (4.55) Lagrangiani i¢in enerji fonksiyonu,

fR A// A/Q B// B/2 f fRR A/ B/ , pO
E;,= 2 — — 44— —2 L ) R
=y Fa ettt i) oty (A i) e

2w

dir. Bu ifade (4.57) alan denklemine karsilik geldigi i¢in £/, = 0 oldugu goriiliir. Bu denk-
lemler dordiincii mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemler olup ¢6ziim bulmak
icin Noether simetrisi yaklasimi kullanilacaktir.
(4.55) Lagrangiani i¢in, (3.12) Noether simetrisi kosulu,
5%_’_7} oL 422k , 0L +p2k 3 0L . 0L o2 5 OL o 3 0L
0A 0B oR "0A "oB' "OR'

o B6 o ok oG 0090 oG
+£(8 A BaB—i—RaR)— A L LR (459

o YoaTP e T Var
olur. Burada,
377 ont ont ont o0& o0& 0& o0&
1 / ! / / / / /
=g At T o A<8T+A8A+38B+R8R>

o’ on’ on? on? 23 o¢ 23 23
2 / / / / / /
o TAeat B e TR T <8r+A8A+BaB+R8R>

37] on? on? on? ¢ f , 08 ¢
3 ! / / _ / / /
=g TAGA T B tigg 1 <87“ tA S+ Bog TR aR>

seklindedir. (4.59) Noether simetrisi kosulu asagidaki diferansiyel denklem sistemini ve-

rir:

g,A =0, g,B =0, S,R =0,
« (fR’f]?T + BfRRﬁi.) + \/ZG’A =0,

A 2
e [fR (77,17" + gr) + 2AfRRT]i~] +VAG =0,

a frr (Bn}r + 2An?r) + \/ZG’R =0,

fRnQA +B fRRn§A =0, Bn}R +2 An?R =0,

Ifrnt frn’ Bfri;
Y + fran® +2 AB+2fRn2B+4fRRB77%—fRf =0
f;z + fre’ +fR77A+fR 77A+2AfRR77A+fR773+fRRBTIB frE, =0
fR77 Afrrn?
_f};’j + ngTI + frrRN® + B’R + fRENR + fREN'A + 2 TA — frrg, =0
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frn Bfrn,
+ 2 frrR7 +le+ Rn’R‘f‘QfRRTI?R‘F ZH’B

A B
) {ﬂnl + \/Zn2 + \/ZB{f
2V/A "

%'t + a VABRfrpi® + G, = 0. (4.60)

fRRnl
A
14w

(=f + Rin+rppd5

_aBrpy(l+w)
VAw

Bu denklem sistemi i¢in ¢esitli kosullar altinda ¢oziimler incelenmistir. Genelde, GRT

+2 fren’s — 2 frrE, =0

A™

Lagrangian icin asikar olmayan Noether simetrisi mevcut degildir. Asagida, (i) duru-
munda GRT icin elde edilen agikar olmayan Noether simetrileri ve bunlar1 doguran 6zel
durum denklemi parametreleri ¢aligilmistir. (ii) durumunda ise genel f(R) = foR" iken
Noether simetrileri incelenmistir.

(i-a): f(R) = foR, w = —1, foy, py > 0 kosullar1 ile ¢ = \/6’;% olmak iizere Noether

simetri vektorii bilesenleri agsagidaki gibi elde edilir:

£ =c1 + ce? 4 ey,

A
nl — —g(CQGZT/2 o 636767‘/2> +

@r/4_|_c effr/4
3 )

B1/4(

A
_2B3/4 (06647“/4 + 076—67*/4) + 208147
B
772 — _g(c e51”/2 . 636767“/2) + Bl/4(c6eér/4 + 676787“/4) . CgB,

3

G afo \/_862(0 e"? 4 cze Z’"/z) Oé?{b 33/46(046”/4 — c5e*f7“/4)

_ 047% VABY (e — 161 4 o, (4.61)

Buradan Noether simetrileri,

Xlza’r’)
or/2 ¢ O‘fO /AR 2r/2
X, =¢€ 8T+§(A8A+B83) = ABl%e
—tr /2 t afO [AB(e "/,
X3 =€ ar — g (AaA + BaB) == AB/f%e
VA af
Or/4 _ 0 3/4y tr/4
X4 (& /B1/48 G——TB/EG /,
VA af
—Llr/4 _ 0 »3/4) —br/4
X5—€ / 31/48 G——TB/KC /,
_ r/4 1/4 ~afy 1/4__er/4
Xg ="/ ( 283/46A+B/8) G == VAB e lt,
__—tr/4 1/4 _ afo rrpija, e
X7—€ / (—233/48A+B/83) G——T AB/ﬁe /,
Xgs = 2404 — BOg, (4.62)
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olarak bulunur. Herbir Noether simetrisine karsilik gelen Noether integralleri,

L =—FE;=0,
¢ A B
I = —e“ﬂgafo\/ZB (Z +25 - 5) ,
¢ A B
13 = B_ET/QgOzfo\/ZB (Z + 2? + E) s
B ¢
[4 _ _eﬁ’r/4afOBS/4 (E . g) ’
Ir/4 4 ' £
[5 =e r/ OéfoBg/ (E -+ g) y
A B ¢
I = —667"/404]00\/281/4 (Z + ﬁ - 5) ,
I; = —e "t fyV/ ABY* AL
A 2B " 2)°
A B
Iy = afyV/AB (Z — E) : (4.63)

seklinde elde edilir. (4.63) Noether integralleri kullanilarak,

2
Le /% + 13€ZT/2 = §€2af0\/ZB,

[66767’/4 _ [7€Zr/4 _ €2af0\/ZBl/4,
I4€—€r/4 _ I5€€r/4 B 126—67’/2 4 13667‘/2

= 4.64
gafo 166767‘/4 _ [7efr/4’ ( 6 )
ifadeleri bulunur ve buradan da A(r) ve B(r) metrik katsayilar1 igin,
I effr/4 — T eer/4 2
AGr) = A i
(Iye~tr/4 — Iyetr/)?

B(r) = By (Lie™"/* — L)' (4.65)
¢oziimleri elde edilir. Burada By = (ﬁ)“/ Sve Ay = (2)¥ 3W dir. Ayrica bu
coziimlere gore, p, = % ve 1417 + I51s = 0 kosullar ortaya ¢ikar.

Daha sonra (4.60) denklemi incelenirken, durum denklemi parametresinin w = —1/4

ve w = 1/5 degerleri i¢in fazla simetrinin varligi goriilmiistiir. Bu durumlar asagida ayr
olarak incelenmektedir.
(i-b): f(R) = foR, w = —1/4, fy, p, > 0 kosullar1 altinda Noether simetrisi vektorii

bilesenleri,

1A A
_ 1 _
E=arte,  n'=—a—g = ool
5B

0 = g+ BY4(¢eqr + ¢4), G = —c2afoVAB* + ¢5,  (4.66)

c3r + ¢y),
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olur. Noether simetrileri,
4A 5B

X1 = &, X2 = T‘ar — ?3/; + ?837
A
X3 = —WTQL; + BY*r05 G = —2afo\/ZBl/4,
A
X, = — 5204+ B0, (467)

seklinde bulunur. Her bir Noether simetrileri i¢in Noether integralleri,

I, =—E; =0,

I, = —%cho\/ZB (%/ + 5%) ,

Iy = —%afox/ZBl/‘* [4 —r (% + 2%/)] :

I, = %afO\/ZBI/“ (% + 2%,) , (4.68)

olarak hesaplanir. Bu durumda (4.68) Noether integralleri arasinda,

Iy —rl, = 2afo/ABYA,
’f’[4 - [3 B’ A
I = = +2—
! 4 (B * A) ’
BA? = ko(rly — I3)*, (4.69)

bagntilar1 vardir. Bu bagintilardan, A(r) ve B(r) metrik katsayilari,
31
10k0 (7’[4 — 1'3)304]“0[4
31
10]60(7“]4 — [3)3&f0[4

seklinde bulunur. Burada p, = 32 fok:1 /3 oldugu goriiliir.

A(r) = { + ki (rly — ]3)2} 72/3,

4/3
B(r) = ko(rly — I3)* { + ky(rly — [3)2} , (4.70)

(i-c): f(R) = foR, w = 1/5, fo,py > 0 durumu igin Noether simetrisi vektorii

bilesenleri,
¢ r? et L 24 N 24
=ci—+cr+c =Cc1—7T+co—
1 5 2 3, n 1 3 2 3
2B 2B 4
772 = 01?7” -+ Cg?, G = —Clg@fo\/ZB + Cy4, (471)

olarak elde edilmistir. Buradan Noether simetrileri agagidaki gibi bulunur:

X3 = 87'7
2 2A 2B 4
X, = T—(?r + —10s+ —10p G = ——afyVAB,
2 3 3 3
2A 2B
X3 = 7’87« + ?8,4 + ?83 (472)
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Her bir Noether simetrisine karsilik elde edilen Noether integralleri,

]1 — _EL — 0,
2 B A
2 B A
I = —gosz\/ZB (2§ + Z) , (4.73)

seklinde hesaplanir. (4.73) Noether integralleri kullanilarak,

3
VAB = o7, (I, — r13), (4.74)

ifadesi elde edilmistir.

Buraya kadar, f(R) = fyR alinarak, Einstein ¢ekim teorisindeki durum incelenmisg-
tir. Bu durumda, durum denklemi parametresinin w = —1/4 ve w = 1/5 degerleri i¢in
Noether simetrilerinin fazlali§1 dikkat cekicidir ve bu durum yukarida acik¢a ortaya ko-
nulmustur. w durum denklemi parametresinin bu 6zel degerleri, bilinen toz (w = 0),
1simim (w = 1/3) ve kozmolojik sabit (w = —1) vb. degerlerinden farklidir.

Buradan sonra, f(R) ¢ekim teorisi i¢in ¢6ziim bulmak adma f(R) = fyR" durumlar
incelenmistir.

(ii-a): f(R) = foR", fo,py > 0 durumu i¢in Noether simetrisi vektorii bilesenleri,
dwn 9 2n—w —1

A pr—
I+w "’ TEAT
n”® = —c12R, G = cs, (w# —1) (4.75)

1
§=ocr+co, n=a

olarak elde edilip Noether simetrileri asagidaki gibi bulunmustur:

Xl = 87“7

4 M —w— 1
Y A0+ T By, — 2RO, (4.76)

X, = 10,
2 =710 T, 1+ w

Bu Noether simetrilerine karsilik gelen Noether integralleri,

I =—E;=0,
e 2nw—w—-1 A" 3w+1)—2n B
= —anfoVABR (<= Do B T
+2(n — 1)(2n — 1)%] , 4.77)
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seklinde elde edilir. Burada w # —1 dir. Buradaki Noether integrallerinden I
kullanilarak,
_ 3(w+1)—2n (2n—1)(n—1)(w+1) 2n(2w—1)+w+1 _9 n(n—3w—2)4w+1 2
A — B (an—w—l)R 2(2nw—w—1) AO + Al B 2(2n—w—1) R 2nw—w-—1) dw

(4.78)

12(1+w)
2na(2n—w—1) fo

9

ifadesi elde edilir. Burada Ay bu durum igin integral sabiti olup A; =
seklinde tanimlidir.
(ii-b): f(R) = foR"2w = —1, fo,p, > 0 durumu i¢in Noether simetrisi vektorii

bilesenleri asagidaki gibi elde edilir:
£=ci, n' = —2c,A, n* = 3B, G = cs. 4.79)

Buradan Noether simetrileri,

X; =0, Xy = —2A04 + BOg, (4.80)

olur. Bu Noether simetrilerine karsilik gelen Noether integralleri, [y = —E, = 0 ve

B A
I = ABR"' | — - = 4.81
2 = anf 0\/_ { B A} ) ( )
seklinde hesaplanir. Buradan [ hareket sabiti yardimu ile
12 R(lfn) 2

A=B A — d 4.82
< 0 2nO[f0 / 33/2 r ) ( )

elde edilir. Burada A bu durum igin integral sabitidir.
(ii-c): f(R) = foR™fo > 0,p, = 0 Durumu: Bu durumda Noether simetri vektorii

bilesenleri,

£ =cir + ¢, n' =2(2n — 1) A — 2c3A,

n* = 3B, n® = —2¢1R, G = ¢y, (4.83)
seklinde elde edilir. Buradan Noether simetrileri,

X, =70, +2(2n — 1)A0s — 2R0g,

Xy =0, X3 = —2A04 + BOg, (4.84)
halini alir. Bu simetrilere kargilik gelen Noether integralleri, I, = —F, = 0 ve
B’ A R’
I = 2anfo/ABR™! {—E + (n — 1)Z —(2n—1)(n— 1)E ,
B A
Iy = anfyVABR" lE — ﬂ , (4.85)
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olur. Boylece (4.85) hareket sabitleri yardima ile

— I - I‘ 4n+1 2
A=R2 VBT (4 L3 /R‘Q(”‘I)anl d 4.86
ot 2afon(2n — 1) ") (4.86)

elde edilir. Burada Ay bu durum igin integral sabitidir.

4.3. f(R) Cekim Teorisinde Diizlem Simetrik Uzay-zaman
Diizlem simetrik uzay-zaman metrigi,
ds* = A(z)dt* — B(x)dx* — Y (z)(dy* + dz?), (4.87)

seklinde ifade edilir. Burada A, B ve Y metrik katsayilar1 x’e baglh fonksiyonlardir. Bu

uzay-zaman metrigi i¢in Ricci skaleri hesaplandiginda,

R= 25 p4
2B *

1 A// Y// Al2 Y/2 Aly/ A/B/ Y/B/
42 — -2 4.
{ AtYYY @ Ty T Ay T AB VB } (4.88)

bulunur. Burada ('), =’ e gore tiirevi ifade eder. (4.87) ile verilen diizlem simetrik uzay-
zaman metrigi i¢in f(R) ¢ekim teorisinin (2.9) eylem integralinde, (4.88) Ricci skaleri

kullanilip, lagrange carpani metodu ve kismi integrasyon metodu yardimlari ile

[ A Y 1 fR AY"”?
L=-2 —RY'— ——A'R — fr—=AY' —
frR B JRrR JAiB Ir JAB S\VNBY
—VABY[Rfr — [+ rpyA" 5] (w#0), (4.89)
Lagrangianl elde edilir. 7%, = 0 korunum yasasi geregi, enerji yogunlugu ifadesi p =

PoA "2 ST olup, bu ifade yukaridaki fonksiyonelde kullanilmistir. (4.89) Lagrangiani i¢in
konfigiirasyon uzay1 Q = {A, B,Y, R} seklindedir. (4.89) Lagrangiani ile ifade edilen
cekim teorisi i¢in (2.10) ifadesinden, alan denklemleri,

f fR A// Alyl A/Z A/B/ fRRR/ YI B/
B 2 2 + 5 2— v B

A AY A2 AB

/!
5 1 ) + frrR

1 v
+ frrrR? + —kpyBA™ 25 =0, (4.90)
w

f fR A// A/Q Y// A/ B/ Y/ B/ fRR R/ A/ Y/

‘g8 4 2 oo

T\ P T Yy T as iy > Aty
+ngBA*12+Tw — 0, (4.91)

gB f ( Y// B/yl A/Y/) + fRRR/ (é/ B/ Y/

- /!
1 \2 > \A~ B Y>+fRRR

Y BY AY
+ frrrR? + kpyBA™ 2 =0, (4.92)
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seklinde hesaplanmistir. Burada; A, B ve Y metrik katsayilarina gore (4.89) Lagrangiani-
nin varyasyonu alindiginda (4.90), (4.91) ve (4.92) alan denklemleri; [2’ye gore varyas-
yon alindiginda ise (4.88) Ricci skaleri ifadesi elde edilir. Ayrica, (4.89) Lagrangiani i¢in

enerji fonksiyonu,

fB  fr [ 24" A2 4Y" AB  2Y'B'\  f. (A 2V
E,=2—" 4/ 8 (_ Z__ IR [
£=5 17 A T2 Y T4 T vE > \ ATy
K/pOBA 1+w

olur. Burada f, = frrR' olarak tanimlanmustir. Bu ifade (4.91) alan denklemine karsilik
geldiginden, £/, = 0 olmalidir. Bu teorinin denklemlerine ¢6ziim bulabilmek i¢cin Noether
simetri yaklagimi kullanilacaktir.

(4.89) Lagrangiani i¢in, (3.12) Noether simetrisi kosulu,

§a£+la_£+285+ ac+4a_£+ oL 0L L OL 0L

5 T At e T gy T gR T gy Y T gy T kg
73 , 0¢ , 0 , 08 , 0§

+£(8_+A8A+38B+Y8Y+R8R>

oG 060G ,0G 0G

~ o oAt P Y oy t iR (4.93)

olur. Burada,

on' on' on' on' on'
1 _ ! ! ! /
= T A TP et Y oy TR
S , 0 , 08 , 08 , 0
—A A B Y
<8w+ oAt e T 6Y+R8R>
on* on* on? on* on?
2 / ! ! /
o= e TATA TPt oy TR

S , 0 , 08 , 0 , 0
- <8x+A6A+BaB+Y8Y+R8R>
on?

s s N
_Y/(af; +A,a§1 + B/aé * Y/aff * Rlafz)

-

_R/<a§ +A/a§1 * B,ag * Y’af/ + RIaé)
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seklindedir. (4.93) Noether simetrisi kosulundan elde edilen diferansiyel deklem sistemi,

f,A = Oa g,B - 07 S,Y = 07 g,R = 07
fan®, + freYn', + VABG 4 =0, Gp=0

A
fR <T]71x + ?7]3> + 2 fRRAUfo + Vv ABGy = 0,

JRR (YU}@- + 21477?}) + \/EG,R =0,

Frn’s + frrY 0’y =0,

fr (% - % - 77?3 + 2YZ’1Y +2n% — f,x> + frr (n* +4Yny) =0,
JRR (YU}R + QAU?R) =0,

fRU?B + fRRY7}4B =0,
ot Ay

Te\73a "2y +n?y+n?A—€,x)+fRR(n4+4Ynf‘y+2Anf‘A)=0,
3 1 2 3 3
'R ntoowt o 2An "
) _ _ T ) _ :O
fR_Y +fRR( A g Ty Ty thrTNa £ )+ frrRN ;
1 3
N "B
—_ + == 2 =0,
fR<A + Y)+ fren's

JrR (Ynlg + 21477,3) =0,

n n 1 2 Yn
fR<—R——R)+fRR(+n——77— =+ 207 + 20 — 2€, >+2fRRR77 =0,

Y
<\/>77+\/>>+\/En+}/5)

1+w 14w 1

A e )+ G, =0, (4.94)

(_f + Rfr+ Kpg 12“’

+VABY (Rfrrn* — Kpy

olarak elde edilir. Bu diferansiyel denklem sistemine ¢6ziim bulmak i¢in f(R) = foR"
genel kabulu i¢in p, > 0 ve p, = 0 kosullar1 altinda Noether simetrileri incelenecektir.
(): f(R) = foR", fo, po > 0:Bukosullar altinda, (4.94) diferansiyel denklem sistemi

icin ¢6ziim aranmig ve Noether simetrisi vektorii bilesenleri,

4wn 2(w+1)
—F legg———A 2= 2F, +cp——te
E=F), 0 =ag—-— n AT e——
2 1
=Y nt = _CQMR G =, (4.95)

olarak elde edilmistir. Buradan Noether simetrileri,

X, = F(2)0, — 2F,0p,

4 2 1 2 1
Xy = g, At D B@B+Y8y—ﬁ

B S 4.96
on—w—1 on—w—1 on —w — ROg, (4.96)
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seklini alir. Her bir Noether simetrisine karsilik gelan Noether integraller,

L= —F)Be — 20,22 — 0,
s
_ fonR (A A R
I = 3 BY[(znw w—1)5 —2n - 120w+ 1) 7
Y/
(20— 3(w+1))7] 4.97)

olarak hesaplanmustir. (4.97) ile verilen /> Noether integrali kullanilarak,

3(w+1)—2n —2(2n—2)(n—1)(w+1)

[2Y 2(2nw—w—1) Cnw—w—1) 2n(2w—1)+w+1 2n(n—1) 2
A — A Y 2(2n—w—1) R(Qn—w—l) \/Bd
4n2(2n —w — 1)2f¢ [ 0+/ o
(4.98)

ifadesi elde edilir. Burada A bu durum igin integral sabitidir.
(ii): f(R) = foR", fo > 0 p, = 0: Bu kosullar kullanilarak, Noether simetrisi vektorii

bilesenleri agagidaki gibi bulunur:

¢ = F(x),
1 2n —3
n=c(22n—1)AInR — AlnY + InA|+cA
n_ —_—
2B B A B
2 _ =
n —QBFx+022n_1+03n_1lny+c42n_1

1
n® =Y —c3Y <(2n—1)lnR—lnA+ 1lnY)
n—
—2R R A R
2n —1
G = c. (4.99)

4
N =:0C

Buradan Noether simetrileri,

X, = F(2)d, + 2BF,0p,

Xz = 25?103+Y8Y+2;2—R18R

X, = (2(2n—1)AlnR— 2:__13AlnY+ nfllnA) 0A+nilné03
vy ((2n—1)1nR—lnA+nillnY)8y—n]jllnéagf

X, = Ad4 + QHB_ 05 - QHR_ O, (4.100)
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olur. Her bir Noether simetrilerine karsilik gelen Noether integralleri,

Il :—EEZO,

O JAL L TA Y 2n—1) (ALY R
L==y\g¥nk [z*v—m a2y )= Dgl

/A . YZA"T_l y! yn-1R2n-1 4/

A R Y’ A
D a (—@n—1DE fel 1 2 ]
+(n )ny<(n )R—l—Y-l-A),
A LY R (n—1) (A Y

I = —\/=YnR" | — — 1= — = 4.101
4 By [Y”" IR 2n—1<A+Y)]’ (4101)

seklinde bulunur. /5 ve I, korunumlu nicelikleri kullanilarak,

(QTL — 1)2 3 —n+ly —5n=3 2

A= TYW—U Ag—(L—1) [ R Y 2w vV Bdx ), (4.102)

coziimii elde edilir. Burada Ay bu durum igin integral sabitidir.
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4.4. Scalar Tensor Cekim Teorisinde LRS Bianchi Type I Uzay-zaman

Skaler alan ile gravitasyonun minimal olarak ciftlendigi ¢ekim teorisinin eylem integrali,

A= /d4x\/—_g [% + %qugb;“ — V(o) + L |, (4.103)

olarak verilir (Copeland vd 2006). Burada x = 87G/c*, £,, madde Lagrangiam, V(¢)
skaler alan icin potansiyel fonksiyonudur. € bir sabit olmak iizere, e = 1 quintessence ve
€ = —1 fantom alanlarini ifade eder.

Yapilan gozlemsel ¢alismalarda, CMB 1siniminda anizotropiler oldugu sonucuna ula-
stlmistir (Hinshaw vd 2013). Bianchi Tip uzay-zamanlar homojen fakat anizotrop uzay-
zamanlardir (Ellis 2006). Bu boliimde, lokal rotasyonel simetrik (LRS) Bianchi Type I

uzay-zamani ele alinacaktir. LRS Bianchi Type I uzay-zaman,
ds* = dt* — A(t)*da* — B(t)*(dy* + dz?), (4.104)

metrigi ile ifade edilir. Bu uzay-zaman icin Ricci skaleri,

4B 24  2B®> 4AB

R B AT T A

(4.105)

seklinde hesaplanir. (4.105) ile verilen Ricci skaleri, (4.103) eylem integralinde yerine

konulursa Lagrangian,
-9 .o 5 [€ 2
L =—2AB® —4BAB + AB [§¢ - V(¢)] o, (4.106)

olarak elde edilir.

Evrenin genisleme oranini ifade eden Hubble parametresi,

) 3
a 1

H:—:—E H;), 4.107
a 3i:1( ) ( )

seklinde tanimlanmaktadir. Burada a ortalama ol¢ek carpanmidir ve H; (v = 1,2, 3) sira-
style x, y, z eksenler yoniindeki Hubble parametreleridir.
Genisleme skaleri,

0 =u' =3H, (4.108)

N2

olup, evrenin hacimsel genisleme hizini ifade eder.
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Shear skaleri evrenin ortalama genisleme hizindan sapmasinin bir 6l¢iisii olup,

o’ = 0,07 =

N | —

i(Hi — H)?, (4.109)
i=1
seklinde tanimlhidir. Shear skaleri eksenler arasindaki genisleme hizlari arasindaki farkli-
l1g1 ortaya koyar. Anizotropik uzay-zamanlar bdyle bir duruma olanak tanir.

Evrenin geniglemesindeki anizotropi,

1<~ (H;— H\?
AIgZ( — ) (4.110)

=1

seklinde tanimlanmaktadir. Buradan A = 0 iken izotrop genisleme oldugu goriiliir.

LRS Bianchi I tipi uzay-zaman igin ortalama 6lgek carpani, a = (AB?)'/? seklindedir.

1({A B
H:§<Z+2§>, (4.111)

seklinde hesaplanir. Genisleme skaleri,

Buradan Hubble parametresi,

A B
= — +2— 4.112
0=3 <A + B> ) ( )
ve shear skaleri, )
1({A B
2 [ — —_— o —
o’ = 3 (A B) , 4.113)

olarak bulunur.

Shear skaleri ile genigleme skaleri oraninin sabit 0 /0 o sbt olmasi nedeni ile A = B™
olarak alinabilir (Collins vd 1980). Dolayisiyla m parametresi uzay-zamanin izotropluk-
tan ne kadar saptigini dlcer. Boylece bu kosul altinda (4.106) Lagrangiant,

L=—(2m+1)B"B? + B+ Béf - V(M P 4.114)

sekline doniisiir. Sirasiyla B ve ¢ ye gore (3.15) Euler-Lagrange denklemleri ve (3.14)

Enerji fonksiyonu elde edilir. Boylece alan denklemleri,

B2 B €2
(2m + 1) <m§ +2§> +(m+2) [§¢ - V] —0, 4.115)
B & V'
(m+2>55+5+£ =0, (4.116)
L0
—(2m+1)%+§¢2+\/+ ;;”L =0, 4.117)
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olur. Bu denklemler lineer olmayan diferansiyel denklemlerdir. Bu yiizden ¢6ziim i¢in
Noether simetrisi kogsulundan yararlanilacaktir. (4.114) Lagrangianina ait sekillenim uzay1
T(B, ¢) ve bunun teget uzay1 TQ(B, ¢, B, ¢) seklindedir. Dolayistyla bu Lagrangian icin

genisletilmis vektor alan,

0 0

X = =agz 5 +a—+f—

ﬁ o6 OB B ¢’
olup, (3.17) ile verilen Noether simetri kosulu,
8£ 8£

6 /8_ - 7

0£¢ “oB O
seklindedir. Burada o ve ( katsayilar1 B ve ¢’ye baghdir. Buradan (4.114) Lagrangian

icin (3.17) Noether simetrisi kogulu ile

mo +2Ba g = 0, (4.118)
(m+2)a+2BB, =0, (4.119)
22m + 1)a, — eB*B 5 =0, (4.120)
(m + 2)aV 4+ BBV’ =0, (4.121)

denklem sistemi elde edilir. Bir sonraki boliimde, bu denklemlerin ¢oziimleri, ¢ paramet-
resinin degerlerine gore incelenecektir.
4.4.1. Standart Durum:

e = 1icin (4.118), (4.119), (4.120), (4.121) denklemleri degiskenlerine ayirma metodu

yardimu ile ¢oziildiigiinde,

a = B2 (e 4 cpe™?), (4.122)
B =V4Am + 2B (—crek? 4+ cpeh), (4.123)
V = Mci1e" — cpe7)?, (4.124)
olarak elde edilir. Burada k = 2% seklinde tanimlanmis olup ¢y, ¢ ve A keyfi in-

tegral sabitleridir. (4.115), (4.116), (4.117) alan denklemlerine ¢oziim bulmak icin elde
edilen (4.122) ve (4.123) vektor alanlarini kullanarak, (4.114) Lagrangianinda dongiisel
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degisken elde edilir. Bunun icin agsagidaki denklemler kullanilir (Capozziello vd 1996):

ou(B,¢) ou(B,¢)
o5 oy O
02(B,¢) . 02(B,¢)
gty =1 (4.125)

Boylece { B, ¢} — {u, 2z} doniigiimii yapilmus olur. (4.125) denklemlerinin ¢6ziimlerin-

den,
(c1679 — cpek0) Bm+2)/2
u = ,
20102 (m + 2)
ko ~ko) gm+2)/2
L= (@ + o) , (4.126)

2C1 Co (m + 2)
elde edilir. Burada ¢; # 0 ve ¢ # 0 alinmaktadir. Bu ¢oziimlerin ters doniistimleri alina-

rak,

B = [cm(m +2)2(22 — )],

ca(z +u)
= 1 =z 7 4.127
¢ 2k c(z—u) ( )
bulunur. Boylece (4.124) potansiyel ifadesi,
co(z +u)\ 3 co(z +u)\ 272
V=A — ) —c| —/———= 4.128
[Cl<cl(z—u)> cQ(q(z—u)) [ (4.128)

sekline doniisiir. Buradan (4.127) ve (4.128) ifadeleri (4.114) Lagrangianinda yerine ko-

nulursa yeni koordinatlardaki doniismiis Lagrangian,
L = 4dcico(2m + 1) (02 — 22) — dcica A (m + 2)%u? — p,0, (4.129)

olarak elde edilir. Bu Lagrangian 2’ye bagl olmadigi i¢in z degiskeni dongiisel degisken-
dir. Bu yeni Lagrangian (4.129) icin alan denklemleri,

Iy
— =0 4.130
o 861C2(2m + 1) ’ ( )
(m +2)?
= 4.131
om 2 =0 (4.131)
derea(2m + 1) (0% — 22) + 4G (m + 2)%u® + pyo, (4.132)

olup burada [, bu durum i¢in hareket sabitidir. (4.130) ve (4.131) alan denklemleri kulla-

nilarak z ve w i¢in ¢oziimler,

u = bye' + bye M, (4.134)
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—ci1c2 (m+2)2

3
2mt1 ] V€ Zo =

seklinde bulunur. Burada b;’ler integrasyon sabitleridir. Ayrical = [

Iy

~ SeamTD) olarak tanimlanmistir. Bulunan bu ¢oziimleri (4.127)’de yerine yazarsak,

B(t) = lexca(m +2)2((z0t 4 b1)” = (boe' + bye™))] 752,
o(t) = = 1 2Ll byt baet Fbge™)
2k Cl(Z()t + bl — b2elt + b3€_lt)

(4.135)
sonuglari elde edilir. A = B™ iligkisini dikkate alarak x yoniindeki metrik potansiyel,
A(t) = [erca(m + 2)2((zot + b1)? — (boe' + bze™")?)] 2, (4.136)
olarak bulunur. Buradan ortalama 6l¢ek carpani a = (AB?)'/3 = B(m+2)/3 olup,
a(t) = [erea(m + 2)2((z0t + b1)? — (bae' + bye1)?)]5, (4.137)

seklinde hesaplanir. Burada kolaylik amaciyla Iy = 0 olarak alinir. Elde edilen (4.137) or-
talama Olcek carpani ifadesinden yola ¢ikarak, H Hubble parametresi, ¢ yavaslama para-
metresi ve w EoS parametresi gibi kozmolojik parametreler hesaplanir. Buna gore x, vy, 2

yoniindeki ortalama 6l¢ek carpanlari,

A oml(b3e* — b2)
Hx = — = = H = HZ) 4.138
A (m+2)[(bee?t + b3)? — biet] My =m ( )

olarak bulunur. Ortalama Hubble parametresi,

a 20 (b2etlt — b?)
H=-= 4.139
a  3[(baet + b3)? — bie2lt])’ ( )
olur. Yavaslama parametresi,
3(b1 — 2b2b3)(b%66lt + bgem) — 12b%b§64lt
qg=—-1+ CECEDE , (4.140)
ve EoS parametresi,
2bs — 2b,b b2 6lt b2 20ty 8b2b2 4lt
w = —1 4 21 = 2baby) (o ¥ bse) = Bbybie (4.141)

(3~ B |

seklinde hesaplanir.
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Sekil 4.1. Standart durum i¢in, Hubble parametresi H ’nin zamana gore degisim grafigi

3000 [
2500 —
2000 —
o 1500 —
1000 —

500

Sekil 4.2. Standart durum i¢in, ortalama 6l¢ek carpani a’nin zamana gore degisim grafigi

T
051

0.0

-05+

Sekil 4.3. Standart durum i¢in, yavaglama parametresi ¢’nin zamana gore degisim grafigi
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00l

Sekil 4.4. Standart durum i¢in, EoS parametresi w’nin zamana gore degisim grafigi

Bulunan kozmolojik parametrelerin grafiksel davranislar yukarida incelenmistir. 1k
olarak, Hubble parametresi H (t)’nin zamanla degisimi (4.1)grafigi ile gosterilmistir. Buna
gore, evrenin ortalama genisleme oraninin zamanla azaldig1 goriilmektedir. Ardindan, 61-
cek ¢arpani a(t)’nin zamanla degisimi Grafik (4.2) ile verilmistir. Bu grafige gore evrenin
genislemekte oldugu goriiliir. Grafik (4.3), ¢ yavaslama parametresinin zamanla degisi-
mini vermektedir. Bu grafige gore, yavaglama parametresi baglangicta pozitif bolgede
olup evrenin genislemesinin yavaglama egilimindedir. Daha sonra, yavaslama paramet-
resi negatif bolgeye gecer ve evrenin genislemesinin ivmelendigi goriiliir. Grafik (4.4)
de ise durum denklemi parametresinin zamanla degisimi verilmistir. Buna gore baglan-
gicta evren madde baskin durumda iken giiniimiizde karanlik enerji baskin durumdadir
diyebiliriz. Ayrica burada standart durum incelenmis olup w = —1 (fantom) bariyerinin
gecilmedigi de goriilmektedir.

Simdi (4.122) ve (4.123) simetri vektorlerinde ¢; = 0 6zel durumunu ve sadece skaler
alan dikkate almak i¢in p,,; = 0 durumunu ele alalim. (4.125) denklemlerinin ¢oziimle-
rinden;

u=¢—+vV4dm + 2In B,

Bm/2+1 2
p=— _eWimii?, (4.142)
ca(m + 2)

elde edilir. Bu ¢éziimlerin ters doniisiimleri alinarak

__u 1
B = e 2imi2[cy(m + 2)z]mi2

¢ = g 4 VEm 5 21n [es(m + 2)2] 7, (4.143)
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elde edilir. Buradan da (4.124) potansiyeli,

(m+2)u

V = Xe 2vamsz[cy(m + 2)2] 7, (4.144)

seklini alir. Boylece (4.143) ifadeleri (4.114) Lagrangianinda yerine konulursa yeni koor-

dinatlardaki doniismiis Lagrangian,

_ (m+2)u _ (m+2)u
L = covVadm + 2e 2VInTIgui — \e VAntZ (4.145)

olur. Bu Lagrangian da z’ye bagli olmadig1 i¢in 2~ degiskeni dongiisel degiskendir. (4.145)
Lagrangiani i¢in Euler-Lagrange ve (3.14) Hamilton kisitlama denklemleri,

_ (m+2)u .
coVaAm + 2e 2AInt2q = [,

(m+2)u

—(Am +2)Z + (m + 2)Xe 2vAnz =0,

_ (m+2)u _ (m+2)u
coVAm + 2e WInFI4Z 4 Ne VInF? = (), (4.146)

olur. Burada [, bu durumdaki hareket sabitidir. Bu yeni koordinat sisteminde korunan
nicelik /y’1 veren z, dongiisel degiskenle ilgili hareket denklemidir. (4.146) denklemle-
rinden,
2v/4m + 2 (m+2)cy
u(t) = ———In |———1,
(m +2) h(t+ by)

h\
H=—— " (t+b)2+0 4.147

Iy (m+2)2

coziimleri elde edilir. Burada h = 1Cmt1)

seklinde tanimlanmistir ve by, by bu yeni

durum i¢in integral sabitleridir. Bu ¢oziimler (4.143) ifadelerinde yerine konularak,

B2\ 1/(m+2)
B(t) = {m(t +b1)* = h(t+ bl)bZ] :
o(t) = ”(:1”1;)2 In [3]112) (t+by)* — W”@i—zb)f)c%b?] , (4.148)
elde edilir.
Daha 6nce yapilan A = B™ kabuliine gore A(t),
B2\ m/(m+2)
A(t) = [m(t +b)* = h(t+ bl)bg} : (4.149)
olarak hesaplanir. Buradan da 6l¢ek carpani,
B2\ 1/3
a(t) = {m@ + b))t — h(t + bl)bZ] : (4.150)
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ve Hubble parametresi,

H(t) == Gz , (4.151)
3 12c2(2m+1 (t +b1)* — (£ + b1)by
seklinde bulunur.
Yavaglama parametresi ¢ = —ad/a? seklinde tammlanmis olup, ¢ > 0 igin nega-

tif ivmelenerek genisleme, ¢ < 0 i¢in pozitif ivmelenerek genisleme, ¢ = 0 i¢in sabit
hizli genislemeye kargilik gelir. Durum denklemi parametresi w = p/p olarak tanimlidir.
Burada enerji yogunlugu p = 1/ 2&2 —V(¢) vebasingp =1/ 2&2 + V(¢) seklinde tanim-
lanmigtir. Madde baskin evrende w,,, = 0, 1stnim bagkin evrende w, = 1/3, vakum enerji
baskin evrende ise w = —1 olarak alinir. Ayrica —1 < w < —1/3 quintessence karanlik
enerji, w < —1 ise fantom karanlik enerji durumlarina karsilik gelir. Bu tanimlara gore
yavaglama parametresi,

—h2N3(t + b1)5 + 60 hA baco®(2m + 1) (¢ + by)® + 144 by°cy*(2m + 1)?
4 (=3by c22(2m — 1) + hA (t 4 by)3)?

b

(4.152)
ve EoS parametresi,

—h2A2(t + b1)® 4 16 hA byco?(3m + 1) (t 4 by)? + 6 by’ o (28m? + 36m + 7)
2 (=3by c22(2m — 1) + hA (t + b)3)?

w =

Y

(4.153)

olarak hesaplanir. Burada eger b, = 0 6zel durumu incelenirse bazi fiziksel parametreler

asagidaki gibi elde edilir:

h2)\ m/(m+2) i +2)
A) = |— 2 {4 by )4m/(m
(®) [120?(2771—!—1)} (t+01)
h2/\ 1/3
He=|— 2 (hgp) Y3
a(t) [120%(2771—1—1)} (84 00)77,
4
Ht) = ——
(®) 3(t+b1)’
1
q:_17
_ ! (4.154)

Bu sonuglara gore yavaglama parametresinin negatif olmasi ile evrenin ivmelenerek ge-
nigledigini ve durum denklemi parametresinin bulunan degerine gore de karanlik enerji

baskin evren modelini gosterdigini ifade edebiliriz.
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Ote yandan, (4.122) ve (4.123) simetri vektorleri igin ¢, = 0 6zel durumunu da ince-

leyebiliriz. (4.125) denklemleri uygulanarak
u=¢+Vidm+2InB,

Bm/2+1 —(m+2) $
Z = —————e2VinFz" (4.155)
ci(m+2)

bulunur. Buradan ters doniisiim ile de,
PR 1
B = exvantz[c(m + 2)z|m+2
6= g — VAm + 21n [ey(m + 2)2] e, (4.156)
ifadeleri elde edilir. Boylece (4.156) potansiyeli,

(m+2)u

V = Xe2vamiz[cy(m + 2)2] 7, (4.157)

sekline indirgenir. (4.156) ve (4.157) ifadelei (4.114) Lagrangianinda yerine konularak
doniistiiriilmiis yeni Lagrangian,
(m+2)u (m+2)u
L = —ciV4Am + 2e2VAnT2 )iz — \e Vint? | (4.158)
olur. Buradan (3.15) Euler-Lagrange ve (3.14) Hamilton kisitlama denklemleri,

(m+2)u
—c1VaAm + 2e2van )y = I,

(m+2)u

(Am +2)Z — (m + 2)Aezvinsz =0,

(m+2)u (m+2)u

cVaAm + 2e2VInE2 ) u iz — e vVaint? = (), (4.159)

olarak elde edilir. Coziimler ise,

O 2V4m+2 (m+2)cy
u(t) = —mln [_m}u
2(t) = h (t +01)° + by, (4.160)

T 1232m+ 1)

seklinde bulunur. Bu ¢6ziimleri (4.156) ifadelerinde yerine yazarak,

h2)\ A 1/(m+2)
1

2.2
Vam + 2 o {E(t—i-blf _ h(m+2) Clb2:|’
(m+2) 31, (t+b)

parametreleri elde edilir. Burada ilk etapta ele alinan ¢; = 0 6zel durumu i¢in elde edilen

Y

B(t) = {

o(t) = — (4.161)

sonuglardan farkli olarak ¢(t) ifadesi negatif olarak bulunur. B(t) ifadesi ayn1 oldugu
icin kozmolojik parametreler (4.149), (4.150), (4.151), (4.152), (4.153) ¢oziimleri ile ayni

olarak elde edilmistir.
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4.4.2. Fantom Durumu:

Fantom durumunda (4.115), (4.116) , (4.117) alan denklemlerine ¢6ziim bulmak icin bir
onceki boliimde izlenen yontem kullanilabilir. Buna goére e = —1 iken (4.118), (4.119),
(4.120), (4.121) denklemlerinin degiskenlerine ayirma metodu ile ¢oziimiinden,

o = (cysink¢ + cocosk) B~™/2,

B = V4m + 2(cicoskd — cosinke) B2,

V= %(0%0032/{@5 — c3c052k¢ — 2c1co8in2k + 3 + c3), (4.162)
ifadeleri elde edilir. Burada k = 2\;”% olarak tanimlanmistir. Ayrica c;,cy ve c3 bu

durum i¢in integral sabitleridir.

c1 = 0 6zel durumunu ele alirsak, vektor alanlari,

a = coB™™cosko,

B = —cov/Am + 2B Lsinke, (4.163)
ve potansiyel,
V =71 — cos2ke], (4.164)

olarak indirgenir. Burada v = c% c3/2 olarak tanimlanan bir sabittir. Vektor alanlari (4.125)

denklemlerinde yerine konularak,

u = by B™* sink,
2
= — = B™*leosk, (4.165)
ca(m + 2)
coziimleri elde edilir. Buradan ters doniisiim ile de,

1/(m+2)

5 (2)”’"” [1 | i + 2722 (b_o” |
b() 4 u

2v/4 2 1 b
¢ = (m—ﬂ::; arccot {502(771 + 2)2;0] :
24m
1 bo\ 2
V =5 |1—cos | 2arccot 502(2 +m) | — z ) (4.166)
u

olarak bulunur. Bulunan (4.166) ifadeleri (4.114) Lagrangianinda yerine konarak yeni

Lagrangian,

2 .9 2
L=— <%) %% — (3) —E2m+ 1), (4.167)
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sekline doniistiiriiliir. (4.167) Lagrangianina ait (3.15) Euler-Lagrange ve (3.14) Hamilton

kisitlama denklemleri,

2c5(2m + 1)z = Iy,
8(2m +1) i &u
b2 (m + 2)2 b2

2 ;2 2
u\ 42m+1)u U .
_(b_o) Wﬁ“? (g) —G@m+ 1) =0, (4.168)

=0,

olarak elde edilir. Burada /; bu duruma ait hareket sabitidir. (4.168) denklemlerinin ¢6-

zimleri,

u(t) = dyeV2r 4 dye vkt

Iy
SR ¢ 4.1
2(t) rZm Tt T Ko (4.169)

seklinde bulunur. Burada K integral sabitidir. Bu ¢oziimler (4.166) ifadelerinde yerine

konuldugunda, y ve z yoniindeki metrik potansiyeli ve skaler alan ifadeleri,

1/(m+2)
+2)2 Iot 2 (dyeV@Ekt 4 dyemverkt\ ?
mw:kmn (o) ()]

4 2¢2(2m + 1 bo
2vdm + 2 ca(m + 2)bo 0
)= f t+ Ko )| 417
¢( ) (m + 2) arcco |:2(d16\/akt + d2€—\/ak;t) 2C§(2m + 1) + 0 ;( O)
seklinde elde edilir.

Daha sonra A = B™ kosulu dikkate alinarak A(t),

97 m/(m+2)

ca(m + 2)? Iot 2 dyevVekt 4 g, o=kt
A@:[ﬂ ~(agony %) +(* ) |

4 o2m + 1 bo
(4.171)

elde dilir. Buradan da ortalama o6l¢ek ¢arpani,

97 1/3

co(m + 2)? Iot 2 dyeVert + dyeverkt
a@:[ﬂ ~(agansn ) + (" )]

4.172)

ve Hubble parametresi,

H(t) = 16¢5 e~ 2VaR (—d3 + 2R k(2m +1)% 4 B2y (m + 2)* (263K (2m + 1) + Iot)
242~k (dy + dy VRN (2m +1)2 4 302 (m + 2)2 (23 Ko (2m + 1) + ot)?
(4.173)

olarak hesaplanir.
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Enerji yogunluk p = 1/2&52 — V(o) ve basing p = 1/2&)2 + V(¢) olmak iizere,

yavaglama parametresi,

g= 52( — Aok (dh + dAeSVEM) — 20y dpe™VFH (302 + 20cydy dpk?s?)
— eV (24cadidok®s* 4+ n? (3 — 6y/cakt + 4eak?t?))
—d3eVH (2eydydk?s? + n® (3 + 6y/Gakt + deok?t?)) )

[ (=2/c5 (d3 — B2V s? 1 2VoERp2p)” (4.174)
ve durum denklemi parametresi,

w=— <1202162$4(d;l + dy4eBVeRkt) 4 glveskt (12d1d252 (n2 + 602d1d2k:232) + n4t2)
+2deVH 2 (24cady dok?s® + n* (3 — 4y/eakt + 4eak?t?))
+2d§ez\/5kt32 (2402d1d2k252 +n? (3 + 4\/cokt + 402k2t2)) )

/ (3 (=2v/E (d — eVt fis? 4 eZﬁ’fantf) , 4.175)

seklinde bulunur. Asagida bu sonuclarin zamana gore grafikleri ¢izilip irdelenmistir.

06
05F

04l

02]

Sekil 4.5. Fantom durum i¢in, Hubble parametresi /1 ’nin zamana gore degisim grafigi
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Sekil 4.6. Fantom durum i¢in, 6lgek ¢arpani a’nin zamana gore degisim grafigi

—60 4
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Sekil 4.7. Fantom durum i¢in, yavaglama parametresi ¢’nun zamana gore degisim grafigi

-10F
-1.2; f
—1.4; f
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—1.8; f
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22} 1

Sekil 4.8. Fantom durum i¢in, durum denklemi parametresi w’nin zamana gore degisim

grafigi
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Yukarida ¢izilmis grafiklerden ol¢ek carpani a(t)’nin zamanla de8isimini veren (4.6)
grafigine gore bulunan ¢oziimler evrenin genislemekte oldugunu gosterir. (4.7) grafifinde
ise ¢ yavaglama parametresinin zamanla degisimi verilmektedir. Burada yavaglama para-
metresi negatif bolgede olup genislemenin hizlandigini ifade gosterir. (4.8) grafiginde EoS
parametresinin zamanla degisimi verilmistir. Burada w < —1 degerler aldig1 ve fantom

karanlik enerji durumuna karsilik geldigi goriiliir.
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5. SONUCLAR

GRT’de alan denklemlerine ¢6ziim bulmak iizere simetri yaklagimi kullanimi oldukga kul-
lanighdir. Benzer bicimde genisletilmis ¢ekim teorilerinde de simetri yaklasimi kullanil-
masi1 faydali olmaktadir. Bu simetri yaklagimlarindan biri Lagrangiani invaryant birakan
Noether simetrisi yaklagimi olup, skaler tensor ¢ekim teorisi i¢in ciftlenim fonksiyonu
ve potansiyel ya da f(R) ¢ekim teorisi igin f(R) fonksiyonunun bi¢imini belirlememizi
saglayabilir.

Bu tez calismasinda, 1. boliimiinde, evrene bakisimiz ve algilayis bi¢imimizin tarihsel
gelisimine ait ¢ok kisa bir 6zet yaparak genisletilmis cekim teorileri ve ¢oziim yontemi
olarak da Noether simetrisi yaklasimi kullanma amaci ifade edilmistir. 2. boliimde, ilk
olarak GRT’nin prensiplerinden bahsedilip, teori hakkinda bilgi verilmistir. Daha sonra
sirastyla skaler tensor ¢cekim teorisi ve f(R) ¢ekim teorisi hakkinda kisaca teorik bilgi ve-
rilmigtir. 3. boliimde ise, ele alinan ¢ekim teorilerinin alan denklemlerine ¢6ziim bulmak
adina kullanilacak yontem olan Noether simetrisi yaklagiminin teorik bilgisi verilmistir. 4.
boliimiinde, ilk olarak f(R) ¢cekim teorisinde sirastyla kiiresel simetrik, silindirik simetrik
ve diizlem simetrik uzay zamanlar ele alinarak Noether simetrileri arastirilmis ve bulunan
Noether simetrileri 1s181inda alan denklemlerine ¢6ziim bulunma calismalar1 yapilmasgtir.
Daha sonra, minimal etkilesimli skaler tensor ¢ekim teorisi kapsaminda LRS Bianchi I
tip uzay-zaman ele alinip Noether simetrileri elde edilmis, quintessence ve fantom du-
rumlart i¢in ayr ayri1 ¢oziimler bulunmustur. Dordiincti boliimde yapilan ¢alismalar ve
bulgular sirasiyla agagida ifade edilip yorumlanmustir.

[k olarak 4.1. béliimiinde, f(R) ¢ekim teorisinde statik kiiresel simetrik uzay-zaman
icin Noether simetrisi yaklasimi yardimi ile alan denklemlerine ¢oziim bulma ¢aligsmasi
yapilmigtir. Bu amagla 6ncelikle f(R) ¢ekim teorisi igin (4.22) Lagrangiani belirlenmig
ve bu Lagrangianin konfigiirasyon uzayinin A, B, Y ve R degiskenlerine gore varyas-
yonu alinarak, (4.23), (4.24), (4.25), (4.26) alan denklemleri elde edilmistir. Daha sonra
Noether simetrisi kosulu kullanilarak, (4.35) Noether simetrisi denklemleri elde edilmis-

tir. f(R) = foR" durumu i¢in (4.37) Noether simetrileri X; ve Xy olarak bulunmustur.
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Bu Noether simetrilerine karsilik gelen (4.38) korunumlu nicelikler belirlenmis ve,
I BR“ET(L)(EZ;S)
A - d

f(R) ¢ekim teorisinde statik kiiresel simetrik uzay-zaman i¢in indirgenmis ve indir-

(n—1)(2n—1)

A=R 22

ifadesi elde edilmistir.

genmemis olmak iizere iki tip Lagrangian incelenmistir. Bunun icin hesaplanan enerji
fonksiyonunun £, = 0 olmasindan yararlanarak, B ifadesi belirlenip (4.22) Lagrangi-
aninda yerine yazilmis ve (4.29) £, Lagrangiani belirlenmistir. Bu Lagrangian icin (4.31),
(4.32) ve (4.33) alan denklemleri hesaplanmistir. Daha sonra, (4.29) Lagrangiani i¢in No-
ether simetriler (4.45) ifadesinde verilen X, X, ve X3 seklinde elde edilmistir. Litera-
tirde indirgenmis Lagrangian i¢in f(R) = fyR" durumunda Noether simetrisi yaklagimi

ile elde edilen ¢6ziim mevcut olup, Noether simetrisi,
X =((3—=2n)kA,—kY,kR),

seklindedir (Capozziello vd 2007). Burada n bir reel say1 ve k ise integral sabitidir !. Bu
calismada belirlenen simetrilerden X3, (Capozziello vd 2007) calismasinda elde edilen
simetri ile aym olup, fazladan iki yeni X; ve X5 Noether simetrisi oldugu goriilmiigtiir.
Bu simetriler i¢in (4.46), (4.47) ve (4.48)hareket sabitleri belirlenmistir. (4.48) ile verilen

I5 korunumlu niceligi yardimu ile,

_ (4n=5)(n—1)
(2n—1)(n—1)

A2 =R &>

Ay — I3 / " dr
*nf2) Y2(n—2)2n+ RY?(n—1)) |’

sonucu elde edilmigtir. Buradan yola ¢ikarak Y (r) = r, B(r) = 1/A(r) ve n = 1 durumu

incelenmis ve
I

3
2r f&’
Schwarzschild ¢oziimii elde edilmistir. Daha sonra Y (r) = r,n = 5/4 ve R(r) = 5/r?

AZZAO—

kosullart ile de

e Ao 6415
= —7T — —
V5 22552
ve
41
32 = (1 - 0 . )717
225\/5 A f3r

!(Capozziello vd 2007) ¢alismasinda, metrik fonksiyonlar1 Y ve M olarak kullanilmistir.
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ifadeleri elde edilmistir. Bu sonuglar literatiirle uyumludur (Capozziello vd 2007).
Boliim 4.2. de, f(R) ¢ekim teorisinde (4.53) seklindeki statik silindirik simetrik uzay-
zaman icin Noether simetrisi aragtirilip, ele alinan ¢ekim teorisine ¢oziim bulmak i¢in
kullanmilmigtir. Bu amagla oncelikle f(R) ¢ekim teorisi igin Lagrangian (4.55) belirle-
nip, bu Lagrangianin alan denklemleri (4.56), (4.57), (4.58) olarak elde edilmistir. Daha
sonra (3.12) Noether simetrisi kosulu kullanilarak Noether simetrisi denklemleri (4.60)
elde edilmis ve f(R) = foR, w = —1, fo, py > 0 kosullarinda Noether simetrisi denk-
lemleri ¢oziimiinden Noether simetrileri (4.62) elde edilmistir. Bu Noether Simetrilerine

karsilik gelen korunumlu nicelikler (4.63) elde edilip metrik potansiyeller asagidaki gibi

bulunmustur.
3 4/3
B — I —er/4 I er/4
(T) 260&f0 ( 4€ 56 ) )
T, 6—(7‘/4 T eer/4 2
A(r) = AL il N
(Ije=tr/4 — Tyelr/4) /
Daha sonra, (4.60) simetri denklemlerinin son denkleminde goriilen w = —1/4 ve w =

1/5 kisitlamalart ayri ayri incelenmistir. Buradan, f(R) = foR, w = —1/4, fo,py > 0
kosullar1 altinda bulunan (4.68) ifadeleri yardimiyla,

315
A — | —
(T) |: 10[{?0(7’]4 — [3)3Oéfol4

—2/3
+ ky(rly — 13)2] ;

- 31,
10]{?0(7’]4 — 13)3Oéf0]4

¢oziimleri elde edilmis ve py, = 52 fok1 I3 oldugu goriilmiistiir.

Ardindan, f(R) = foR, w = 1/5, fo, py > 0 kosullar ile elde edilen (4.73) ile de

mm—%wh—gf[ +mwg-kﬂyi

metrik katsayilari arasinda

3
\/ZB = 4af0 ([2 - 7“]3),

bagintist bulunmugtur. Bu bolimde incelenen f(R) = foR fonksiyonu GRT durumuna

karsilik gelmekle birlikte korunumlu nicelikler tiirlinden bulunan ¢oziimler ve durum
denklemi parametesi w = —1/4, w = 1/5 alinmas1 durumunda bulunan ¢oziimler li-
teratiirden farklidir. Daha sonra, f(R) = foR", fo,p, > 0 durumu incelenmis, (4.76)

Noether simetrileri ve (4.77) korunumlu nicelikleri elde edilmistir. Buradan,

Y

_ 3(w+1)—2n (2n—1)(n—1)(w+1) 2n(2w—1)+w+1 72n(n—3w—2)+w+1 2
A — B 2nw—w-—1) R 2(2nw—w—1) AO + Al B 2(2n—w—1) R (2nw—w-—1) dx
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ifadesi elde edilmistir. Ardindan, w = —1 kosulu ayrica ele alinmistir. (4.80) Noether

simetrisi ve (4.81) Noether integrali belirlenmis, /5 hareket sabiti yardim ile

]2 R(lfn) 2
A_B<AO_2nafo/ B3/2 dr y

olarak bulunmugtur. f(R) = foR" durumunda fy > 0,p, = 0 kosulu da ayrica ele

alinmugtir. (4.84) Noether simetrileri ve (4.85) hareket sabitleri belirlenmistir. Buradan

da,

A= Q(nfl)B% A / 2(n— I)B d
h o 0+2af0n2n—1 ke o ’

elde edilmistir.

Bolim 4.3. de, f(R) ¢ekim teorisi kapsaminda (4.87) ile verilen statik diizlem simet-
rik uzay-zaman igin Noether simetrileri aragtirilmigtir. Bu amagla oncelikle f(R) ¢ekim
teorisi i¢in (4.89) Lagrangiani belirlenip, bu Lagrangianin alan denklemleri (4.90), (4.91)
ve (4.92) olarak elde edilmistir. Daha sonra (3.12) Noether simetrisi kosulu kullanilarak
(4.94) Noether simetrisi denklemleri elde edilmistir. Ardindan, f(R) = foR", fo,py > 0
kosullarinda (4.96) Noether simetrileri buunmustur. Buradan elde eilen (4.97) Noether

integralleri yardimu ile

3(w+1)—2n —2(2n—2)(n—1)(w+1)

I2Y2(2nw7w71) R (2nw—w—1) 2n(2w—1)+w+1 2n(n—1) 2
A= A Y 2@n—w-1) RG@r—w-1+/Bd
an2(2n —w — 1)2f2 [ 0+/ VBdz| .
(5.176)

ifadesi elde edilmistir. Daha sonra f(R) = foR", fo > 0 p, = 0 kosullar1 i¢in (4.100) No-

ether simetrileri buradan da (4.101)Noether integralleri bulunmustur. /5 ve I, korunumlu

nicelikleri kullanilarak,

(2n — 1)
4n4

2
A= Y wmD (Ao — (L — L) /R"“Y ED 3\/_dx> : (5.177)

elde edilmistir.

Boliim 4.4. de, minimal etkilesimli skaler tensor teorisi kapsaminda (4.104) ifadesin-
deki LRS Bianchi I tip uzay-zaman ele alinmis ve ¢oziim icin Noether simetrisi yaklagimi
kullanilmigtir. Minimal etkilesimli ¢cekim teorisi i¢in (4.103) eylem integrali ifade edilip,
buradaki e bir sabit olmak {izere quintessence ve fantom durumlar1 arasindaki fark: belirt-
mek i¢in kullanilmigtir. Boyle bir teori i¢in, A = B™ olmak tizere Lagrangian (4.114) elde

edilmigtir. Lagrangianin metrik katsayilarina gore varyasyonundan hareket denklemleri
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(4.115), (4.116), (4.117) ve (3.17) Noether simetrisi kogsulundan (4.118), (4.119), (4.120),
(4.121) Noether simetrisi denklemleri bulunmustur.

Daha sonra 4.4.1. alt boliimiinde € = 1 icin (4.122), (4.123) Noether simetrisi vektor-
leri ve (4.124) potansiyelin bi¢imi elde edilmistir. Burada dongiisel degisken bulabilmek
icin (4.126) doniisiimleri uygulanmistir. Dongiisel degisken yardimiyla,

B(t) = [crea(m + 2)2((2t + 01)? — (bae"* + bge™')?)] 752,

1 it —lt
¢(t) — ~1n CQ(Zot‘l'bl +b26 —|—b3€ ),
2k Cl(ZQt + b1 — bgelt + bge_lt)

sonucuna ulasilir. Burada ¢; # 0 ve ¢o # 0 durumlart dikate alinmistir. Elde edilen ¢o-
ziimler ile, (4.137) a Olgek carpani , (4.138) H Hubble parametresi, (4.140) ¢ yavaslama
parametresi ve (4.141) w EoS parametresi, ifadeleri hesaplanmis ve (4.1), (4.2), (4.3),
(4.4 ) grafikleri ¢izilmistir. Bunlara gore evrenimiz ivmelenerek genislemekte ve quintes-
sence durumunda oldugu, ayrica t — oo, w — —1 limit durumunda vakum enerji baskin
durumda oldugu goriilmiistiir.

Daha sonra ¢; = 0 6zel durumu i¢in, dongiisel degisken elde edebilmek adina (4.142)

doniisiimleri uygulanmistir. Dongiisel degisken yardimuiyla,

2 1/(m+2)

B(t) = {%(tﬂ%ﬁﬁ‘—h(tﬂ%ﬁbz} ,
CVImEE. [ L h(m+2)°3h,

o0 =G g+ o0 -

coziimleri elde edilebilmistir. Buradan yola cikarak a 6lgek ¢arpani (4.150), H Hubble
parametresi (4.151), ¢ yavaslama parametresi (4.152) ve w durum denklemi parametresi
(4.153) ifadeleri bulunmustur. Ayrica, co = 0 durumunu da baklmig ve sadece ¢(t) ifadesi
eksi isaretli olarak bulunmug olup kozmolojik paremetre hesaplarinin ¢; = 0 durumun-
daki ¢oziimlerle ayni oldugu goriilmiistiir.

Daha sonra 4.4.2. alt boliimiinde € = —1 i¢in Noether simetrisi vektorleri ve potansi-
yelin bi¢imi (4.162) belirlenmistir. ¢; = 0 durumu i¢in dongiisel degisken elde edebilmek
tizere (4.165) doniisiimleri uygulanmistir. Dongiisel degisken yardimiyla metrik potansi-

yelleri

97 1/(m+2)

CQ(m + 2)2 Ipt 2 dle\/akt + d267\/akt
B(t) = K
®) [ 22em+1 ) T bo ’

(5.178)
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2v/4m + 2 02(m + 2)b0 [0
t) = ——— 5 arccot t+ K 5.17
P (m+2) areeo 2(dyeverht 4+ dye=VveRkt) \ 2¢3(2m + 1) R )t (5.179)

olarak bulunmugtur. Buradan yola ¢ikarak a 6lcek ¢arpani, // Hubble parametresi, g ya-
vaslama parametresi ve w durum denklemi parametresi (4.171), (4.171), (4.172), (4.173),
(4.174), (4.175) ifadeleri elde edilmis ve grafikleri (4.6), (4.7), (4.8 ) cizilmistir. Bunlara
gore evrenimiz ivmelenerek genislemekte ve fantom durumunda olup, w = —1 bariyerini

gecmedigi goriilmektedir.
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