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DOKTORA TEZİ
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Işıl BAŞARAN ÖZ
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Danışman: Prof.Dr. Nuri ÜNAL

Haziran 2018, 62 sayfa

Einstein genel çekim teorisi, evrenin yapısını ve gelişimini açıklayan en iyi çekim te-

orisi olmakla birlikte bazı yeni gözlemleri açıklamakta yetersiz kalmaktadır. Bu yüzden

limit durumunda Einstein çekim teorisini veren ve fakat yeni gözlemleri de açıklayabilen

bazı yeni çekim teorileri ortaya çıkmıştır. Bu tez çalışmasında, öncelikle f(R) çekim te-

orisi çerçevesinde, küresel simetrik, silindirik simetrik ve düzlem simetrik uzay-zamanlar

ele alınacaktır. Daha sonra skaler alanlı çekim teorisi çerçevesinde LRS Bianchi tip I

uzay-zaman ele alınacaktır. Her bir durumda oluşturulan evren modelleri için kesin çözüm

bulma çalışmaları yapılacak ve bu amaçla Noether simetrisi yaklaşımı kullanılacaktır.
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Einstein’s general theory of gravitation is the best theory of describing the develop-

ment and evolution of the present universe. Nevertheless, it is insufficient to explain some

of the new observations. Thus, some new theories of gravity have emerged, that gives

the theory of Einstein’s GRT in the case of limit, to explain new observations. In this

thesis, firstly the f(R) theory of gravity will be studied in the framework some sort of

space-times such as spherical symmetric, cylindrically symmetric, and plane symmetric

space-time. Then, the minimally coupled scalar tensor theory of gravity will be conside-

red in the framework LRS Bianchi type I space-time. In each case, universe models will

be constructed and Noether symmetry approach will be used to find exact solutions.
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İÇİNDEKİLER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iv
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GİRİŞ I. BAŞARAN ÖZ

1. GİRİŞ

Einstein tarafından 1915’de ortaya atılan Genel Görelilik (Relativite) Teorisi (GRT), evre-

nin büyük ölçekteki yapısını inceler ve bu teori uzay-zamanın geometrisi ile madde dağı-

lımı arasındaki ilişkiyi verir (Einstein 1915a). GRT, Newton mekaniğinde açıklanamayan,

Merkür’ün enberi noktrasındaki kaymasını açıklayabilmiş ve kütle çekim nedeniyle ışığın

yörüngesinde sapma olacağını söylemiştir (Einstein 1915b). O dönemdeki yaygın inanışa

göre evren durağan olmalıdır. GRT’ye göre, evren, madde veya ışınımla dolu ise, dura-

ğan olamaz ve bu yüzden Einstein denklemlerine kozmolojik sabiti eklemiştir (Einstein

1917).

1920’lerde Edwin Hubble, galaksilerin uzaklıklarını belirlemiş ve cisimlerin uzaklık-

ları ile kırmızıya kaymaları arasındaki ilişkiyi ifade eden Hubble Kanunu’nu ortaya koy-

muştur. Bu kanun, galaksilerin uzaklıklarının radyal uzaklaşma hızları ile orantılı oldu-

ğunu ifade eder (Hubble 1929). Böylece evrenin genişlediği anlaşılmıştır. Bunun üzerine

Einstein, denklemlerine kozmolojik sabit eklemekle hata yaptığını düşünür. Daha sonra

kozmologlar, evrenin madde içeriğinden dolayı genişlemenin yavaşlayacağını düşünüp,

yavaşlama miktarını ölçmek için yavaşlama parametresi adını verdikleri bir niceliği be-

lirlemeye çalışmışlardır (Frieman vd 2008; Sandage 1962).

Yirminci yüzyılın sonlarından bu yana yapılan, tip Ia süpernova ve kozmik mikrodalga

ardalan ışınımı (CMB) gibi kozmolojik gözlemler, evrenin genişleme hızının arttığı sonu-

cunu ortaya koymuştur (Efstathiou vd 2002; Perlmutter vd 1999; Riess vd 1998; Spergel

vd 2003; Spergel vd 2007; Tegmark vd 2004). Standart GRT günümüz evreninin bu ivme-

lenerek genişlemesini açıklamakta yetersiz kalmıştır (Weinberg 1972). Evrenin ivmelene-

rek genişlemesini açıklayabilmek için iki olasılıktan bahsedilir; Birincisi, Evrenin enerji

yoğunluğunun yaklaşık olarak %75’inin, karanlık enerji denilen negatif basınçlı yeni bir

formda olmasıdır. Bu negatif basınç, çekim kuvvetine karşı koyarak evrenin ivmelenerek

genişlemesinden sorumludur. Karanlık enerjiyi açıklamak için kullanılan en önemli aday

modellerden birisi olarak, vakum enerjisi diye bilinen Λ kozmolojik sabit düşünülmekte-

dir. Einstein’in hata olarak gördüğü kozmolojik sabit, böylelikle yeniden gündeme gelir.

Bu durumda, basınç ile yoğunluk arasındaki ilişkiyi ifade eden durum denklemi (EoS)

parametresi w = −1 olur ve kozmolojik model ΛCDM adını alır. Fakat bu model de ras-
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GİRİŞ I. BAŞARAN ÖZ

lantısallık (coincidence), ince ayar (fine tuning), düzlük ve ufuk problemlerinden dolayı

çok fazla kabul görmemiştir (Copeland vd 2006; Durrer ve Maartens 2008). Dolayısıyla

kozmolojik gözlemler ile tutarlı, evrenin ivmelenerek genişlemesini açıklayabilecek yeni

çekim teorileri ortaya atılmıştır. Bu teoriler, GRT’nin geometri ve madde kısımlarının

modifiye edilmesiyle oluşturulmuştur. Geometri kısmının en basit modifikasyonlarından

birisi, Einstein-Hilbert eylem integralinde R Ricci skaleri yerine f(R) fonksiyonunun

alındığı f(R) çekim teorisidir (Copeland vd 2006; Nojiri ve Odintsov 2006). Diğer ta-

raftan, en çok çalışılan genişletilmiş çekim teorilerinden birisi ise, Einstein-Hilbert eylem

integraline, ϕ skaler alanın bir fonksiyonu yerleştirerek oluşturulan skaler tensör teorisidir

(Amendola ve Tsujikawa 2010; Caldwell ve Kamionkowski 2009; Faraoni ve Capozziello

2011; Sawicki ve Hu 2007). Burada ele alınan skaler alanlar, quintessence (öz), fantom

(hayalet) alanı, Takyon alanı ve fermiyonik alan gibi skaler alanlar olabilir (Bamba vd

2012; Copeland vd 2006; Armendariz-Picon ve Greene 2003).

Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) uzay-zamanı, evrenin büyük ölçek-

teki yapısını anlamak için düşünülen en uygun uzay-zamandır. Ayrıca, kozmolojik pren-

sibe uygun olup, uzaysal olarak homojen ve izotropik bir doğaya sahiptir. Diğer taraftan,

büyük patlamanın kanıtı ve kalıntısı olan CMB ışınımının sıcaklığı son derece eşit ol-

masına rağmen küçük sıcaklık dalgalanmalarına sahiptir (Hinshaw vd 2013). Bianchi tipi

uzay-zamanlar ise farklı yönlerde farklı değişimlere izin veren homojen fakat anizotropik

uzay-zamanlardır (Barrow ve Maartens 1998; Ellis 2006). Evrenin başlangıcını incele-

mek üzere oluşturulacak kozmolojik modeller için anizotropik uzay-zamanları uygun gö-

rülmüştür (Zel’Dovich ve Starobinskiǐ 1972). Bu nedenle, literatürde, Bianchi tipi uzay

zamanları ele alan pek çok kozmolojik çalışma bulunmaktadır (Camci vd 2016; Camci ve

Kucukakca 2007; Kucukakca ve Camci 2012; Kumar ve Singh 2007; Pradhan ve Kumar

2001; Shamir ve Kanwal 2017; Singh ve Srivastava 2017).

Tıpkı GRT’de olduğu gibi, genişletilmiş çekim teorilerine ait diferansiyel denklem-

ler de lineer olmayan diferansiyel denklemlerdir ve dolayısıyla çözümleri çok kolay ol-

mamaktadır. Oluşturulan modeller için kesin çözüm bulmak adına kullanılan yöntemler

içerisinde en önemlilerinden biri simetri yöntemidir. Alan denklemlerinin geometri kıs-

mında ortaya çıkan gab metrik tensörün invaryant kaldığı simetri, Killing vektörleriyle

(KV) verilmekte ve her bağımsız KV korunum yasasına yol açmaktadır. Alan denklem-
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GİRİŞ I. BAŞARAN ÖZ

lerine çözüm bulmak için kullanılan bir başka simetri kabulü ise Lagrangianın invaryant

olma koşuludur. Bu koşul Noether simetrisi olarak bilinir ve bize Lagrangianın herhangi

bir vektör alanı boyunca Lie türevinin sıfırlandığını söyler.

Noether simetrisi yaklaşımının kozmolojideki uygulamaları ile ilgili ilk çalışmalar,

kullanılan çekim teorisinin alan denklemlerine çözümler bulmak ve korunumlu nicelik-

leri elde etmek amacıyla kullanılmışlardır (Capozziello ve de Ritis 1993; Capozziello ve

Lambiase 2000; Demianski vd 1992; de Ritis vd 1990). Noether simetri yaklaşımı kulla-

nılarak, ele alınan teorinin skaler alanın çiftlenim fonksiyonu, potansiyeli ve f(R) gibi bi-

linmeyen fonksiyonların şekilleri de açık olarak elde edilebilmektedir. de Ritis vd (1990),

skaler alanlı kütle çekim teorisinde FRLW uzay-zamanı için Noether simetrisi yaklaşımı

ile potansiyelin biçimin üstel olarak belirlemiş ve diğer biçimleri için de çözümleri irde-

leyip literatürdeki diğer örneklerle karşılaştırmıştır. Demianski vd (1992) ise skaler alanla

minimal çiftlenimli çekim teorisinde, homojen ve anizotropik uzay-zaman için Noether

simetrisi yöntemi ile çözüm araştırmıştır. Bu sonuçlara göre anizotropi büyük ise erken

dönem enflasyon, anizotropi azaldıkça daha geç dönem enflasyon ortaya çıktığını göster-

mişlerdir. Daha sonra literatürde, değişik çekim teorileri kapsamında ve farklı uzay-zaman

kabulleri altında, Noether simetrisi yaklaşımı ile yapılan birçok çalışma ortaya çıkmıştır

(Camci ve Kucukakca 2007; Camci vd 2016; Capozziello vd 2007; Capozziello ve DeFe-

lice 2008; Capozziello ve Lambiase 2000; de Souza ve Kremer 2008; Hussain vd 2012;

Jamil vd 2011; Kucukakca 2013, 2014; Kamilya ve Modak 2004; Kamilya vd 2004; Ku-

cukakca ve Camci 2012; Sanyal ve Modak 2001; Basilakos vd 2011; Shamir ve Kanwal

2017; Vakili 2008).

Bu tez çalışması içerik olarak şu şekilde tasarlanmıştır. İkinci bölümde öncelikli ola-

rak GRT özetlenerek, standart kozmolojik model kısaca açıklanacaktır. Daha sonra ge-

nişletilmiş çekim teorileri kapsamında, öncelikli olarak f(R) çekim teorisi, sonrasında ise

skaler tensör çekim teorisinin kuramsal bilgileri verilecektir. Üçüncü bölümde öncelikle

simetri kavramı açıklanacak ve daha sonra bu tez çalışmasında kullanılacak yöntem olan

Noether simetrisi yaklaşımı hakkında teorik bilgi verilecektir. Dördüncü bölümde ise,

sırasıyla küresel simetrik, silindirik simetrik ve düzlem simetrik uzay-zamanlar ele alı-

narak f(R) çekim teorisi kapsamında kozmolojik modeller oluşturulup, Noether simetri-

leri araştırılacak ve metrik potansiyelleri için çözümler incelenecektir. Daha sonra skaler
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alanlı çekim teorisi kapsamında, LRS Bianchi I tip uzay-zaman ele alınarak kozmolojik

model oluşturulacak ve Noether simetrileri araştırılacaktır. Bu durum için quintessence ve

fantom durumları incelenerek kozmolojik parametreler elde edilecektir. Beşinci bölümde

ise elde edilen sonuçlar özetlenip yorumlanacaktır.
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KURAMSAL BİLGİLER I. BAŞARAN ÖZ

2. KURAMSAL BİLGİLER

İyi bir çekim teorisi ilk olarak gözlemler neticesinde belirlenen gezegenlerin yörünge

hareketlerini ile galaksi ve galaksi kümelerinin kendi içindeki çekimsel hareketleri iyi

bir şekilde açıklayabilmelidir. Böylece teori düşük hızlar ve zayıf gravitasyonel alanlar

için Newton teorisine indirgenir. Ayrıca günümüzde hassas bir şekilde ölçümleri yapıla-

bilen Güneş sistemi içindeki yörünge hareketlerini de tam olarak açıklayabilmelidir (Will

1993). Dahası, teori, yıldızlar, gezegenler, toz ve gaz bileşenleri ve radyasyon dahil ol-

mak üzere bilinen madde bileşenleri için, gözlenen galaktik dinamikleri doğru bir şekilde

yeniden üretmelidir. Ek olarak, teori, büyük ölçekli yapıların (galaksi kümeleri, üstkü-

meler, boşluklar ve filamentler) üretim problemini ele almalıdır. Son olarak kozmolojik

dinamiklerin yeniden türetilmesi gerekir. Buna göre, H Hubble parametresi, q yavaşlama

parametresi gibi kozmolojik parametrelerin elde edilmesi ve bunların günümüzdeki de-

ğerlerinin son kozmolojik gözlemler ile uyumlu olması beklenir (Faraoni ve Capozziello

2011).

2.1. Genel Görelilik Teorisi

Yukarıda belirtilen gerekliliklerin bir çoğunu taşıyan en temel teori GRT’dir (Einstein

1916). GRT’ye göre çekimin olmadığı durumda uzay-zaman düz Minkowski uzay-zamanı-

na indirgenir. Einstein, GRT için Riemann’ın fikirlerinden yararlanmıştır. Riemann’a göre,

evren eğri bir manifold olup bu eğrilik astronomik gözlemlerle ölçülebilir. Uzay-zamanda-

ki madde dağılımı ise bu manifoldun eğriliğini belirler (Eisenhart 1997). Einstein tarafın-

dan 1915’te formüle edilen GRT, yer çekimi üzerine üç temel varsayıma dayanır.

• Görelilik Prensibi: Bu prensip gereğince, fiziksel bir sistemi açıklamak için tüm

gözlemciler eşit öneme sahiptir. Özellikle eylemsiz bir referans sistemi tercihi ya-

pılmaz. Fizik yasaları sabit bir gözlemci veya hareketli bir gözlemci için aynı ol-

malıdır.

• Eşdeğerlik Prensibi: Bu prensibe göre, çekimsel bir kuvvet etkisi altında hareket

ile ivmeli bir hareket fiziksel olarak birbirleri ile aynıdır. Yani bir cismin çekimsel

kütlesi ile eylemsizlik kütlesi birbirine eştir.
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• Genel Kovaryans Prensibi: Bu prensip, alan denklemlerinin tüm koordinat sistemle-

rinde aynı olan kovaryant tensör denklemleri olmasını gerektirir. Fizik yasaları tüm

koordinat sistemlerinde tüm gözlemciler için eşdeğer olmalıdır. Bu yüzden GRT

denklemleri tensörel formda ifade edilmiştir.

Einstein’in kabul ettiği prensipler doğrultusunda çekim, uzay-zamanın eğriliği ile ifade

edilir. Eğriliği ifade etmek için metrik kavramı kulanılır. Metrik, uzay-zamanda herhangi

iki nokta arasındaki mesafenin hesaplanması ile ilgili olup yay uzunluğunun karesi,

ds2 = gabdx
adxb,

şeklinde tanımlanmaktadır. Burada gab metrik tensördür. Bir uzay-zaman aralığı, dört bo-

yutlu diferansiyellenebilen bir M manifold ile temsil edilir ve metrik tensör, M manifoldu

üzerinde kovaryant, ikinci mertebeden, simetrik tensör olarak verilir. Bu tez çalışmasında,

dejenere olmayan bir metrik için işaret (+,−,−,−) olarak alınmıştır. Böyle bir metrik

Lorenz Manifoldu üzerinde tanımlıdır denir (Faraoni ve Capozziello 2011).

GRT’de kullanılan diğer bir geometrik nicelik de kovaryant türev ile ilişkili bağlantıyı

veren Christoffel sembolleridir. Kovaryant türev, vektörel hesaplamalarda yönlü türevlerin

bir genelleştirmesidir ve manifold üzerinde bir vektörün bir noktadan diğerine paralel

taşınmasını sağlar. Paralel taşımayı sağlayan bu nicelikler, gab metrik tensör ile hesaplanan

Christoffel sembolleri olup,

Γc
ab =

1

2
gcd(gda,b + gdb,a − gab,d),

şeklinde ifade edilirler. Buradan yola çıkarak Riemann eğrilik tensörü,

Ra
bcd = Γa

bd,c − Γa
bd,c + Γa

ceΓ
e
bd − Γa

deΓ
e
bc,

olarak hesaplanır. Dördüncü ranktan Riemann eğrilik tensörünün kontraksiyonu yolu ile

ikinci ranktan Ricci tensörü,

Rab = Rc
acb,

olarak elde edilir. Tensörel bir niceliğin mertebesi indis sayısı ile belirlenip rank olarak

adlandırılır. Kontraksiyon işlemi ise üst ve alt indisleri birine eşitleyip tensörel niceliğin

mertebesini azaltma işlemidir. Benzer şekilde Ricci tensörünün kontraksiyonu yolu ile de

Ricci skaleri,

R = gabRab = Ra
a,

6
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elde edilir. Ricci skaleri, Einstein-Hilbert eyleminin önemli bir parçasıdır.

GRT’nin alan denklemleri en küçük eylem ilkesi δA = 0 ile türetilebilir. Burada A

eylemi,

A =

∫
d4xL,

olarak dört boyutlu uzay-zaman üzerinden L Lagrange yoğunluğunun integrali ile ifade

edilir.

Einstein GRT teorisini veren eylem integrali,

A =

∫
d4x

√
−g(

R

2κ
+ Lm), (2.1)

Einstein-Hilbert eylem integralidir. Burada Lm, madde için Lagrange fonksiyonu, g ise

gab metrik tensörünün determinantı ve κ = 8πG
c4

dür. Ayrıca burada G, kütle çekim sabiti

ve c, ışık hızıdır. (2.1) ile verilen eylem integralinin gab metrik tensörüne göre varyasyonu

alınarak, Einstein alan denklemleri (EAD),

Rab −
1

2
Rgab = κTab, (2.2)

elde edilir. Burada Tab enerji momentum tensörü olup,

Tab = − 2√
−g

δ(
√
−gLm)

δgab
,

şeklinde tanımlıdır. Enerji-momentumun korunumu yasası gereğince

T ab
;b = 0, (2.3)

dır (Carroll 2004; Øyvind Grøn 2007).

2.2. Standart Kozmolojik Model

Kozmoloji, evrenin büyük ölçekteki yapısı ve evrimini inceler. Büyük ölçekler söz konusu

olduğu zaman evreni homojen ve izotrop olarak düşünebiliriz. Standart kozmolojik mo-

del, bu kozmolojik prensibe dayanarak oluşturulur. Gözlemcinin baktığı her noktada evre-

nin aynı olması, evrenin homojenliğini, gözlemcinin baktığı her doğrultuda evrenin aynı

olması, evrenin izotropluğunu ifade eder. Bu ilkeye göre evrende özel bir konuma sahip

herhangi bir yer yoktur. Böyle bir evren için uzay-zaman, xµ = (t, r, θ, ϕ), (µ = 0, 1, 2, 3),

küresel koordinatlarda FLRW metriği,

ds2 = dt2 − a(t)2
[

dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

]
, (2.4)

7
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ile ifade edilir (Weinberg 1972). Burada a(t) ölçek çarpanıdır. Ayrıca k eğriklik paramet-

resi olup, k = 0 için düz evren, k = +1 için pozitif eğrilikli kapalı evren, k = −1 için

negatif eğrilikli açık evren geometrilerini ifade eder. (2.4) FLRW uzay-zaman metriği için

Ricci eğrilik skaleri,

R = 6

(
ä

a
+

ȧ2

a2
+

k

a2

)
,

olarak hesaplanır.

Standart kozmolojik model için, GRT’de EAD’ların sol tarafında geometri için FLRW

uzay-zamanı, sağ tarfında madde için de enerji momentum tensörü olarak ideal akışkan

kullanılır. İdeal akışkan enerji momentum tensörü,

Tab = (ρ+ p)uaub − pgab,

şeklinde ifade edilir. Böyle bir enerji momentum tensörü kozmolojik prensibe uyar. Bu-

rada, u dört-hız, ρ enerji yoğunluğu, p izotropik basınçtır. Ayrıca dört-hız için uaua = +1

koşulu sağlanmalıdır.

(2.2) ifadesinden EAD’lar hesaplanacak olursa; Friedmann ve ivmelenme denklem-

leri, (
ȧ

a

)2

=
1

3
ρ− k

a2
+

Λ

3
,

ä

a
= −1

6
(ρ+ 3p) +

Λ

3
,

elde edilir. Ayrıca (2.3) ifadesinden de korunum denklemi,

ρ̇ = 3
ȧ

a
(ρ+ p), (2.5)

olarak bulunur (d’Inverno 1992). Buradan çözüm yapabilmek için basınç ve yoğunluk

arasındaki ilişkiyi veren bir ifadeye ihtiyaç duyulur.

Durum denklemi, basınç, hacim, sıcaklık veya iç enerji gibi belirli fiziksel koşullar

altında maddenin durumunu tanımlayan durum değişkenleri ile ilgili bir termodinamik

denklemdir (Perrot 1998). İdeal bir gaz için, basınç ile enerji yoğunluğu arasındaki ilişkiyi

veren durum denklemi,

p = wρ, (2.6)

olarak ifade edilir. Buradan durum denklemi parametresi (EoS) w = p/ρ olarak da ele

alınabilir. EoS parametresi, w = 0 iken relativistik olmayan toz benzeri ideal akışkan,

8
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w = 1/3 iken relativistik ışınım benzeri akışkanı ifade eder. Evren, karanlık enerji baskın

durumda ise, EoS parametresi w = −1 iken ΛCDM kozmolojik modelini, −1 < w <

−1/3 iken quintessence ve w < −1 iken fantom karanlık enerji durumlarını ifade eder.

(2.6) ifadesi, (2.5) denkleminde yerine yazılırsa,

ρ = ρ0a
−3(1−w),

yoğunluk ifadesi elde edilir. Burada ρ0, t = 0 anındaki enerji yoğunluğudur. Madde bas-

kın evren (w = 0) için ρ = ρ0a
−3, ışınım baskın evren (w = 1/3) için ρ = ρ0a

−4 ve

karanlık enerji baskın evren (w = −1) için ρ = ρ0 olur.

Kozmolojik parametreleri irdelemek üzere a(t) ölçek çarpanının Taylor serisi açılımı

ilk üç terimini alırsak,

a(t) ≈ a(t0) +
da

dt

∣∣∣
t=t0

(t− t0) +
1

2

d2a

dt2

∣∣∣
t=t0

(t− t0)
2, (2.7)

elde ederiz. (2.7) ifadesini a(t0) günümüz ölçek çarpanına bölersek,

a(t)

a(t0)
≈ 1 +

ȧ

a

∣∣∣
t=t0

(t− t0) +
1

2

ä

a

∣∣∣
t=t0

(t− t0)
2,

elde edilir. Burada da a(t0) = 1 olarak alıp,

a(t) ≈ 1 +H0(t− t0)−
1

2
q0H

2
0 (t− t0)

2,

biçiminde yazabiliriz. Buna göre Hubble parametresinin,

H0 =
ȧ

a

∣∣∣
t=t0

,

ve yavaşlama parametesinin,

q0 = −
(
äa

ȧ2

) ∣∣∣
t=t0

, (2.8)

şeklinde tanımlı olduğunu görülür. (2.8) ile ifade edilen yavaşlama parametresi tanımdan,

q0’nın pozitif değerleri için ä negatif olup evrenin genişlemesinin yavaşladığı, q0’nın ne-

gatif değerleri için ä pozitif olup evrenin genişlemesinin hızlandığı görülmektedir (Ryden

2003).
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2.3. f(R) Çekim Teorisi

GRT’nin, yeni gözlemleri de kapsayacak şekilde genişletme çalışmaları uzun bir geçmişe

sahiptir. Bunlar içerisinde en çok dikkate alınanlardan birisi, Einstein-Hilbert eylem in-

tegralindeki R Ricci eğrilik skaleri yerine onun bir fonksiyonu olarak f(R) içeren bir

teori inşa etmektir. f(R) çekim teorisi için eylem integrali,

A =

∫
d4x

√
−g[f(R) + κLm], (2.9)

ile ifade edilir. Bu teoriye ait (2.9) eylem integralinin gab metrik tensöre göre varyasyo-

nundan f(R) çekim teorisine ait alan denklemleri,

Rab −
1

2
Rgab = κTm

ab + T curv
ab , (2.10)

olarak elde edilir. Burada

T curv
ab =

1

fR

[gab
2
(f −RfR) + fR;ab − gab�fR

]
dır. Ayrıca fR ̸= 0, fR = df(R)

dR
, � = gcd∇c∇d ve ∇c, kovaryant türev operatörüdür.

f(R) = R iken f(R) çekim teorisi standart Einstein çekim teorisine indirgenir (Sotiriou

ve Faraoni 2010).

f(R) çekim teorisinin alan denklemleri dördüncü mertebeden lineer olmayan dife-

ransiyel denklem sistemi olup çözüm bulmak oldukça zordur. Alan denklemlerine çözüm

bulabilmek için kullanılan yöntemlerden biri Noether simetrisi yaklaşımıdır. Bu yaklaşım

ile f(R)’ın formu belirlenebileceği gibi, f(R) için uygun bir seçim yaparak da Noet-

her integralleri (korunumlu nicelikler) elde edip çözümleri irdelemek mümkündür. Statik

küresel simetrik uzay-zaman ele alınarak yapılan bazı çalışmalar Noether simetrisi yak-

laşımı kullanılarak çekim teorileri için çözüm bulunabileceğini göstermiştir (Capozziello

vd 2007). Capozziello ve DeFelice (2008) f(R) çekim teorisinde FRLW uzay-zamanı ele

alarak Noether simetrisi yaklaşımı ile kozmolojik çözümler elde etmiştir.
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2.4. Skaler Tensör Çekim Teorisi

Başka bir alternatif çekim teorisi ise metrik tensör yanında bağımsız olarak skaler alanı

da içeren skaler tensör teorisidir. Skaler tensör teorisini ilk olarak (Jordan, 1955) ortaya

atmıştır. Burada, dört boyutlu eğri bir manifold içerisine beş boyutlu düz bir uzay-zaman

yerleştimeye çalışmış ve böyle bir projektif geometiriyi formule etmek için kullanılacak

kısıtlamanın dört boyutlu bir skaler alan olabileceğini göstermiştir. Skaler alan evrendeki

maddeye katkıda bulunmaktadır (Weinberg 1972).

Skaler tensör teorisi için eylem integrali,

A =

∫
d4x

√
−g

(
F (ϕ)R− ω(ϕ)

ϕ
∂aϕ∂

aϕ− V (ϕ)

)
+Am, (2.11)

şeklinde ifade edilir (Nordtvedt 1970). Burada F (ϕ) skaler alan ile eğrilik arasındaki

çiftlenim fonksiyonudur ve ω ve V potansiyel skaler alana bağlı fonksiyonlardır. (2.11)

eylem integralinde, F (ϕ) = ϕ ve ω(ϕ) = ω = sabit durumları için skaler tensör teorisi,

Brans-Dicke çekim teorisi olarak adlandırılır (Brans ve Dicke 1961).

(2.11) eylem integralinde, 16π faktörünün tüm terimlerle çarpım durumunda olduğu

göz önünde bulundurulmalıdır. Buna göre F (ϕ) = 16πϕ biçiminde yazılabilir. ( 2.1) ve

(2.11) eylem integrallerini karşılaştırıldığında, bu teoride kütle çekim sabiti yerine efektif

kütle çekim sabiti ile ters orantılı olan,

F (ϕ) =
1

16πGeff

ifadesinin olduğu görülür. Buna göre F (ϕ) fonksiyonu çok yavaş değişim göstermelidir.

Bu durum, Dirac (1938) tarafından savunulan, kütle çekim sabitinin zamana bağımlı ol-

ması gerektiği fikrine uyum sağlamaktadır (Yasunori Fujii 2007).

Bu teoride, eylem integralinin gab metrik tensörüne göre varyasyonu alınarak alan

denklemleri,

F (ϕ)[Rab −
1

2
Rgab] = 8πTm

ab − T ϕ
ab + F (ϕ);ab − gab�F (ϕ),

olarak bulunur. Burada, �F (ϕ) = gabF;ab ve

T ϕ
ab =

ω(ϕ)

2
gabg

cdϕ;cϕ;d +
gab
2
V (ϕ)

dir. Eylem integralinin ϕ skaler alanına göre varyasyonundan,

�ϕ+ ωV (ϕ),ϕ = ωF (ϕ),ϕR,

11



KURAMSAL BİLGİLER I. BAŞARAN ÖZ

elde edilir.

Basilakos vd (2011), skaler alanlı kütle çekim teorisinde, FLRW uzay-zamanı için No-

ether simetrisi yaklaşımı ile çözümler elde etmiş, quintessence ve fantom karanlık enerji

modellerini irdelemişlerdir. Skaler alan ile minimal olmayan eşlenimli çekim teorisinde,

Bianchi I-III-KS uzay-zamanları için Noether simetrisi yaklaşımı simetrilerinin sınıfla-

ması yapılmış ve çözüm elde edilmiştir (Camci ve Kucukakca 2007; Camci vd 2016).
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Simetri

Simetri, bir matematiksel nesnenin içsel bir özelliğidir ve belirli dönüşüm sınıfları altında

(öteleme, dönme, yansıtma, tersine çevirme veya daha soyut işlemler gibi) değişmez kal-

masına neden olur. En basit anlamda bir simetri, fiziksel bir sistemi değişmez bırakan

bir dönüşümüdür . Matematikçiler, simetriler ile ilgili olarak çalışmak için, Grup teorisi

başlığı altında sistematik bir yol geliştirmişlerdir. Grup teorisi, simetrinin matematiksel

dilidir ve doğanın yapısının ifade edilmesinde önemli bir rol oynar (Leon M. Lederman

2004).

Sophus Lie, adi diferansiyel denklemleri (ADD) çözmek için yöntem geliştirmek

üzere Lie grupları adını verdiği sürekli grupları geliştirmiştir. Buna göre Lie, bir ADD’in,

nokta dönüşümlerinin bir tek paremetreli Lie grubu altında değişmez kalması durumunda,

serbestlik derecesinin bir kademe inebileceğini göstermiştir

(George W. Bluman 2002).

Temel özellik olarak bir ADD’in Lie nokta simetrisi, her bir çözümü, çözüm kümesi

içerisindeki başka bir çözüme dönüştüren yerel grup dönüşümleridir (George W. Bluman

1989; Olver 1986). H(x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0 ifadesi, n. mertebeden bir ADD olmak

üzere Lie simetri koşulu, X(n)H = 0 olup,n. mertebeden genişletilmiş vektör alanı,

X(n) = ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
+ η′(x, y, y′)

∂

∂y′
+ ...+ η(n)(x, y, y′, ..., yn)

∂

∂yn

dır (Hans Stephani 1989).

Noether simetrileri ise Lagrangiandan elde edilen simetrileridir. Lagrangiandan elde

edilen her bir varyasyonel simetri aynı zamanda bir Lie simetrisi olduğu için, Noether

simetrileri, Lie simetri cebirinin kapalı bir alt cebiridir (Basilakos vd 2011). Bu tez çalış-

masında, Lagrangian simetrileri araştırılacağı için Noether simetrisi çalışılmıştır.

3.2. Noether Simetrisi

Eğer herhangi bir L Lagrange fonksiyoneli için, bir G(τ , qk) fonksiyonu mevcut ve

X [1]L+ L(Dτξ) = DτG, (3.12)
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Noether simetrisi koşulu sağlanıyorsa, verilen diferansiyel denklem sistemi için

Noether simetrisi doğurucusu,

X = ξ(τ , qk)
∂

∂τ
+ ηi(τ , qk)

∂

∂qi
,

ile verilir. Burada, Dτ = ∂/∂τ + q̇k∂/∂qk tam türev operatörü olup X [1] , X ile verilen

Noether simetrisi doğurucusunun ilk genişletmesi (extension veya prolongation) adını alır

ve

X [1] = X + η̇k(τ , ql, q̇l)
∂

∂q̇k
,

şeklinde ifade edilir. Burada, η̇k(τ , ql, q̇l) = Dτη
k− q̇kDτξ olarak tanımlıdır. Her Noether

simetrisi için,

I = −ξEL + ηi
∂L

∂q̇i
−G, (3.13)

bağıntısı ile ifade edilen ve denklem sistemine ait bir korunumlu nicelik vardır. Bu bağıntı,

çözümü aranan diferansiyel denklem sistemine çözüm bulunmasında önemlidir. Burada,

EL = q̇i
∂L
∂q̇i

− L, (3.14)

enerji fonksiyonudur.

Göz önüne alınan genişletilmiş çekim teorisinin dinamik değişkenleri olarak qi genel-

leştirilmiş koordinatları alındığında, yukarıda anlatılan Noether simetrisi yaklaşımı kulla-

nılarak çekim teorisi ile ilişkili korunumlu nicelikler bulunabilmektedir. Böylece, karşılık

gelen çekim teorisi modeli için yeni bir kesin çözüm elde edilmesi mümkün olabilir.

Noether teoremine göre, Noether simetrisinin varlığı dinamiksel sistemde bir döngü-

sel değişken (cyclic variable) elde etme olanağı sağlar (Capozziello ve DeFelice 2008).

Herhangi bir L Lagrangianı için Euler-Lagrange denklemleri,

d

dτ

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, (3.15)

şeklinde ifade edilir. Burada nokta, τ değişkenine göre türevi göstermektedir. Genişletil-

miş vektör alanı,

Xc = X + α̇i(qk)
∂

∂q̇i
,

şeklinde yazılabilir. Burada X = αi(q) ∂
∂qi

, sonsuz küçük nokta dönüşümünü gösteren

vektör alandır.
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L nin Xc yönündeki Lie türevi,

£XcL ≡ XcL = XL+ α̇i(qk)
∂L
∂q̇i

, (3.16)

olur. Burada (3.15) αi ile çarpılıp (3.16) ifadesi ile karşılaştırıldığında,

d

dτ

(
αi ∂L

∂q̇i

)
= £XcL,

olduğu görülür. Eğer,

£XcL = αi(q)
∂L
∂qi

+ α̇i(qk)
∂L
∂q̇i

= 0, (3.17)

ise, Xc genişletilmiş vektör alanı, L’nin temsil ettiği dinamik yapıya ait simetriyi gösterir.

Bu durumda hareket sabiti,

αi ∂L
∂q̇i

≡ sbt, (3.18)

olmaktadır. (3.13) denkleminde, G = 0 ve EL = 0 alındığında (3.18) ile verilen hareket

sabiti elde edilmektedir. Bu durum, (3.13) ile ifade edilen korunumlu niceliğin daha genel

bir bağıntı olduğunu gösterir.
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

4.1. f(R) Çekim Teorisinde Statik Küresel Simetrik Uzay-zaman

Statik küresel simetrik uzay-zaman metriği,

ds2 = A2dt2 −B2dr2 − Y 2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
, (4.19)

şeklinde ifade edilmektedir. Burada A,B ve Y metrik katsayıları olup r ye bağlıdır. (4.19)

metriğine ait Ricci skaleri,

R̄ =
2

B2

[
A′′

A
+ 2

Y ′′

Y
+ 2

A′Y ′

AY
− 2

B′Y ′

BY
− A′B′

AB
+

Y ′2

Y 2
− B2

Y 2

]
, (4.20)

olarak hesaplanır. (4.19) statik küresel simetrik uzay-zaman metriği için f(R) çekim te-

orisinin (2.9) ifadesi ile verilen eylem integrali,

A1 =

∫
L1dr =

∫
dr
√
−g
[
f(R)− λ(R− R̄)

]
, (4.21)

halini alır. Burada, λ Lagrange çarpanıdır ve bu çarpan (4.21) eylem integralinin R’ye

göre varyasyonu alındığında λ = fR şeklinde bulunmaktadır. (4.21) eylem integralinde

(4.20) Ricci skaleri yerine konulup, kısmi integrasyon yöntemi uygulanarak, f(R) çekim

teorisi için Lagrange yoğunluğu,

L1 = − 2

B

[
fR
(
AY ′2 + 2Y A′Y ′)+ fRRR

′ (Y 2A′ + 2AY Y ′)]
+AB

[
fY 2 − fR(2 + Y 2R)

]
, (4.22)

elde edilir. (4.22) Lagrangianında B′ genelleştirilmiş hıza bağlılık yoktur. Bu yüzden B

metrik katsayısının sistemin dinamik yapısına doğrudan bir katkısı olmamasına rağmen

alan denklemlerinin varyasyonu sırasında dikkate alınmalıdır. (4.22) Lagrangian fonksi-

yonunun konfigürasyon uzayı Q = {A,B, Y,R} şeklindedir. Bu değişkenlere göre var-

yasyon alındığında alan denklemleri,

fR

(
2Y ′′

Y
+

Y ′2

Y 2
− 2Y ′B′

Y B

)
+ fRRR

′
(
2Y ′

Y
− B′

B

)
+ fRRRR

′′ + fRRR
′2 +

+
B2

2Y 2

[
fY 2 − fR(2 +RY 2)

]
= 0, (4.23)

fR

(
Y ′2

Y 2
+ 2

A′

A

Y ′

Y

)
+fRRR

′
(
2
Y ′

Y
+

A′

A

)
+

B2

2Y 2

[
fY 2 − fR(2 +RY 2)

]
= 0,

(4.24)
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fR

(
A′′

A
+

Y ′′

Y
+

A′Y ′

AY
− A′B′

AB
− B′Y ′

BY

)
+ fRRR

′
(
A′

A
+

Y ′

Y
− B′

B

)
+fRRRR

′′ + fRRR
′2 +

1

2
B2(f −RfR) = 0, (4.25)

fRR

[
A′′

A
+

2Y ′′

Y
+

Y ′2

Y 2
− A′B′

AB
+

2A′Y ′

AY
− 2B′Y ′

BY
− B2

2Y 2
(2 +RY 2)

]
= 0,

(4.26)

olarak elde edilir. (4.26) denkleminden fRR ̸= 0 iken Ricci skalerinin elde edileceği ko-

layca görülür.

(4.22) Lagrangianı için, (3.14) ifadesi ile verilen enerji foksiyonu,

EL1 = − 2

B

[
fR
(
AY ′2 + 2Y A′Y ′)+ fRRR

′ (Y 2A′ + 2AY Y ′)]
−AB

[
fY 2 − fR(2 + Y 2R)

]
, (4.27)

olarak hesaplanır. (4.22) Lagrangianının B değişkenine göre varyasyonundan hesaplanan

(4.24) alan denklemine eşit olduğu açıkça görüleceği üzere EL1 enerji fonksiyonu sıfırdır.

Böylece, B ifadesi için,

B2 =
2

A [fR(2 + Y 2R)− fY 2]

[
fR
(
AY ′2 + 2Y A′Y ′)+ fRRR

′ (Y 2A′ + 2AY Y ′)
)]

,

(4.28)

bulunur. Buradan, B ifadesi (4.22) Lagrangianında yerine yazılarak B’den bağımsız L2 ∝

L1
2 şeklinde orantılı yeni bir L2 Lagrangianı tanımlanabilir. Bu yeni Lagrangian,

L2 = [fR(2+Y 2R)−fY 2]
[
fR(A

2Y ′2 + 2AY A′Y ′) + fRRR
′(AY 2A′ + 2A2Y Y ′)

]
,

(4.29)

biçiminde olup kanonik ve B değişkeninden bağımsızdır. Böylece (4.22) Langrangianın

serbestlik derecesi indirgenir ve serbestlik derecesi üç olan yeni (4.29) Lagrangianı elde

edilir (Capozziello vd 2007). Bu yeni Lagrangian L2 için EL2 enerji fonksiyonu,

EL2 = [fR(2+Y 2R)−fY 2]
[
fR(A

2Y ′2 + 2AY A′Y ′) + fRRR
′(AY 2A′ + 2A2Y Y ′)

]
,

(4.30)

olur. L2 Lagrangian fonksiyonunun konfigürasyon uzayı Q = {A, Y,R} şeklindedir. Bu
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değişkenlere göre varyasyon alındığında alan denklemleri,

−AY fRfRR[(RY 2 + 2)(Y R′ + 2Y ′R′)− 2RY ′]− 2AY f 2
R[(RY 2 + 2)Y ′′ + 2RY Y ′2]

+ffRRRARY 4R′ + AY 3ffRR(2Y
′R′ + Y R′) + 2AY 2ffR(2Y

′2 + Y Y ′′)

−ARY 2(RY 2 + 2)(fRfRRR + f 2
RR)R

′ = 0, (4.31)

−2AfRfRR[(RY 2 + 2)(2AY ′R′ + 2Y A′R′ + AY R′) + 2Y RA′]

+2AY 2ffRR(AY R′ + Y A′R′ + AY ′R′)− 2f 2
R[(RY 2 + 2)(Y A′2 + A2Y ′′

+AY A′′ + 2AA′Y ′) + A2RY Y ′2]− 2A2RY fRfRRR(RY 2 + 2)R′

+2Y ffR(Y
2A′2 + 2AY Y ′A′ + A2Y ′2 + A2Y Y ′′ + AY 2A′′)

+2A2RY 3ffRRRR
′ = 0, (4.32)

fRfRR[(RY 2 + 2)(2A2Y Y ′ + 4AY A′Y ′ + 2A2Y ′2 + AY 2A′)]

+ARY (Y A′ + 2AY ′)[(RY 2 + 2)(fRfRRR + f 2
RR)− Y 2ffRRR]

−AY 2ffRR(2AY Y ′ + 2Y A′Y ′ + AY ′2 + Y 2A′) = 0, (4.33)

şeklinde elde edilir.

Şimdi (4.22) ile verilen L1 Lagrangianı için, (3.12) Noether simetrisi koşulu,

ξ
∂L1

∂r
+ η1

∂L1

∂A
+ η2

∂L1

∂B
+ η3

∂L1

∂Y
+ η4

∂L1

∂R
+ η1r

∂L1

∂A′ + η2r
∂L1

∂B′ + η3r
∂L1

∂Y ′ + η4r
∂L1

∂R′

+L1

(∂ξ
∂r

+ A′ ∂ξ

∂A
+B′ ∂ξ

∂B
+ Y ′ ∂ξ

∂Y
+R′ ∂ξ

∂R

)
=

∂G

∂r
+ A′∂G

∂A
+B′∂G

∂B
+ Y ′∂G

∂Y
+R′∂G

∂R
, (4.34)

olur. Burada,

η1r =
∂η1

∂r
+ A′∂η

1

∂A
+B′∂η

1

∂B
+ Y ′∂η

1

∂Y
+R′∂η

1

∂R

−A′
(∂ξ
∂r

+ A′ ∂ξ

∂A
+B′ ∂ξ

∂B
+ Y ′ ∂ξ

∂Y
+R′ ∂ξ

∂R

)
,

η2r =
∂η2

∂r
+ A′∂η

2

∂A
+B′∂η

2

∂B
+ Y ′∂η

2

∂Y
+R′∂η

2

∂R

−B′
(∂ξ
∂r

+ A′ ∂ξ

∂A
+B′ ∂ξ

∂B
+ Y ′ ∂ξ

∂Y
+R′ ∂ξ

∂R

)
,
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η3r =
∂η3

∂r
+ A′∂η

3

∂A
+B′∂η

3

∂B
+ Y ′∂η

3

∂Y
+R′∂η

3

∂R

−Y ′
(∂ξ
∂r

+ A′ ∂ξ

∂A
+B′ ∂ξ

∂B
+ Y ′ ∂ξ

∂Y
+R′ ∂ξ

∂R

)
,

η4r =
∂η4

∂r
+ A′∂η

4

∂A
+B′∂η

4

∂B
+ Y ′∂η

4

∂Y
+R′∂η

4

∂R

−R′
(∂ξ
∂r

+ A′ ∂ξ

∂A
+B′ ∂ξ

∂B
+ Y ′ ∂ξ

∂Y
+R′ ∂ξ

∂R

)
,

şeklindedir. (4.34) Noether simetrisi koşulundan elde edilen diferansiyel deklem sistemi,

ξ,A = 0, ξ,B = 0, ξ,Y = 0, ξ,R = 0,

2Y (2fRη
3
,r + Y fRRη

4
,r) +BG,A = 0, G,B = 0,

4fR(Y η1,r + Aη3,r) + 4AY fRRη
4
,r +BG,Y = 0,

2Y (Y η1,r + Aη3,r)fRR +BG,R = 0,

2fRη
3
,A + Y fRRη

4
,A = 0, 2fRη

3
,B + Y fRRη

4
,B = 0,

Y η1,B + 2Aη3,B = 0, Y η1,R + 2Aη3,R = 0,

fR(Y η1,B + Aη3,B) + AY fRRη
4
,B = 0,

Y

B
fRη

2 − fRη
3 − Y fRRη

4 − Y fR(η
3
,Y + η1,A − ξ,r)−

Y 2

2
η4,Y

−AfRη
3
,A − AY fRRη

4
,A = 0,

2
Y 2

B
fRRη

2 − 4Y fRRη
3 − 2Y 2fRRRη

4 − 4Y fRη
3
,R − 4Y fRRη

3
,A

−2Y 2fRR(η
4
,R + η1,A − ξ,r) = 0,

fRη
1 − A

B
fRη

2 + AfRRη
4 + 2Y fRη

1
,Y + 2AfRη

3
,Y + 2AY fRRη

4
,Y − AfRξ,r = 0,

Y fRRη
1 − AY

B
fRRη

2 + AfRRη
3 + AY fRRRη

4 + Y fRη
1
,R + AfRη

3
,R

+
Y 2

2
η1Y + AY fRR(η

3
,Y + η3R − ξr) = 0,

B
(
Y 2f −

(
RY 2 + 2

)
fR
)
η1 + A

(
Y 2f −

(
RY 2 + 2

)
fR
)
η2

+2ABY (f −RfR) η
3 − ABfRR

(
RY 2 + 2

)
η4

+AB
(
Y 2f −

(
RY 2 + 2

)
fR
)
ξ,r −G,r = 0, (4.35)

olarak elde edilir. Burada verilen kısmi diferansiyel denklem sisteminin çözümü için f(R)

fonksiyonunun formunu seçmek gerekebilir. Böylelikle Noether sabitleri elde edilip f(R)

çekim teorisinde statik küresel simetrik uzay zaman için çözüm elde edilebilir.

(4.35) kısmi diferansiyel denklem sistemi çözümü için f(R) = f0R
n seçimi yapılacak
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olursa, Noether simetrisi doğurucusunun bileşenleri,

ξ = F (r), η1 = A(2n− 3)c1,

η2 = B(c1 − F ′(r)), η3 = Y c1,

η4 = −2Rc1, G = c2, (4.36)

olarak elde edilir. Burada c1 ve c2 integral sabitleridir. F (r) ise r’ ye bağlı keyfi bir fonk-

siyondur. Buradan Noether simetrisi doğurucuları,

X1 = (2n− 3)∂A +B∂B + Y ∂Y − 2R∂R,

X2 = F (r)∂r − F ′(r)B∂B, (4.37)

olur. (3.13) koşulu kullanılarak (4.37) simetrilerine karşılık gelen Noether integralleri,

I1 = 2nf0
AY 2

B
Rn−1

[
2(n− 2)

A′

A
− (n− 1)(2n− 1)

R′

R

]
, (4.38)

I2 = F (r)EL1 , (4.39)

olarak belirlenir. Buradan (4.38) Noether integrali,

A′ − (n− 1)(2n− 1)R′

2(n− 2)R
A =

I1BR1−n

4n(n− 2)f0Y 2
, (4.40)

şeklinde yazılabilir. Böylece metrik potansiyel A(r) için,

A = R
(n−1)(2n−1)

2(n−2)

[
A0 +

I1
4n(n− 2)f 2

0

∫
BR

(1−n)(4n−5)
2(n−2)

Y 2
dr

]
, (4.41)

ifadesi elde edilir. Burada A0 integral sabiti ve n ̸= 0, 2 dir.

Buraya kadar, (4.22) ile verilen indirgenmemiş L1 Lagrangianı için çözümler irde-

lenmiştir. Bundan sonraki kısımda ise (4.29) ile verilen indirgenmiş L2 Lagrangianı için

çözümler araştırılacaktır.

(4.29) ile verilen L2 Lagrangianı için, (3.12) Noether simetrisi koşulu,

ξ
∂L1

∂r
+ η1

∂L1

∂A
+ η2

∂L1

∂Y
+ η3

∂L1

∂R
+ η1r

∂L1

∂A′ + η2r
∂L1

∂Y ′ + η3r
∂L1

∂R′

+L1

(∂ξ
∂r

+ A′ ∂ξ

∂A
+ Y ′ ∂ξ

∂Y
+R′ ∂ξ

∂R

)
=

∂G

∂r
+ A′∂G

∂A
+ Y ′∂G

∂Y
+R′∂G

∂R
, (4.42)

olur. Burada,

η1r =
∂η1

∂r
+ A′∂η

1

∂A
+ Y ′∂η

1

∂Y
+R′∂η

1

∂R
− A′

(∂ξ
∂r

+ A′ ∂ξ

∂A
+ Y ′ ∂ξ

∂Y
+R′ ∂ξ

∂R

)
,

η2r =
∂η2

∂r
+ A′∂η

2

∂A
+ Y ′∂η

2

∂Y
+R′∂η

2

∂R
− Y ′

(∂ξ
∂r

+ A′ ∂ξ

∂A
+ Y ′ ∂ξ

∂Y
+R′ ∂ξ

∂R

)
,

η3r =
∂η3

∂r
+ A′∂η

3

∂A
+ Y ′∂η

3

∂Y
+R′∂η

3

∂R
−R′

(∂ξ
∂r

+ A′ ∂ξ

∂A
+ Y ′ ∂ξ

∂Y
+R′ ∂ξ

∂R

)
,
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şeklindedir. (4.42) Noether simetrisi koşulundan elde edilen diferansiyel deklem sistemi,

ξ,A = 0, ξ,Y = 0, ξ,R = 0,

AY Ω(2fRη
2
,r + fRRY η3,r)−G,A = 0

AΩ[fR(Y η1,r + Aη2,r) + fRRAY η3,r]−G,Y = 0,

AY ΩfRR(Y η1,r + 2Aη2,r)−G,R = 0,

AY Ω(2fRη
2
,A + fRRY η3,A) = 0,

AY ΩfRR(Y η1,R + 2Aη2,R) = 0,

2ΩfRη
1 + 2AY ΩfR(RfR − f)η2 + AΩfRR[2fR(2 + Y 2R)− fY 2]η3

+ΩfR(2Y η1,Y + 2Aη2,Y − Aξ,r) + 2ΩfRRAY η3,Y = 0,

2ΩfRY η1 + 2AfR[2fR + 3Y 2(RfR − f)]η2 + 2AY fRR[Ω + fR(2 + Y 2R)]η3

+2ΩfRA[Y (η2,Y + η1,A − ξ,r) + Aη2,A] + ΩfRRAY (Y η3,Y + 2Aη3,A) = 0,

ΩfRRY
2η1 + 2AY fRR[Ω + Y 2(RfR − f)]η2 + AY 2[ΩfRRR + f 2

RR(2 + Y 2R)]η3

+2ΩfRAY η2,R + ΩfRRAY [Y (η3,R + η1,A − ξ,r) + 2Aη2,A] = 0,

4ΩAY fRRη
1 + 2A2fRR[Ω + 2Y 2(RfR − f)]η2 + 2A2Y [ΩfRRR + f 2

RR(2 + Y 2R)]η3

+2ΩfRA(Y η1,R + Aη2,R) + ΩfRRAY [2A(η3,R + η2,Y − ξ,r) + Y η1,Y ] = 0,

G,r = 0, (4.43)

olarak elde edilir. Burada Ω = [fR(2 + Y 2R) − fY 2] dir. f(R) = f0R
n formunda alıp

(4.43) simetri denklemleri çözümü,

η1 =
c1
2
A+ (2n− 3)c3A, η2 = c3Y, η3 = −2c3R,

ξ = c1r + c2, G = c4, (4.44)

olur. Burada ci integral sabitleridir. (4.44) ifadelerinden Noether simetrileri,

X1 = ∂r, X2 = r∂r +
A

2
∂A,

X3 = (2n− 3)A∂A + Y ∂Y − 2R∂R, (4.45)
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olur. (4.45) Noether simetrilerinden elde edilen Noether integralleri,

I1 = −nAf 2
0R

2n−3
(
2n+ (n− 1)RY 2

) [
(n− 1)Y 2A′R′

+2Y (RA′ + (n− 1)AR′)Y ′ + ARY ′2
]
, (4.46)

I2 =
1

2
nAf 2

0R
2n−3

(
2n+ (n− 1)RY 2

) [
(n− 1)Y 2 (A− 2rA′)R′

+2Y (−2rRA′ + A (R− 2(n− 1)rR′))Y ′ − 2rARY ′2
]
, (4.47)

I3 = nAf 2
0R

2n−3Y 2
(
2n+ (n− 1)RY 2

) [
− 2(n− 2)RA′

+(n− 1)(2n− 1)AR′
]
, (4.48)

olarak bulunur. Buradan, (4.48) ile verilen I3 korunumlu niceliği yardımı ile,

A2 = R
(2n−1)(n−1)

(n−2)

[
A0 −

I3
nf 2

0

∫
R− (4n−5)(n−1)

(n−2)

Y 2(n− 2)(2n+RY 2(n− 1))
dr

]
, (4.49)

çözümü elde edilir.

(4.49) ifadesinden, Y (r) = r, B(r) = 1/A(r) ve n = 1 seçimleri yapılarak,

A2 = A0 −
I3

2f 2
0 r

, (4.50)

biçiminde Schwarzschild çözümü elde edilir. Burada, hareket sabiti, I3 = 4GMf 2
0 olarak

ifade edilebilir. Ayrıca, (4.28) denkleminden B(r) ifadesi hesaplanır ise A0 = 1 olması

gerektiği görülür. Bu sonuçlara göre, (4.20) ifadesinden Ricci skaleri R(r) = 0 olur. Bu

durumda, (4.46), (4.47) ve (4.48) Noether integralleri için I3 = −I2 ve I1 = 2f 2
0 sonuçları

ortaya çıkar.

Daha sonra, Y (r) = r, n = 5/4 ve R(r) = 5/r2 seçimleri yaparak, (4.49) ifadesinden,

A2 =
A0√
5
r − 64I3

225
√
5f 2

0

, (4.51)

olarak elde edilir. (4.28) bağıntısından ise B2,

B2 = (1− 64I3

225
√
5A0f 2

0 r
)−1, (4.52)

şeklinde bulunur. Bu sonuçlara göre, (4.46) ve (4.47) Noether integralleri hesaplanır ise

I1 = −225A0f2
0

64
ve I3 = −I2 sonuçları elde edilir. Böylece, A2 = A0√

5
(r + I3

I1
) ve B2 =

(1 + I3
I1r

)−1 şeklinde ifade edilebilir. n = 5/4 değerinin Güneş sistemi gözlemleri ile

uyumlu değer aralığı dışında olduğunu belirtmek gerekir (Clifton ve Barrow 2005).
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4.2. f(R) Çekim Teorisinde Statik Silindirik Simetrik Uzay-zaman

Statik silindirik simetrik uzay-zaman metriği (Sharif ve Arif, 2012),

ds2 = A(r)dt2 − dr2 −B(r)(dθ2 + α2dz2), (4.53)

şeklinde ifade edilebilir. Burada A ve B metrik katsayıları olup r ye bağlıdır. Statik silin-

dirik simetrik uzay-zaman metriği için Ricci skaleri,

R =
2B′′

B
+

A′′

A
− B′2

2B2
− A′2

2A2
+

A′B′

AB
, (4.54)

olarak hesaplanır. Burada (′), r ye göre türevi ifade eder.

f(R) çekim teorisinde (2.10) ifadesi ile verilen alan denklemleri’nin sol tarafı geomet-

riyi sağ tarafı ise madde kısımını ifade eder. Geometri kısımı için ele alınan uzay-zaman

metriği kullanılır. Korunumu yasasından T ab
;b = 0 ⇒ ρ = ρ0A

−(1+w)
2w elde edilir. (2.9)

eylem integralinde (4.54) Ricci skalerini yerleştirip, lagrange çarpanı metodu ve kısmi

integrasyon metodu ile Lagrangian,

L = −αfR√
A
A′B′ − αfRR

B√
A
A′R′ − αfR

2B

√
AB′2 − 2αfRR

√
AB′R′

+α
√
AB[f −RfR − κρ0A

− 1+w
2w ], (w ̸= 0) (4.55)

olarak elde edilir. (4.55) Lagrangianı konfigürasyon uzayı Q = {A,B,R} şeklindedir.

(4.55) ile verilen Lagrangianın ifade ettiği çekim teorisi için (2.10) ifadesinden, alan denk-

lemleri,

fR
4

(
2
A′′

A
+ 2

A′B′

AB
− A′2

A2

)
− f

2
−
(
fRRR

′B
′

B
+ fRRR

′′ + fRRRR
′2
)

+
1

w
κρ0A

− 1+w
2w = 0, (4.56)

−fR
4

(
2
A′′

A
− A′2

A2
+ 4

B′′

B
− 2

B′2

B2

)
+

f

2
+

fRRR
′

2

(
A′

A
+ 2

B′

B

)
−κρ0A

− 1+w
2w = 0, (4.57)

−fR
4

(
2
B′′

B
+

A′B′

AB

)
+

f

2
+

fRRR
′

2

(
A′

A
+

B′

B

)
+ fRRR

′′ + fRRRR
′2

−κρ0A
− 1+w

2w = 0, (4.58)
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olarak elde edilir. Burada, (4.55) Lagrangianının A ve B’ye göre varyasyonu ile (4.56)

ve (4.58) alan denklemleri, R’ye göre varyasyonu ile de (4.54) Ricci skaleri ifadesi elde

edilebilir. Ayrıca, (4.55) Lagrangianı için enerji fonksiyonu,

EL = −fR
4

(
2
A′′

A
− A′2

A2
+ 4

B′′

B
− 2

B′2

B2

)
+

f

2
+

fRR

2

(
A′

A
+ 2

B′

B

)
R′ + κ

ρ0

A
1+w
2w

dır. Bu ifade (4.57) alan denklemine karşılık geldiği için EL = 0 olduğu görülür. Bu denk-

lemler dördüncü mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemler olup çözüm bulmak

için Noether simetrisi yaklaşımı kullanılacaktır.

(4.55) Lagrangianı için, (3.12) Noether simetrisi koşulu,

ξ
∂L
∂r

+ η1
∂L
∂A

+ η2
∂L
∂B

+ η3
∂L
∂R

+ η1r
∂L
∂A′ + η2r

∂L
∂B′ + η3r

∂L
∂R′

+L
(∂ξ
∂r

+ A′ ∂ξ

∂A
+B′ ∂ξ

∂B
+R′ ∂ξ

∂R

)
=

∂G

∂r
+ A′∂G

∂A
+B′∂G

∂B
+R′∂G

∂R
, (4.59)

olur. Burada,

η1r =
∂η1

∂r
+ A′∂η

1

∂A
+B′∂η

1

∂B
+R′∂η

1

∂R
− A′

(∂ξ
∂r

+ A′ ∂ξ

∂A
+B′ ∂ξ

∂B
+R′ ∂ξ

∂R

)
,

η2r =
∂η2

∂r
+ A′∂η

2

∂A
+B′∂η

2

∂B
+R′∂η

2

∂R
−B′

(∂ξ
∂r

+ A′ ∂ξ

∂A
+B′ ∂ξ

∂B
+R′ ∂ξ

∂R

)
,

η3r =
∂η3

∂r
+ A′∂η

3

∂A
+B′∂η

3

∂B
+R′∂η

3

∂R
−R′

(∂ξ
∂r

+ A′ ∂ξ

∂A
+B′ ∂ξ

∂B
+R′ ∂ξ

∂R

)
,

şeklindedir. (4.59) Noether simetrisi koşulu aşağıdaki diferansiyel denklem sistemini ve-

rir:

ξ,A = 0, ξ,B = 0, ξ,R = 0,

α (fRη
2
,r +BfRRη

3
,r) +

√
AG,A = 0,

α

[
fR

(
η1,r +

Aη2,r
B

)
+ 2AfRRη

3
,r

]
+
√
AG,B = 0,

α fRR (Bη1,r + 2Aη2,r) +
√
AG,R = 0,

fRη
2
,A +BfRRη

3
,A = 0, Bη1,R + 2Aη2,R = 0,

fRη
1

2A
− fRη

2

B
+ fRRη

3 + 2
BfRη

1
B

A
+ 2 fRη

2
B + 4 fRRBη3B − fRξr = 0,

−fRη
1

2A
+ fRRη

3 + fRη
1
,A + fR

A

B
η2,A + 2AfRRη

3
,A + fRη

2
,B + fRRBη3,B − fRξ,r = 0,

−fRRη
1

2A
+

fRRη
2

B
+ fRRRη

3 +
fRη

2
,R

B
+ fRRη

3
,R + fRRη

1
,A + 2

AfRRη
2
,A

B
− fRRξ,r = 0,
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fRRη
1

A
+ 2 fRRRη

3 +
fRη

1

A
+

fRη
2
,R

B
+ 2 fRRη

3
,R +

BfRη
1
,B

A
+ 2 fRRη

2
,B − 2 fRRξ,r = 0,(

−f +RfR + κ ρ0A
− 1+w

2w

)[ αB

2
√
A
η1 + α

√
Aη2 + α

√
ABξ,r

]
−αBκρ0(1 + w)√

Aw
A− 1+w

2w η1 + α
√
ABRfRRη

3 +G,r = 0. (4.60)

Bu denklem sistemi için çeşitli koşullar altında çözümler incelenmiştir. Genelde, GRT

Lagrangianı için aşikar olmayan Noether simetrisi mevcut değildir. Aşağıda, (i) duru-

munda GRT için elde edilen aşikar olmayan Noether simetrileri ve bunları doğuran özel

durum denklemi parametreleri çalışılmıştır. (ii) durumunda ise genel f(R) = f0R
n iken

Noether simetrileri incelenmiştir.

(i-a): f(R) = f0R, w = −1, f0, ρ0 > 0 koşulları ile ℓ =
√

6κρ0
f0

olmak üzere Noether

simetri vektörü bileşenleri aşağıdaki gibi elde edilir:

ξ = c1 + c2e
ℓr/2 + c3e

−ℓr/2,

η1 =
A

3
ℓ(c2e

ℓr/2 − c3e
−ℓr/2) +

√
A

B1/4
(c4e

ℓr/4 + c5e
−ℓr/4)

− A

2B3/4
(c6e

ℓr/4 + c7e
−ℓr/4) + 2c8A,

η2 =
B

3
ℓ(c2e

ℓr/2 − c3e
−ℓr/2) +B1/4(c6e

ℓr/4 + c7e
−ℓr/4)− c8B,

G = −αf0
3

√
ABℓ2(c2e

ℓr/2 + c3e
−ℓr/2)− αf0

3
B3/4ℓ(c4e

ℓr/4 − c5e
−ℓr/4)

−αf0
2

√
AB1/4ℓ(c6e

ℓr/4 − c7e
−ℓr/4) + c9. (4.61)

Buradan Noether simetrileri,

X1 = ∂r,

X2 = eℓr/2
[
∂r +

ℓ

3
(A∂A +B∂B)

]
G = −αf0

3

√
ABℓ2eℓr/2,

X3 = e−ℓr/2

[
∂r −

ℓ

3
(A∂A +B∂B)

]
G = −αf0

3

√
ABℓ2e−ℓr/2,

X4 = eℓr/4
√
A

B1/4
∂A G = −αf0

3
B3/4ℓeℓr/4,

X5 = e−ℓr/4

√
A

B1/4
∂A G = −αf0

3
B3/4ℓe−ℓr/4,

X6 = eℓr/4
(
− A

2B3/4
∂A +B1/4∂B

)
G = −αf0

2

√
AB1/4ϵeℓr/4,

X7 = e−ℓr/4

(
− A

2B3/4
∂A +B1/4∂B

)
G = −αf0

2

√
AB1/4ℓe−ℓr/4,

X8 = 2A∂A −B∂B, (4.62)
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olarak bulunur. Herbir Noether simetrisine karşılık gelen Noether integralleri,

I1 = −EL = 0,

I2 = −eℓr/2
ℓ

3
αf0

√
AB

(
A′

A
+ 2

B′

B
− ℓ

)
,

I3 = e−ℓr/2 ℓ

3
αf0

√
AB

(
A′

A
+ 2

B′

B
+ ℓ

)
,

I4 = −eℓr/4αf0B
3/4

(
B′

B
− ℓ

3

)
,

I5 = e−ℓr/4αf0B
3/4

(
B′

B
+

ℓ

3

)
,

I6 = −eℓr/4αf0
√
AB1/4

(
A′

A
+

B′

2B
− ℓ

2

)
,

I7 = −e−ℓr/4αf0
√
AB1/4

(
A′

A
+

B′

2B
+

ℓ

2

)
,

I8 = αf0
√
AB

(
A′

A
− B′

B

)
, (4.63)

şeklinde elde edilir. (4.63) Noether integralleri kullanılarak,

I2e
−ℓr/2 + I3e

ℓr/2 =
2

3
ℓ2αf0

√
AB,

I6e
−ℓr/4 − I7e

ℓr/4 = ℓ2αf0
√
AB1/4,

I4e
−ℓr/4 − I5e

ℓr/4

ℓαf0
=

I2e
−ℓr/2 + I3e

ϵr/2

I6e−ℓr/4 − I7eℓr/4
, (4.64)

ifadeleri bulunur ve buradan da A(r) ve B(r) metrik katsayıları için,

A(r) = A0

(
I6e

−ℓr/4 − I7e
ϵr/4
)2

(I4e−ℓr/4 − I5eℓr/4)
2/3

,

B(r) = B0

(
I4e

−ℓr/4 − I5e
ℓr/4
)4/3

, (4.65)

çözümleri elde edilir. Burada B0 = ( 3
2ℓαf0

)4/3 ve A0 = (2
3
)2/3 1

ℓ2(ℓαf0)4/3
dır. Ayrıca bu

çözümlere göre, ρ0 =
ℓ2f0
6κ

ve I4I7 + I5I6 = 0 koşulları ortaya çıkar.

Daha sonra (4.60) denklemi incelenirken, durum denklemi parametresinin w = −1/4

ve w = 1/5 değerleri için fazla simetrinin varlığı görülmüştür. Bu durumlar aşağıda ayrı

olarak incelenmektedir.

(i-b): f(R) = f0R, w = −1/4, f0, ρ0 > 0 koşulları altında Noether simetrisi vektörü

bileşenleri,

ξ = c1r + c2, η1 = −c1
4A

3
− A

2B3/4
(c3r + c4),

η2 = c1
5B

3
+B1/4(c3r + c4), G = −c32αf0

√
AB1/4 + c5, (4.66)
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olur. Noether simetrileri,

X1 = ∂r, X2 = r∂r −
4A

3
∂A +

5B

3
∂B,

X3 = − A

2B3/4
r∂A +B1/4r∂B G = −2αf0

√
AB1/4,

X4 = − A

2B3/4
∂A +B1/4∂B, (4.67)

şeklinde bulunur. Her bir Noether simetrileri için Noether integralleri,

I1 = −EL = 0,

I2 = −1

3
αf0

√
AB

(
B′

B
+ 5

A′

A

)
,

I3 = −1

2
αf0

√
AB1/4

[
4− r

(
B′

B
+ 2

A′

A

)]
,

I4 =
1

2
αf0

√
AB1/4

(
B′

B
+ 2

A′

A

)
, (4.68)

olarak hesaplanır. Bu durumda (4.68) Noether integralleri arasında,

I3 − rI4 = 2αf0
√
AB1/4,

I4 =
rI4 − I3

4

(
B′

B
+ 2

A′

A

)
,

BA2 = k0(rI4 − I3)
4, (4.69)

bağıntıları vardır. Bu bağıntılardan, A(r) ve B(r) metrik katsayıları,

A(r) =

[
− 3I2
10k0(rI4 − I3)3αf0I4

+ k1(rI4 − I3)
2

]−2/3

,

B(r) = k0(rI4 − I3)
4

[
− 3I2
10k0(rI4 − I3)3αf0I4

+ k1(rI4 − I3)
2

]4/3
, (4.70)

şeklinde bulunur. Burada ρ0 =
40
3κ
f0k1I

2
4 olduğu görülür.

(i-c): f(R) = f0R, w = 1/5, f0, ρ0 > 0 durumu için Noether simetrisi vektörü

bileşenleri,

ξ = c1
r2

2
+ c2r + c3, η1 = c1

2A

3
r + c2

2A

3
,

η2 = c1
2B

3
r + c2

2B

3
, G = −c1

4

3
αf0

√
AB + c4, (4.71)

olarak elde edilmiştir. Buradan Noether simetrileri aşağıdaki gibi bulunur:

X3 = ∂r,

X2 =
r2

2
∂r +

2A

3
r∂A +

2B

3
r∂B G = −4

3
αf0

√
AB,

X3 = r∂r +
2A

3
∂A +

2B

3
∂B. (4.72)
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Her bir Noether simetrisine karşılık elde edilen Noether integralleri,

I1 = −EL = 0,

I2 =
2

3
αf0

√
AB

[
2− r

(
2
B′

B
+

A′

A

)]
,

I3 = −2

3
αf0

√
AB

(
2
B′

B
+

A′

A

)
, (4.73)

şeklinde hesaplanır. (4.73) Noether integralleri kullanılarak,

√
AB =

3

4αf0
(I2 − rI3), (4.74)

ifadesi elde edilmiştir.

Buraya kadar, f(R) = f0R alınarak, Einstein çekim teorisindeki durum incelenmiş-

tir. Bu durumda, durum denklemi parametresinin w = −1/4 ve w = 1/5 değerleri için

Noether simetrilerinin fazlalığı dikkat çekicidir ve bu durum yukarıda açıkça ortaya ko-

nulmuştur. w durum denklemi parametresinin bu özel değerleri, bilinen toz (w = 0),

ışınım (w = 1/3) ve kozmolojik sabit (w = −1) vb. değerlerinden farklıdır.

Buradan sonra, f(R) çekim teorisi için çözüm bulmak adına f(R) = f0R
n durumları

incelenmiştir.

(ii-a): f(R) = f0R
n, f0, ρ0 > 0 durumu için Noether simetrisi vektörü bileşenleri,

ξ = c1r + c2, η1 = c1
4wn

1 + w
A, η2 = c1

2n− w − 1

1 + w
B

η3 = −c12R, G = c3, (w ̸= −1) (4.75)

olarak elde edilip Noether simetrileri aşağıdaki gibi bulunmuştur:

X1 = ∂r,

X2 = r∂r +
4wn

1 + w
A∂A +

2n− w − 1

1 + w
B∂B − 2R∂R. (4.76)

Bu Noether simetrilerine karşılık gelen Noether integralleri,

I1 = −EL = 0,

I2 = −αnf0
√
ABRn−1

[
(−2nw − w − 1

1 + w
)
A′

A
+ (

3(w + 1)− 2n

1 + w
)
B′

B

+2(n− 1)(2n− 1)
R′

R

]
, (4.77)
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şeklinde elde edilir. Burada w ̸= −1 dır. Buradaki Noether integrallerinden I2

kullanılarak,

A = B− 3(w+1)−2n
(2nw−w−1)R

(2n−1)(n−1)(w+1)
2(2nw−w−1)

[
A0 + A1

∫
B

2n(2w−1)+w+1
2(2n−w−1) R−2

n(n−3w−2)+w+1
(2nw−w−1) dx

]2
,

(4.78)

ifadesi elde edilir. Burada A0 bu durum için integral sabiti olup A1 = I2(1+w)
2nα(2n−w−1)f0

şeklinde tanımlıdır.

(ii-b): f(R) = f0R
n,w = −1, f0, ρ0 > 0 durumu için Noether simetrisi vektörü

bileşenleri aşağıdaki gibi elde edilir:

ξ = c1, η1 = −2c2A, η2 = c2B, G = c3. (4.79)

Buradan Noether simetrileri,

X1 = ∂r, X2 = −2A∂A +B∂B, (4.80)

olur. Bu Noether simetrilerine karşılık gelen Noether integralleri, I1 = −EL = 0 ve

I2 = αnf0
√
ABRn−1

[
B′

B
− A′

A

]
, (4.81)

şeklinde hesaplanır. Buradan I2 hareket sabiti yardımı ile

A = B

(
A0 −

I2
2nαf0

∫
R(1−n)

B3/2
dr

)2

, (4.82)

elde edilir. Burada A0 bu durum için integral sabitidir.

(ii-c): f(R) = f0R
n,f0 > 0, ρ0 = 0 Durumu: Bu durumda Noether simetri vektörü

bileşenleri,

ξ = c1r + c2, η1 = 2(2n− 1)c1A− 2c3A,

η2 = c3B, η3 = −2c1R, G = c4, (4.83)

şeklinde elde edilir. Buradan Noether simetrileri,

X1 = r∂r + 2(2n− 1)A∂A − 2R∂R,

X2 = ∂r X3 = −2A∂A +B∂B, (4.84)

halini alır. Bu simetrilere karşılık gelen Noether integralleri, I2 = −EL = 0 ve

I1 = 2αnf0
√
ABRn−1

[
−B′

B
+ (n− 1)

A′

A
− (2n− 1)(n− 1)

R′

R

]
,

I3 = αnf0
√
ABRn−1

[
B′

B
− A′

A

]
, (4.85)
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olur. Böylece (4.85) hareket sabitleri yardımı ile

A = R2 (n−1)B
3

2n−1

(
A0 +

I1 − I3
2αf0n(2n− 1)

∫
R−2(n−1)B

4n+1
2n−1 dr

)2

, (4.86)

elde edilir. Burada A0 bu durum için integral sabitidir.

4.3. f(R) Çekim Teorisinde Düzlem Simetrik Uzay-zaman

Düzlem simetrik uzay-zaman metriği,

ds2 = A(x)dt2 −B(x)dx2 − Y (x)(dy2 + dz2), (4.87)

şeklinde ifade edilir. Burada A,B ve Y metrik katsayıları x’e bağlı fonksiyonlardır. Bu

uzay-zaman metriği için Ricci skaleri hesaplandığında,

R =
1

2B

[
2
A′′

A
+ 4

Y ′′

Y
− A′2

A2
− Y ′2

Y 2
+ 2

A′Y ′

AY
− A′B′

AB
− 2

Y ′B′

Y B

]
, (4.88)

bulunur. Burada (′), x’ e göre türevi ifade eder. (4.87) ile verilen düzlem simetrik uzay-

zaman metriği için f(R) çekim teorisinin (2.9) eylem integralinde, (4.88) Ricci skaleri

kullanılıp, lagrange çarpanı metodu ve kısmi integrasyon metodu yardımları ile

L = −2fRR

√
A

B
R′Y ′ − fRR

Y√
AB

A′R′ − fR
1√
AB

A′Y ′ − fR
2

√
A

B

Y ′2

Y

−
√
ABY [RfR − f + κρ0A

− 1+w
2w ] (w ̸= 0), (4.89)

Lagrangianı elde edilir. T ab
;b = 0 korunum yasası gereği, enerji yoğunluğu ifadesi ρ =

ρ0A
−(1+w)

2w olup, bu ifade yukarıdaki fonksiyonelde kullanılmıştır. (4.89) Lagrangianı için

konfigürasyon uzayı Q = {A,B, Y,R} şeklindedir. (4.89) Lagrangianı ile ifade edilen

çekim teorisi için (2.10) ifadesinden, alan denklemleri,

f

2
B − fR

4

(
2
A′′

A
− 2

A′Y ′

AY
− A′2

A2
− A′B′

AB

)
+

fRRR
′

2

(
2
Y ′

Y
− B′

B

)
+ fRRR

′′

+fRRRR
′2 +

1

w
κρ0BA− 1+w

2w = 0, (4.90)

f

2
B +

fR
4

(
−2

A′′

A
+

A′2

A2
− 4

Y ′′

Y
+

A′B′

AB
+ 2

Y ′B′

Y B

)
+

fRRR
′

2

(
A′

A
+ 2

Y ′

Y

)
+
κ

2
ρ0BA− 1+w

2w = 0, (4.91)

f

2
B − fR

4

(
2
Y ′′

Y
− B′Y ′

BY
− A′Y ′

AY

)
+

fRRR
′

2

(
A′

A
− B′

B
+

Y ′

Y

)
+ fRRR

′′

+fRRRR
′2 + κρ0BA− 1+w

2w = 0, (4.92)
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şeklinde hesaplanmıştır. Burada; A, B ve Y metrik katsayılarına göre (4.89) Lagrangianı-

nın varyasyonu alındığında (4.90), (4.91) ve (4.92) alan denklemleri; R’ye göre varyas-

yon alındığında ise (4.88) Ricci skaleri ifadesi elde edilir. Ayrıca, (4.89) Lagrangianı için

enerji fonksiyonu,

EL =
fB

2
+

fR
4

(
−2A′′

A
+

A′2

A2
− 4Y ′′

Y
+

A′B′

AB
+

2Y ′B′

Y B

)
+

f ′
R

2

(
A′

A
+

2Y ′

Y

)
+
κρ0
2

BA− 1+w
2w ,

olur. Burada f ′
R = fRRR

′ olarak tanımlanmıştır. Bu ifade (4.91) alan denklemine karşılık

geldiğinden, EL = 0 olmalıdır. Bu teorinin denklemlerine çözüm bulabilmek için Noether

simetri yaklaşımı kullanılacaktır.

(4.89) Lagrangianı için, (3.12) Noether simetrisi koşulu,

ξ
∂L
∂x

+ η1
∂L
∂A

+ η2
∂L
∂B

+ η3
∂L
∂Y

+ η4
∂L
∂R

+ η1x
∂L
∂A′ + η2x

∂L
∂B′ + η3x

∂L
∂Y ′ + η4x

∂L
∂R′

+L
(∂ξ
∂x

+ A′ ∂ξ

∂A
+B′ ∂ξ

∂B
+ Y ′ ∂ξ

∂Y
+R′ ∂ξ

∂R

)
=

∂G

∂x
+ A′∂G

∂A
+B′∂G

∂B
+ Y ′∂G

∂Y
+R′∂G

∂R
, (4.93)

olur. Burada,

η1x =
∂η1

∂x
+ A′∂η

1

∂A
+B′∂η

1

∂B
+ Y ′∂η

1

∂Y
+R′∂η

1

∂R

−A′
(∂ξ
∂x

+ A′ ∂ξ

∂A
+B′ ∂ξ

∂B
+ Y ′ ∂ξ

∂Y
+R′ ∂ξ

∂R

)
,

η2x =
∂η2

∂x
+ A′∂η

2

∂A
+B′∂η

2

∂B
+ Y ′∂η

2

∂Y
+R′∂η

2

∂R

−B′
(∂ξ
∂x

+ A′ ∂ξ

∂A
+B′ ∂ξ

∂B
+ Y ′ ∂ξ

∂Y
+R′ ∂ξ

∂R

)
,

η3x =
∂η3

∂x
+ A′∂η

3

∂A
+B′∂η

3

∂B
+ Y ′∂η

3

∂Y
+R′∂η

3

∂R

−Y ′
(∂ξ
∂x

+ A′ ∂ξ

∂A
+B′ ∂ξ

∂B
+ Y ′ ∂ξ

∂Y
+R′ ∂ξ

∂R

)
,

η4x =
∂η4

∂x
+ A′∂η

4

∂A
+B′∂η

4

∂B
+ Y ′∂η

4

∂Y
+R′∂η

4

∂R

−R′
(∂ξ
∂x

+ A′ ∂ξ

∂A
+B′ ∂ξ

∂B
+ Y ′ ∂ξ

∂Y
+R′ ∂ξ

∂R

)
,
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şeklindedir. (4.93) Noether simetrisi koşulundan elde edilen diferansiyel deklem sistemi,

ξ,A = 0, ξ,B = 0, ξ,Y = 0, ξ,R = 0,

fRη
3
,x + fRRY η4,x +

√
ABG,A = 0, G,B = 0

fR

(
η1,x +

A

Y
η3,x

)
+ 2 fRRAη

4
,x +

√
ABG,Y = 0,

fRR

(
Y η1,x + 2Aη3,x

)
+
√
ABG,R = 0,

fRη
3
,A + fRRY η4,A = 0,

fR

(
η1

2A
− η2

2B
− η3

Y
+

2Y η1,Y
A

+ 2η3,Y − ξ,x

)
+ fRR

(
η4 + 4Y η4,Y

)
= 0,

fRR

(
Y η1,R + 2Aη3,R

)
= 0,

fRη
3
,B + fRRY η4,B = 0,

fR

(
− η1

2A
− η2

2B
+

Aη3,A
Y

+ η3,Y + η1,A − ξ,x

)
+ fRR

(
η4 + 4Y η4,Y + 2Aη4,A

)
= 0,

fR
η3,R
Y

+ fRR

(
− η1

2A
− η2

2B
+

η3

Y
+

2Aη3,A
Y

+ η4,R + η1,A − ξ,x

)
+ fRRRη

4 = 0,

fR

(
η1,B
A

+
η3,B
Y

)
+ 2fRRη

4
,B = 0,

fRR

(
Y η1,B + 2Aη3,B

)
= 0,

fR

(
η1,R
A

−
η3,R
Y

)
+ fRR

(
+
η1

A
− η2

B
+

Y η1,Y
A

+ 2η4,R + 2η3,Y − 2ξ,x

)
+ 2fRRRη

4 = 0,

(
−f +RfR + κρ0A

− 1+w
2w

)[Y
2

(√
B

A
η1 +

√
A

B
η2

)
+
√
AB(η3 + Y ξ,x)

]
+
√
ABY (RfRRη

4 − κρ0
1 + w

w
A− 1+w

2w η1) +G,x = 0, (4.94)

olarak elde edilir. Bu diferansiyel denklem sistemine çözüm bulmak için f(R) = f0R
n

genel kabulu için ρ0 > 0 ve ρ0 = 0 koşulları altında Noether simetrileri incelenecektir.

(i): f(R) = f0R
n, f0, ρ0 > 0 : Bu koşullar altında, (4.94) diferansiyel denklem sistemi

için çözüm aranmış ve Noether simetrisi vektörü bileşenleri,

ξ = F (x), η1 = c2
4wn

2n− w − 1
A η2 = −2Fx + c2

2(w + 1)

2n− w − 1
B

η3 = c2Y η4 = −c2
2(w + 1)

2n− w − 1
R G = c1, (4.95)

olarak elde edilmiştir. Buradan Noether simetrileri,

X1 = F (x)∂x − 2Fx∂B,

X2 =
4wn

2n− w − 1
A∂A +

2(w + 1)

2n− w − 1
B∂B + Y ∂Y − 2(w + 1)

2n− w − 1
R∂R, (4.96)
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şeklini alır. Her bir Noether simetrisine karşılık gelan Noether integraller,

I1 = −F (x)EL − 2Fx
∂L
∂B′

= 0,

I2 =
f0nR

n−1

2n− w − 1

√
A

B
Y
[
(2nw − w − 1)

A′

A
− 2(n− 1)(2n− 1)(w + 1)

R′

R

+[2n− 3(w + 1)]
Y ′

Y

]
, (4.97)

olarak hesaplanmıştır. (4.97) ile verilen I2 Noether integrali kullanılarak,

A =
I2Y

3(w+1)−2n
2(2nw−w−1)R

−2(2n−2)(n−1)(w+1)
(2nw−w−1)

4n2(2n− w − 1)2f 2
0

[
A0 +

∫
Y

2n(2w−1)+w+1
2(2n−w−1) R

2n(n−1)
(2n−w−1)

√
Bdx

]2
,

(4.98)

ifadesi elde edilir. Burada A0 bu durum için integral sabitidir.

(ii): f(R) = f0R
n, f0 > 0 ρ0 = 0 : Bu koşullar kullanılarak, Noether simetrisi vektörü

bileşenleri aşağıdaki gibi bulunur:

ξ = F (x),

η1 = c3

(
2(2n− 1)A lnR− 2n− 3

n− 1
A lnY +

A

n− 1
lnA

)
+ c4A

η2 = 2BFx + c2
2B

2n− 1
+ c3

B

n− 1
ln

A

Y
+ c4

B

2n− 1

η3 = c2Y − c3Y

(
(2n− 1) lnR− lnA+

1

n− 1
lnY

)
η4 = c2

−2R

2n− 1
− c3

R

n− 1
ln

A

Y
− c4

R

2n− 1

G = c1. (4.99)

Buradan Noether simetrileri,

X1 = F (x)∂x + 2BFx∂B,

X2 =
2B

2n− 1
∂B + Y ∂Y +

−2R

2n− 1
∂R

X3 =

(
2(2n− 1)A lnR− 2n− 3

n− 1
A lnY +

A

n− 1
lnA

)
∂A +

B

n− 1
ln

A

Y
∂B

−Y

(
(2n− 1) lnR− lnA+

1

n− 1
lnY

)
∂Y − R

n− 1
ln

A

Y
∂R

X4 = A∂A +
B

2n− 1
∂B − R

2n− 1
∂R, (4.100)
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olur. Her bir Noether simetrilerine karşılık gelen Noether integralleri,

I1 = −EL = 0,

I2 = −
√

A

B
Y nRn−1

[
A′

A
+

Y ′

Y
− 2(n− 1)

2n− 1

(
A′

A
+ 2

Y ′

Y

)
+ (n− 1)

R′

R

]
,

I3 = Y

√
A

B
nRn−1

[(
ln

Y 2A
n−1
n

R2n−1

Y ′

Y
+ ln

Y n−1R2n−1

A

A′

A

)

+(n− 1) ln
A

Y

(
−(2n− 1)

R′

R
+ 2

Y ′

Y
+

A′

A

)]
,

I4 = −
√

A

B
Y nRn−1

[
Y ′

Y
+ (n− 1)

R′

R
− (n− 1)

2n− 1

(
A′

A
+

Y ′

Y

)]
, (4.101)

şeklinde bulunur. I2 ve I4 korunumlu nicelikleri kullanılarak,

A =
(2n− 1)2

4n4
Y

3
n(n−1)

(
A0 − (I2 − I4)

∫
R−n+1Y − 5n−3

2n

√
B dx

)2

, (4.102)

çözümü elde edilir. Burada A0 bu durum için integral sabitidir.
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4.4. Scalar Tensor Çekim Teorisinde LRS Bianchi Type I Uzay-zaman

Skaler alan ile gravitasyonun minimal olarak çiftlendiği çekim teorisinin eylem integrali,

A =

∫
d4x

√
−g

[
R

2κ
+

ϵ

2
ϕ;µϕ

;µ − V (ϕ) + Lm

]
, (4.103)

olarak verilir (Copeland vd 2006). Burada κ = 8πG/c4, Lm madde Lagrangianı, V (ϕ)

skaler alan için potansiyel fonksiyonudur. ϵ bir sabit olmak üzere, ϵ = 1 quintessence ve

ϵ = −1 fantom alanlarını ifade eder.

Yapılan gözlemsel çalışmalarda, CMB ışınımında anizotropiler olduğu sonucuna ula-

şılmıştır (Hinshaw vd 2013). Bianchi Tip uzay-zamanlar homojen fakat anizotrop uzay-

zamanlardır (Ellis 2006). Bu bölümde, lokal rotasyonel simetrik (LRS) Bianchi Type I

uzay-zamanı ele alınacaktır. LRS Bianchi Type I uzay-zamanı,

ds2 = dt2 − A(t)2dx2 −B(t)2(dy2 + dz2), (4.104)

metriği ile ifade edilir. Bu uzay-zaman için Ricci skaleri,

R =
4B̈

B
+

2Ä

A
+

2Ḃ2

B2
+

4ȦḂ

AB
, (4.105)

şeklinde hesaplanır. (4.105) ile verilen Ricci skaleri, (4.103) eylem integralinde yerine

konulursa Lagrangian,

L = −2AḂ2 − 4BȦḂ + AB2
[ ϵ
2
ϕ̇
2 − V (ϕ)

]
− ρm0, (4.106)

olarak elde edilir.

Evrenin genişleme oranını ifade eden Hubble parametresi,

H =
ȧ

a
=

1

3

3∑
i=1

(Hi), (4.107)

şeklinde tanımlanmaktadır. Burada a ortalama ölçek çarpanıdır ve Hi (i = 1, 2, 3) sıra-

sıyle x, y, z eksenler yönündeki Hubble parametreleridir.

Genişleme skaleri,

θ = ui
;i = 3H, (4.108)

olup, evrenin hacimsel genişleme hızını ifade eder.
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Shear skaleri evrenin ortalama genişleme hızından sapmasının bir ölçüsü olup,

σ2 = σijσ
ij =

1

2

3∑
i=1

(Hi −H)2, (4.109)

şeklinde tanımlıdır. Shear skaleri eksenler arasındaki genişleme hızları arasındaki farklı-

lığı ortaya koyar. Anizotropik uzay-zamanlar böyle bir duruma olanak tanır.

Evrenin genişlemesindeki anizotropi,

∆ ≡ 1

3

3∑
i=1

(
Hi −H

H

)2

, (4.110)

şeklinde tanımlanmaktadır. Buradan ∆ = 0 iken izotrop genişleme olduğu görülür.

LRS Bianchi I tipi uzay-zaman için ortalama ölçek çarpanı, a = (AB2)1/3 şeklindedir.

Buradan Hubble parametresi,

H =
1

3

(
Ȧ

A
+ 2

Ḃ

B

)
, (4.111)

şeklinde hesaplanır. Genişleme skaleri,

θ = 3

(
Ȧ

A
+ 2

Ḃ

B

)
, (4.112)

ve shear skaleri,

σ2 =
1

3

(
Ȧ

A
− Ḃ

B

)2

, (4.113)

olarak bulunur.

Shear skaleri ile genişleme skaleri oranının sabit σ/θ ∝ sbt olması nedeni ile A = Bm

olarak alınabilir (Collins vd 1980). Dolayısıyla m parametresi uzay-zamanın izotropluk-

tan ne kadar saptığını ölçer. Böylece bu koşul altında (4.106) Lagrangianı,

L = −(2m+ 1)BmḂ2 +Bm+2
[ ϵ
2
ϕ̇
2 − V (ϕ)

]
− ρm0, (4.114)

şekline dönüşür. Sırasıyla B ve ϕ ye göre (3.15) Euler-Lagrange denklemleri ve (3.14)

Enerji fonksiyonu elde edilir. Böylece alan denklemleri,

(2m+ 1)

(
m
Ḃ2

B2
+ 2

B̈

B

)
+ (m+ 2)

[ ϵ
2
ϕ̇
2 − V

]
= 0, (4.115)

(m+ 2)
Ḃ

B

ϕ̇

ϕ
+

ϕ̈

ϕ
+

V ′

ϵϕ
= 0, (4.116)

−(2m+ 1)
Ḃ2

B2
+

ϵ

2
ϕ̇
2
+ V +

ρm0

Bm+2
= 0, (4.117)
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olur. Bu denklemler lineer olmayan diferansiyel denklemlerdir. Bu yüzden çözüm için

Noether simetrisi koşulundan yararlanılacaktır. (4.114) Lagrangianına ait şekillenim uzayı

T (B, ϕ) ve bunun teğet uzayı TQ(B, ϕ, Ḃ, ϕ̇) şeklindedir. Dolayısıyla bu Lagrangian için

genişletilmiş vektör alanı,

X [1] = α
∂

∂B
+ β

∂

∂ϕ
+ α̇

∂

∂Ḃ
+ β̇

∂

∂ϕ̇
,

olup, (3.17) ile verilen Noether simetri koşulu,

α
∂L
∂B

+ β
∂L
∂Lϕ

+ α̇
∂L
∂Ḃ

+ β̇
∂L
∂ϕ̇

= 0,

şeklindedir. Burada α ve β katsayıları B ve ϕ’ye bağlıdır. Buradan (4.114) Lagrangian

için (3.17) Noether simetrisi koşulu ile

mα + 2Bα,B = 0, (4.118)

(m+ 2)α + 2Bβ,ϕ = 0, (4.119)

2(2m+ 1)α,ϕ − ϵB2β,B = 0, (4.120)

(m+ 2)αV +BβV ′ = 0, (4.121)

denklem sistemi elde edilir. Bir sonraki bölümde, bu denklemlerin çözümleri, ϵ paramet-

resinin değerlerine göre incelenecektir.

4.4.1. Standart Durum:

ϵ = 1 için (4.118), (4.119), (4.120), (4.121) denklemleri değişkenlerine ayırma metodu

yardımı ile çözüldüğünde,

α = B−m/2(c1e
kϕ + c2e

−kϕ), (4.122)

β =
√
4m+ 2B−m/2−1(−c1e

kϕ + c2e
−kϕ), (4.123)

V = λ(c1e
kϕ − c2e

−kϕ)2, (4.124)

olarak elde edilir. Burada k = m+2
2
√
4m+2

şeklinde tanımlanmış olup c1, c2 ve λ keyfi in-

tegral sabitleridir. (4.115), (4.116), (4.117) alan denklemlerine çözüm bulmak için elde

edilen (4.122) ve (4.123) vektör alanlarını kullanarak, (4.114) Lagrangianında döngüsel
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değişken elde edilir. Bunun için aşağıdaki denklemler kullanılır (Capozziello vd 1996):

α
∂u(B, ϕ)

∂B
+ β

∂u(B, ϕ)

∂ϕ
= 0,

α
∂z(B, ϕ)

∂B
+ β

∂z(B, ϕ)

∂ϕ
= 1. (4.125)

Böylece {B, ϕ} −→ {u, z} dönüşümü yapılmış olur. (4.125) denklemlerinin çözümlerin-

den,

u =
(c1e

kϕ − c2e
−kϕ)B(m+2)/2

2c1c2(m+ 2)
,

z =
(c1e

kϕ + c2e
−kϕ)B(m+2)/2

2c1c2(m+ 2)
, (4.126)

elde edilir. Burada c1 ̸= 0 ve c2 ̸= 0 alınmaktadır. Bu çözümlerin ters dönüşümleri alına-

rak,

B = [c1c2(m+ 2)2(z2 − u2)]
1

m+2 ,

ϕ =
1

2k
ln

c2(z + u)

c1(z − u)
, (4.127)

bulunur. Böylece (4.124) potansiyel ifadesi,

V = λ
[
c1

(c2(z + u)

c1(z − u)

) 1
2 − c2

(c2(z + u)

c1(z − u)

) 1
2
]2
, (4.128)

şekline dönüşür. Buradan (4.127) ve (4.128) ifadeleri (4.114) Lagrangianında yerine ko-

nulursa yeni koordinatlardaki dönüşmüş Lagrangian,

L = 4c1c2(2m+ 1)(u̇2 − ż2)− 4c21c
2
2λ(m+ 2)2u2 − ρm0, (4.129)

olarak elde edilir. Bu Lagrangian z’ye bağlı olmadığı için z değişkeni döngüsel değişken-

dir. Bu yeni Lagrangian (4.129) için alan denklemleri,

ż +
I0

8c1c2(2m+ 1)
= 0, (4.130)

ü+
(m+ 2)2

2m+ 2
u = 0, (4.131)

4c1c2(2m+ 1)(u̇2 − ż2) + 4c21c
2
2λ(m+ 2)2u2 + ρm0, (4.132)

olup burada I0 bu durum için hareket sabitidir. (4.130) ve (4.131) alan denklemleri kulla-

nılarak z ve u için çözümler,

z = z0t+ b1, (4.133)

u = b2e
lt + b3e

−lt, (4.134)
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şeklinde bulunur. Burada bi’ler integrasyon sabitleridir. Ayrıca l =
[
−c1c2(m+2)2

2m+1

] 1
2

ve z0 =

− I0
8c1c2(2m+1)

olarak tanımlanmıştır. Bulunan bu çözümleri (4.127)’de yerine yazarsak,

B(t) = [c1c2(m+ 2)2((z0t+ b1)
2 − (b2e

lt + b3e
−lt)2)]

1
m+2 ,

ϕ(t) =
1

2k
ln

c2(z0t+ b1 + b2e
lt + b3e

−lt)

c1(z0t+ b1 − b2elt + b3e−lt)
, (4.135)

sonuçları elde edilir. A = Bm ilişkisini dikkate alarak x yönündeki metrik potansiyel,

A(t) = [c1c2(m+ 2)2((z0t+ b1)
2 − (b2e

lt + b3e
−lt)2)]

m
m+2 , (4.136)

olarak bulunur. Buradan ortalama ölçek çarpanı a = (AB2)1/3 = B(m+2)/3 olup,

a(t) = [c1c2(m+ 2)2((z0t+ b1)
2 − (b2e

lt + b3e
−lt)2)]

1
3 , (4.137)

şeklinde hesaplanır. Burada kolaylık amacıyla I0 = 0 olarak alınır. Elde edilen (4.137) or-

talama ölçek çarpanı ifadesinden yola çıkarak, H Hubble parametresi, q yavaşlama para-

metresi ve w EoS parametresi gibi kozmolojik parametreler hesaplanır. Buna göre x, y, z

yönündeki ortalama ölçek çarpanları,

Hx =
Ȧ

A
=

2ml(b22e
4lt − b23)

(m+ 2)[(b2e2lt + b3)2 − b21e
2lt]

= mHy = mHz, (4.138)

olarak bulunur. Ortalama Hubble parametresi,

H =
ȧ

a
=

2l(b22e
4lt − b23)

3[(b2e2lt + b3)2 − b21e
2lt]

, (4.139)

olur. Yavaşlama parametresi,

q = −1 +
3(b1 − 2b2b3)(b

2
2e

6lt + b23e
2lt)− 12b22b

2
3e

4lt

(b23 − b22e
4lt)2

, (4.140)

ve EoS parametresi,

w = −1 +
2(b1 − 2b2b3)(b

2
2e

6lt + b23e
2lt)− 8b22b

2
3e

4lt

(b23 − b22e
4lt)2

, (4.141)

şeklinde hesaplanır.
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Şekil 4.1. Standart durum için, Hubble parametresi H’nin zamana göre değişim grafiği
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Şekil 4.2. Standart durum için, ortalama ölçek çarpanı a’nın zamana göre değişim grafiği
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Şekil 4.3. Standart durum için, yavaşlama parametresi q’nin zamana göre değişim grafiği
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Şekil 4.4. Standart durum için, EoS parametresi w’nın zamana göre değişim grafiği

Bulunan kozmolojik parametrelerin grafiksel davranışları yukarıda incelenmiştir. İlk

olarak, Hubble parametresi H(t)’nın zamanla değişimi (4.1)grafiği ile gösterilmiştir. Buna

göre, evrenin ortalama genişleme oranının zamanla azaldığı görülmektedir. Ardından, öl-

çek çarpanı a(t)’nın zamanla değişimi Grafik (4.2) ile verilmiştir. Bu grafiğe göre evrenin

genişlemekte olduğu görülür. Grafik (4.3), q yavaşlama parametresinin zamanla değişi-

mini vermektedir. Bu grafiğe göre, yavaşlama parametresi başlangıçta pozitif bölgede

olup evrenin genişlemesinin yavaşlama eğilimindedir. Daha sonra, yavaşlama paramet-

resi negatif bölgeye geçer ve evrenin genişlemesinin ivmelendiği görülür. Grafik (4.4)

de ise durum denklemi parametresinin zamanla değişimi verilmiştir. Buna göre başlan-

gıçta evren madde baskın durumda iken günümüzde karanlık enerji baskın durumdadır

diyebiliriz. Ayrıca burada standart durum incelenmiş olup w = −1 (fantom) bariyerinin

geçilmediği de görülmektedir.

Şimdi (4.122) ve (4.123) simetri vektörlerinde c1 = 0 özel durumunu ve sadece skaler

alan dikkate almak için ρm0 = 0 durumunu ele alalım. (4.125) denklemlerinin çözümle-

rinden;

u = ϕ−
√
4m+ 2 lnB,

z =
Bm/2+1

c2(m+ 2)
e

m+2
2
√
4m+2

ϕ
, (4.142)

elde edilir. Bu çözümlerin ters dönüşümleri alınarak

B = e
− u

2
√
4m+2 [c2(m+ 2)z]

1
m+2 ,

ϕ =
u

2
+
√
4m+ 2 ln [c2(m+ 2)z]

1
m+2 , (4.143)
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elde edilir. Buradan da (4.124) potansiyeli,

V = λe
− (m+2)u

2
√
4m+2 [c2(m+ 2)z]−1, (4.144)

şeklini alır. Böylece (4.143) ifadeleri (4.114) Lagrangianında yerine konulursa yeni koor-

dinatlardaki dönüşmüş Lagrangian,

L = c2
√
4m+ 2e

− (m+2)u

2
√
4m+2 u̇ż − λe

−
(m+2)u√

4m+2 , (4.145)

olur. Bu Lagrangian da z’ye bağlı olmadığı için z değişkeni döngüsel değişkendir. (4.145)

Lagrangianı için Euler-Lagrange ve (3.14) Hamilton kısıtlama denklemleri,

c2
√
4m+ 2e

− (m+2)u

2
√
4m+2 u̇ = I0,

−(4m+ 2)z̈ + (m+ 2)λe
− (m+2)u

2
√
4m+2 = 0,

c2
√
4m+ 2e

− (m+2)u

2
√
4m+2 u̇ż + λe

−
(m+2)u√

4m+2 = 0, (4.146)

olur. Burada I0 bu durumdaki hareket sabitidir. Bu yeni koordinat sisteminde korunan

nicelik I0’ı veren z, döngüsel değişkenle ilgili hareket denklemidir. (4.146) denklemle-

rinden,

u(t) =
2
√
4m+ 2

(m+ 2)
ln

[
−(m+ 2)c2

h(t+ b1)

]
,

z(t) = − hλ

12c22(2m+ 1)
(t+ b1)

3 + b2, (4.147)

çözümleri elde edilir. Burada h = I0(m+2)2

4(2m+1)
şeklinde tanımlanmıştır ve b1, b2 bu yeni

durum için integral sabitleridir. Bu çözümler (4.143) ifadelerinde yerine konularak,

B(t) =

[
h2λ

12c22(2m+ 1)
(t+ b1)

4 − h(t+ b1)b2

]1/(m+2)

,

ϕ(t) =

√
4m+ 2

(m+ 2)
ln

[
hλ

3I0)
(t+ b1)

2 − h(m+ 2)2c22b2
(t+ b1)

]
, (4.148)

elde edilir.

Daha önce yapılan A = Bm kabulüne göre A(t),

A(t) =

[
h2λ

12c21(2m+ 1)
(t+ b1)

4 − h(t+ b1)b2

]m/(m+2)

, (4.149)

olarak hesaplanır. Buradan da ölçek çarpanı,

a(t) =

[
h2λ

12c21(2m+ 1)
(t+ b1)

4 − h(t+ b1)b2

]1/3
, (4.150)
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ve Hubble parametresi,

H(t) =
1

3

hλ
3c22(2m+1)

(t+ b1)
3 − b2

hλ
12c22(2m+1)

(t+ b1)4 − (t+ b1)b2
, (4.151)

şeklinde bulunur.

Yavaşlama parametresi q = −aä/ȧ2 şeklinde tanımlanmış olup, q > 0 için nega-

tif ivmelenerek genişleme, q < 0 için pozitif ivmelenerek genişleme, q = 0 için sabit

hızlı genişlemeye karşılık gelir. Durum denklemi parametresi w = ρ/p olarak tanımlıdır.

Burada enerji yoğunluğu ρ = 1/2ϕ̇
2−V (ϕ) ve basınç p = 1/2ϕ̇

2
+V (ϕ) şeklinde tanım-

lanmıştır. Madde baskın evrende wm = 0, ışınım başkın evrende wr = 1/3, vakum enerji

baskın evrende ise w = −1 olarak alınır. Ayrıca −1 < w < −1/3 quintessence karanlık

enerji, w < −1 ise fantom karanlık enerji durumlarına karşılık gelir. Bu tanımlara göre

yavaşlama parametresi,

q =
−h2λ2(t+ b1)

6 + 60hλ b2c2
2(2m+ 1)(t+ b1)

3 + 144 b2
2c2

4(2m+ 1)2

4 (−3b2 c22(2m− 1) + hλ (t+ b1)3)
2 ,

(4.152)

ve EoS parametresi,

w =
−h2λ2(t+ b1)

6 + 16hλ b2c2
2(3m+ 1)(t+ b1)

3 + 6 b2
2c2

4(28m2 + 36m+ 7)

2 (−3b2 c22(2m− 1) + hλ (t+ b1)3)
2 ,

(4.153)

olarak hesaplanır. Burada eğer b2 = 0 özel durumu incelenirse bazı fiziksel parametreler

aşağıdaki gibi elde edilir:

A(t) =

[
h2λ

12c21(2m+ 1)

]m/(m+2)

(t+ b1)
4m/(m+2),

a(t) =

[
h2λ

12c21(2m+ 1)

]1/3
(t+ b1)

4/3,

H(t) =
4

3(t+ b1)
,

q = −1

4
,

w = −1

2
. (4.154)

Bu sonuçlara göre yavaşlama parametresinin negatif olması ile evrenin ivmelenerek ge-

nişlediğini ve durum denklemi parametresinin bulunan değerine göre de karanlık enerji

baskın evren modelini gösterdiğini ifade edebiliriz.
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Öte yandan, (4.122) ve (4.123) simetri vektörleri için c2 = 0 özel durumunu da ince-

leyebiliriz. (4.125) denklemleri uygulanarak

u = ϕ+
√
4m+ 2 lnB,

z =
Bm/2+1

c1(m+ 2)
e

−(m+2)

2
√
4m+2

ϕ
, (4.155)

bulunur. Buradan ters dönüşüm ile de,

B = e
u

2
√

4m+2 [c1(m+ 2)z]
1

m+2 ,

ϕ =
u

2
−
√
4m+ 2 ln [c1(m+ 2)z]

1
m+2 , (4.156)

ifadeleri elde edilir. Böylece (4.156) potansiyeli,

V = λe
(m+2)u

2
√
4m+2 [c2(m+ 2)z]−1, (4.157)

şekline indirgenir. (4.156) ve (4.157) ifadelei (4.114) Lagrangianında yerine konularak

dönüştürülmüş yeni Lagrangian,

L = −c1
√
4m+ 2e

(m+2)u

2
√
4m+2 )u̇ż − λe

(m+2)u√
4m+2 , (4.158)

olur. Buradan (3.15) Euler-Lagrange ve (3.14) Hamilton kısıtlama denklemleri,

−c1
√
4m+ 2e

(m+2)u

2
√
4m+2 )u̇ = I0,

(4m+ 2)z̈ − (m+ 2)λe
(m+2)u

2
√
4m+2 = 0,

c1
√
4m+ 2e

(m+2)u

2
√
4m+2 )u̇ż − λe

(m+2)u√
4m+2 = 0, (4.159)

olarak elde edilir. Çözümler ise,

u(t) = −2
√
4m+ 2

(m+ 2)
ln

[
−(m+ 2)c1

h(t+ b1)

]
,

z(t) = − hλ

12c21(2m+ 1)
(t+ b1)

3 + b2, (4.160)

şeklinde bulunur. Bu çözümleri (4.156) ifadelerinde yerine yazarak,

B(t) =

[
h2λ

12c21(2m+ 1)
(t+ b1)

4 − h(t+ b1)b2

]1/(m+2)

,

ϕ(t) = −
√
4m+ 2

(m+ 2)
ln

[
hλ

3I0
(t+ b1)

2 − h(m+ 2)2c21b2
(t+ b1)

]
, (4.161)

parametreleri elde edilir. Burada ilk etapta ele alınan c1 = 0 özel durumu için elde edilen

sonuçlardan farklı olarak ϕ(t) ifadesi negatif olarak bulunur. B(t) ifadesi aynı olduğu

için kozmolojik parametreler (4.149), (4.150), (4.151), (4.152), (4.153) çözümleri ile aynı

olarak elde edilmiştir.
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4.4.2. Fantom Durumu:

Fantom durumunda (4.115), (4.116) , (4.117) alan denklemlerine çözüm bulmak için bir

önceki bölümde izlenen yöntem kullanılabilir. Buna göre ϵ = −1 iken (4.118), (4.119),

(4.120), (4.121) denklemlerinin değişkenlerine ayırma metodu ile çözümünden,

α = (c1sinkϕ+ c2coskϕ)B
−m/2,

β =
√
4m+ 2(c1coskϕ− c2sinkϕ)B

−m/2−1,

V =
c3
2
(c21cos2kϕ− c22cos2kϕ− 2c1c2sin2kϕ+ c21 + c22), (4.162)

ifadeleri elde edilir. Burada k = m+2
2
√
4m+2

olarak tanımlanmıştır. Ayrıca c1, c2 ve c3 bu

durum için integral sabitleridir.

c1 = 0 özel durumunu ele alırsak, vektör alanları,

α = c2B
−m/2coskϕ,

β = −c2
√
4m+ 2B−m/2−1sinkϕ, (4.163)

ve potansiyel,

V = γ[1− cos2kϕ], (4.164)

olarak indirgenir. Burada γ = c22c3/2 olarak tanımlanan bir sabittir. Vektör alanları (4.125)

denklemlerinde yerine konularak,

u = b0B
m/2+1sinkϕ,

z =
2

c2(m+ 2)
Bm/2+1coskϕ, (4.165)

çözümleri elde edilir. Buradan ters dönüşüm ile de,

B =

(
u

b0

)2/m+2
[
1 +

c22(m+ 2)2z2

4

(
b0
u

)2
]1/(m+2)

,

ϕ =
2
√
4m+ 2

(m+ 2)
arccot

[
1

2
c2(m+ 2)z

b0
u

]
,

V = γ

[
1− cos

(
2arccot

(
1

2
c2(2 +m)

(
b0
u

) 2+m
2l

z

))]
, (4.166)

olarak bulunur. Bulunan (4.166) ifadeleri (4.114) Lagrangianında yerine konarak yeni

Lagrangian,

L = −
(
u

b0

)2
4(2m+ 1)

(m+ 2)2
u̇2

u2
− c2

(
u

b0

)2

− c22(2m+ 1)ż2, (4.167)
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şekline dönüştürülür. (4.167) Lagrangianına ait (3.15) Euler-Lagrange ve (3.14) Hamilton

kısıtlama denklemleri,

2c22(2m+ 1)ż = I0,

8(2m+ 1)

b20(m+ 2)2
u̇2 − 2c2

b20
u = 0,

−
(
u

b0

)2
4(2m+ 1)

(m+ 2)2
u̇2

u2
+ c2

(
u

b0

)2

− c22(2m+ 1)ż2 = 0, (4.168)

olarak elde edilir. Burada I0 bu duruma ait hareket sabitidir. (4.168) denklemlerinin çö-

zümleri,

u(t) = d1e
√
c2kt + d2e

−√
c2kt,

z(t) =
I0

2c22(2m+ 1)
t+K0, (4.169)

şeklinde bulunur. Burada K0 integral sabitidir. Bu çözümler (4.166) ifadelerinde yerine

konulduğunda, y ve z yönündeki metrik potansiyeli ve skaler alan ifadeleri,

B(t) =

[
c2(m+ 2)2

4

(
I0t

2c22(2m+ 1)
+K0

)2

+

(
d1e

√
c2kt + d2e

−√
c2kt

b0

)2
]1/(m+2)

,

ϕ(t) =
2
√
4m+ 2

(m+ 2)
arccot

[
c2(m+ 2)b0

2(d1e
√
c2kt + d2e−

√
c2kt)

(
I0

2c22(2m+ 1)
t+K0

)]
,(4.170)

şeklinde elde edilir.

Daha sonra A = Bm koşulu dikkate alınarak A(t),

A(t) =

[
c2(m+ 2)2

4

(
I0t

2c22(2m+ 1)
+K0

)2

+

(
d1e

√
c2kt + d2e

−√
c2kt

b0

)2
]m/(m+2)

,

(4.171)

elde dilir. Buradan da ortalama ölçek çarpanı,

a(t) =

[
c2(m+ 2)2

4

(
I0t

2c22(2m+ 1)
+K0

)2

+

(
d1e

√
c2kt + d2e

−√
c2kt

b0

)2
]1/3

,

(4.172)

ve Hubble parametresi,

H(t) =
16c

5/2
2 e−2

√
c2kt
(
−d22 + d21e

4
√
c2kt
)
k(2m+ 1)2 + b20I0(m+ 2)2 (2c22K0(2m+ 1) + I0t)

24c22e
−2

√
c2kt (d2 + d1e2

√
c2kt)

2
(2m+ 1)2 + 3

2
b20(m+ 2)2 (2c22K0(2m+ 1) + I0t)

2
,

(4.173)

olarak hesaplanır.
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Enerji yoğunluk ρ = 1/2ϕ̇
2 − V (ϕ) ve basınç p = 1/2ϕ̇

2
+ V (ϕ) olmak üzere,

yavaşlama parametresi,

q = s2
(
− 4c2k

2s2(d42 + d41e
8
√
c2kt)− 2d1d2e

4
√
c2kt
(
3n2 + 20c2d1d2k

2s2
)

−d21e
6
√
c2kt
(
24c2d1d2k

2s2 + n2
(
3− 6

√
c2kt+ 4c2k

2t2
))

−d22e
2
√
c2kt
(
24c2d1d2k

2s2 + n2
(
3 + 6

√
c2kt+ 4c2k

2t2
)) )

/
(
−2

√
c2
(
d22 − d21e

4
√
c2kt
)
ks2 + e2

√
c2ktn2t

)2
, (4.174)

ve durum denklemi parametresi,

w = −
(
12c2k

2s4(d42 + d14e
8
√
c2kt) + e4

√
c2kt
(
12d1d2s

2
(
n2 + 6c2d1d2k

2s2
)
+ n4t2

)
+2d21e

6
√
c2kts2

(
24c2d1d2k

2s2 + n2
(
3− 4

√
c2kt+ 4c2k

2t2
))

+2d22e
2
√
c2kts2

(
24c2d1d2k

2s2 + n2
(
3 + 4

√
c2kt+ 4c2k

2t2
)) )

/
(
3
(
−2

√
c2
(
d22 − d21e

4
√
c2kt
)
ks2 + e2

√
c2ktn2t

)2)
, (4.175)

şeklinde bulunur. Aşağıda bu sonuçların zamana göre grafikleri çizilip irdelenmiştir.
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Şekil 4.5. Fantom durum için, Hubble parametresi H’nin zamana göre değişim grafiği
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Şekil 4.6. Fantom durum için, ölçek çarpanı a’nin zamana göre değişim grafiği
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Şekil 4.7. Fantom durum için, yavaşlama parametresi q’nun zamana göre değişim grafiği
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Şekil 4.8. Fantom durum için, durum denklemi parametresi w’nin zamana göre değişim

grafiği
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Yukarıda çizilmiş grafiklerden ölçek çarpanı a(t)’nın zamanla değişimini veren (4.6)

grafiğine göre bulunan çözümler evrenin genişlemekte olduğunu gösterir. (4.7) grafiğinde

ise q yavaşlama parametresinin zamanla değişimi verilmektedir. Burada yavaşlama para-

metresi negatif bölgede olup genişlemenin hızlandığını ifade gösterir. (4.8) grafiğinde EoS

parametresinin zamanla değişimi verilmiştir. Burada w < −1 değerler aldığı ve fantom

karanlık enerji durumuna karşılık geldiği görülür.
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5. SONUÇLAR

GRT’de alan denklemlerine çözüm bulmak üzere simetri yaklaşımı kullanımı oldukça kul-

lanışlıdır. Benzer biçimde genişletilmiş çekim teorilerinde de simetri yaklaşımı kullanıl-

ması faydalı olmaktadır. Bu simetri yaklaşımlarından biri Lagrangianı invaryant bırakan

Noether simetrisi yaklaşımı olup, skaler tensör çekim teorisi için çiftlenim fonksiyonu

ve potansiyel ya da f(R) çekim teorisi için f(R) fonksiyonunun biçimini belirlememizi

sağlayabilir.

Bu tez çalışmasında, 1. bölümünde, evrene bakışımız ve algılayış biçimimizin tarihsel

gelişimine ait çok kısa bir özet yaparak genişletilmiş çekim teorileri ve çözüm yöntemi

olarak da Noether simetrisi yaklaşımı kullanma amacı ifade edilmiştir. 2. bölümde, ilk

olarak GRT’nin prensiplerinden bahsedilip, teori hakkında bilgi verilmiştir. Daha sonra

sırasıyla skaler tensör çekim teorisi ve f(R) çekim teorisi hakkında kısaca teorik bilgi ve-

rilmiştir. 3. bölümde ise, ele alınan çekim teorilerinin alan denklemlerine çözüm bulmak

adına kullanılacak yöntem olan Noether simetrisi yaklaşımının teorik bilgisi verilmiştir. 4.

bölümünde, ilk olarak f(R) çekim teorisinde sırasıyla küresel simetrik, silindirik simetrik

ve düzlem simetrik uzay zamanlar ele alınarak Noether simetrileri araştırılmış ve bulunan

Noether simetrileri ışığında alan denklemlerine çözüm bulunma çalışmaları yapılmıştır.

Daha sonra, minimal etkileşimli skaler tensör çekim teorisi kapsamında LRS Bianchi I

tip uzay-zaman ele alınıp Noether simetrileri elde edilmiş, quintessence ve fantom du-

rumları için ayrı ayrı çözümler bulunmuştur. Dördüncü bölümde yapılan çalışmalar ve

bulgular sırasıyla aşağıda ifade edilip yorumlanmıştır.

İlk olarak 4.1. bölümünde, f(R) çekim teorisinde statik küresel simetrik uzay-zaman

için Noether simetrisi yaklaşımı yardımı ile alan denklemlerine çözüm bulma çalışması

yapılmıştır. Bu amaçla öncelikle f(R) çekim teorisi için (4.22) Lagrangianı belirlenmiş

ve bu Lagrangianın konfigürasyon uzayının A,B, Y ve R değişkenlerine göre varyas-

yonu alınarak, (4.23), (4.24), (4.25), (4.26) alan denklemleri elde edilmiştir. Daha sonra

Noether simetrisi koşulu kullanılarak, (4.35) Noether simetrisi denklemleri elde edilmiş-

tir. f(R) = f0R
n durumu için (4.37) Noether simetrileri X1 ve X2 olarak bulunmuştur.
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Bu Noether simetrilerine karşılık gelen (4.38) korunumlu nicelikler belirlenmiş ve,

A = R
(n−1)(2n−1)

2(n−2)

[
A0 +

I1
4n(n− 2)f 2

0

∫
BR

(1−n)(4n−5)
2(n−2)

Y 2
dr

]
,

ifadesi elde edilmiştir.

f(R) çekim teorisinde statik küresel simetrik uzay-zaman için indirgenmiş ve indir-

genmemiş olmak üzere iki tip Lagrangian incelenmiştir. Bunun için hesaplanan enerji

fonksiyonunun EL1 = 0 olmasından yararlanarak, B ifadesi belirlenip (4.22) Lagrangi-

anında yerine yazılmış ve (4.29) L2 Lagrangianı belirlenmiştir. Bu Lagrangian için (4.31),

(4.32) ve (4.33) alan denklemleri hesaplanmıştır. Daha sonra, (4.29) Lagrangianı için No-

ether simetriler (4.45) ifadesinde verilen X1,X2 ve X3 şeklinde elde edilmiştir. Litera-

türde indirgenmiş Lagrangian için f(R) = f0R
n durumunda Noether simetrisi yaklaşımı

ile elde edilen çözüm mevcut olup, Noether simetrisi,

X = ((3− 2n)kA,−kY, kR) ,

şeklindedir (Capozziello vd 2007). Burada n bir reel sayı ve k ise integral sabitidir 1. Bu

çalışmada belirlenen simetrilerden X3, (Capozziello vd 2007) çalışmasında elde edilen

simetri ile aynı olup, fazladan iki yeni X1 ve X2 Noether simetrisi olduğu görülmüştür.

Bu simetriler için (4.46), (4.47) ve (4.48)hareket sabitleri belirlenmiştir. (4.48) ile verilen

I3 korunumlu niceliği yardımı ile,

A2 = R
(2n−1)(n−1)

(n−2)

[
A0 −

I3
nf 2

0

∫
R− (4n−5)(n−1)

(n−2)

Y 2(n− 2)(2n+RY 2(n− 1))
dr

]
,

sonucu elde edilmiştir. Buradan yola çıkarak Y (r) = r, B(r) = 1/A(r) ve n = 1 durumu

incelenmiş ve

A2 = A0 −
I3

2rf 2
0

,

Schwarzschild çözümü elde edilmiştir. Daha sonra Y (r) = r, n = 5/4 ve R(r) = 5/r2

koşulları ile de

A2 =
A0√
5
r − 64I3

225
√
5f 2

0

,

ve

B2 = (1− 64I3

225
√
5A0f 2

0 r
)−1,

1(Capozziello vd 2007) çalışmasında, metrik fonksiyonları Y ve M olarak kullanılmıştır.
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ifadeleri elde edilmiştir. Bu sonuçlar literatürle uyumludur (Capozziello vd 2007).

Bölüm 4.2. de, f(R) çekim teorisinde (4.53) şeklindeki statik silindirik simetrik uzay-

zaman için Noether simetrisi araştırılıp, ele alınan çekim teorisine çözüm bulmak için

kullanılmıştır. Bu amaçla öncelikle f(R) çekim teorisi için Lagrangian (4.55) belirle-

nip, bu Lagrangianın alan denklemleri (4.56), (4.57), (4.58) olarak elde edilmiştir. Daha

sonra (3.12) Noether simetrisi koşulu kullanılarak Noether simetrisi denklemleri (4.60)

elde edilmiş ve f(R) = f0R, w = −1, f0, ρ0 > 0 koşullarında Noether simetrisi denk-

lemleri çözümünden Noether simetrileri (4.62) elde edilmiştir. Bu Noether Simetrilerine

karşılık gelen korunumlu nicelikler (4.63) elde edilip metrik potansiyeller aşağıdaki gibi

bulunmuştur.

B(r) =

[
3

2ϵαf0

(
I4e

−ϵr/4 − I5e
ϵr/4
)]4/3

,

A(r) = A0

(
I6e

−ℓr/4 − I7e
ϵr/4
)2

(I4e−ℓr/4 − I5eℓr/4)
2/3

.

Daha sonra, (4.60) simetri denklemlerinin son denkleminde görülen w = −1/4 ve w =

1/5 kısıtlamaları ayrı ayrı incelenmiştir. Buradan, f(R) = f0R, w = −1/4, f0, ρ0 > 0

koşulları altında bulunan (4.68) ifadeleri yardımıyla,

A(r) =

[
− 3I2
10k0(rI4 − I3)3αf0I4

+ k1(rI4 − I3)
2

]−2/3

,

B(r) = k0(rI4 − I3)
4

[
− 3I2
10k0(rI4 − I3)3αf0I4

+ k1(rI4 − I3)
2

]4/3
,

çözümleri elde edilmiş ve ρ0 =
40
3κ
f0k1I

2
4 olduğu görülmüştür.

Ardından, f(R) = f0R, w = 1/5, f0, ρ0 > 0 koşulları ile elde edilen (4.73) ile de

metrik katsayıları arasında
√
AB =

3

4αf0
(I2 − rI3),

bağıntısı bulunmuştur. Bu bölümde incelenen f(R) = f0R fonksiyonu GRT durumuna

karşılık gelmekle birlikte korunumlu nicelikler türünden bulunan çözümler ve durum

denklemi parametesi w = −1/4, w = 1/5 alınması durumunda bulunan çözümler li-

teratürden farklıdır. Daha sonra, f(R) = f0R
n, f0, ρ0 > 0 durumu incelenmiş, (4.76)

Noether simetrileri ve (4.77) korunumlu nicelikleri elde edilmiştir. Buradan,

A = B− 3(w+1)−2n
(2nw−w−1)R

(2n−1)(n−1)(w+1)
2(2nw−w−1)

[
A0 + A1

∫
B

2n(2w−1)+w+1
2(2n−w−1) R−2

n(n−3w−2)+w+1
(2nw−w−1) dx

]2
,
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ifadesi elde edilmiştir. Ardından, w = −1 koşulu ayrıca ele alınmıştır. (4.80) Noether

simetrisi ve (4.81) Noether integrali belirlenmiş, I2 hareket sabiti yardımı ile

A = B

(
A0 −

I2
2nαf0

∫
R(1−n)

B3/2
dr

)2

,

olarak bulunmuştur. f(R) = f0R
n durumunda f0 > 0, ρ0 = 0 koşulu da ayrıca ele

alınmıştır. (4.84) Noether simetrileri ve (4.85) hareket sabitleri belirlenmiştir. Buradan

da,

A = R2 (n−1)B
3

2n−1

(
A0 +

I1 − I3
2αf0n(2n− 1)

∫
R−2(n−1)B

4n+1
2n−1 dr

)2

,

elde edilmiştir.

Bölüm 4.3. de, f(R) çekim teorisi kapsamında (4.87) ile verilen statik düzlem simet-

rik uzay-zaman için Noether simetrileri araştırılmıştır. Bu amaçla öncelikle f(R) çekim

teorisi için (4.89) Lagrangianı belirlenip, bu Lagrangianın alan denklemleri (4.90), (4.91)

ve (4.92) olarak elde edilmiştir. Daha sonra (3.12) Noether simetrisi koşulu kullanılarak

(4.94) Noether simetrisi denklemleri elde edilmiştir. Ardından, f(R) = f0R
n, f0, ρ0 > 0

koşullarında (4.96) Noether simetrileri buunmuştur. Buradan elde eilen (4.97) Noether

integralleri yardımı ile

A =
I2Y

3(w+1)−2n
2(2nw−w−1)R

−2(2n−2)(n−1)(w+1)
(2nw−w−1)

4n2(2n− w − 1)2f 2
0

[
A0 +

∫
Y

2n(2w−1)+w+1
2(2n−w−1) R

2n(n−1)
(2n−w−1)

√
Bdx

]2
,

(5.176)

ifadesi elde edilmiştir. Daha sonra f(R) = f0R
n, f0 > 0 ρ0 = 0 koşulları için (4.100) No-

ether simetrileri buradan da (4.101)Noether integralleri bulunmuştur. I2 ve I4 korunumlu

nicelikleri kullanılarak,

A =
(2n− 1)2

4n4
Y

3
n(n−1)

(
A0 − (I2 − I4)

∫
R−n+1Y − 5n−3

2n

√
B dx

)2

, (5.177)

elde edilmiştir.

Bölüm 4.4. de, minimal etkileşimli skaler tensör teorisi kapsamında (4.104) ifadesin-

deki LRS Bianchi I tip uzay-zaman ele alınmış ve çözüm için Noether simetrisi yaklaşımı

kullanılmıştır. Minimal etkileşimli çekim teorisi için (4.103) eylem integrali ifade edilip,

buradaki ϵ bir sabit olmak üzere quintessence ve fantom durumları arasındaki farkı belirt-

mek için kullanılmıştır. Böyle bir teori için, A = Bm olmak üzere Lagrangian (4.114) elde

edilmiştir. Lagrangianın metrik katsayılarına göre varyasyonundan hareket denklemleri
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(4.115), (4.116), (4.117) ve (3.17) Noether simetrisi koşulundan (4.118), (4.119), (4.120),

(4.121) Noether simetrisi denklemleri bulunmuştur.

Daha sonra 4.4.1. alt bölümünde ϵ = 1 için (4.122), (4.123) Noether simetrisi vektör-

leri ve (4.124) potansiyelin biçimi elde edilmiştir. Burada döngüsel değişken bulabilmek

için (4.126) dönüşümleri uygulanmıştır. Döngüsel değişken yardımıyla,

B(t) = [c1c2(m+ 2)2((z0t+ b1)
2 − (b2e

lt + b3e
−lt)2)]

1
m+2 ,

ϕ(t) =
1

2k
ln

c2(z0t+ b1 + b2e
lt + b3e

−lt)

c1(z0t+ b1 − b2elt + b3e−lt)
,

sonucuna ulaşılır. Burada c1 ̸= 0 ve c2 ̸= 0 durumları dikate alınmıştır. Elde edilen çö-

zümler ile, (4.137) a ölçek çarpanı , (4.138) H Hubble parametresi, (4.140) q yavaşlama

parametresi ve (4.141) w EoS parametresi, ifadeleri hesaplanmış ve (4.1), (4.2), (4.3),

(4.4 ) grafikleri çizilmiştir. Bunlara göre evrenimiz ivmelenerek genişlemekte ve quintes-

sence durumunda olduğu, ayrıca t → ∞, w → −1 limit durumunda vakum enerji baskın

durumda olduğu görülmüştür.

Daha sonra c1 = 0 özel durumu için, döngüsel değişken elde edebilmek adına (4.142)

dönüşümleri uygulanmıştır. Döngüsel değişken yardımıyla,

B(t) =

[
h2λ

12c22(2m+ 1)
(t+ b1)

4 − h(t+ b1)b2

]1/(m+2)

,

ϕ(t) =

√
4m+ 2

(m+ 2)
ln

[
hλ

3I0)
(t+ b1)

2 − h(m+ 2)2c22b2
(t+ b1)

]
,

çözümleri elde edilebilmiştir. Buradan yola çıkarak a ölçek çarpanı (4.150), H Hubble

parametresi (4.151), q yavaşlama parametresi (4.152) ve w durum denklemi parametresi

(4.153) ifadeleri bulunmuştur. Ayrıca, c2 = 0 durumunu da baklmış ve sadece ϕ(t) ifadesi

eksi işaretli olarak bulunmuş olup kozmolojik paremetre hesaplarının c1 = 0 durumun-

daki çözümlerle aynı olduğu görülmüştür.

Daha sonra 4.4.2. alt bölümünde ϵ = −1 için Noether simetrisi vektörleri ve potansi-

yelin biçimi (4.162) belirlenmiştir. c1 = 0 durumu için döngüsel değişken elde edebilmek

üzere (4.165) dönüşümleri uygulanmıştır. Döngüsel değişken yardımıyla metrik potansi-

yelleri

B(t) =

[
c2(m+ 2)2

4

(
I0t

2c22(2m+ 1)
+K0

)2

+

(
d1e

√
c2kt + d2e

−√
c2kt

b0

)2
]1/(m+2)

,

(5.178)
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ϕ(t) =
2
√
4m+ 2

(m+ 2)
arccot

[
c2(m+ 2)b0

2(d1e
√
c2kt + d2e−

√
c2kt)

(
I0

2c22(2m+ 1)
t+K0

)]
, (5.179)

olarak bulunmuştur. Buradan yola çıkarak a ölçek çarpanı, H Hubble parametresi, q ya-

vaşlama parametresi ve w durum denklemi parametresi (4.171), (4.171), (4.172), (4.173),

(4.174), (4.175) ifadeleri elde edilmiş ve grafikleri (4.6), (4.7), (4.8 ) çizilmiştir. Bunlara

göre evrenimiz ivmelenerek genişlemekte ve fantom durumunda olup, w = −1 bariyerini

geçmediği görülmektedir.
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Singh, C. P. Srivastava, M. 2017. Minimally coupled scalar field cosmology in anisotropic

cosmological model. Pram. Jour. Phys., 88.

Sotiriou, T. P. Faraoni, V. 2010. f(r) theories of gravity. Rev. Mod. Phys., 82:451–497.

Spergel, D. N. , Bean, R. , Doré, O. , Nolta, M. R. , Bennett, C. L. , Dunkley, J. , Hinshaw,

G. , Jarosik, N. , Komatsu, E. , Page, L. , Peiris, H. V. , Verde, L. , Halpern, M. , Hill,

R. S. , Kogut, A. , Limon, M. , Meyer, S. S. , Odegard, N. , Tucker, G. S. , Weiland,

J. L. , Wollack, E. , Wright, E. L. 2007. Three-Year Wilkinson Microwave Anisotropy

Probe (WMAP) Observations: Implications for Cosmology. apjs, 170:377–408.

Spergel, D. N. et al. 2003. First year wilkinson microwave anisotropy probe (wmap)

observations: Determination of cosmological parameters. ApJS, 148:175–194.

Tegmark, M. , Strauss, M. A. , Blanton, M. R. , Abazajian, K. , Dodelson, S. , Sandvik,

H. , Wang, X. , Weinberg, D. H. , Zehavi, I. , Bahcall, N. A. , Hoyle, F. , Schlegel, D. ,

Scoccimarro, R. , Vogeley, M. S. , Berlind, A. , Budavari, T. , Connolly, A. , Eisenstein,

D. J. , Finkbeiner, D. , Frieman, J. A. , Gunn, J. E. , Hui, L. , Jain, B. , Johnston, D. ,

Kent, S. , Lin, H. , Nakajima, R. , Nichol, R. C. , Ostriker, J. P. , Pope, A. , Scranton,

R. , Seljak, U. , Sheth, R. K. , Stebbins, A. , Szalay, A. S. , Szapudi, I. , Xu, Y. , Annis,

J. , Brinkmann, J. , Burles, S. , Castander, F. J. , Csabai, I. , Loveday, J. , Doi, M. ,

Fukugita, M. , Gillespie, B. , Hennessy, G. , Hogg, D. W. , Ivezić, Ž. , Knapp, G. R.
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Zel’Dovich, Y. B. Starobinskiǐ, A. A. 1972. Particle production and vacuum polarization

in an anisotropic gravitational field. Sov. J. Exp. Theor. Phys., 34:1159.

62



ÖZGEÇMİŞ
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