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OZET

DAIRESEL PLAKLARIN AYRIK TEKIL KONVOLUSYON VE
DIFERANSIYEL QUADRATURE YONTEMLERIYLE KARSILASTIRILMALI
SERBEST TITRESIM HESABI

EmreKUZU

Y iiksek lisans Tezi, insaat M uhendidigi Anabilim Dal
Damsman: Dog. Dr. Omer CIVALEK
Haziran 2008, 40 Sayfa

Caismada diferansiyel quadrature ve ayrik tekil konvollsyon metotlari, ¢esitli mesnet
sartlart icin ince ve kain daresel plaklarin titresim andlizinin ¢bzimd icin
uygulanmistir. Diferansiyel quadrature metodu; koordinat dogrultusuna gore bir
fonksiyonun tirevi, cepecevre saran bir ¢ozUm bdlgesindeki yuksek dereceden bir
polinom yardimiyla yaklasim kurabilen sirekli bir fonksiyon ve o dogrultu boyunca
bitiin ag noktalarindaki fonksiyon degerlerinin timindn lineer toplam olarak ifade
edilir. Agirhik katsayilart bilinmeyenler olarak bulunur. Ayrik tekil konvolutsyon
yonteminde ise yaklasim fonksiyonlar: olarak cesitli kerneller kullamlmaktadir. Plagin
titresimini ifade eden her bir diferansiyel denkleme metot simir sartlarn atinda tatbik
edilerek standart bir 6zdeger problemi elde edilmistir. Elde edilen sonuclar mevcut
analitik ve diger yaklasik yontem degerleri ile karsilastinlmistir. Metot sonuclar
bakimindan yeter dogrul ukta olup hesaplayici bakimindan verimlidir.
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ABSTRACT

COMPARATIVE FREE VIBRATION ANALYSISOF CIRCULAR PLATESBY
DIFFERENTIAL QUADRATURE AND DISCRETE SINGULAR
CONVOLUTION METHODS
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The differentia quadrature method has been presented in this paper to solve the
problems of the vibration of thin and thick circular plates for various support conditions.
In the method of differential quadrature, partial space derivatives of a function
appearing in a differentia equation are approximated by means of a polynomial
expressed as the weighted linear sum of the function values at a reselected grid of
discrete points. The weighting coefficients are treated as the unknowns. However, some
kernels were used in discrete singular convolution as approximating functions.
Applying this concept to each partial derivative of the free vibration for differential
equation of plates give a set of standard eigenvalue equations, which are solved for the
unknown weighting coefficients by accounting for the boundary conditions. Results are
compared with existing solutions available from other analytica and numerical

methods. The method presented gives accurate results and is computationally efficient.
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ONSOZz

Dairesel plaklarin serbest titresim hesabinin yapildigi bu c¢alismada esas amag,
literatrde son zamanlarda kullamilmaya baslanan iki yeni yontemin performanslarin
karsilastirmak ve mekanik problemlerine uygulanabilirligini gostermektir. Bu calisma
genisletilerek dairesel plaklarin frekans kisitlayicilari atinda kalinlik optimizasyonu
yapilabilecektir. Ilgilenilen problemin literatiirde pek cok yontemle ¢ozimii mevcuttur.
Bu calisma stiresince yardimlarini ve ilgisini esirgemeyen danisman hocam sayin Dog.
Dr. Omer CIVALEK’e, programlama sirasinda ve ANSY S paket program ile yapilan
modelleme ve ¢oziimleme siirecinde biiyik destek olan Yrd. Do¢. Dr. Hakan ERSOY a,

ve surekli yammda olan ailleme tesekkir ederim.
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1. GIRIS

Caglar boyunca insanlik, 6nce temel ihtiyaclarim gidermek, uygarlasma yolunda
ilerledikce ise farkli gereksinimler icin mekanlara ihtiyag duymustur. Bu ihtiyaglarin
karsilanmasinda yap1 muhendislerinin 6nemi biydktir.

Genel bir yaklasimla denilebilir ki muhendislik uygulamalarinda temel amag; insan
yasamin kolaylastiracak sistemler ortaya koymaktir. Bu sistemlerin gelistirilmesinde ve
bicimlenmes siirecide ki temel etken insan ihtiyaclarinin karsilanmasidir. Uygarlasma
yonundeki olumlu gelismeler, sosya bir varlik olma yoninde ilerleme ve teknolojinin
gunumuizde geldigi nokta ihtiyaclarin farklilasmasina neden olmustur. Degisen bu
ihtiyaclara cevap vermek icin teorik ve pratik calismalar yapan muhendislerde farkl:
teknikler Gzerinde yogunlasmuslardir. MUhendislik sistemlerinin analizi en genel
anlamda iki asamay1 icermektedir. Mevcut bir fiziksel sistemi ifade eden matematik
modelin kurulmasi ve elde edilen matematik denklemin analitik olarak veya cesitli
yaklasik sayisal metotlar kullamlarak ¢ozilmesidir. Bu iki asamadan birincisi tecriibe,
sezgi veiyi bir matematik alt yapr; ikincisi ise modelleme de kullanilan sezgi ve bilgiye
ilaveten hizl1 ve kapsaml1 bir hesaplayiciyr gerektirir (Civalek 2004a). Guniumuzde artik
¢OzUm yontemleri ¢esitlenmis ve analizciye pek cok alternatif sunmustur.

Y apilan modellemenin gergek modeli yansitip yansitmamasi, gercek fiziksel olay ile
uyumluluk derecesiyle olculir. Bu modellerin blyldk bir ¢ogunlugu, sinir deger
formundaki diferansiyel denklemlerdir. Bu matematik denklemlerin fiziksel modele en
yakin sunus bicimi ise varyasyonel problemlerdir. Giris verileri Uzerine konulan
sureklilik ve turevlienebilirlik kosular: agisindan, varyasyonel problem kendi 6zdesi olan
sinir deger problemiyle karsilastirildiginda, uygulama alani daha genis olan problemler
simifina hitap eder. Matematik modelleme isleminin, modelin varyasyonel problem
olarak ifade edilmesinden sonraki asamasi, hesaplayiciya tanmitimi uygun olan ayrik
modelin olusturulmasidir(Celia ve Gray 1992). Gunumuzde, diferansiyel denklemlerle

ilgili matematik modellerin ayrik benzesiklerinin olusturulmas: ve elde edilen ayrik



problemin bilgisayarda ¢ozimlenmes acisindan en kapsamli ve bilinen yontem Sonlu
elemanlar yontemidir. Bu yontemin klasik sonlu farklar yonteminden baslica ayirt edici
ozelligi, sonlu elemanlar yontemi simir deger problemini degil varyasyonel problemi
temel air (Civalek 1998).

En genel anlamda, muhendislik problemleri, sireksiz ve surekli ortam problemleri
olmak Uzere iki sinifa ayrilir. Serbestlik derecesi sonsuz blyiUk olan slrekli ortam
problemlerinin ¢ozUmu bir diferansiyel denklem, bir integra denklem veya denklem
sisteminin ¢ozUmunu gerektirdigi halde, serbestlik derecesi sonlu olan siireksiz ortam
problemlerinin ¢ozimi lineer denklem takiminin ¢6zimuiyle elde edilebilmektedir.
Sonsuz serbestlik dereceli sistemlerinin ¢oziminde cesitli matematik guclikler ortaya
cikmakta buna karsin sireksiz ortam problemlerinin ¢oziiminde gerekli olan
hesaplayici kapasites ve hesap sires artmaktadir. Bunlardan baska mihendislik
problemleri evrensel bir yaklasimla; kararli durum problemlerini iceren denge
problemleri, kararli durum problemlerindeki bazi parametrelerin kritik degerlerinin
bulunmasim gerektiren 6zdeger problemleri ve baslangic deger formundaki problemleri
iceren propagasyon problemleri olarak ¢ temel gruba da ayirmak mimkundir. Bu tarz
bir siniflandirmada da elde edilen denklem; kapal1 yada acik sinir ve/veya baslangig
degerine sahip kismi veya adi turevli bir diferansiyel denklem yada lineer bir denklem
takimi olarak elde edilir (Crandall 1968).

Lineer bir diferansiyel denklem takimini saglayan fonksiyonlarin bir bolgedeki degerleri
tayin edilirken, bazi matematik guicltklerle karsilasilir. Bunun icin bu hallerde, 6nce bu
fonksiyonlarin verilen bélgenin sonlu uzunluktaki bazi noktalarina ait degerleri aranir.
Daha sonra, bu degerler kullamlarak diger bilinmeyen noktalardaki degerler elde edilir.
Bu sekilde stirekli bir ortam yerine, cebirsel bir denklem takiminin ¢dzimini gerektiren
ayrik bir ortam alinmus olur. Hizli ve yiksek kapasiteli hesaplayicilarin gelismesi, ve
kullamminin yayginlasmasi nedeniyle sirekli ortam yerine slreksiz ortam modeli
Uzerinden islem yapmaya elverisli yontemler artmistir. Bu yontemler icinde sonlu
farklar, sonlu eemanlar ve sir eemanlar gunimuizde yaygin olarak

kullamlabilmektedir. Karakteristik buyUklUklerin ortam icinde degismesini ifade



edebilmes ve karmasik sinir sartlarimin ¢ozime katilabilmesine olanak vermesi
bakimindan sonlu elemanlar daha yaygindir. Kurulan matematik model cogunlukla
sistemi ifade eden ya bir integral denklem yada kismi veya adi turevli bir diferansiyel
denklemdir. Simir  kosullarimin  karmasikligi nedeniyle elde edilen diferansiyel
denklemin analitik ¢6zUmi ¢ogu durumda mumkin olmaz. Bu nedenle sayisal analiz
tekniklerine basvurulur (Civalek 2001). Bilgisayar teknigindeki gelismeler ve
denklemlerin matris formda ifade edilebilmesi sayisal analiz metotlarinda btyuk bir
gelismeye neden olmustur (Cakiroglu vd 1974). Bu metotlar icinde; sonlu farklar, sonlu
elemanlar, sinir elemanlar, varyasyonedl (degisim) hesap, Rayleigh-Ritz gibi yaklasik
metotlar glinimiize kadar etkin olarak kullanilmistir. Cogu sayisal hesap yonteminde
surekli denge problemi sonlu sayida serbestlik dereceli bir sisteme indirgenerek ¢oziime

ulasilir.

Son yillarda kullanilan ayrik tekil konvollisyon yontemi ozellikle titresim
problemlerinde UsttinlGguni ortaya koymus ve yiksek frekanslarin hesabinda guvenilir
ve basarili sonuclar Gretmistir (Wei 2001a; Civalek 2007a; Civalek 2007d).



1.1. Daha 6nceki calismalar

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢ozimi icin; sonlu elemanlar, sonlu farklar, sinir
elemanlar gibi birka¢ sayisal ¢cozim yontemi mevcut olup, bu metotlar glinimiize kadar
mihendislikte ve fizikte uygulama alam olan titresim, stabilite, akiskanlar mekanigi,
surekli ortam mekanigi, sivi veya termal etkiler maruz yapilarin analizi gibi pek cok

probleme basariyla uygulanmstir.

Dairesel plaklarin andizi ile ilgili literatirde binlerce ¢alisma bulmak mumkandur.
Statik, dinamik, burkulma ve serbest titresim analizleri icin ginimuze kadar pek c¢ok
yontem kullamlmistir. Baslangigta analitik yontemler ile ¢ozime ancak belli yik ve
simir  kosullar1 icin  ulasilabilmistir. Bilgisayar teknolojisindeki gelismeler, yeni
algoritmalar ve sayisal yaklasim yontemlerinin ortaya ¢cikmasi ile pek ¢cok plak problemi
yeter yaklasiklikta ¢ozilebilmistir. Gunuimize kadar sonlu farklar, sonlu elemanlar,
sinir elemanlar, Gaerkin, Ritz, diferansiyel quadrature yontemler, pertlrbasyon
yontemler, enerji ve varyasyonel yaklasimlar dairesel plaklarin analizinde basariyla

kullanilmistar.

Genel ¢ozum sekilleri ve sonuclara ait detayli bilgi Blevins tarafindan sunulmustur
(Blevins 1984). Referans bir kaynak olmasi bakimindan detayli bilgi Leissanin
kitabinda bulunabilir (Leissa 1969). Irie ve arkadaslar tarafindan dairesel plaklarin
kayma etki dikkate alinarak titresim analizleri icin analitik bir yontem sunulmustur (Irie
vd 1980). Leissa ve Narita (1980) basit mesnetli ince dairesel plaklarin analizini
incelemislerdir. Ug boyutlu Elastisite teorisi ile dairesel plaklarin andizinde Ritz
yaklasimi uygulanmis ve ¢esitli mesnetleme durumu igin sonuglar verilmistir (Liew ve
Yang 1999). Shu ve Du (1997) tarafindan dairesel plaklarin serbest titresim hesabi
diferansiyel quadrature yontemi ile yapil mstir.



Kalin dairesel plaklarin Mindlin teorisine dayal1 bir yaklasik hesabi Han ve Liew (1997)
tarafindan yapilmis ve diferansiyel quadrature yonteminin Ustinl gl bu tarz problemler

icin vurgulanmustir.

Yine diferansiyel quadrature metodu kullamilarak dairesel Mindlin plaklarin serbest
titresim analizi yapilmis (Liew vd 1997) ve mod sekilleri karsilastirmali olarak
sunulmustur. Metodun sonlu elemanlar yontemine gore daha az digim noktas: ile

¢cozUme ulastigr ve pratik olusu vurgulanmustir.

Dairesel plaklarin teorisi ve ¢ozim yontemleri ile ilgili detayli bilgi icin pek ¢ok
calisma Onerilebilir. Ozellikle Timoshenko ve Krieger (1959), Reismann (1988) ve
Leissa nin (1977; 1977a; 1981; 1987) calismalar1 6nemlidir.



2. AMAC VE KAPSAM

Gerek sonlu elemanlar ve gerekse sonlu farklar metodunda digum noktast sayisi
arttikca elde edilen ¢ozimlerin hassasiyetinin arttigi bilinmektedir. Bununla birlikte,
daha hassas sonuglar elde etmek icin digim noktasi sayisinin arttirilmasi, gerekli olan
bilgisayar kapasites ve hesap siresi de ayni oranda arttirmaktadir. Ancak pek cok
problemde gercek degere yakin hassas sonuclar fiziksel anlamda ancak birkag Ozel
noktada gerekmektedir.

Bilgisayar teknigindeki gelismelere parael olarak denklemlerin matris formda ifade
edilmes ve bhilgisayar ortamina aktariimasindaki kolayliklar neticesinde hesap
yontemleri sayisal anaiz lehine gelismeler gostermistir. Hesap tekniklerindeki bu
gelismeler nedeniyle lineer kabul yerine parca parca lineerlestirerek adim adim
hesaplama, ardisik yaklasim veya bu tir sistemlerde slperposizyon metodu gecerli
olmadigindan ardisik yuk arttm metotlar1 gibi lineer olmayan sayisal analiz yontemleri

cok yaygin olarak kullamlmaya baslanmustir.

Bu metotlar icinde sonlu elemanlar ve sonlu farklar metotlar1 kullanim alam digerlerine
gbre daha fazla olan iki analiz teknigidir. Sonlu elemanlar metodunda ¢c6zim igin
yaklasik bir fonksiyon secilerek ¢oziime baslanir. Ancak sonlu elemanlar metodunda
secilen enterpolasyon fonksiyonlar: lokal diizeyde olup elemanlar icin gegerlidir. Sonlu
elemanlar metodunda ¢ozim bolgesi cok fazla elemana ayrilarak yeter hassasiyette
sonuclar elde etmek mimkindir. Ozellikle plak veya kabuk elemanlarin hassas
¢cOzumleri ancak yuksek sayida elemana bolUnerek saglanir. Elemanin ¢ok fazla bolgeye
ayrilarak ¢oztime ulasilmasi durumundaise gerekli olan hesaplayici kapasitesi ve zaman
artacaktir. Bununla birlikte yeter yaklasikta sonuclar yani gercek degere cok yakin
sonuclar muhendislik uygulamalarinda ¢cogunlukla bir veya birkag 6zel noktada istenir
(Civaek 2004b).



Daha az grid nokta sayist kullamlarak yeter hassasiyette sonuglar verebilecek bir metot
olan Diferansiyel Quadrature Metodu(DQM) Bellman ve Casti(1971) tarafindan
gelistirilerek lineer ve lineer olmayan kismi trevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimine
uygulanmistir. Diferansiyel quadrature metodu; koordinat dogrultusuna goére bir
fonksiyonun tirevi, cepecevre saran bir ¢ozUm bdlgesindeki yuksek dereceden bir
polinom yardimiyla yaklasim kurabilen sirekli bir fonksiyon ve o dogrultu boyunca
bitiin ag noktalarindaki fonksiyon degerlerinin timindn lineer toplam olarak ifade

edilebilecegi prensibine dayanir (Belman vd 1972).

Diferansiyel quadrature metodu ile sonlu e emanlar metodu arasinda gerek yaklasim ve
gerekse uygulama acisindan cesitli farkliliklar mevcuttur. Diferansiyel quadrature
metodu genel cerceveli yani global bir yaklasim metodu olup yiksek dereceden
polinomlar kullamimakta iken sonlu elemanlar metodunda secilen fonksiyonlar dustk
dereceden olup sadece eleman bazinda yani lokal dizeydedir (Du vd 1994).
Diferansiyel quadrature metodu herhangi bir noktadaki fonksiyonun ttrevine direkt bir
yaklasim getirir, oysa sonlu elemanlar metodunda yaklagim lokal elemanlar Uzerinde
olup, turev ifadeler yaklasim metodundan elde edilir (Bert ve Malik 1996b).
Diferansiyel quadrature metodu daha cok sonlu farklar ile benzerlik gosterir. Ancak
sonlu farklar metodu da diistik dereceden polinom yaklasimlar: Gzerine kurulan lokal bir
yaklasim metodudur. Bununla birlikte sonlu farklar metodu seri yaklasimlar ile ¢bziime
ulasirken DQ metodunda polinom fonksiyonlar kullanilir. Bununla birlikte diferansiyel
quadrature metodunda elde edilen matrisler band matris olup simetrik degildir. Benzer
sayisal yaklasim yontemlerinde oldugu gibi, DQ metodu da mevcut tirev denklemi,
¢cOzUm bolgesinde onceden secilen digim noktalarindaki bilinmeyen fonksiyon
degerleri cinsinden, lineer denklem takimina donusturdr. Bu denklemlere ilaveten simir
sartlart da DQ metoduna uygun formda yazilir. Sinmir sartlarinin Dirichlet ve/veya

Neuman yada karisik olmasi herhangi bir gliclik dogurmaz (Civaek 2004).



Kare veya dikdortgen geometri disinda farkli geometriye sahip plaklar kopri ve ucak
uzay yapilarinda, fiize ve roket sanayisinde ve gemi muhendidliginde kullanilmaktadhr.
Bu yapilarin boyutlandirmaya esas teskil edecek titresim frekanslarinin hesaplanmasi
gecen 30 yilda arastirmacilarin tizerinde dikkatle ¢alistigi bir konudur.

Bu calismanin esas amaci Kirchoff ve Reissner plak teoris kullanmilarak, yani kayma
deformasyonlarimin etkisi dikkate ainarak, cikartilmis plak hareket denklemleri
cozUlecektir. BOylece, dairesel plaklarin serbest titresim hesaplar: yeni iki yontem olan
tekil konvolisyon ve diferansiyel quadrature yontemleriyle yapilarak sonuclar
karsilastirilacaktir.  Metotlarin~ digim  sayiss  bakimindan  performanslari
karsilastirilacaktir. ANSYS ve SAP 2000 programlari ile elde edilen sonuclar test

edilecek ve diger stmr durumlarr icin biitin mod sekilleri hesaplanacaktir.



3. DIFERANSIYEL QUADRATURE METODU

Diferansiyel quadrature metodu; bir fonksiyonun verilen bir ayrik noktadaki bir uzay
degiskenine gbre kismi tdrevi, o degisken bolgesinin bitin ayrik noktalarindaki
fonksiyon degerlerinin agirlikli bir lineer toplamu ile ifade edilir, seklinde tammlanan
dusUnceye dayanir. Yeter yaklasikta sonuclar elde etmek icin daha az sayida grid
kullanan diferansiyel quadrature metodu ; fizik ve mihendislikte karsilasilan baslangic
deger ve simir deger problemleri icin farkli bir yaklasim ortaya koymustur. Bu amacla

tek boyutlu bir u(x) fonksiyonun birinci tirevini x; (i=1,2,...,N) noktalarinda N ayrik

noktaigin goz onune airsak i .nci ayrik noktaicin birinci turev (Bert ve Malik 1996) ;

ou N .
uX(Xi):_ = z Alj u( XJ ) iy | = 1,2, ........ ,N (31)
aX X = Xj ]:l

olacaktir. Burada x; degisken bolgesindeki ayrik noktalari, u(x) bu noktalardaki
fonksiyon degerlerini, ve A; birinci dereceden turev igin bu degerleri fonksiyon
degerlerine baglayan agirlik katsayilarim ifade eder. Agirlik katsayilarimn hesabu,
karsilik gelen koordinat yonlerinde fonksiyonel yaklasimlar ile gerceklestirilir. Test
fonksiyonu yada yaklasim fonksiyonu olarak bilinen bu fonksiyonlarin seciminde
sureklilik sartina dikkat edilmelidir. Benzer zorunluluk sonlu elamanlar yontemindeki
enterpolasyon fonksiyonlarinin segciminde de vardir. Ancak DQ metodunda, segilen
fonksiyonlarimin Ritz metodunda oldugu gibi sinir sartim saglamasi zorunlulugu yoktur.
Yaklasim fonksiyonlari, aan degiskenlerinin olasi kararli yani tGniform durumlarim
tammlayabilmeli ve diferansiyel denklemdeki yada simir sartlarindaki  mevcut en
yuksek dereceli diferansiyele kadar tUrevinin alinabilmesi gerekir. Yani stireklilik sarti
icin, bir koordinat yonindeki diugim sayisi, diferansiyel denklemdeki karsilik gelen
bagimsiz degiskene gore en yuksek dereceli tUrevin bir fazlasina esit olmalidir.

Belmann ve arkadaslari (1972) agirlik katsayilarimin hesabn icin iki farkli yontem



Onermiglerdir.  Bunlardan birincisinde (3.1) denklemi tam olarak alindiginda, test
fonksiyonu olarak (N-1) veya daha kiictik dereceden secilen polinom fonksiyonu igin;

(x) = X<, k=12,...N (3.2)

verilen denklem (3.1) de yerine yazilirsa asagida belirtildigi formda bir lineer denklem
takimu verir (Bellman ve Casti 1971)

N
(k-Dxk-2= 3 Ayxk-1 (33)
j=1

=12,y N ve k=12,......, N icin

Ancak bu denklem sisteminin katsayillar matrisinin  determinantt  VVandermonde
formunda oldugundan tekil bir ¢oztime sahiptir. Denklem agirlik katsayilar: icin analitik
olarak Hamming'in 6nerdigi metotla (Hamming 1973) yada Vandermonde denklemleri
icin Bjorck ve Pareyra nin (1970) onerdigi gibi bilinen bazi 6zel algoritmalar ile sayisal
olarak ¢ozulebilir. Bu tekilligi gidermek icin, agirlik katsayilari, degisik digim nokta
sayilan ile (3.3) denklemi esit dugim degerleri icin hesaplanmalidir. Denklem (3.3)
asagidaki matris formda da verilebilir.

{X'}j =[A]{ X} J. (3.4

Benzer islemler iki ve daha fazla derecen turev ifadeleri icin de yazilabilir. Boylece, her
bir dereceden turev icin agirlik ifadeleri birinci dereceden turev ifadesinden farkl:
olmaktadr. Ikinci dereceden tirev icin metot (Bert vd 1994)

2u N .
uxx(xi):a— = Z B” U( Xj ) ; | = 1,2 .......... N (35)
OX?[X=xi j_1
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olarak verilir. Burada B;; ikinci dereceden turev igin agirlik katsayisidir. Denklem (3.5)
birinci dereceden agirlik katsayilar: cinsinden

o°u N N :
Ux)=2=| =T A T AgU(x); i=12..N (3.6)
OX?[X=xi -1 k-1

Denklem (3.2) ile verilen polinom fonksiyon uygulanarak ikinci dereceden tirev ifadesi

N
(k—1)k-2)xk-3= % B;xk! (3.7)
j=1

olmaktadir. Bu denklem yukarida verilen (3.3) denklemine benzer yaklasimla ¢ozulGr.
Ikinci, Uglinci ve dorduincti dereceden agirlik katsayilan Bjj, Cjj, Dy, asagidaki formda
hesaplanir (Bert vd 1993)

Bij = ZAik Akj (38)
k=1
N
Cij = ZAik Bkj (39)
k=1
N
Dij = ZAikaj (310)
k=1

Bellman ve arkadaglari (1972) tarafindan agirlik katsayilarimn hesaplanmasi icin
Onerilen ikinci metot’ da birinciye benzer olup farkli bir test fonksiyonu segilir. Denklem

(3.1)'i saglayacak sekilde x 6telenmis Legendre polinomunun kokleri olarak

11



u, (¥) = Ln(X) k=1,2,...N (3.11)

(X__Xk)LﬂJ(Xk),

fonksiyonu secilir. Burada N grid nokta sayisi, Ln(X) N. Dereceden legendre polinomu,
L$(X) ise bu polinomun birinci tirevidir. Denklemdeki xc Otelenmis legendre

polinomunun kokleri olarak secilip (3.11) ile verilen polinom fonksiyon (3.1)

denkleminde yazilirsa agirlik katsayilart

Ay =) 4 igin (312)
(Xi_Xj)L,N(Xj)
1-2x s
Ai=——— = i=j icin 3.13
25 (1) Jic (3.13)
ij=1.2...N

Bu ikinci yaklasimda, (3.12) ve(3.13) ile tamimlanan agirlik katsayilar: birincide oldugu
gibi herhangi bir tekillik problemi ve lineer denklem takim ¢tzmeden elde edilir. Bir
boyutlu problemlere benzer olarak iki boyutlu problemler icinde diferansiyel quadrature
metodu gelistirilebilir. Sekil 3.1'de gorulen dikdortgen dizlem icin, Ny  x-
dogrultusundaki grid ve Ny y-dogrultusundaki digiim sayisi olmak Uzere tlrev ifadel eri

yazilabilir.

12



V' N J

<4 a 4
Ny

b
L
3 (%, )
2
j=1 » X
i=1 2 3 .... Nx

Sekil 3.1. iki boyutlu bélgeicin grid noktalar:

Bu amacla u(x,y) fonksiyonunun r-inci mertebeden X e gore, s-inci mertebeden y’'e gore

ve (r+s)-nci- mertebeden x ve'y degiskenlerine gore (x , y; ) ayrik noktalar: icin tirev
ifadeleri (Bert ve Malik 1996)a;

o'u Ny
Pl AD Uy, ) 5T =12, N —1 (3.14)
XP=X k=1
osu N x
ays y_y = z B(jslz u( X|lyk ); S:1,2, ....... ,Ny—l (315)
Y k=1
0" *9u o" | osu Ny Ny
v oy = ZAR Y BRH(x Y, ) (3.16)
oxroys *Yi ox"loy®s) i k1 me1

i=1,2, ...,Ny,ve j=12..,N,

13



olarak verilir. A”); ve B®); u(xy) fonksiyonunun sirasiylax'evey' yegorer inci ves
inci mertebeden x; vey; ayrik noktalar: igin yazilan tirev agirlik katsayilaricir. Bu
katsayilar ilk olarak Shu ve Richards(1992) tarafindan gelistirilmistir. Bu agirlik

katsayilari,

Ar-1)
A,(jr)_r[A,i{l)A.ij” L i =1,2,. Ny, jo; ver =2,3,...., N1 (3.17)

A1)
B,(js)—s[B,(?l)B.(jl) L ij=12....N,, jH; ve s=23...,Ns1  (3.18)
i Y

N

X -
AD=- Y AP i=12,... N, ve r=12,..,N,-1 (3.19)
j=1j=i
Ny _
BP=- X BY i=12...N, 6 ve r=12...,N,-1 (3.20)
j=1j =i

olmaktadir. Dikkat edilmelidir ki 0Ornek noktalarin sayisi verilen bagintilarin
performansinda  yani agirlik  katsayillarimin hesabinda  etkili - degildir. Hesap
performansim gelistirmek agisindan 6nemlidir. Bundan baska, bazi durumlarda bu
noktalar ¢ozumiin dogrulugunu etkileyebilmektedir. Ornegin esit araikli noktalar ile
islem kismen daha kolay ve uygulamasi daha basittir (Liu ve Liew 1999), ancak esit
olmayan nokta aralig1 igin az da olsa sonuglarin hassaslig: distr. Dugim noktalarinin
seciminde sikga kullamilan ve 6nerilen metot her iki dogrultuda yani her bir koordinat

yonunde (tek boyutlu problemler icin bir yonde) esit aralikli secilen (Du vd 1996)

Xi = : I =1,2,.,Nx (3.21a)
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y = : j=1,2,...N, (3.21b)

olarak verilir. Bazi durumlarda esit aralikli olmayan noktalarin segiminin dahaiyi sonug
verdigi bilinmektedir. Yine iki boyutlu problemler icin esit olmayan digim noktalari
Chebyshev-Gauss-Lobatto noktalari icin (Farsavd 1993):

X :%{1_ Co{nll_—llnﬂ , i=12,...N, (3.22)
X

1 -1 .
=—|1-co , =12,..,N 3.23
Y; 2{ {Ny—lﬂﬂ J y ( )

seklinde secilir. Bununla birlikte diferansiyel quadrature ¢ozimlerinde farkli koordinat
yonlerindeki digim noktalar: sayisi ve tipi bakimindan farkli secilebilecegi gibi, farkl
koordinat yonlerinde farkli test fonksiyonlari da secilebilir. Pek c¢ok calismada
ispatlanmustir ki (Liew ve Liu 2000; Kukreti vd 1992; Liew ve Teo 1999; Lin vd 1994)
esit olmayan sekilde dizenlenmis digum nokta sekli 6zellikle titresim problemlerinde

daha bagsaril1 sonuglar Uretmektedir.
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3. 1. Harmonik Diferansiyel Quadrature (HDQ)

Harmonik diferansiyel quadrature yonteminde agirlik katsayilarimin hesaplanmasi icin

Onerilen test fonksiyonu trigonometrik yada harmonik formda oldugundan metot

harmonik diferansiyel quadrature olarak onerilmistir. Bu fonksiyon (Civalek 2004;

20043)

U () = [1,sin(d),cos(d),..,sin%(d),cos%(d)]; k=01.2,..N

(3.24)

olarak verilmektedir. Burada d= nx. Bu yontemde birinci ve ikinci mertebeden agirlik

katsayilar: (Liew vd 1999);

A = (dlxii(ii) . j#iicin
2P(x) sl /1(d/)

olur. Burada

N Ly
P(x) = HS“’{XI XJEJ, j=1,2,...N icgin
j=1j#i X

Eger j =1 icin birinci mertebeden agirlik katsayisi hesaplanacak olursaifade
N . . .
Ai=- 2 Aj:JFL2..N icn
j=1j=#i

olarak verilir. Benzer olarak ikinci merteben agirlik katsayilart

16
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d  Xi—=Xj d.|. . ..
Bj = Ay| 2Ai = Clg——— ()| j #i igin (3.28)
N - P -
Bi=— X Bj J=1i¢n (3.29)
j=1j =i

17



4. AYRIK TEKIiL KONVOLUSYON YONTEMi

Diger sayisal yontemlerde oldugu ayrik tekil konvolisyon yontemi (ATK) de mevcut
bir tirev denklemi yani sirekli bir sisteme ait denklemi yaklasim veya test fonksiyonu
(sonlu elemanlarda sekil fonksiyonu) olarak kerneller kullanarak ayristirir. Kernel
olarak Shannon kernel, Shannon delta kernel, Dirichlet kernel, de la Vallee kernel vb.
kullanlir. Detayli bilgi Wei (1999, 2000, 2001) ve Civalek (2006; 2007c, 2007d, 2007e,
2007f) tarafindan sunulan ¢alismalarda bulunabilir. Tekil bir konvoltsyon (Wei 2001b)

F =T O = [T-xn09dx (4.1)

ile tammlamir. Calismada kernel olarak Shannon delta kernel (SDK) ve Lagrange
kernel (LK) kullamImistir. Shannon kernel (Wei 2001; Civalek 2007b)

5A,¢7 (X_ Xk) =

Snl(e/ A= xdl o |- =x? | 42)
(WD) (X~ x) 252 | |

Olarak tanimlanir. Burada A=n/(N-1) her bir digim arasi aralik ve N digim nokta
sayisi. Burada o parametresi Gauss zarfi (Gaussian envelope) genisligi olarak bilinir ve
o =rhile hesaplanir. Burada r hesaplamanin basinda secilecek bir parametredir. ATK
yonteminde herhangi bir f (x) fonksiyonunun x; noktast icin x koordinat yonundeki

turevi asagidaki toplam ile verilir (Wei 20014)

d"f(x)

StORx T 00 ()i (F012..) 43
dxn

X:XI k=-M

Burada Gst indis n tirevin mertebesidir. Ayrik formda bu tirev (Civalek 2007)
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fO(x) =

dnf M
~ Y smkAxy fo ., (4.4)
anX_X_ k=-M

h

Shannon kernel kullanilinca tirev icin gerekli katsayilar yani 5&'}()7(x) ifadeleri kolayca
hesaplamir. Ornek olarak ikinci mertebeden tiirev icin bu terim (Wei 2001b)

(/) SIN(/A) (X — x,)

) expl-(x~x0?/ 257

5§7,'2)A,0' (Xm_ Xk) -

5 cos(rr/A)(X — xy)
(x=xp)?

expl-(x— x)%/252)]

P cos(m/A) (X — xy) expl— (x— Xk)2 125242 sin(z/A)(X — x,)

> expl~(X— %) */252)]
o 7(x—x) /A

, SInG/A) (X~ x,)

expl— (X - x)% /252
(X x;) o2 1A

, Sn(A)(x - x,)

T (= xi) &P~ x9) /252 (45)

Y Uksek mertebeden tirevler icin diger katsayilar literatiirde bulunabilir (Wei 2001b).
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4.1. Lagrangekerne (LK)

Bu kernel asagidaki sekildetammliolup i =0,1,...,N-1andj =-M,...,Micin

i+M X_Xk
T 2 X_Mex<Xism,
k=i-Mk=i+jXi+j Xk
Ri (x) = (4.6)
0

Bu durumdatirev katsayilar: (Civalek 2007; Wei 2001)

wip = n{Wﬁ\M,—‘”” - _'—)} (4.7)

ile tamimlidir. Burada n tlrevin mertebesi, x ler koordinat yonund, W katsayilar ise
turev katsayilaridir.
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5. DAIRESEL PLAKLAR

Plak ve kabuklarin kullanimi, yeni malzeme ve yapim tekniklerinin ortaya
ckmast ile artmistir. Ozellikle ugak-uzay sanayi, gemi mihendisigi gibi
alanlarda bu tir yapilar yaygindir. Analitik ¢oziimlerde ortaya ¢ikan gucltkler
nedeniyle son yillarda sayisal metotlara agirlik verilmis ve sonlu elemanlar
metodu cesitli avantajlart nedeniyle yillardan beri pek ¢ok probleme uygulanmis
ve en fazla tercih edileni olmustur. Ancak daha az diigim noktasi ve bu nedenle
daha az denklem cozerek ve dolayisiyla daha az hesaplayici ihtiyaci ile ¢cozime
ulasan diferansiyel quadrature (DQ) yontemleri son yillarda pek cok alanda
uygulama bulmaktadir. Cesitli  yaklasim  polinomlar1  kullanan DQ
yontemlerinden farkli olarak tekil konvollsyon yontemler cesitli kerneller
kullanarak cozime ulasir. DQ yontemi global olup ayrik tekil konvollsyon
yontemi lokal bir yaklasim sergiler.

Tasarim esnasinda mihendisler, boyutlandirmaya esas teskil eden titresim
frekanglari, burkulma yukleri ve gerilmeleri bilmek zorundadirlar. Bu calismada
titresim frekandar (6zdegerler) ayrik tekil konvollsyon ile hesaplanacak, mod
sekilleri ise paket program yarcdimiyla her tir mesnet kosulu igin
genellestirilecektir.

Bu bolumde plaklarin titresim denklemleri direkt olarak verilecektir. Bu denklemlerin

cikartilmast ileilgili literatirde yeterli kaynak mevcuttur ve bu islem calismamiz amaci
disindadhr.
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5.1. ince dairesel plak
Ince dairesdl bir plagin (Sekil 5.1) titresim denklemi (Leissa 1969)

4 3 2 2
8_U +E ﬂ _i ﬂ +i(@j+p—h ﬂ =0 (51)
or4 rlor3) r2lor2) (3\or D | ot2

Deplasman fonksiyonunu asagidaki sekilde secebiliriz.
u(rt) =U(R)e'*t (5.2)

Denklem (5.2) yukarida verilen (5.1) denkleminde yazilirsa

4 3 2
0 U +E 0 U _i ﬂ +A(QJ_QZU =0 (53)
8R4 R 8R3 R2 aRZ R3 OR

Seklinde serbest titresim denklemi elde edilir. Bu denklemde: R =r/a, a plagin ¢api, h
plagin kalinligi, D egilmerijitligi, ve Q2 ise boyutsuz frekans degeri olup

0%2=phy?a®ID. (5.4)

formulUyle tammlamir. Yukanda verilen (5.3) denklemine ATK yonteminin

uygulanmasi ile asagidaki formda ayrik denklem elde edilir:
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M 2 M 1 M
D 0D (AU +—= D0, (kAU = =5 D60, (KA U
k=—M R'mfm R% v

1 M
" R®. D60 (KA U = Q% Uy, (5.5
i k=M

i
!
1

r=a «.

&

h R
Sekil 5.1. Dairesel plak ve geometrik elemanlar

Y ukaridaki (5.5) denklemine simir kosullarimin dahil edilmesinden sonra ilgili matris

denklemler diizenlenerek standart bir 6zdeger formuna sokulur ve ¢dzul Ur.



5.2. Mindlin dairesel plak

Ince plak teorisinin aksine kayma deformasyonlarimin plak alan denklemlerine ilave
edilmes esasina dayanan cesitli plak teorileri mevcuttur. Reissner ve Mindlin plak

teorileri bunlardan en yaygin bilinenleridir.

Kayma deformasyonlarinin dikkate alindigi izotrop ve homojen bir dairesel plak icin

titresim denklemi (Liew vd 1997)

2 2
H Z(RZ %{} Rg—i—TJ—BK(l—V)RZ(‘P +88—V¥j— H%R? ZTE' =0, (5.6)
2
R8VZI+8_W+R8_‘{’+T_ 2R 82\’! =0, (5.7)
oR> O6R  OR 1-V)x oT

olarak verilir. Bu denklemler boyutsuz formda olup, ilgili boyutsuz degiskenler sdyle

tanimlanur:

2(¢q_ .2
R=r/a, W=w/a, ¥ =y, H:h/a,T:t/to,toz,/%E”), (5.8)

Denklemlerde w plak deplasman degiskeni, D egilmerijitligi olup D = Eh> 112(1-p?),
formulUyle tanimlanir, ¥ kayma dizeltme faktorl, w eksen r boyunca olan egilme

rotasyonu, p plak malzemenin yogunlugu, t zaman, E,G ve v ise sirasiyla Elastisite

modul i, kayma modul i ve Poisson orani dir. Deplasman ve rotasyonlar
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W(RT) =W, (R, (5.9)

¥(RT)="Y,(Re™, (5.10)

Formilleriyle tammlamrsa (burada €2 titresimin j.nci moduna ait Ozdegeridir).

Denklem(5.9 ve 5.10) da verilen degerler (5.6 ve 5.7) denklemlerinde yazilirsa (Liew vd

1997)
2
H Z(RZ z%+ Rz—\;—‘I’J— 61<(1—V)R2(‘P +(31_VF\2/] ~H?R?Q*¥ =0, (5.11)
2
dV;/+d—W+Rd—\P+‘P+ 2R W =0. (5.12)
dR? dR  dR A-V)x

olarak titresim denklemi boyutsu formda elde edilir. Bu yonetici denklemlere ATK

yonteminin uygulanmasi ile

M M
H Z{RZ > 6P u0 (AR, + R D 5%, (kAR)lPk}

k=—M k=—M

M
—6K(1-V) R{‘I’i + 6%, (kAR)Wk} ~H’R’Q’Y, =0
k=—M

(5.13)
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M M M
R 6P50 (KARW, + D 6940 (KARW, + R D 5% (KAR)Y,
k=M =-M k=-M

- k= =

+'¥, + 2R W =0 (5.14)
1-v)x

Ayrik formda denklemler elde edilmis olur.
Kalin plak ¢ozimu icin plak dis kenarinda basit mesnet ve ankastre mesnet olarak iki

farkli stir kosulu dikkate alinmistir. Bu mesnet durumlar: icin simir kosulu denklemleri

asagida verilmistir.

Basit mesnetli kenar (S

W=0, M, =0, (5.15)

Ankastre mesnet (C)

W =0, ¥=0. (5.16)

Denklemler boyutsuz olarak yazip ATK konvoltisyon yontemi uygulamrsa ayrik formda

asagidaki denklemler elde edilir.

a) Basit mesnet (S

W, =0 (5.17)

M
0%Wa0 (KAR)W, + V¥, =0, (5.18)

k=M
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b) Ankastre mesnet (C)

W, =0 (5.19)

¥, =0 (5.20)

Dairesel plak icin yukaridaki simir kosullarina ilave olarak asagidaki kosullar dikkate

alinmalidir. Bunlar plak merkezi icin streklilik yada dizenlilik (regularity) ve plak

merkezinde rijit mesnet durum (rigid central support )dur.

¢) Diizenlilik kosulu (R)

¥ =0 (5.21)

M
D 6%9a0 (KARW, =0, (5.22)

k=M

d) merkezde rijit mesnet (D)

W, =0 (5.23)

¥ =0 (5.24)

Say1sal hesaplarda Poisson oram 0.3 olarak alinmustir.
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6. SAYISAL HESAPLAMALAR

Bu bolimde, hem ince dairesel plak ve hem de kayma etkisinin dikkate alindigi kalin
plak icin sayisal sonuglar sunulacaktir. Cizelge 5.1-5.4'de ince plaklar igin elde edilen

sonuclar karsilastirmal1 olarak sunulmustur.

Cizelge 6.1. Ankastre mesnetli dairesel plak icin ilk U¢ frekans degeri

Frekanslar Leissa HDQ Kesin sonug DSC
(1969) Bu calisma (Blevins1994)  Bucadisma
(O)] 10.21 10.21 10.22 10.23
Q, 39.77 40.68 39.77 40.01
Qs 89.10 89.33 89.10 89.11

Cizelge 6.2. Dairesel plak icin dogal frekans degerlerinin karsilastirilmas

v Basit mesnetli dairesel plak
DQ Leissa DSC DSC DSC DSC
(Bertvd 1993)  (1969) (N=7) (N=9) (N=11) (N=16)
0.0 4.443 4.444 5.857 5.112 4.584 4.451
0.1 4.619 4.619 5.996 5.147 4.673 4.620
0.2 4.782 4.783 6.415 5.863 4.811 4.786

Cizelge 6.3. Basit mesnetli dairesel plak icin ilk dort frekans (v=0.3)

Mod sayist
1 2 3 4
ATK (N=16) 5.02 30.37 74.88 140.52
L eissa (1966) 4.93 29.72 74.15 138.31
HDQ (Civalek 2004) 4.94 29.85 74.96 139.83

Cizelge 6.4. Basit mesnetli dairesel plak icin frekans degerleri

Bu calisma
Mod say1si Leissa HDQ DQ ATK
(1966)
1 4.93 4.87 479 5.02
2 13.89 13.86 13.88 14.03
3 25.61 26.01 24.98 26.11
4 39.95 38.84 37.12 40.32
5 56.84 55.97 55.04 56.91
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300 +

225 +

150 +

75 |

Sekil 6.1. Basit mesnetli ve ankastre mesnetli plagin frekans degerleri

Bundan sonraki kisimda ise kalin plak icin yani Mindlin plak teoris i¢cin mevcut
denklemlerin  ¢ozilmesiyle elde edilen sonuglar sunulacaktir. Oncelikle ATK
yontemiyle ka¢ adet digim noktasimin yeter yaklasikliktik ta sonuclar verdigi
irdelenecektir. Bu amagla kenarlarindan serbest ve basit mesnetli olan dairesel plaklar
icin ilk Ug mod ¢esitli duglm nokta sayilar: i¢in hesaplanmis ve Sekil 5.2 ve Sekil 5.3’
de verilmistir. Genelde ilk iki mod icin 13 adet digim noktasi yeterli iken daha yiksek
frekanglarin yeter dogrulukta hesabr icin yaklasik 17 adet digiim noktasi gerekmektedir.
Bu nedenle bundan sonraki hesaplamalar icin 17 adet digim kullanilmustir. Sekil 5.4°de
kenarlarindan serbest olan dairesel plak icin ilk dort frekans degerlerinin kalinliga bagl
degisimi gosterilmistir. Genel olarak sbylenebilir ki; kalinlik arttikga frekans degeri
azalmaktadir. Bu azalma yiksek mod degerleri igin daha belirgindir.
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Sekil 6.2. Kenarlarinda serbest olan dairesel plak icin frekans degerlerinin yakinsamasi
(h/a=0.2)

Sekil 6.3. Kenarlarinda basit mesnetli tutturulmus olan dairesel plak icin frekans
degerlerinin yakinsamas: (h/a=0.15)
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Sekil 6.4. Kenarlarindan serbest olan dairesel plak icin frekans degerlerinin kalinliga
bagl degisimi

Sekil 5.4'de ise basit mesnetli dairesel plak icin mod sayisina bagli frekans degerleri
gosterilmistir. Mod degeri arttikga frekans degeri artmaktadir. Bu artis kalin plaklar igin

dahadusik seviyedir.
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Sekil 6.5. Kenarlarindan basit mesnetli dairesel plak icin mod sayisina bagli frekans
degerleri

Sekil 5.7’ de ankastre dairesel plagin ilk Ug eksenel simetrik frekans degeri h/a=0.05 igin
karsilastirmal1 olarak gosterilmistir. Ayrica sonlu eleman tabanli bir paket programiyla
bu mod seklileri elde edilmis ve grafik olarak sunulmustur. Sonuclar Liew ve

arkadaglar1(1997) tarafindan hesaplanan degerler ile uyum icindedir.
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Eksenel simetrik Mod 1
Liew vd (1997)=10.145
Bu ¢alisma = 10.148(N=15)

Eksenel simetrik Mod 2
Liew vd (1997)= 38.855
Bu calisma= 38.869(N=17)

Eksenel simetrik Mod 3
Liew vd (1997)= 84.995
Bu calisma = 84.998(N=17)

Sekil 6.6. Ankastre dairesel plaginilk t¢ eksenel simetrik frekans degeri (h/a=0.05)
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7. SONUCLAR

Bu calismanin esas amaci ayrik tekil konvollsyon yonteminin kati cisimler mekanigi
alanina uygulanabilirligini gostermek olup, daha dnce bu yontemle ¢cozilmeyen dairesel
plak sistemlerin titresim problemi secilmistir. Cozimler ayni zamanda Civalek (2004a)
tarafindan gelistirilen HDQ yontemi esasli program ile de ¢6zilmis ve sonuclar
karsilastirilmistir. Elde edilen bulgular asagida 6zetlenmistir:

e Aynk tekil konvollsyon yontemi, diger sayisal yontemlerde oldugu gibi
probleme ait mevcut yonetici denklemi bir lineer denklem takini yada 6zdeger
problemine indirger.

e Yaklasim fonksiyonu olarak kerneller kullanilir.

e Metodun uygulanmas: basit elde edilen denklemlerin ¢ozimu kolaydir.

e Yaklasik 17 adet duguim noktasi ile yeter yaklasiklikta sonuclar elde
edilebilmistir.

e COzUm slres en uzun durumda yaklasik 2sn dir.

e Sinir kosullarimin probleme déhil edilmesi kolaydir.

e Ayrik tekil konvolisyon yonteminde yakinsamayi etkileyen parametreler digim
nokta sayisi ve hesabin basinda secilen r parametresidir.

e Burada verilmemis olan daha blyiuk modlara ait degerler yine 17 ila 19 duglim
noktas: ile elde edilebilmistir. Ornegin 30. mod 19 digim kullamlarak %1
hatayla hesaplanmustir.

e DQ ve ATK yontemleri statik hesapta benzer performans sergilerken titresim
hesabinda 6zellikle biytik modlarin hesabinda ATK yontemi daha tstiinduir.
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