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Dan¬̧sman: Doç. Dr. Y¬lmaz Ş·IMŞEK

Aral¬k 2009, 37 Sayfa

Bu tezin amac¬Bernoulli polinomlar¬n¬n yeni bir genellemesini vermektir.

Tezin ilk bölümünde klasik Bernoulli polinomlar¬, klasik Euler polinomlar¬hakk¬n-

da bilgi verilmi̧stir. Sonra Apostol-Bernoulli polinomlar¬ve Apostol-Euler polinom-

lar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬baz¬teoremler ispatlanm¬̧st¬r.

Son bölümde Bernoulli polinomlar¬n¬n ve Apostol-Bernoulli polinomlar¬n¬n yeni

genelleştirilmesi verilmi̧stir. Ayr¬ca baz¬teoremler ispatlanm¬̧st¬r.

ANAHTAR KEL·IMELER : Bernoulli polinomlar¬, Euler polinomlar¬, Hermite po-

linomlar¬, Appell polinomlar¬, Apostol-Bernoulli poli-

nomlar¬, Appell dizileri, Hermite Kame de Feriet po-

linomlar¬
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The aim of this thesis is to new generalazation of Bernoulli polynomials.

In the �rst section of the thesis we introduce ordinary Bernoulli polynomials and

ordinary Euler polynomials. After, some theorems which are satis�es these polyno-

mials are proven.

In the �nal section, a new generalization of the Bernoulli polynomials and Apostol-

Bernoulli polynomials are given. Also some theorems are proved.
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ÖNSÖZ

Bu tez çal¬̧smas¬, esas olarak önbilgiler ve bulgular olmak üzere iki bölümden

oluşmaktad¬r. ·Ilk önce klasik Bernoulli polinomlar¬, klasik Euler polinomlar¬, Her-

mite polinomlar¬ verilmi̧stir. Daha sonra Apostol-Bernoulli polinomlar¬, Apostol-

Euler polinomlar¬ve Appell polinomlar¬verilmi̧stir. Bunlar¬n sa¼glad¬¼g¬baz¬ba¼g¬n-

t¬lar ispatlanm¬̧st¬r.

Bulgular bölümünde genelleştirilmi̧s Bernoulli polinomlar¬, genelleştirilmi̧s Apostol-

Bernoulli polinomlar¬verilmi̧stir. Baz¬önermeler ispatlanm¬̧st¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n, bu alandaki çal¬̧smalara önemli katk¬lar sa¼glayaca¼g¬inanc¬nda-

y¬m.

Bu çal¬̧sma boyunca bilgisini ve zaman¬n¬ benimle paylaşan, deste¼gini esirge-

meyen dan¬̧sman¬m Say¬n Doç.Dr. Y¬lmaz Ş·IMŞEK�e, yard¬mlar¬n¬gördü¼güm, Yrd.

Doç. Dr. Mümün Can ve Prof. Dr. Veli KURT�a teşekkürlerimi sunar¬m.
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1. G·IR·IŞ

1.1. Çal¬̧sman¬n Kapsam¬

Bernoulli say¬lar¬ ve polinomlar¬Matemati¼gin bir çok alan¬nda çok önemli uygu-

lama alanlar¬na sahiptir. Bu alanlar trigonometrik fonksiyon serileri, sonlu farklar

analizi, say¬sal türev ve integral, diferansiyel denklemler, say¬lar teorisinde, ista-

tistik ve olas¬l¬k kuram¬gibi alanlard¬r. Ayr¬ca son y¬llarda Bernoulli polinomlar¬

yaklaş¬m teorisinde, elementer fonksiyonlarin Euler gama ve poligama fonksiyon-

lar¬ cinsinden asimtotik aç¬l¬mlar¬nda da kullan¬lmaktad¬r. Hermite polinomlar¬n¬

da Kompleks analiz, Yaklaş¬m teorisi, Diferansiyel denklemler, Ortogonal polinom-

lar vs. gibi alanalarda kullan¬lmaktad¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬nda amaç; farkl¬yollarla tan¬mlanan Bernoulli polinomlar¬, Bernoulli

say¬lar¬yard¬m¬yla yüksek mertebeli Apostol-Bernoulli polinomlar¬n¬n ve Apostol-

Bernoulli say¬lar¬n¬n baz¬ özelliklerini incelemektir, aralar¬ndaki farkl¬ rekürsiyon

ba¼g¬nt¬lar¬n¬vermektir. Ayr¬ca yüksek mertebeli Bernoulli polinomlar¬ ile Cauchy

tipi integral aras¬ndaki ba¼g¬nt¬verilmi̧stir.

16 yy. da Jahann Faulhaber sonlu do¼gal say¬lar¬n kuvvetlerinin toplama yön-

temini bulmaya çal¬̧sm¬̧st¬r. Buldu¼gu sonuçlar¬1631�de Academia Algebra adl¬bir

kitapta yay¬nlam¬̧st¬r. Faulhaber toplamlar¬ndan Faulhaber-kritoptolojiside ortaya

ç¬km¬̧st¬r (Knuth, 1993). Daha sonra Bernoulli kardeşlerden Jacob Bernoulli (1654-

1705) do¼gal say¬lar¬n kuvvetlerinin toplam¬n¬n seri ifadesini Bernoulli say¬lar¬olarak

adland¬r¬lan say¬lar cinsinden vermi̧stir. Çal¬̧smalar¬ölümünden alt¬y¬l sonra " Ars

Conjectandi " yap¬t¬nda yay¬nlanm¬̧st¬r. Bu tip çal¬̧smalar günümüzde bir çok de¼gi̧sik

yöntemle hala çal¬̧s¬lmaktad¬r. Örne¼gin p-adik Volkenborn integralinin simetri özel-

li¼gi, Hipergeometrik seriler, kombinatorik analiz, üreteç fonksiyonlar¬ gibi alanlar

kullan¬lmaktad¬r. Bu tez de geometrik seriler ve üreteç fonksiyonlar¬ kullan¬larak

sonlu do¼gal say¬lar¬n kuvvetlerinin toplamlar¬incelenmi̧stir.

Bernoulli say¬lar¬ve polinolar¬bir çok özel say¬ve polinomlarla ili̧skisi vard¬r.

Bu say¬lar ve polinomlar özellikle Euler, Genocchi, Stirling, Tanjant, Bell say¬lar¬ve

polinomlar¬ayn¬zamanda Hermite polinomlar¬, Bernstein polinomlar¬d¬r.
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Riemann zeta fonksiyonu negatif tam say¬larda Bernoulli say¬lar¬n¬ve Hurwitz

zeta fonksiyonu da Bernoulli polinomlar¬n¬üretmektedir. Yüksek mertebeli Bernoulli

polinomlar¬da katl¬zeta fonksiyonlar¬taraf¬ndan üretilmektedir. Ayr¬ca birden büyük

tek indisli Bernoulli say¬lar¬ Riemann zeta fonksiyonu aşikar s¬f¬rlar¬d¬r. Bundan

dolay¬, zeta fonksiyonlar ailesinde bütün Bernoulli tipi say¬lar ve polinomlar önemli

bir rol oynamaktad¬r.

Bu tezde ilk olarak Bernoulli polinomlar¬ve Euler polinomlar¬n¬n üreteç fonksi-

yonlar¬ve baz¬temel özellikleri verildi. Bu tezin temelini teşkil edecek olan Apostol-

Bernoulli polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonlar¬ ve bu polinomlar¬n baz¬ özellikleri

incelendi. Genelleştirilmi̧s Apostol-Bernoulli polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonlar¬n¬n

temel özellikleri geometrik seriler cinsinden incelendi. Genelleştirilmi̧s Apostol-Ber-

noulli polinomlar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬ rekürsiyon ba¼g¬nt¬lar¬ ispatland¬. Bu polinomlar¬n

Cauchy tipi integral ba¼g¬nt¬s¬verildi.

1.2. Temel Kavramlar ve Gösterimler

1.2.1. Bernoulli Polinomlar¬ve Baz¬Özellikleri

Bernoulli polinomlar¬n¬tetkik etmede alt¬farkl¬yaklaş¬m vard¬r. Raabe (1851)

1

m

m�1X
k=0

Bm(x+
k

m
) = m�nBn(mx)

ifadesi ile ilk olarak Bernoulli polinomu terimini kullanm¬̧st¬. Bu tarihten daha önce

Jacob Bernulli 1690 da

Sn(m) =

m�1X
k=0

kn =
1

n+ 1
(Bn+1(m)�Bn+1(0))

toplam¬n¬ifade etmi̧stir. ·Ikinci olarak L. Euler Bernoulli polinomlar¬n¬

F (x; t) =

8>>><>>>:
ext t

et�1 ; t 6= 0

1; t = 0

do¼guray fonksiyonu ile tan¬mlad¬. Burada t karmaş¬k sabittir. F (x; t) fonksiyonu

jtj < 2� diskinde analitik fonksiyondur. Bernoulli polinomlar¬n¬üçüncü olarak P.
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E. Appell, Appell dizileri ile tan¬mlad¬. Sonra 1890�da A. Hurwitz Bn (x) Bernoulli

fonksiyonu için

Bn (x) = �
n!

(2�i)n

1X
k=�1

k�ne2�ikx; o < x < 1

Fourier serisi ifadesini vermi̧stir. Bu yöntemle inceledi. Daha sonra Lucas umbral

analizi kullanarak

Bn (x) = (B + x)
n

özelli¼gini verdi. Son olarak da Lehmer Raabe ba¼g¬nt¬s¬n¬ve Appell dizilerini birlikte

ele alarak inceleme yapm¬̧st¬r. 2006 da Costabile Bn (x) Bernoulli polinomlar¬n¬ma-

tris yöntemi ile inceledi. Bn (x) Bernoulli polinomunu, B0 (x) = 1 olmak üzere;

Bn (x) =
(�1)n
(n� 1)!

26666666666666664

1 x x2 x3 � � � xn�1 xn

1 1
2

1
3

1
4

� � � 1
n

1
n+1

0 1 1 1 � � � 1 1

0 0 2 3 � � � n� 1 n

0 0 0
�
3
2

�
� � �

�
n�1
2

� �
n
2

�
...
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 � � �
�
n�1
n�2
� �

n
n�2
�

37777777777777775
matrisiyle tan¬mlad¬ (Costabile; Dell�Accio; Gualtieri 2006). Bu yay¬nda yazarlar

Bernoulli katsay¬lar¬n¬matris olarak vermi̧stir.

Tan¬m 1.1 Herhangi bir x karmaş¬k say¬olmak üzere Bn (x) Bernoulli Polinomu

text

et � 1 =
1X
n=0

Bn (x)
tn

n!
, jtj < 2� (1.1)

ifadesi ile verilir. Bu eşitlikte x = 0 için Bn (0) ifadesi n: Bernoulli say¬s¬ olarak

adland¬r¬l¬r ve Bn ile gösterilir. Böylece (1.1) eşitli¼ginde x = 0 al¬n¬rsa ,

t

et � 1 =
1X
n=0

Bn
tn

n!

ifadesi elde edilir (Apostol 1976).
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Önerme 1.2 Bernoulli polinomlar¬ve Bernoulli say¬lar¬aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar-

lar:

i.

Bn(x+ 1) =
nX
k=0

�
n

k

�
Bk (x) ;

ii.

Bn (x+ y) =

nX
k=0

�
n

k

�
Bk(x)y

n�k;

iii.

Bn(x+ 1)�Bn(x) = nxn�1; n > 1;

iv.

Bn (x) =
nX
k=0

�
n

k

�
Bkx

n�k; n > 0;

v.

Bn =
nX
k=0

�
n

k

�
Bk; n > 2:

Bu önermenin ispat¬(1.1 ) eşitli¼gi yard¬m¬yla yap¬labilir.

Bernoulli say¬lar¬n¬n, Bernoulli polinomlar¬nda n�ye de¼gerler verilerek s¬ras¬yla;

B0 = 1; B1 = �
1

2
; B2 =

1

6
; B3 = 0; B4 = �

1

30
; B5 = 0; B6 =

1

42
; � � �

ve

B0 (x) = 1; B1 (x) = x�
1

2
; B2 (x) = x

2 � x+ 1
6
; B3 (x) = x

3 � 3
2
x2 +

1

2
x;

B4 (x) = x4 � 2x3 + x2 � 1

30
; B5 (x) = x

5 � 5
2
x4 +

5

3
x3 � 1

6
x; � � � .

Bernoulli say¬lar¬ve Bernoulli polinomlar¬elde edilir.

Önerme 1.3 (Raabe) m � 0; n � 0 olmak üzere

m�1X
r=0

Bn(
x+ r

m
) = m1�nBn(x)

ifadesini gerçekler (Sun Zhi-Wei 2002).
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1.2.2. Euler Polinomlar¬ve Baz¬Özellikleri

Tan¬m 1.4 Herhangi bir x karmaş¬k say¬olmak üzere En(x) Euler polinomu

2ext

et + 1
=

1X
n=0

En(x)
tn

n!
; jtj < � (1.2)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r ( Abramowitz ve A. Stegun 1972). En Euler say¬s¬

2et

e2t + 1
=

1X
n=0

En
tn

n!
; jtj < �

2
(1.3)

do¼guray fonksiyonu ile tan¬mlan¬r ( Abramowitz ve I. A. Stegun;Luo 1972; Qiu-Ming

2005).

(1.2) ve (1.3) den baz¬Euler say¬lar¬ve Euler polinomlar¬s¬ras¬yla

E0 = 1; E1 = 0; E2 = �1; E3 = 0; E4 = 5; E5 = �61; � � �

ve

E0(x) = 1; E1(x) = x�
1

2
; E2(x) = x

2 � x; E3(x) = x3 �
3

2
x2 +

1

4
; � � �

elde edilir.

(1.2) ve (1.3) den

En(1) = 2
nEn(

1

2
)

eşitli¼gi yaz¬labilir.

Önerme 1.5 Euler polinomlar¬aşa¼g¬daki eşitlikleri gerçekler.

i.

En(x+ 1) =

nX
k=0

Ek(x);

ii. n > 0 için

En(x+ 1) + En(x) = 2x
n;

iii.

En(x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
Ek(x)y

n�k

=
nX
k=0

�
n

k

�
Ek(y)x

n�k;
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iv. n � 1 için
d

dx
Ek(x) = nEn�1(x):

Önermenin ispat¬(1.2) den elde edilir.
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2. KURAMSAL B·ILG·ILER VE KAYNAK TARAMA

Bernoulli Polinomlar¬n¬n Trigonometrik Gösterimi Bn(x) Bernoulli poli-

nomu olmak üzere Bn(x) = Bn(x � [x]) ifadesi ile Bernoulli fonksiyonu tan¬mlan¬r.

Bernoulli fonkiyonu 1 ile periyodik bir fonksiyondur. Bernoulli fonksiyonunun Fourier

serisine aç¬l¬m ifadesi

B2n�1(x) = (�1)n
2(2n� 1)!
(2�)2n�1

1X
k=1

sin(2k�x)

k2n�1
; (2.1)

ve

B2n(x) = (�1)n�1
(2n)!

(2�)2n

1X
k=1

cos(2k�x)

k2n
(2.2)

dir (Abramowitz-Stegun 1972). Di¼ger taraftan Riemann zeta fonksiyonu �(s), Hur-

witz zeta fonksiyonu �(s; a), Re(s) > 1 için s¬ras¬yla,

�(s) =
1X
n=1

1

ns
; (2.3)

�(s; a) =
1X
n=0

1

(n+ a)s
; (a 6= 0;�1;�2; � � � ) (2.4)

ifadeleriyle tan¬mlan¬r (Srivastava-Choi 2001).

Teorem 2.1 Bn(x) Bernoulli polinomlar¬n¬n Hurwitz zeta fonksiyonu cinsinden tri-

gonometrik ifadesi

B2n�1(
p

q
) = (�1)n2(2n� 1)!

(2q�)2n�1

qX
j=1

�(2n� 1; j
q
) sin(

2jp�

q
);

burada n 2 N�f1g ; N = f1; 2; 3; � � � g ; p 2 N0 := N[f0g ; q 2 N; 0 � p � q ve

B2n(
p

q
) = (�1)n�1 2(2n)!

(2q�)2n

qX
j=1

�(2n;
j

q
) cos(

2jp�

q
);

burada n 2 N; p 2 N0 := N[f0g ; q 2 N; 0 � p � q dir (Cvijovic, Djurdje, 1995;

Klinowski, Jacek; Srivastava, H. M. 2000).

Hermite Polinomlar¬

Hermite polinomlar¬Hn(x),

y
00 � 2xy0 + 2�y = 0 (2.5)

7



di¤erensiyel denklemini sa¼glayan polinoma denir (Saran N 2006). Burada Hermite

polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu aşa¼g¬daki şekilde verilir

exp(2xt� t2) =
1X
n=0

Hn(x)t
n

n!
: (2.6)

Hermite polinomlar¬ortogonal polinomlard¬r. Bu bölümde Hermite polinomlar¬n¬n

temel özelliklerini inceliyece¼giz.

(2.5) in çözümü

y =

1X
r=0

crx
k+r

şeklinde seri olsun. Bu çözümün türevlerini al¬n¬p (2.5) de yerine yaz¬l¬r ve baz¬

i̧slemler yap¬l¬rsa

y1 = c0

�
1� 2�

2!
x2 +

22(�� 2)
4!

x4 + � � �+ (�2)
m�(�� 2) � � � (�� 2m+ 2)

(2m)!
x2m + � � �

�
y2 = c0

�
x� 2(�� 1)

3!
x3 +

22(�� 1)(�� 3)
5!

x5 + � � �

+
(�2)m�(�� 1)(�� 3) � � � (�� 2m+ 1)

(2m+ 1)!
x2m+1 + � � �

�
elde edilir. Buradan Hermite di¤erensiyel denkleminin çözümü

y = c1y1 + c2y2

olarak elde edilir. � n¬n çift ve tek olmas¬na göre irdelenerek n. dereceden Hermite

polinomu

yn = (2x)
n � n(n� 1)

1!
(2x)n�2 +

n(n� 1)(n� 2)(n� 3)
2!

(2x)n�4 + � � � (2.7)

ya da

Hn(x) =

[n2 ]X
m=0

(�1)m n!

m!(n� 2m)!(2x)
n�2m (2.8)

ifadesiyle verilir. Burada hn
2

i
=

8<: n
2
; n ciftse

n�1
2
; n tekse

dir.
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Teorem 2.2 Hn(x) Hermite polinomu

e2xt�t
2

=

1X
n=0

Hn(x)t
n

n!
(2.9)

do¼guray fonksiyonu ile de elde edilir (Saran N 2006).

·Ispat.

e2xt�t
2

=

 1X
r=0

(2x)rtr

r!

! 1X
s=0

(�1)st2s
s!

!
=

1X
r=0

1X
s=0

(�1)s(2x)rtr+2s
r!s!

(2.10)

r + 2s = n den r = n� 2s dir. n çiftse; s, 0�dan n
2
ye kadar, n tekse; s, 0�dan n�1

2

kadar de¼ger al¬r.

Bu durumda (2.9) eşitli¼ginde Hermite polinomunun tan¬m¬al¬narak

e2xt�t
2

=
1X
n=0

[n2 ]X
s=0

(�1)s(2x)n�2stn
(n� 2s)!s! =

1X
n=0

0B@ [n2 ]X
s=0

(�1)sn!(2x)n�2s
(n� 2s)!s!

1CA tn

n!

olarak elde edilir. (2.8) gözönüne al¬n¬rsa (2.9) ifadesi bulunur.

(2.6) dan Hn(x) polinomu için Rodrigues formülü olarak bilinen

Hn(x) = (�1)n exp(x2)
dn

dxn
�
exp(�x2)

	
(2.11)

eşitlik elde edilir.

Bir kaç Hermite polinomu aşa¼g¬dad¬r. (2.11) de n = 0; 1; 2; � � � alarak bu poli-

nomlar bulunur.

H0(x) = 1; H1(x) = 2x; H2(x) = 4x
2 � 2; H3(x) = 8x3 � 12x;

H4(x) = 16x
4 � 48x2 + 12; H5(x) = 32x5 � 160x3 + 120x;

H6(x) = 64x
6�480x3+720x2�120; H7(x) = 128x7�1344x5+3360x3�1680x; � � � .

Herhangi bir polinom Hermite polinomlar¬cinsinden ifade edilebilir. Örne¼gin

H(x) = x4 + 2x3 + 2x2 � x� 3

olsun. x4; x3; x2; x; 1 terimlerinde H4(x); H3(x); H2(x); H1(x); H0(x) yaz¬l¬rsa

H(x) =
1

16
H4(x) +

1

4
H3(x) +

5

4
H2(x) +H1(x)�

5

4
H0(x)

9



elde edilir.

(2.9) dan aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar elde edilir (Saran 2006):

i)

Hn(�x) = (�1)nHn(x):

E¼ger n tek tam say¬ise Hn(x) tek fonksiyondur. E¼ger n çift tam say¬ise Hn(x) çift

fonksiyondur.

ii)

2xHn(x) = 2nHn�1(x) +Hn+1(x):

iii) n > 0 için
dHn(x)

dx
= 2nHn�1(x):

10



3. MATERYAL VE METOT

3.1. Apostol-Bernoulli Polinomlar¬ve Apostol-Euler Polinomlar¬

Tan¬m 3.1 �: mertebeden Bernoulli polinomlar¬ve �: mertebeden Euler polinomlar¬

s¬ras¬yla �
z

ez � 1

��
exz =

1X
n=0

B(�)n (x)
zn

n!
; jzj < 2� (3.1)

ve �
2

ez + 1

��
exz =

1X
n=0

E(�)n (x)
zn

n!
; jzj < � (3.2)

ifadeleri ile verilir. (3.1) ve (3.2)�den Bn(x) = B
(1)
n (x); En(x) = E

(1)
n (x) d¬r. x = 0

için �: mertebeden Bernoulli say¬s¬ve �: mertebeden Euler say¬s¬s¬ras¬yla�
z

ez � 1

��
=

1X
n=0

B(�)n

zn

n!
; jzj < 2� (3.3)

ve �
2

ez + 1

��
=

1X
n=0

E(�)n

zn

n!
; jzj < � (3.4)

d¬r. Bn = Bn(0) = B
(1)
n (0); En = En(0) = E

(1)
n (0) d¬r.

(3.1) ve (3.3) den

1X
n=0

B(�)n (x)
zn

n!
=

 1X
n=0

B(�)n

zn

n!

! 1X
n=0

xn
zn

n!

!

=

1X
n=0

 
nX
k=0

�
n

k

�
B
(�)
k xn�k

!
zn

n!

B(�)n (x) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
(�)
k xn�k (3.5)

elde edilir. Benzer olarak (3.2) ve (3.4) ba¼g¬nt¬lar¬ndan

E(�)n (x) =
nX
k=0

�
n

k

�
E
(�)
k xn�k (3.6)

elde edilir.
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Teorem 3.2 �: mertebeden Bernoulli polinomlar¬ve �: mertebeden Euler polinom-

lar¬

B(�)n (x+ 1) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
(�)
k (x);

B(�)n (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
(�)
k (x)yn�k;

B(�)n (x+ 1) = B(�)n (x) + nxn�1;

B(�)n =

nX
k=0

�
n

k

�
B
(�)
k ;

E(�)n (x+ 1) =

nX
k=0

�
n

k

�
E
(�)
k (x);

E(�)n (x+ y) =

nX
k=0

�
n

k

�
E
(�)
k (x)yn�k;

=
nX
k=0

�
n

k

�
E
(�)
k (y)xn�k;

eşitliklerini sa¼glarlar.

·Ispat. (3.1) ve (3.2) den yukar¬daki eşitlikler kolayca bulunur.

(3.4) de tan¬mlanan E(�)n Euler say¬s¬�
2et

e2t + 1

�(�)
=

1X
k=0

E
(�)
k

tk

k!
; jtj < �

2
(3.7)

ifadesi ile de tan¬mlan¬r (Luo, Qiu-Ming 2005).

Teorem 3.3 k; n 2 N ise

B(n)o = 1

B
(n)
k = �

k�1X
j=0

nX
l=0

�
n

l

�
(�1)n�lk!

j!(n+ k � j)! l
n+k�jB

(n)
j

dir.

12



·Ispat. (3.3) den

1 =

�
et � 1
t

�(n) 1X
k=0

B
(n)
k

tk

k!
=
�
(et � 1)nt�n

� 1X
k=0

B
(n)
k

tk

k!

!

=

 
nX
l=0

�
n

l

�
elt(�1)n�lt�n

! 1X
k=0

B
(n)
k

tk

k!

!

=

 
nX
l=0

�
n

l

�
(�1)n�lt�n

1X
k=0

tk
lk

k!

! 1X
k=0

B
(n)
k

tk

k!

!

=

 1X
k=0

 
kX
l=0

�
n

l

�
(�1)n�llk

!
tk�n

k!

! 1X
k=0

B
(n)
k

tk

k!

!

1 =

1X
k=0

 
kX
j=0

nX
l=0

�
n

l

�
(�1)n�l

j!(n+ k � j)! l
n+k�jB

(n)
j

!
tk

dan istenilen bulunur.

Teorem 3.4 k; l; n 2 N

B
(n)
k =

kX
j=0

�
k

j

�
B
(l)
j B

(n�l)
k�j (3.8)

ve

B
(n)
k =

kX
j=0

�
k

j

�
B
(n�1)
j Bk�j (3.9)

B
(n)
j yüksek mertebeden Bernoulli ve Bj klasik Bernoulli say¬s¬d¬r.

·Ispat.
1X
k=0

B
(n)
k

tk

k!
=

�
t

et � 1

�n
=

�
t

et � 1

�l�
t

et � 1

�n�l
=

 1X
k=0

B
(l)
k

tk

k!

! 1X
k=0

B
(n�l)
k

tk

k!

!

=
1X
k=0

 
kX
j=0

�
k

j

�
B
(l)
j B

(n�l)
k�j

!
tk

k!

yaz¬labilir. t
k

k!
�in katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬r¬larak (3.8) elde edilir. Benzer olarak (3.9) da

ispatlan¬r.

Teorem 3.5 k; n 2 N ise

E
(n)
k = � 1

2n

k�1X
j=0

nX
l=0

�
k

j

��
n

l

�
(2l � n)k�jE(n)j (3.10)

dir.
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·Ispat. �
2et

e2t + 1

�(n)
=

1X
k=0

E
(n)
k

tk

k!

den

1 =
(et + e�t)n

2n

1X
k=0

E
(n)
k

tk

k!

=
1

2n

nX
l=0

�
n

l

�
elte�(n�l)t

1X
k=0

E
(n)
k

tk

k!

=
1

2n

1X
k=0

"
nX
l=0

�
n

l

�
(2l � n)k

#
tk

k!

 1X
k=0

E
(n)
k

tk

k!

!

=

1X
k=0

"
1

2n

kX
j=0

nX
l=0

�
k

j

��
n

l

�
(2l � n)k�jE(n)j

#
tk

k!

gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa (3.10) elde edilir.

Teorem 3.6 k; n; l 2 N ise

E
(n)
k =

kX
j=0

�
k

j

�
E
(l)
j E

(n�l)
k�j (3.11)

ve

E
(n)
k =

kX
j=0

�
k

j

�
EjE

(n�1)
k�j (3.12)

dir.

·Ispat. (3.7) den

1X
k=0

E
(n)
k

tk

k!
=

�
2et

e2t + 1

�(n)
=

�
2et

e2t + 1

�(l)�
2et

e2t + 1

�(n�l)
=

 1X
k=0

E
(l)
k

tk

k!

! 1X
k=0

E
(n�l)
k

tk

k!

!

=
1X
k=0

"
kX
j=0

�
k

j

�
E
(l)
j E

(n�l)
k�j

#
tk

k!

elde edilir. t
k

k!
�in katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬r¬larak (3.11) elde edilir. Benzer yolla da (3.12)

in ispat¬bulunur.
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Teorem 3.7 k; n; l 2 N ise
nX
l=0

kX
j=0

�
k

j

��
n

l

�
22j�n(n+ l)k�jB

(n)
j =

kX
j=0

�
k

j

�
B
(n)
j E

(n)
k�j (3.13)

dir.

·Ispat.
1X
k=0

B
(n)
k

tk

k!
=

�
t

et � 1

�n
; jtj < 2�

den�
2tet

(et � 1)(e2t + 1)

�n
= 2�n

�
4t

e4t � 1

�n
(e2t + et)n (3.14)

=

 1X
k=0

h
22k�nB

(n)
k

i tk
k!

! 1X
k=0

"
nX
l=0

�
n

l

�
(n+ l)k

#
tk

k!

!

=
1X
k=0

 
nX
l=0

kX
j=0

�
n

l

��
k

j

�
22j�n(n+ l)k�jB

(n)
j

!
tk

k!

elde edilir. Di¼ger taraftan�
2tet

(et � 1)(e2t + 1)

�n
=

�
t

et � 1

�n�
2et

e2t + 1

�n
(3.15)

=

 1X
k=0

B
(n)
k

tk

k!

! 1X
k=0

E
(n)
k

tk

k!

!

=
1X
k=0

 
kX
j=0

�
k

j

�
B
(n)
j E

(n)
k�j

!
tk

k!
(3.16)

(3.14) ve (3.15) in sol tara�ar¬eşit oldu¼gu için buradan (3.13) elde edilir.

Tan¬m 3.8 � ve � key� gerçel ya da karmaş¬k parametri olmak üzere �: mertebe-

den genelleştirilmiş Apostol-Bernoulli polinomu ve �: mertebeden genelleştirilmiş

Apostol-Euler polinomlar¬s¬ras¬yla�
t

�et � 1

��
ext =

1X
n=0

B(�)n (x; �)
tn

n!
; jt+ log �j < 2� (3.17)

ve �
2

�et + 1

��
ext =

1X
n=0

E(�)n (x; �)
tn

n!
; jt+ log �j < � (3.18)

eşitlikleriyle verilir (Luo, Qiu-Ming,Luo-Srivastava 2005).
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Tan¬m 3.9 Apostol-Bernoulli polinomu ve Apostol-Euler polinomlar¬s¬ras¬yla�
t

�et � 1

�
ext =

1X
n=0

Bn(x; �)
tn

n!
; jt+ log �j < 2�

ve �
2

�et + 1

�
ext =

1X
n=0

En(x; �)
tn

n!
; jt+ log �j < �

dir.

Apostol-Bernoulli polinomu ve Apostol-Euler polinomundan

Bn(x; �) = B(1)n (x; �);

En(x; �) = E(1)n (x; �)

eşitlikleri yaz¬labilir. Bundan başka Apostol-Bernoulli say¬s¬Bn(�), Apostol-Euler

say¬s¬En(�) için

Bn(�) = Bn(0; �)

En(�) = 2nEn(
1

2
; �)

eşitlikleri yaz¬l¬r.

Teorem 3.10 �: mertebeden genelleştirilmiş Apostol-Bernoulli polinomu ve �: mer-

tebeden genelleştirilmiş Apostol-Euler polinomlar¬aşa¼g¬daki eşitlikleri sa¼glar.

B(�+�)n (x+ y; �) =

nX
k=0

�
n

k

�
B
(�)
k (x; �)B

(�)
n�k(y; �) (3.19)

E(�+�)n (x+ y; �) =

nX
k=0

�
n

k

�
E
(�)
k (x; �)E

(�)
n�k(y; �) (3.20)

�B(�)n (x+ 1; �)�B(�)n (x; �) = nB
(��1)
n�1 (x; �) (3.21)

�E(�)n (x+ 1; �) + E(�)n (x; �) = 2E(��1)n (x; �) (3.22)

dir.
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·Ispat. (3.17) den

1X
n=0

B(�+�)n (x+ y; �)
tn

n!
=

�
t

�et � 1

�(�+�)
e(x+y)t

=

�
t

�et � 1

��
ext
�

t

�et � 1

��
eyt

=

 1X
n=0

B(�)n (x; �)
tn

n!

! 1X
n=0

B(�)n (y; �)
tn

n!

!

=

1X
n=0

 
nX
k=0

�
n

k

�
B
(�)
k (x; �)B

(�)
n�k(y; �)

!
tn

n!

elde edilir. Burada tn

n!
�in katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa (3.19) denklemi elde edilir.

(3.17) den

1X
n=0

�B(�)n (x+ 1; �)
tn

n!
�

1X
n=0

B(�)n (x; �)
tn

n!

= �

�
t

�et � 1

��
e(x+1)t �

�
t

�et � 1

��
ext

1X
n=0

�
�B(�)n (x+ 1; �)�B(�)n (x; �)

� tn
n!

=

�
t

�et � 1

��
ext
�
�et � 1

�
= text

�
t

�et � 1

���1
=

1X
n=0

(n+ 1)B(��1)n (x; �)
tn+1

(n+ 1)!

=

1X
n=1

nB
(��1)
n�1 (x; �)

tn

n!

elde edilir. tn

n!
� in katsay¬lar¬n¬ kaŗs¬laşt¬r¬larak (3.21) elde edilir. (3.20) ve (3.22)

ba¼g¬nt¬lar¬da benzer olarak ispatlan¬r.

Teorem 3.11 �; �; � 2 C n 2 N olmak üzere Apostol-Bernoulli polinomu ile Apos-

tol Euler polinomu aras¬nda

B(�)n (x+ y; �) =
1

2�

nX
k=0

�
n

k

� 1X
m=0

�
�

m

�
�mB

(�)
n�k(y +m;�)

!
E
(�)
k (x; �) (3.23)

eşitli¼gi vard¬r.
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·Ispat. Tan¬m 3.8�den

X
n�0

 
1

2�

nX
k=0

 X
m�0

�
�

m

�
�mB

(�)
n�k(y +m;�)

!
E
(�)
k (x; �)

!
tn

n!

=
X
m�0

1

2�

�
�

m

�
�m
X
k�0

E
(�)
k (x; �)

tk

k!

X
n�k

B
(�)
n�k(y +m;�)

tn�k

(n� k)!

=

�
2

�et + 1

��
ext
�

t

�et � 1

��
eyt
1

2�

X
m�0

�
�

m

�
�memt

=

�
t

�et � 1

��
e(x+y)t =

1X
n=0

B(�)n (x+ y; �)
tn

n!

bulunur. Sol taraf do¼guray fonksiyonu oldu¼gu için (3.23) ba¼g¬nt¬s¬elde edilir.

Sonuç 3.12 �; �; � 2 C ; n 2 N için

B(�)n (x+ y; �) =
nX
k=0

�
n

k

��
B
(�)
k (y; �) +

k

2
B
(��1)
k�1 (y; �)

�
E
(1)
n�k(x; �) (3.24)

ve

B(�)n (x+ y) =
1

2�

nX
k=0

�
n

k

� X
m�0

�
�

m

�
B
(�)
n�k(y +m)

!
E
(1)
k (x) (3.25)

dir.

·Ispat. Teorem 3.11�dan � = 1 alal¬m.

B(�)n (x+ y; �) =
1

2

nX
k=0

�
n

k

��
B
(�)
n�k(y; �) + �B

(�)
n�k(y + 1; �)

�
E
(1)
k (x; �)

elde edilir, (3.21) denklemi de gözönüne al¬n¬rsa (3.24) elde edilir. Teorem 3.11 da

� = 1 alal¬m. (3.25) elde edilir.

Sonuç 3.12�in özel hali

B(�)n (x+ y) =

nX
k=0

��
n

k

�
B
(�)
k (y) +

k

2
B
(��1)
k�1 (y)

�
En�k(x)

d¬r (Wang-jia 2008).

Sonuç 3.13 �; � 2 C, j; n 2 N0 olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir.

xn =
1

2�

X
m�0

�
�

m

�
�mE(�)n (x+m;�) (3.26)
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ve

(n)jx
n�j =

X
m�0

(�1)j�m
�
j

m

�
�mB(j)m (x+m;�) (3.27)

burada (n)j = n(n� 1)(n� 2) � � � (n� j + 1) dir.

·Ispat. Teorem 3.11 da � = 0 alal¬m. Bu durumda

(x+ y)n =
1

2�

nX
k=0

�
n

k

� X
m�0

�
�

m

�
�m(y +m)(n�k)

!
E
(�)
k (x; �)

=
1

2�

X
m�0

�
�

m

�
�m

nX
k=0

�
n

k

�
E
(�)
k (x; �)(y +m)(n�k)

=
1

2�

X
m�0

�
�

m

�
�mE(�)n (x+ y +m;�)

elde edilir. Burada y = 0 al¬n¬rsa (3.26) elde edilir. Üreteç fonksiyonu tan¬m¬ndanX
n�0

X
m�0

(�1)j�m
�
j

m

�
�mB(j)n (x+m;�)

tn

n!

=

�
t

�et � 1

�j
ext

1X
m=0

�
j

m

�
(�1)j�m�memt

= tjext

eşitli¼gi yaz¬l¬r. ·Ilk ve son eşitlikte tn

n!
�in katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬r¬larak (3.27) bulunur.

Sonuç 3.13 de � = 1 al¬n¬rsa,

xn =
1

2�

X
m�0

�
�

m

�
E(�)n (x+m)

(n)jx
n�j =

X
m�0

(�1)j�m
�
j

m

�
B(j)m (x+m)

elde edilir.

Sonuç 3.14 Apostol-Bernoulli polinomlar¬ ve Apostol-Euler polinomlar¬ aras¬nda

aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬vard¬r (Wang. W.; Wi Wang Ti 2008).

E(�)n (x+ y; �) =

nX
k=0

2

k + 1

�
n

k

��
E
(��1)
k+1 (y; �)� E(�)k+1(y; �)

�
Bn�k(x; �)

+
�� 1
n+ 1

E
(�)
0 (y; �)Bn+1(x; �) (3.28)
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Apostol-Bernoulli polinomlar¬n¬n çarp¬m¬n¬n toplam¬

Sm(n;x1; x2; � � � ; xm) =
X�

n

j1; j2; � � � ; jm

�
Bj1(x1;�) � � �Bjm(xm;�)

j1 + j2 + � � �+ jm = n olarak tan¬mlans¬n.

Teorem 3.15 y = x1 + x2 + � � �+ xm , m � n için

Sm(n;x1; x2; � � � ; xm) = (�1)m�1m
�
n

m

�m�1X
k=0

(�1)k
�
m� 1
k

�
B
(m)
k (y)

Bn�k(y;�)

n� k

eşitli¼gi vard¬r (Wang. W. Jia; Wi Wang Ti 2008).

Apostol-Euler polinomlar¬n¬n çarp¬m¬n¬n toplam¬

Tm(n;x1; x2; � � � ; xm) =
X�

n

j1; j2; � � � ; jm

�
Ej1(x1;�) � � �Ejm(xm;�)

olsun.

Teorem 3.16 y = x1 + x2 + � � �+ xm , m � n için

Tm(n;x1; x2; � � � ; xm) =
2m�1

(m� 1)!

m�1X
k=0

(�1)k
�
m� 1
k

�
B
(m)
k (y)En+m�1�k(y; �)

eşitli¼gi vard¬r (Wang. W. Jia Wi Wang Ti 2008).

�: mertebeden Apostol-Euler polinomlar¬ve �: mertebeden Euler polinomlar¬

aras¬ndaki ba¼g¬nt¬aşa¼g¬daki gibi elde edilir.

1X
n=0

E(�)n (x; �)
zn

n!
= e(�x log �)

�
2

ez+log � + 1

��
ex(z+log �)

= e(�x log �)
1X
n=0

E
(�)
k (x)

kX
n=0

zn(log �)k�n

(k � n)!n!

= e(�x log �)
1X
n=0

zn

n!

1X
k=0

E
(�)
n+k(x)

(log �)k

k!

=
1X
n=0

 
e(�x log �)

1X
k=0

E
(�)
n+k(x)

(log �)k

k!

!
zn

n!

elde edilir. Buradan

E(�)n (x; �) = e(�x log �)

 1X
k=0

(log �)k

k!
E
(�)
n+k(x)

!
; n 2 N0
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elde edilir. Benzer şekilde

B(l)n (x; �) = e
(�x log �)

1X
k=0

�
n+ k � l

k

��
n+ k

k

��1
(log �)k

k!
B
(l)
n+k(x):

(3.19) ve (3.21) de � = 0 ve y = 1 al¬n¬rsa

B(��1)n (x; �) =
1

n+ 1

"
�
n+1X
k=0

�
n+ 1

k

�
B
(�)
k (x; �)�B(�)n+1(x; �)

#
(3.29)

elde edilir. � = 1 için

xn =
1

n+ 1

"
�
n+1X
k=0

�
n+ 1

k

�
Bk(x; �)�Bn+1(x; �)

#
(3.30)

elde edilir. (3.30) da � = 1 al¬n¬rsa

xn =
1

n+ 1

nX
k=0

�
n+ 1

k

�
Bk(x) (3.31)

elde edilir. (3.20) ve (3.22) den

E(��1)n (x; �) =
1

2

"
�

nX
k=0

�
n

k

�
E
(�)
k (x; �) + E(�)n (x; �)

#
(3.32)

ve

xn =
1

2

"
�

nX
k=0

�
n

k

�
Ek(x; �) + En(x; �)

#
(3.33)

eşitlikleri elde edilir.

Teorem 3.17 Apostol Bernoulli polinomu

Bn(x;�
2) = 2�n

nX
k=0

�
n

k

�
Bn�k(�)Ek(2x;�) (3.34)

ya da

2nBn(
x

2
;�2) =

nX
k=0

�
n

k

�
Bk(�)En�k(x;�) (3.35)

denklemlerini sa¼glar.
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·Ispat. (3.4) de verilende � = 1 al¬n¬rsa,

1X
n=0

Bn(x;�
2)
tn

n!
=

text

�2et � 1

=

� t
2

�e
t
2 � 1

��
2ext

�e
t
2 + 1

�
=

 1X
n=0

2�nBn(�)
tn

n!

! 1X
n=0

2�nEn(2x;�)
tn

n!

!

=

1X
n=0

"
2�n

nX
k=0

�
n

k

�
Bn�k(�)Ek(2x;�)

#
tn

n!

elde edilir. t
n

n!
�in katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬r¬larak (3.34) denklemi bulunur. (3.34) ve (3.35)

de � = 1 al¬narak klasik Euler polinomu ve klasik Bernoulli polinomu aras¬nda

Bn(x) = 2
�n

nX
k=0

�
n

k

�
Bn�kEk(2x) (3.36)

ya da

2nBn(
x

2
) =

nX
k=0

�
n

k

�
BkEn�k(x) (3.37)

eşitlikleri elde edilir.

Teorem 3.18 (LUO; SRIVASTAVA 2006) Genelleştirilmiş Apostol-Bernoulli poli-

nomlar¬ve genelleştirilmiş Apostol Euler polinomlar¬aras¬nda aşa¼g¬daki eşitlik vard¬r.

E(�)n (x+ y; �) =
nX
k=0

2

k + 1

�
n

k

�h
E
(��1)
k+1 (y; �)� E(�)k+1(y; �)

i
B
(�)
n�k(x; �)

d¬r.

3.2. Beroulli Polinomlar¬n¬n Genelleştirmesi ve Appell Polinomlar¬

Bernoulli polinomlar¬n¬n farkl¬bir genelleştirmesi Costabille ve arkadaşlar¬taraf¬n-

dan verilmi̧stir (Costabille e.t 2006). Bernoulli polinomlar¬n¬ve Bernoulli say¬lar¬n¬

matrisle ifade etmi̧slerdir. Di¼ger taraftan Bretti, G. ; Natalin P. ; Dattali G. ; gibi

matematikçiler Appell polinomlar¬n¬n özel durumu Bernoulli polinomlar¬oldu¼gu için

bu taraftan genelleştirme yapm¬̧slard¬r. Mourad I. (2003), He M. X. ve Ricci (2002)

Bernoulli polinomlar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬diferansiyel denklemler üzerinde bu çal¬̧smay¬yap-

m¬̧slard¬r.
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Tan¬m 3.19 Aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan Po(x); P1(x); P2(x); � � � ; Pn(x); � � � poli-

nomlar dizisine Appell (polinomlar) dizisi denir:

I) Her n = 0; 1; 2; � � � için derecesi derPn(x) = n .

II) Her n = 1; 2; 3; � � � için P 0
n(x) = nPn�1(x) olmal¬d¬r.

Ek olarak, P0(x) = 1 ise Pn(x) dizisine normalleştirilmiş Appell polinomlar dizisi

denir.

Tan¬m 3.20 Appell polinomu

GA(x; t) = A(t)e
xt =

1X
k=0

Rk(x)
tk

k!
(3.38)

üreteç fonksiyonu ile tan¬mlan¬r (Bretti, Natalini, Ricci 2002). Burada

A(t) =
1X
k=0

Rk
tk

k!
; A(0) 6= 0

t = 0 da analitik fonksiyon ve Rk = Rk(0) d¬r. Rn(x)�in türevi

R
0

n(x) = nRn�1(x) (3.39)

dir.

1) A(t) = t
et�1 ise Rn(x) = Bn(x)

2) A(t) = 2
et+1

ise Rn(x) = En(x)

3) A(t) = �1����mtm

(e�1t�1)���(e�mt�1) ise Rn(x) m: dereceden Bernoulli polinomudur.

4) A(t) = 2m

(e�1t+1)���(e�mt+1)
ise Rn(x) m: dereceden Euler polinomudur.

5) A(t) = e�0t
0+�1t

1+���+�d+1td+1 ; �d+1 6= 0 ise Rn(x) genelleştirilmi̧s Gould-Hopper

polinomudur.

Tan¬m 3.21 Genelleştirilmiş Bernoulli polinomu B[m�1]n (x); m � 1

G[m�1](x; t) =
tmext

et �
m�1X
h=0

th

h!

=

1X
n=0

B[m�1]n (x)
tn

n!
(3.40)

ifadesiyle t = 0 ¬n komşulu¼gunda do¼guray fonksiyonu ile tan¬mlan¬r (Dattali-Lorenzutta-

Cesarano 1999).
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m = 1 ve Bn(x) = B
[0]
n (x) için

G[0](x; t) =
text

et � 1 =
1X
n=0

B[0]n (x)
tn

n!

klasik Bernoulli fonksiyonu elde edilir. (3.40) dan

ext =

1X
h=m

th�m

h!

1X
n=0

B[m�1]n (x)
tn

n!
(3.41)

yaz¬labilir. Buradan

1X
n=0

xn
tn

n!
=

1X
n=0

 
nX
h=0

�
n

h

�
h!

(h+m)!
B
[m�1]
n�h (x)

!
tn

n!

elde edilir. t
n

n!
�in katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬r¬larak

xn =
nX
h=0

�
n

h

�
h!

(h+m)!
B
[m�1]
n�h (x) (3.42)

bulunur. n = 0; 1; 2 için

B
[m�1]
0 (x) = m!;

B
[m�1]
1 (x) = m!

�
x� 1

m+ 1

�
;

B
[m�1]
2 (x) = m!

�
x2 � 2

m+ 1
x+

2

(m+ 1)2(m+ 2)

�
dir. Genelleştirilmi̧s Bernoulli polinomlar¬elde edilir. x = 0 için

B
[m�1]
0 = m!;

B
[m�1]
1 = � m!

m+ 1
;

B
[m�1]
2 =

2m!

(m+ 1)2(m+ 2)

genelleştirilmi̧s Bernoulli say¬lar¬bulunur.

Teorem 3.22 Genelleştirilmiş B[m�1]n (x) Bernoulli polinomlar¬

B
[m�1]
n y(n)

n!
+
B
[m�1]
n�1 y

(n�1)

(n� 1)! +� � �+B
[m�1]
2 y

00

2!
+(m�1)!

�
1

m+ 1
� x
�
y
0
+n(m�1)!y = 0

di¤eresiyel denklemi sa¼glar (Bretti, Natalini 2002).
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Önteorem 3.23 n � 1 için genelleştirilmiş Bernoulli polinomu aşa¼g¬daki rekürans

ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar.

B[m�1]n (x) =

�
x� 1

m+ 1

�
B
[m�1]
n�1 (x)�

1

n(m+ 1)!

n�2X
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
n�k B

[m�1]
k (x) (3.43)

dir.

·Ispat. (3.40) ifadesinin her iki taraf¬ndan t ye göre k¬smi türev al¬n¬rsa

d

dt
G[m�1](x; t) =

mtm�1

 
et �

m�1X
h=0

th

h!

!
� tm

 
et �

m�1X
h=0

th�1

(h�1)!

!
 
et �

m�1X
h=0

th

h!

!2 +
xtm 

et �
m�1X
h=0

th

h!

!ext

=

2666664
m

t

tm 
et �

m�1X
h=0

th

h!

! � tm 
et �

m�1X
h=0

th

h!

! � 1

(m� 1)!
t2m�1 

et �
m�1X
h=0

th

h!

!2
3777775 ext

+xG[m�1](x; t)

=
1

(m� 1)!t

"
m!�

1X
n=0

B[m�1]n

tn

n!

#
G[m�1](x; t) + (x� 1)G[m�1](x; t)

eşitli¼gi yaz¬l¬r. Burada gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa (3.43) elde edilir.

3.3. 2D Bernoulli Polinomu B2n(x,y)

Tan¬m 3.24 Hermite-Kampe de Feriet polinomu

ext+yt
j

=

1X
n=0

H(j)
n (x; y)

tn

n!
(3.44)

üreteç fonksiyonu ile tan¬mlan¬r.

(3.44) den

H(j)
n (x; y) = n!

[n
j
]X

s=0

xn�js

(n� js)!
ys

s!

ifadesi elde edilir. H(j)
n (x; y) denkleminin genelleştirilmi̧s hali

d

dy
F (x; y) =

dj

dxj
F (x; y);

F (x; 0) = xn
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¬s¬denkleminin çözümüdür. H(j)
n (x; y) polinomunu kapsayan başka bir geni̧slemesi

ex1t+x2t
2+���+xrtr =

1X
n=0

Hn(x1; x2; x3; � � � ; xr)
tn

n!
(3.45)

ifadesiyle verilir. (3.45) den

ex1t+x2t
2+���+xrtr =

1X
k=0

(x1t+ x2t
2 + � � �+ xrtr)k

k!
(3.46)

=

1X
k=0

1

k!

X
k1+k2+���+kr=k

k!

k1!k2! � � � kr!
�
xk11 x

k2
2 � � �xkrr tk1+���+rkr

�
=

X
n=0

0@ X
�k(njr)

n!
xk11 x

k2
2 � � �xkrr

k1!k2! � � � kr!

1A tn

n!

dir. Burada k1+k2+ � � �+kr = k; n = k1+ � � �+ rkr (3.46) dan çok boyutlu Hermite

Kampe de Feriet polinomu

Hn(x1; x2; x3; � � � ; xr) =
X
�k(njr)

n!
xk11 x

k2
2 � � �xkrr

k1!k2! � � � kr!

dir.

Tan¬m 3.25 2D-Bernoulli polinomu B2n(x; y),

G(2)n (x; y; t) =
t

et � 1e
xt+yt2 =

1X
n=0

B(2)n (x; y)
tn

n!
(3.47)

üreteç fonksiyonu ile tan¬mlan¬r (Bretti, Gabriella; Natalini, Pierpaolo 2002).

Teorem 3.26 2D-Bernoulli polinomu aşa¼g¬daki eşitli¼gi gerçekler

B(2)n (x; y) =

nX
h=0

�
n

h

�
Bn�hH

(2)
h (x; y)

= n!

nX
h=0

Bn�h
(n� h)!

[h
2
]X

s=0

xh�2sys

(h� 2s)!s! :

Burada Bk klasik Bernoulli say¬s¬d¬r. Buna ek olarak

H(2)
n (x; y) =

nX
h=0

�
n

h

�
1

n� h+ 1B
(2)
n (x; y)

dir (Bretti, Gabriella; Natalini, Pierpaolo 2002).
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·Ispat. B(2)n (x; y) nin üreteç fonksiyonundan

1X
n=0

B(2)n (x; y)
tn

n!
=

t

et � 1e
xt+yt2

=

 1X
k=0

Bk
tk

k!

! 1X
l=0

H
(2)
l (x; y)

tl

l!

!

=

1X
n=0

 
nX
l=0

�
n

l

�
H
(2)
l (x; y)Bn�l

!
tn

n!

elde edilir. Buradan tn

n!
�in katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬r¬larak

B(2)n (x; y) =

nX
l=0

�
n

l

�
H
(j)
l (x; y)Bn�l

bulunur.Di¼ger taraftan

ext+yt
j

=
1X
n=0

H(j)
n (x; y)

tn

n!
;

t

et � 1e
xt+ytj =

1X
n=0

B(j)n (x; y)
tn

n!

dan

1X
n=0

H(j)
n (x; y)

tn

n!
= ext+yt

j

=

�
et � 1
t

� 1X
n=0

B(j)n (x; y)
tn

n!

=

 1X
l=0

tl

(l + 1)!

! 1X
k=0

B
(j)
k (x; y)

tk

k!

!

=

1X
n=0

 
nX
k=0

�
n

k

�
1

n� k + 1B
(j)
k (x; y)

!
tn

n!

elde edilir. t
n

n!
�in katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬r¬larak

H(j)
n (x; y) =

nX
k=0

�
n

k

�
1

n� k + 1B
(j)
k (x; y)

bulunur.
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4. BULGULAR

Genelleştirilmi̧s Bernoulli polinomu (3.40) denklemi ile tan¬mlanm¬̧st¬. Buradan genel-

leştirilmi̧s Bernoulli say¬s¬

tm

et �
m�1X
h=0

th

h!

=

1X
n=0

B[m�1]n

tn

n!
(4.1)

ifadesiyle tan¬mlan¬r [Dattali-Lorenzutta-Cesarano 1999 ].

Önerme 4.1 Genelleştirilmiş Bernoulli polinomu ile Bernoulli say¬s¬aras¬nda

B[m�1]n (x) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k xn�k

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r.

·Ispat. (3.40) ve (4.1) den

1X
n=0

B[m�1]n (x)
tn

n!
=

tm

et �
m�1X
h=0

th

h!

ext

=

 1X
n=0

B[m�1]n

tn

n!

! 1X
n=0

xn
tn

n!

!

=
1X
n=0

 
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k xn�k

!
tn

n!

yaz¬labilir. t
n

n!
�in katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬r¬larak istenilen bulunur.

Önerme 4.2 Genelleştirilmiş Bernoulli polinomu

B[m�1]n (x+ 1) =

nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (x) (4.2)

eşitli¼gini gerçekler.
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·Ispat. (3.40) dan
1X
n=0

B[m�1]n (x+ 1)
tn

n!
=

tm

et �
m�1X
h=0

th

h!

e(x+1)t

=
tmext

et �
m�1X
h=0

th

h!

et =

 1X
n=0

B[m�1]n (x)
tn

n!

! 1X
n=0

tn

n!

!

=

1X
n=0

 
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (x)

!
tn

n!
:

Bu eşitli¼gin ilk ve son terimlerinden (4.2) bulunur.

Önerme 4.3 Genelleştirilmiş Bernoulli polinomu

B[m�1]n (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (x)yn�k (4.3)

=
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (y)xn�k

ifadesini sa¼glar.

·Ispat. (3.40) dan
1X
n=0

B[m�1]n (x+ y)
tn

n!
=

tm

et �
m�1X
h=0

th

h!

e(x+y)t

=
tmext

et �
m�1X
h=0

th

h!

eyt

=

 1X
n=0

B[m�1]n (x)
tn

n!

! 1X
n=0

yn
tn

n!

!

=

1X
n=0

 
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (x)yn�k

!
tn

n!

yaz¬labilir. Son ifadeden kaŗs¬laşt¬rmalar yap¬larak (4.3) elde edilir.

Önerme 4.4 a negatif olmayan bir tam say¬olsun.

B[m�1]n (ax) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (x)(a� 1)n�kxn�k (4.4)

d¬r.
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·Ispat. Genelleştirilmi̧s Bernoulli polinomunun tan¬m¬ndan yararlanarak

1X
n=0

B[m�1]n (ax)
tn

n!
=

tm

et �
m�1X
h=0

th

h!

eaxt

=
tmext

et �
m�1X
h=0

th

h!

e(a�1)xt

=

 1X
n=0

B[m�1]n (x)
tn

n!

! 1X
n=0

(a� 1)nxn t
n

n!

!

=
1X
n=0

 
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (x)(a� 1)n�kxn�k

!
tn

n!

den (4.4) elde edilir.

Tan¬m 4.5 Genelleştirilmiş Apostol Bernoulli say¬lar¬, genelleştirilmiş Apostol Ber-

noulli polinomlar¬s¬ras¬yla

1X
n=0

B[m�1]n (�)
tn

n!
=

tm

�et �
m�1X
h=0

th

h!

; (4.5)

1X
n=0

B[m�1]n (x; �)
tn

n!
=

tmext

�et �
m�1X
h=0

th

h!

ifadeleri ile tan¬mlayaca¼g¬z.

(4.5) ba¼g¬nt¬s¬ndan

1X
n=0

B[m�1]n (x; �)
tn

n!
= etx

 1X
n=0

B[m�1]n (�)
tn

n!

!

elde edilir. etx in Taylor serisini bir önceki ba¼g¬nt¬da yerine yazarsak

1X
n=0

B[m�1]n (x; �)
tn

n!
=

 1X
n=0

xn
tn

n!

! 1X
n=0

B[m�1]n (�)
tn

n!

!
elde edilir. Burda Cauchy çarp¬m¬yap¬l¬rsa

1X
n=0

B[m�1]n (x; �)
tn

n!
=

1X
n=0

 
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (�)xn�k

!
tn

n!

30



bulunur. Bu son eşitlikte her iki taraf¬n tn

n!
katsay¬lar¬eşitlenirse, aşa¼g¬daki Teorem

ispatnanm¬̧s olur.

Teorem 4.6 n negatif olmayan bir tam say¬olsun.

B[m�1]n (x; �) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (�)xn�k:

(4.5) ba¼g¬nt¬s¬nda x e göre türev al¬n¬rsa

1X
n=0

d

dx
B[m�1]n (x; �)

tn

n!
=

1X
n=0

B[m�1]n (x; �)
tn+1

n!
:

Bu ba¼g¬nt¬da gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

1X
n=0

d

dx
B[m�1]n (x; �)

tn

n!
=

1X
n=0

nB
[m�1]
n�1 (x; �)

tn

n!

elde edilir. Bu son eşitlikte her iki taraf¬n tn

n!
katsay¬lar¬eşitlenirse, aşa¼g¬daki Teorem

ispatnanm¬̧s olur.

Teorem 4.7 n negatif olmayan bir tam say¬olsun.

d

dx
B[m�1]n (x; �) = nB

[m�1]
n�1 (x; �):

Bu teoremden genelleştirilmi̧s Apostol Bernoulli polinomlar¬n¬n derecesi n sonuçu

elde edilir.

Önerme 4.8 Genelleştirilmiş Apostol Bernoulli polinomu

B[m�1]n (x+ y;�) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (x; �)yn�k (4.6)

=

nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (y; �)xn�k

eşitli¼gini sa¼glar.
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·Ispat. (4.5) den

1X
n=0

B[m�1]n (x+ y;�)
tn

n!
=

tme(x+y)t

�et �
m�1X
h=0

th

h!

=
tmext

�et �
m�1X
h=0

th

h!

eyt

=

 1X
n=0

B[m�1]n (x; �)
tn

n!

! 1X
n=0

yn
tn

n!

!

=
1X
n=0

 
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (x; �)yn�k

!
tn

n!

sa¼g ve sol tara�ar eşitlenirse

B[m�1]n (x+ y;�) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (x; �)yn�k

elde edilir.

Bir çok özel fonksiyon aşa¼g¬daki gibi üreteç fonksiyonu yard¬m¬yla verilebilir:

F (x; t) =
1X
n=0

pn(x)t
n; (4.7)

burada F : C � C ! C t de¼gi̧skenine göre analitik bir fonksiyondur. Bu serinin

orjini içeren bir yak¬nsakl¬k bölgesine sahiptir. pn (n = 0, 1; 2; � � � ) fonksiyonu t

de¼gi̧skenine ba¼gl¬de¼gildir. (4.7) ba¼g¬nt¬s¬ndan pn(x) fonksiyonun Cauchy tipi integral

temsili aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r

pn(x) =

Z
C
F (x; t)

dt

tn+1
; (4.8)

burada C F fonksiyonun içinde analitik oldu¼gu orjini içeren pozitif yönde yön-

lendirilmi̧s çember e¼grisidir (Ferreira 2003).

(3.40) ba¼g¬nt¬s¬nda

F(x; t) = tmext 
et �

m�1X
h=0

th

h!

!
m!

=

1X
n=0

B[m�1]
n (x)

tn

n!
(4.9)
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elde edilir. Buradan

F(z; 0) = B[m�1]
0 (x) = 1

bulunur. (4.9) üreteç fonksiyonuna (4.7) ve (4.8) ba¼g¬nt¬lar¬uyguland¬¼g¬nda aşa¼g¬-

daki teorem elde edilir.

Teorem 4.9 m pozitif tam say¬ve n negatif olmayan tam say¬d¬r.

B[m�1]
n (x) =

n!

2�im!

Z
C
tmext

 
et �

m�1X
h=0

th

h!

!�1
dt

tn+1
;

burada C, tmext
 
et �

m�1X
h=0

th

h!

!�1
fonksiyonun içinde analitik oldu¼gu orjini içeren

pozitif yönde yönlendirilmiş yar¬çap¬2� küçük bir çember e¼grisidir.
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5. SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬nda LUO, Q. M.; LUO, Q. M.-Srivastava H. M.; Wang W.; WANG,

W., JIA, C. Z. ve WANG, T.�nin Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler polinomlar¬nda

yapt¬klar¬baz¬genellemeleri, ispatlad¬klar¬teoremleri, bulduklar¬sonuçlar¬; NATAL-

INI, P., DATTOLI, G. anlam¬nda Appell dizilerinin özel durumu olan Bernoulli

polinomlar¬n da genelleştirilmesi yap¬larak baz¬ teoremler ispatland¬. Elde edilen

sonuçlarda m = 1 al¬nd¬¼g¬zaman klasik Apostol-Bernoulli polinomlar¬ve Apostol-

Bernoulli say¬lar¬elde edildi¼gi görüldü.

Ayr¬ca klasik Apostol-Bernoulli polinomunu Apostol-Bernoulli say¬s¬ve Apostol-

Euler polinomu cinsinden

Bn(x; �
2) = 2�n

nX
k=0

�
n

k

�
Bn�k(�)Ek(2x; �)

eşitli¼gi ispatland¬.
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