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ONSOZ

Bu calisma esas olarak Kaynak Taramasi ve Bulgular ve Tartisma olmak iizere iki
boliimden olugsmaktadir. Bulgular ve Tartisma boliimiinde kullanilacak olan bazi temel
kavramlarin tanimlar1 ve bazi 6nemli sonuglar1 Kaynak Taramasi boliimiinde verilmistir.

Bulgular ve Tartisma boliimiinde ise, Gauss toplaminin dzellikleri ve Dirichlet L—
fonksiyonunun ortalama deger formiilleri kullanilarak genellestirilmis Dedekind toplam-
lar1, genellestirilmis Hardy toplamlarim1 ve Kloosterman toplamini igeren ortalama deger
formiilleri elde edilmistir.

Bu caligma boyunca bilgisini ve zamanin1 benimle paylasan, hi¢bir konuda destegini
esirgemeyen danismanim Sayin Dog. Dr. Muhammet Cihat DAGLIya tesekkiirlerimi su-

narim.
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AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Genellestirilmis Dedekind, Genellegtirilmisg
Hardy ve Kloosterman Toplamlarinin Ortalama Deger Formiilleri Uzerine” adh bu ¢a-
lismanin, akademik kurallar ve etik degerlere uygun olarak bulundugunu belirtir, bu tez

calismasinda bana ait olmayan tiim bilgilerin kaynagin1 gosterdigimi beyan ederim.
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GIRIS H. SEVER

1. GIRIS

Dedekind eta-fonksiyonu teorisinde ortaya ¢ikan s(d, ¢) Dedekind toplamlar1 1892
yilinda R. Dedekind tarafindan ¢,d € Z, ¢ > 1 ve (¢,d) = 1 olmak tizere

wo= 2 ()

j(mod c)

olarak tanimlanmstir. Burada, [x] herhangi bir x reel sayisinin tam degeri olmak iizere

((x)) fonksiyonu
x—[z] - %, x¢ Zise;
((z)) = ’ ,
0, x € 7 ise;
seklindedir. Im(z) > 0 olmak iizere, 7)(z) Dedekind eta-fonksiyonu

o0

T](Z) _ ewiz/lQH (1 . e27rinz)

n=1
ile tanimlanir. ¢ > 0 olmak tizere, V(2) = Vz = (az + b) / (cz + d) bir modiiler donii-
siim olmak iizere, Dedekind toplamlari ilk olarak log 7(z) nin agsagidaki dontisiim formii-

liinde ortaya ¢ikmustir.
1
logn(Vz) =logn(z) + 3 log (cz +d) — mwi/4 + mi(a + d) /12¢ — mwis(d, c).

Dedekind toplamlarinin en énemli 6zelligi (¢, d) = 1 olmak iizere

1 1 /d ¢ 1
s(d, c) + s(c,d) = _Z+E (E+a+d—6)

resiprosite bagintisidir. Berndt (1978) ve Goldberg (1981), ““b modiiler doniistimiiniin
a, b, ¢, d katsayilarina bagli olarak 6;(z), i = 3, 4 theta fonk51yonlar1 olmak iizere log 0;(2)
icin alt1 farkli doniisiim elde etmislerdir. Bu doniisiim formiillerinde, Dedekind toplamina

benzer olan, Hardy toplamlar1 ya da Berndt’in aritmetik toplamlar1 olarak adlandirilan ve

S(d, ¢) i D] Sl(d,c):i(_n[iﬂ <(%>)

J=1 J=1

awr S (O)(E): wea-Er ()

J

sa(d,c) = C:ZI (_1)[%] . ss(d ) = ‘Cl(—l)ﬁ[dg] ((%))

<
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esitlikleri ile verilen alti1 farkli toplam goriilmektedir. Bu toplamlar, bir¢ok matematik¢i
tarafindan genellestirilmis ve bunlara karsilik gelen resiprosite bagintilar: farkli yollardan
ispatlanmistir (Apostol 1950, Berndt 1973a, 1973b, 1975a, 1975d, 1977a, Can vd 2006,
Carlitz 1964, Cenkci vd 2007, Dagh 2016, Dagh ve Can 2015, 2017a, 2017b, Hama-
hata 2014, Lim 2009, Meyer 2000, Rademacher ve Grosswald 1972, Sekine 2003, Takacs
1979, Sitaramachandrarao (1987) ve Simsek (2006)). Analitik ve aritmetik ozellikleri ise,
Berndt (1978), Goldberg (1981), Berndt ve Goldberg (1984), Pettet ve Sitaramachand-
rarao (1987), Sitaramachandrarao (1987), Meyer (1997a,1997b), Simsek (1998) ve Can
(2000,2004) tarafindan incelenmistir.
Liu ve Zhang (2006) tarafindan, genellestirilmis Dedekind ve Hardy toplamlari,

=S () (4)

s1(d,m, ¢) = i(_m[?]sm (%) :

so(d,m,m, c) = i(l)%m (%) B, <d?]) ;
sa(d,m, ¢) — 2(-1)3& (%7) ,
ss(dm, ) = Z;(—nﬂ[ij]zs’m (%)

esitlikleri ile tanimlanmugtir. Burada B, (), n. Bernoulli fonksiyonudur. Bu sekilde tanim-
lanan genellestirilmis Hardy toplamlariin genellestirilmis Dedekind toplamlari cinsinden
ifadeleri ve bazi aritmetik 6zellikleri verilmistir.

Bu tez ¢alismasinda, Gauss toplaminin 6zellikleri ve Dirichlet L—fonksiyonunun or-
talama deger formiilleri yardimiyla, yukarida tanimi verilen genellestirilmis Dedekind
toplamlari, genellestirilmis Hardy toplamlarini1 ve Kloosterman toplamini iceren ortalama

deger formiilleri elde edilmeye ¢aligilacaktir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde tez boyunca sik¢a kullanilacak olan bazi temel kavramlar tanitilip bu
kavramlarin sagladiklar1 6nemli 6zellikleri verilecektir. Diger kavramlar ve onlarin 6zel-

likleri, tez boyunca uygun yerlerde agiklanacaktir.

2.1. Mobiiis fonksiyonu

Tamim 2.1. (Apostol 1976) p ile gosterilen Mobiiis fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:

n > 1, p1,pa,ps, ..., pi birbirinden farkly asallar ve n = pi* p3*ps®...pL* olmak iizere
p(n) = (=1)*, a; = ag = ... = a, = 1 ise;
pu(n) =0, diger durumlarda.
Mobiiis fonksiyonunun ilk birkac degeri asagidaki gibidir:
n: 1 2 3 4 5 6 7 89 10
pun): 1 -1 -1 0 -1 1 -1 0 0 1
Teorem 2.2. (Apostol 1976) n > 1 olmak iizere

S =[] -

dln 0, n > 1ise;

1, n =1 ise;

dir.

Ispat n = 1 olmasi durumunda d = 1 disinda d degeri bulunmadigindan ve p(1) = 1

oldugundan > x(d) = 1 oldugu agiktir. n > 1liginn = p{'ps?ps®...p* olsun, bu durumda
dn

> ul(d)

dn

= (1) + plp1) + oo + p(pr) + p(prp2) + o + p(Pe-1Pk) + - + p(p1p2.. 1)

=1+ (]I)(—l) + (/;)<_1)2 + (I§>(—1)3 + .+ (Z)(—l)k

=(1-1*=0

olur. ]
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2.2. Euler ¢ fonksiyonu

Tamm 2.3. (Apostol 1976) n > 1 olmak iizere n sayisindan kiiciik ve n ile aralarinda

asal sayilarin sayist olarak tanimlanan Euler fonksiyonu , ¢p(n) seklinde gosterilir ve
o(n) = 'l
k=1
ile tamumlamir. Burada, Y, toplami, 1 < k < nve (k,n) = 1 olacak sekildeki tiim k lar
k=1
iizerindendir. Euler ¢ fonksiyonunun bir kag¢ degeri asagidaki gibidir:

n: 123456789 10
pn): 1 1 2 2 426 46 4

p(n) fonksiyonunda oldugu gibi ¢(n) fonksiyonunda da bélen toplamlart igin bir formiil

vardir.

Teorem 2.4. (Apostol 1976) n > 1 olmak iizere,

> é(d)=n

dn

bagintisi saglanr.

Teorem 2.5. (Apostol 1976) n > 1 olmak iizere Euler ¢ fonksiyonu ve Mobiiis fonksiyonu

arasinda

o) = Y ul(d)=

dn
esitligi saglanir. |
2.3. Carpimsal fonksiyonlar
Tamim 2.6. f bir aritmetik fonksiyon olmak iizere, eger
f(mn) = f(m)f(n),  (m,n)=1igin
oluyorsa [ fonksiyonuna carpimsal fonksiyon denir. Ayrica,
f(mn) = f(m)f(n), herm,n igin
olmast durumunda [ fonksiyonuna tam carpimsal fonksiyon denir.
Ornek 2.7. p(n) Mdbiiis fonksiyonu carpimsaldir ancak tam carpimsal degildir.

Ornek 2.8. ¢(n) Euler ¢ fonksiyonu carpumsaldir ancak tam ¢arpimsal degildir.

4
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2.4. Bernoulli polinomlar:

Tanim 2.9. n. mertebeden Bernoulli polinomu B,,(x)

n

te®t > t
=Y Bu@), (It <2m)
n=0

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Apostol 1950, Kanemitsu ve Tsukada 2007).

Bu tanimda z = 0 alinwrsa B,,(0) = B, n. Bernoulli saysi elde edilir ve By = 1,

By = —1/2, By = 1/6,...ve her n > 1 igin By, 1 = Bs,_1(1/2) = 0 dir (Apostol

1976). B,,(x) Bernoulli polinomunun B,, Bernoulli sayilari cinsinden ifadesi
n n .
-3 ()
=0
dir (Apostol 1950, Kanemitsu ve Tsukada 2007).

B,, (x) ile gosterilen n. Bernoulli fonksiyonu
B, (z) = By (z — [z])

seklinde tanimlanir. Bernoulli fonksiyonu periyodu 1 olan bir fonksiyondur ve

3 (x) _ p! Z e2m‘na: (21)
b (2mi)p sor i

seklinde Fourier a¢ilimina sahiptir (Apostol 1950). Bernoulli polinomlarinda oldugu gibi

B,,(z) Bernoulli fonksiyonu da, herhangi bir z i¢in,

c—1 .
1 Z B, (;U - %) = B, (cz) (2.2)
=0

Raabe bagintisini saglar (Apostol 1950, Takacs 1979). Bernoulli polinomu, sayis1 ve fonk-
siyonu ile ilgili daha detayli 6zellikler Apostol (1976) da bulunabilir.

2.5. Dedekind Toplamlar

Tamim 2.10. (Rademacher ve Grosswald 1972) c,d € Z, ¢ > 1 olmak iizere s(d,c) ile
gosterilen Dedekind toplamu,
_ J 4
wo= 2 ((E)(2)
j(mod c)

esitligi ile tammlanir.
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Teorem 2.11. Dedekind toplamlari, (c,d) = 1 olmak iizere

1 1 /d ¢ 1
s(d,c)+ s(c,d) = _Z+E<E+E+EZ>

resiprosite bagintisint saglar (Rademacher ve Whitheman 1941, Rademacher ve Gross-

wald 1972).

Bu toplamlar bir¢cok matematikg¢i tarafindan genellestirilmis ve bu toplamlara karsilik
gelen resiprosite bagintilart ispatlanmistir. (Rademacher ve Whitheman 1941, Apostol
1950, Carlitz 1954, 1964, Rademacher 1964, Rademacher ve Grosswald 1972, Berndt
1975b, Takics 1979, Kurt 1990, 1991, 1997, Nagasaka vd 2003, Ota 2003, Sekine 2005,
Cenkeci vd 2007).

Apostol (1950) Dedekind toplamini n, d, ¢ pozitif tamsayilar olmak iizere,

0=z ()

j(mod c)

esitligi ile genellestirerek, (d, c) = 1 ve tek n ler igin
dc" s, (d, c) + cd"sp(c,d)

1 ey n+1 - - . nB,.
<n+1>;( e, (n+ 1)

resiprosite bagintisini ispatlamigtir. n = 1 olmast durumunda B; (z) = ((x)) oldugundan
s1(d, ¢) = s(d, ¢) olur.
Bu toplamlarin bir diger genellestirmesi ise,

q € Z* ve h,m,n tam sayilari igin,

q .
hj
s(h,m,n,q) B, ( ) < )
-2 ;
seklindedir (Liu ve Zhang 2006). Burada, B,,(x) bir Bernoulli polinomu olmak iizere
B,(x — [z]), x ¢ Zise;
0, T € 7. 18€;

ifadesi n. dereceden Bernoulli fonksiyonudur. m = n = 1 6zel durumunda yukaridaki

genellestirilmis Dedekind toplami klasik Dedekind toplamina karsilik gelir.
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2.6. Hardy Toplamlari

Im(z) > 0 olmak iizere, 05(z) ve 04(z) theta fonksiyonlari

(1 _ 67riz2n) (1 + 67riz(2n—1))27

—

03(2)

N
I
—

(1 . em‘zzn) (1 . em’z(anl))2

—

04(2)

3
Il
—

seklinde tanimlanir.

Berndt (1978) ve Goldberg (1981), Zjicbz doniistimiiniin a, b, ¢, d katsayilarina bagh
olarak logl;(z), i = 3,4 i¢in alt1 farkli doniisiim elde etmislerdir. Bu doniisiim formiille-
rinde, Dedekind toplamina benzer olan, Hardy toplamlar1 ya da Berndt’in aritmetik top-

lamlar1 olarak adlandirilan agagidaki toplamlar ortaya ¢ikmugtir:

s -Fer(D)((®). na-Ser()
sald, ) = Z M sad o) = ff—l)j*m ((2)

Dedekind toplamlarinda oldugu gibi bu toplamlarin da sagladi1 en 6nemli 6zellik
resiprosite bagintilaridir. Bu resiprosite bagintilari, aralarinda asal ve d,c > 1 olacak
sekildeki d ve c sayilari icin,

(d+ c) tek ise

S(d,c)+ S(e,d) =1

ctek ise

d
2s3(d, ¢) — s4(c,d) =1 — -

d ve c pozitif, d ¢ift ve c tek asal olacak biciminde tamsayilar ise

1 1/1 c

d ve c asal say1 ise
1

55(d,0)+85<0,d) = 2dc

N | —
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esitlikleri ile verilir (Berndt 1978). Ayrica, yukarida verilen Hardy toplamlarinin trigono-

metrik seriler cinsinden ifadeleri asagidaki gibidir:

Teorem 2.12. (Berndt ve Goldberg 1984) d,c € Z,c > 0ve (d,c) = 1 olsun. Eger
(d + c) tek ise,

A 1 wd (2n — 1)
S(d’c)_%;m—ﬁan 2

_ 12 (718D o (TR,

eger c tek ise

l~1, mdn

s;;(d,c)—;;ﬁ an —-
k—1 . .
1 wd) )
=— tan | — | cot [ =2

eger d tek ise
4 1 7d (2n — 1)
d,c) = — t
sa(d.c) W;%z—lco 2c

_ %jilwt <7rd(22jc— 1)> ot (7r (2;0— 1))

esitlikleri saglanr.
Hardy toplamlarinin Dedekind toplamlar1 cinsinden ifadeleri ise asagidaki gibidir:

Teorem 2.13. (Sitaramachandrarao 1987) d,c € Z, ¢ > 0 ve (d,c) = 1 olsun. Bu

durumda,
S(d, c) = 8s(d, 2¢) + 8s(2d, ¢) — 20s(d, ),  (d+c tek)
s1(d, ¢) = 2s(d, c) — 4s(d, 2c), (d ¢ift)
ss(d, c) = —s(d, c) + 25(2d, c), (c cift)
s3(d, ¢) = 2s(d, c) — 4s(2d, ¢), (c tek)
sa(d,c) = —4s(d, c) + 8s(d, 2¢), (d tek)
ss(d, c) = 2s(d, c) — 4s(d, 2¢), (d + c¢ift)

esitlikleri saglamr. Ayrica d + c ¢ift ise S(d,c) = 0, c ¢ift ise s3(d,c) = 0 ve d ¢ift ise
s4(d, c) = 0 dur (Sitaramachandrarao 1987).

8
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Bu toplamlarin baz1 6zellikleri Berndt (1978), Goldberg (1981), Berndt ve Goldberg
(1984), Pettet ve Sitaramachandrarao (1987), Sitaramachandrarao (1987), Meyer (1997a,
1997b), Simsek (1998) ve Can (2004) tarafindan incelenmistir.

Dedekind toplamlarinin genellestirilmesine benzer olarak Hardy toplamlarinin genel-

lestirmeleri su sekildedir:

Tamim 2.14. Genellestirilmis Hardy toplamlart

si(d,m, c) = i(—m[”ﬁj]sm (‘%) :

st~ (2. (%)
ss(d,m, ¢) = Z;(—mjsn (%‘7 ,
ss(d,m, ¢) = 2(-1)3‘%]% (%)

ile tamimlamir (Liu ve Zhang 2006). m = n = 1 ozel durumunda bu toplamlar klasik

Hardy toplamlarina doniigiir.

Ayrica klasik Dedekind toplamlar1 ve klasik Hardy toplamlar1 arasinda oldugu gibi
genellestirilmis Dedekind toplamlar1 ve genellestirilmis Hardy toplamlari arasindaki iligki

asagidaki formiillerle ifade edilebilir.
Teorem 2.15. (Liu ve Zhang 2006) d, c birer pozitif tam sayt ve (d, c) = 1 olmak iizere,
s1(d,m,c) = 2s(d,m,1,c) — 4s <§,m, 1,c> , (d ¢ift)
So(d,m,n,c) =2"s(2d,m,n,c) — s (d,m,n,c), (¢ ¢ift)
s3(d,n,c) =2s(d,1,n,c) —4s(2d,1,n,c), (c ve n tek)
s5(d,m,c) = 2" s(2d,m, 1,¢) + 2™ s (d,m, 1, 2c)

@2 )s(dm, 1,0, (d+ e gift)

esitlikleri saglanir.

2.7. Dirichlet L-fonksiyonu ve Gauss toplamlari

Tanmim 2.16. (Apostol 1976) n € N icin
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Dx(a+n)=x(a) a€Z
2)x(a) =0 < (a,n) #1
kosullarini saglayan 7. den C ye tamimli x ¢arpumsal fonksiyonuna bir n modiil Di-
richlet karakteri denir. x fonksiyonunun tersi, x nin degerlerinin karmasik eslenigi olan

X" = X doniigiimiidiir.

Tamim 2.17. (Apostol 1976) Herhangi bir Dirichlet karakteri x mod k icin Gauss toplami

k
_ Z X(m)e27rimn/k

m=1

seklinde tanimlanir.

X = x1 (mod k) i¢in temel karakter, yani (m, k) = 1 iken x;(m) = 1 aksi halde

x1(m) = 0 oldugunda Gauss toplami, c;(n) ile gosterilen

k
n Xl Z e2mmn/k k(n)
k

m=1
(m,k)=

1
seklinde tanimlanan Ramanujan toplamina doniigiir. Dolayisiyla, G(n, x) Gauss toplam-
lari, Ramanujan toplaminin bir genellestirmesidir.

Ayrica, herhangi bir Dirichlet karakteri y mod k ve (n, k) = 1 olmak iizere,

G(n,x) =Xx(n)G(L,X)
esitligi saglanir (Apostol 1976).

Tanim 2.18. (Apostol 1976) s € C ve Re(s) = o > 1 olmak iizere, L(s, x) ile gosterilen

Dirichlet L—fonksiyonu
- Xx(n)

L(s,x) = o

n=1

ile tamimlanur.

Ayrica,s € CveRe(s) =o>1,n=qgk+jvel <j<k,q=0,1,2,..1ise

10 =320 (52)

bagntist saglanir. Burada, ((s, a) ifadesi ((s,a) = > 7, e - = ile verilen Hurwitz-zeta

fonksiyonudur (Apostol 1976).

10
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Teorem 2.19. (Zhang 1996) q > 2 bir tamsay: olmak iizere, (h,q) = 1 olacak sekildeki

tiim h tamsayilari igin,

1 d?
s(h,q) = g Z o) Z X(h) | L(1,x) (2.3)
e xzc—nll§)ii1

dir. Burada L(1, x), x(mod d) karakterli Dirichlet L—fonksiyonudur.

Teorem 2.20. (Zhang ve Zhang 2014) p tek asal olsun. O halde asagidaki esitlikler ge-

cerlidir:

2(p—1)3%(p—2
> laap=T )pf’ 3 4

x mod p
x(=1)=-1

™ (p—1)?*(p—5)

2)|L(1,x)|° = = 2.5
x mod p
x(—1)=-1
2 (p—1)*(p—17) — .
NS ¢ XP A p = 1(mod 4) ise,
D XWILL =4 | (2.6)
xmod p B = p = 3(mod 4) ise.
x(=1)=1
Ispat (2.3) esitligi p asal sayisi icin
. I p 2
sthop)=———= > x(h)|L(Lx)| 27
p x mod p
x(=1)=-1
olarak yazilabilir. Ayrica Dedekind toplami tanimindan,
1.0) i a 1\> (c—1)(c—2) 08
s(l,c) = -—= ) =—F .
’ c 2 12¢

a=1
oldugu goriiliir. Simdi, p = 1(mod c¢) olsun, Dedekind toplamlart igin resiprosite formiilii

ve (2.8) ifadesinden,

pP+cA+1 1
S(Cvp):Tpc_zl_s(pvc>
2 .2
p+ct+1 1
PP+l +1l 1 (e—1)(e—2)
12pc 4 12¢
—1D(p—1-c
_ -1 ) (2.9)
12pc

11
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elde edilir. Benzer sekilde p = 3(mod 4) alinirsa,

4 - = — 4
2
p -+ 17 1
= - == 4
PP 41T 1
48 4 8
2
p°—6p+ 17
= 2.10
18p (2.10)
olur. Simdi ¢ = 1 i¢in (2.9) ve (2.7) formiilleri birlestirilirse
2 -1 2 -9
> L yp ===V p=2) @.11)
12 p?
x mod p
x(-1)=-1
olur. Ayn sekilde ¢ = 2 i¢in (2.9) ve (2.7) formiilleri birlestirilirse
™2 (p—1>2*(p—-5
> @yp = oy 1)

2
x mod p p
x(—1)=-1

olur. Benzer sekilde ¢ = 4 icin 6nce (2.9) ve (2.7) ve daha sonra (2.10) ve (2.7) formiilleri

birlestirilirse,
7 (p—1)%(p—17
> x@ L= Tl ¢ ) (2.13)
48 P
x mod p
x(—1)=-1
ve
w2 (p—1)(p—6p+17
S @)L,y = e Vet 1D 2.14)
48 p
x mod p
x(=1)=-1
formiilleri elde edilir ki boylece kanit tamamlanir. 0

2.8. Kloosterman toplamlari

Tamim 2.21. e(y) = €™ ve a, a min mod p ye gore carpimsal tersi olmak iizere S (u, v, q)

ile gosterilen Kloosterman toplamlart

I , [ua-+va
S (u,v,q) =) e .

a=1

q
ile tamimlamir: Burada, ' toplami, 1 < a < q ve (a,q) = 1 olacak sekildeki tiim a lar
a=1
lizerindendir.

12
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v =1 6zel durumu alinarak

S(u,1,q) = K(n,q)

toplamlar icin cesitli ortalama deger formiilleri calisgilmistir (Chowla 1967, Malyshev
1960). Ornek olarak, asagidaki esitlik verilebilir.

Teorem 2.22. (Zhang ve Zhang 2014) p tek asal olmak iizere,

. GIGEY
;x(nHK(mp)l =X-D—55

bagintist saglanir. Burada, G(x) = G(1, x) dir.

Ayrica, bagka bir 6nemli bagint1 olarak, hibrid ortalama deger formiilleri denilen Klo-
osterman toplamlar1 ve Dedekind veya Hardy toplamlarini iceren asagidaki formiiller ge-

cerlidir.

Teorem 2.23. (Zhang ve Zhang 2014) p tek asal olmak iizere,

p—1 p—1 B 2p2, p= 3(m0d 4) ise;
S K(m,p)K(n,p)S(2mn, p) =
m=1 n=1 0, p = 1(mod 4) ise;

dir.

Teorem 2.24. (Zhang ve Zhang 2014) p tek asal olmak iizere,

p—1 p—1
| K (m, p)[* | K (n, p)[* S(2m7, p)
m=1 n=1
2p° + 4p*h2, p = 7(mod 8) ise;
=9 2p® —36p°h, p = 3(mod 8) ise;
0, p = 1(mod 4) ise;

dir. Burada h,, Q(\/—p) kuadratik denkleminin sinif sayisidur.

Teorem 2.25. (Peng ve Zhang 2016) p tek asal sayt olsun. Bu durumda, asagidaki formiil
saglanir:
—1 p—1

K (m, p)K (n, p)ss(mn, p) =
1 n=1

”3

p(p—1)
.

3
I

13
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Teorem 2.26. (Peng ve Zhang 2016) p tek asal sayt olsun. Bu durumda asagidaki formiil

saglanir:

p—1 p—
m=1

=1 n=

1
|K(map>’2 ’K(n7p)|2 55(mﬁ7 p)
1

¢ 2 -1
%7 p = 1(mod 4) ise;
2
—1
_ % —6p*h2,  p=3(mod8) ise;
2
—1
PO o2 p=T(mods) ise

Burada h,, Q(/—p) kuadratik denkleminin sinif sayisidur.

Ayrica, bir diger Hardy toplami olan s4 (h, p) igin benzer hibrid ortalama deger for-

miilleri Dagh (2021) tarafindan ¢alisilmis ve asagidaki bagintilar elde edilmistir.

Teorem 2.27. (Dagli 2021) p tek asal sayt olsun. Bu durumda

-1 p—1
K (m (n,p) s4 (mn,p) =p*(p—1)

=1

‘6

1

3
I
3

dir.

Teorem 2.28. (Dagli 2021) p tek asal sayt olsun. Bu durumda

p—1 p—1
K (m,p)|* |K (n, p)[* s4 (mn, p)

m=1n=1
P> (p— 1), p =1 (mod4) ise;
=19 p*(p—1)—36p*h2, p =3 (mods8) ise;
p*(p—1)—4p°h2, p=T7(mod8)ise;

dir.

Dedekind veya Hardy toplamlari ile Kloosterman toplami arasindaki cesitli bagintilar
bircok matematikgi tarafindan ¢alisiimakta ve ilging formiiller elde edilmektedir. Ornegin,
Liu ve Zhang 2011 calismasinda Dedekind ve Kloosterman toplamlarinin bir ortalama

degeri iizerine caligilmis ve asagidaki baginti elde edilmigtir:

Z Z’S w,a,q) S (u,b,q)s (ab,q) = %qﬁ (q)H (1 —|—%) . (2.15)

plg

14
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Burada, ¢ notasyonu Euler ¢ fonksiyonu, e(y) = €™ a, a nin mod p ye gére ¢arpimsal
tersi ve f (n) ifadesi f (n) nin karmagik eslenigidir.

Bu tez calismasinda, Gauss toplaminin 6zellikleri ve Dirichlet L —fonksiyonunun 6zel-
likleri kullanilarak, (2.15) esitligi ile verilen formiilde klasik Dedekind toplami yerine
genellestirilmis Dedekind toplamlart alinarak daha genel bir ortalama deger formiil elde

edilmistir. Ayrica, genellestirilmis Hardy toplamlarini ve Kloosterman toplamini iceren

bir ¢esit ortalama deger formiilleri de elde edilmeye calisilacaktir.

15
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3. MATERYAL VE METOT

Kaynak Taramasi boliimiinde yer alan Mobiiis fonksiyonu, Euler ¢ fonksiyonu, Di-
richlet L—fonksiyonu, Gauss toplam1 ve Kloosterman toplamu i¢in saglanan baz1 6zellik-

ler bu tezde Materyal ve Metot olarak kullanilacaktir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, Dirichlet L—fonksiyonunun ortalama deger formiilleri yardimiyla ge-
nellestirilmis Dedekind toplamlari, genellestirilmis Hardy toplamlar1 ve Kloosterman top-

lam1 icin ortalama deger formiilleri elde edilecektir.

Lemma 4.1. (Liu ve Zhang 2006) q > 2 bir tam sayt ve m = n = 1 olsun.

> Lm,x)L(n,X)
x mod g
x(=1)=-1

= (271'2 m+n¢ <mz+n Tmnl¢l l m-n __ BmBn¢m+nl(q)> .

4m!n! q

Burada, B,, Bernoulli sayisi ve

m\ (n\ [ a+b+1
Tmn,l = m+anZBm aBn b( )()(m+n l)

g a+b+1

seklindedir.

Lemma 4.2. ¢ > 3, h,q pozitif tamsayt ve (h,q) = 1 olsun. Bu durumda m = n = 1

(mod 2) olsun.

—4mn! dmtn _ _
s (o, ) = s Z o de X (h) L (m, x) L (n,X)
x?‘—Tf:—l

dir. Burada L (m, x) Dirichlet L—fonksiyonu, »_, toplami, x mod d karakterine karsilik
dlq
gelen q nun tiim bolenlerini belirtir ve ¢ (q) Euler fonksiyonudur.

Ispat Bernoulli fonksiyonun Fourier seri acilumi kullanilirsa ve gerekli islemler yapilirsa

S(h’m7n7Q)
-3 (5)5 ()
—~ "\¢) "\y¢
minl XX 1 & (r + sh)
e 2 > s 22 ()
740 s£0 =
m'n| 400 400 1 400 400 1
r;é(] s;éO ;750 ;750

r+sh=0 modq

17
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Inlg R
QZan-‘t—nZ Z Z g %)

dlg T=-00 s=—00 d
r#0 s#0
r+sh=0 modd
(rd)=1
In!
- —(22')7;%(1 + (=)™ + (=1)")¢(m)¢(n)
In! dm+n ) +oo _(_ h)
- (271-2 ﬁnnm-i-n 12 Z X Z %
dlq xmodd T*—oo Sj;go
In!
— G (L (CDM+ (SDMCm)(n)

4m!n! dmm
- (27m‘)m+nqm+nfl Z ¢(d) Z X< h)L(m,X)L(TL,X)
dlq x mod d
x(=D)=(-1)"=(=1"
m!n!

~ gy (L (D (F1))Cm)C )

olur. Burada m = n = 1(mod 2) alinirsa lemmanin kanmit tamamlanir. U

Lemma 4.3. (Tian 2018) q > 3 tek sayi olsun. (h, q) = 1 olacak sekildeki h, q tek sayilar
icin,

ss(h,m,q) = 2s(h,m,1,q) — 4s(2h,m, 1,q)
dur.

Ispat Genellestirilmis Hardy toplamlarimnin, genellestirilmis Dedekind toplamlari cinsin-

den ifadesi olan
ss(h,m,q) = 2" s(2h,m, 1,q) + 2" s(h,m, 1,2q) — (24 2"%2) s(h,m,1,q) (4.1)

esitligi bilinmektedir. Simdi (4.1) diizenlensin. Ilk olarak s(d, m, 1,2q) ifadesine Lemma

4.2 uygulanirsa,

s(h,m,1,2q)
4m)! dm+t _ _
=ty 2 g 2. X L(mx)L(LX)
(27.”) (2(]) d|2q Cb( ) x modd
x(—1)=-1
m+1

> x(h)L(m,x)L(1,%)
x mod 2d
x(—1)=-1

N (2m )™ 2q z|:

18



BULGULAR VE TARTISMA H. SEVER

dm+1
Y S XA Lmx) L(LY)
dlq (b(d) x modd
x(—1)=-1
4m) dm+t
= - 2mH Xxs (h) L 2) L (1,%x5
(27_”.)m+1 (2q)m %q: ¢(d) %;dd XX2( ) (m7XX2) ( 7XX2)
x>(<fl)=*1
derl
+> —— > X(h)L(m,x)L(L,X)
o o)~
X(-1)=1

elde edilir. Burada x5 , mod 2 de temel karakterdir. Euler sonsuz ¢arpim formiiliinden,

v =[] (- 225800) - I (1-22)

m
P1 p1>2 Py

() (e

P

L(Lxd) =] (1 - M) L <1 - @) L(1,X)

p2 p2

yazilabilir. Burada, H tiim p asallar1 iizerinden ¢arpimdir. Boylece,
p

s(h,m,1,2q)
am! 1 | dm+t X(Q)) ( x(2)>_
__ 1L gmn 1 X2 (4 WYL (m,x) L1,
el R D) X%M o y )X Lm0 LX)
x(—1)=-1
dm+1
+Z¢() > XM L(mx) L(1,Y)
dlq mod d
X
x(—1)=-1
4m! dm+t 1 _ X(2)>_ _
=— 2 —X(2) — h) L L(1
P s (2+ 5 -x@ - 22 ) e Lm0 L0
x(—1)=-1
1 1 _
= (2 + 2m_1> S(h,m,1,q) — S(2h,m,1,q) — 2m_lS(Qh,m, 1,q) 4.2)

yazilir. (4.1) ve (4.2) 6zdeslikleri birlestirilirse
ss(h,m,q) = 2s(h,m,1,q) — 4s(2h,m, 1,q)
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elde edilir ki bu da lemmanin kanitint tamamlar. O

Lemma 4.4. (Tian 2018) q bir kare barindiran (square-full sayt ) olsun. Bu durumda,

> “Limx)L(n¥)
x mod g
x(—1)=-1

(2mi)" " L i 1 1 1
il Z Tmoni-q 11 (1—;) (1—];) (1_W> (4.3)

plg

dir. Ayrica q bir kare barindiran tek sayi ise,

S WL ) L ()

x mod g
x(=1)=-1
(2mi)" " ey (28 =2 9
B Z rmntd "
dmin! 2m 4+ 2
1 1 1
x <1__) (1)) "
p p pmmTn
plg

dir. Burada

m\ (n\ ( a+b+1
Tmmn,l = m+anZBm aBn b< )()(m—H’L l)

g a+b+1

seklindedir ve B,, Bernoulli sayisidir. Ayrica, . *, xmodq tiim tek karakterle-

x mod q
x(—1)=-1

rin toplamint belirtir. H carpumi ise q’nun tiim farkli asal bolenleri tizerinden ¢carpim

plq
gosterir.

Ispat ilk olarak birinci 6zdeslik kanitlansin. ¢ nun kare barindiran say1 oldugu ve

>~ "L(m,x)L => > L(mxx)) L(n,xx)) .
X modgq dlq X modgq
x(=1)=-1 x(-1)=-1

esitligi gbz Oniine alinarak Mobiiis fonksiyonu kullanilirsa,

Y Lmx)L(nx)=>_ > *L(m,xx)) L (n.xx))

x modgq dlq x modgq
x(—1)=-1 x(—1)=—1
S Y Lm0 L.
dlq x mod £
x(=1)=-1
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olur. Lemma 4.1 kullanilarak,

> "L(m,x)L(n,X)
x mod g
x(—1)=-1

=R s | Soepac (4

= dlq

q

dlq d

ozdesligi elde edilir. Burada, p(n), ¢(n) ve ¢;(n) ¢carpimsal fonksiyonlar olduklarindan,

S otda( D) (1)

dlq
g ()
_ q"m—n+1g (1 - %) (1 — ]%) (1 B W)

yazilir. Aym1 yontemler kullanilarak,
q. [ d
S (o Dmens(D) (4) =0
q
dlq

elde edilir. Bu sonuclar birlestirilirse asagidaki 6zdeslik elde edilir:

> L(m,x)L(n,X)
x mod g
x(—1)=-1

2m mn L I—m—nt 1 1 1
Poneg ™" - =) (1==)(1-———).

Dolayistyla ilk zdeslik kanitlanmis olur. Simdi ikinci formiil kanitlansin. Oncelikle ko-

laylikla

L (m,xx39) L (n,xx3)

— L(m, x)L(n,%) (1 - %) <1 B Y2(3))

= L(m, x)L(n,X) [1 + 2ml+n - (Xz(j) N YZ(S)H
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oldugu gézlemlenebilir. Ayrica, >, *x(2)= >.  *X(2) dir. Bu nedenle,

x mod g x mod g
x(—1)=-1 x(—1)=—1
Y. X)L (mx) L (n,X)
x mod g
x(—1)=-1
(LT 0\ L (s ! _
— Z 2—n+2—m L(m,XXQ)L(n,X)@)— 1—|—2m+n L(m,x)L(n,X)
x mod g

x(—1)=-1

(2m)m+n sy

ot —gmtn _ 9 1 1 1
l—m—n—+1
4Amn! lZ T'mmn,14q ( om 4 9n ) H (1 o 5) <1 o H) <1 B pl—m—n+1>
=0

plg

elde edilir. Bu da lemmadaki ikinci esitligi kanitlar. U

Teorem 4.5. ¢ bir kare barindiran sayi, m = n = 1 (mod 2) olsun ve (u, q) = 1 kosulunu

saglayan u tamsayisi verilsin. Bu durumda,

Z Z S (u,a,q) S (u,b,q)s(ab,m,n,q)
a=1 b=1

@ mZ*”T g ] (1 ~ 1) <1 ~ 1) (1 B ;)
¢(q) = ™ p P plmmnil

plg

dir. Burada Z/ tim (a,q) = 1 olmak iizere 1 < a < q iizerindeki toplamu gosterir,

a=1

H carpimi q 'nun tiim farkly asal bolenleri iizerindedir. ¢ (q) Euler fonksiyonu, f (n) is

plg
f (n) fonksiyonunun karmagik eslenigidir, B,, Bernoulli sayist,

m\ (n\ ( a+b+1
Tmnl_ m4n— ZZZBm aBn— ( )( )(m+n l)

a=0 b=0 +b+1

dir.

Ispat Daha 6nce elde edilen asagidaki 6zdeslikle baslayalim,

MQ

x (@) S (u,a,q)

q
— 00> (B (“b) X)) 45)
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Burada, 7 (x) = G(1, x) dir. Lemma 4.2 ve (4.5) 6zdesligi kullanilirsa,

Z Z S (u,a,q)S (u,b,q)s(ab,m,n,q)

a=1 b=1
—4Am!n! dmtn B
- (zm)mﬁ =D % (d) 2. Z Z S (u,a,q) S (u,b,q)x (ab) L (m,x) L (n.X)
1 dlq x modd 9= 1 b=
x(—1)=-1
—4 In! dm+n
- (27rz m::} T;Jrn 1 Z o (d Z |T (XX2)|4L (m, x) L (n,X)
x%(—T;)iill

yazilabilir. Tek bir kare barindiran say1 olan ¢ ve ilkel olmayan karakter x(mod ¢) igin,

0= vl (1) =0

q

ifadesi ve Gauss toplamlar 6zelliklerinden d|q ve d # ¢ olursa T (XXS) =0olur.d=¢q

ve x bir ilkel karakter mod ¢ olursa |7 (xx9)| = /g elde edilir. Boylece bu bilgiler ve
(4.3) denklemi kullanilirsa,

Z Z’S u,a,q) S (u,b,q)s(ab,m,n, q)
a=1 b=1

3

- éf;ﬁl j( S Y Lm0

x mod q
X(—1)=—1
m+n
1 1 1
l—m—n+1
[I(-3) () (- o)
plg
olur. Bu da kaniti1 tamamlar. O
Aciklama 4.6. Teorem 4.5'te m = n = 1 alarak, Bernoulli sayarimin By = —1/2,
By = 1degerlerini ve ¢ > 1 icin
(-3
plg

ozdesligini kullanarak Liu ve Zhang (2011) ¢calismasindaki Teorem 3.1 elde edilir.

Teorem 4.7. q bir kare barindiran sayt olsun. O zaman m = 1 (mod 2) icin ve herhangi

bir (u,q) = 1 kosulunu saglayan v tamsayist icin asagidaki ozdeslik saglanir:

q

Z’Z’S u,a,q) S (u,b,q)ss(2ab, m, q)

a=1 b=1
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3 m+l m-+2 l
Z _9mt2 _ 6 42 H 1 1 1
¢ (q) 2m-1 41 P p pl=m

plg

Burada Z’ tim1 < a < q iizerindeki toplami gosterir dyle ki (a,q) = 1, H car-

a=1
plg

pimi q ’nun tiim farkli asal bolenleri iizerindendir. ¢ Euler fonksiyonu, f(n) ise f (n)

Jonksiyonunun karmasik eslenigidir.

Ispat Lemma 4.3 *den

q
"N 'S (u,a,q) S (u,b,q) {2s (2ab,m,1,q) — 4s (ab,m,1,q)}
—1
q q _
= QZ'Z'S(U a,q) S (u,b,q)s (2ab,m,1,q)

—42 zq: S (u,a,q) S (u,b,q)s (ag,m,l,q)

a=1 b=1

olur. W5 ’nin Teorem 4.5 in n = 1 0zel haline esit oldugu goézlemlenebilir. O halde
Wi hesaplansin. (4.4) ve (4.5) denklemleri ve Teorem 4.5 ’te verilen benzer esitlikler
yardimiyla goriiliir ki,

dm+1

Wi = _iTl S g 2 22 S(wa) S b (2a8) L(m )LL)

(271)
dlq x modd @=1 b=1

—4m)! qmt! 4
= > S )] X (@)L (mx) LLY)

m+1 . d
(27”) q dlq ¢( ) x modd
x(=1)=-1
m+1 l m+1
28— 2 -2 1 1 1
bem (2= % H 1—- 1—— 1——
om + 2 P pl pl—m
pla
dir. Wy ve W, ifadeleri (4.6) ’da yerine konulursa kanit tamamlanir. O

Teorem 4.8. ¢ bir kare barindiran sayi olsun. O halde n = 1 (mod 2) ve (u,q) = 1

kosulunu saglayan u tamsayist icin,

Z Z'Suaq S (u, b, q)ss(ab,n, q)

a=1 b=1
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3 ntl n I+1
3 52" 46 — 2 1 1 1 1
¢ (q) = 21+ 1 p p pir

plg

Ispat Genellestirilmis Hardy toplam s3 (h, n, ¢) ile genellestirilmis Dedekind toplamlari
arasindaki iligki, Tian (2018) deki ¢alismada su sekilde verilir:

sg(h,mn,q) =2s(h,1,n,q) —4s(2h,1,n,q), (g ven tek say1 ise).

Bu ifade kullanilarak ve Teorem 4.7’ nin kanitindaki adimlar takip edilerek istenen formiil

elde edilir. 0
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda, Gauss toplaminin 6zellikleri ve Dirichlet L—fonksiyonunun or-
talama deger formiilleri kullanilarak, ilk olarak genellestirilmis Dedekind toplamlar1 ve
Kloosterman toplamini iceren ortalama deger formiil elde edildi. Ayrica, genellestirilmis
Hardy toplamlarinin genellestirilmis Dedekind toplamlar: cinsinden ifadeleri yardimiyla
genellestirilmis Hardy toplamlari ve Kloosterman toplamlari i¢in de benzer formiiller ve-

rildi.
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