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AKDENİZ ÜNİVERSİTESİ
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Hamit SEVER

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı
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Bu çalışmada, Gauss toplamının özellikleri ve Dirichlet L−fonksiyonunun ortalama

değer formülleri yardımıyla, genelleştirilmiş Dedekind toplamları, genelleştirilmiş Hardy

toplamlarını ve Kloosterman toplamını içeren ortalama değer formülleri elde edilmiştir.
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ÖNSÖZ
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bölümden oluşmaktadır. Bulgular ve Tartışma bölümünde kullanılacak olan bazı temel

kavramların tanımları ve bazı önemli sonuçları Kaynak Taraması bölümünde verilmiştir.

Bulgular ve Tartışma bölümünde ise, Gauss toplamının özellikleri ve Dirichlet L−

fonksiyonunun ortalama değer formülleri kullanılarak genelleştirilmiş Dedekind toplam-

ları, genelleştirilmiş Hardy toplamlarını ve Kloosterman toplamını içeren ortalama değer

formülleri elde edilmiştir.
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ÖZET . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i

ABSTRACT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ii

ÖNSÖZ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iii
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GİRİŞ H. SEVER

1. GİRİŞ

Dedekind eta-fonksiyonu teorisinde ortaya çıkan s(d, c) Dedekind toplamları 1892

yılında R. Dedekind tarafından c, d ∈ Z, c > 1 ve (c, d) = 1 olmak üzere

s(d, c) =
∑

j(mod c)

((
j

c

))((
dj

c

))
olarak tanımlanmıştır. Burada, [x] herhangi bir x reel sayısının tam değeri olmak üzere

((x)) fonksiyonu

((x)) =

 x− [x]− 1
2
, x /∈ Z ise;

0, x ∈ Z ise;

şeklindedir. Im(z) > 0 olmak üzere, η(z) Dedekind eta-fonksiyonu

η(z) = eπiz/12
∞∏
n=1

(
1− e2πinz

)
ile tanımlanır. c > 0 olmak üzere, V (z) = V z = (az + b) / (cz + d) bir modüler dönü-

şüm olmak üzere, Dedekind toplamları ilk olarak log η(z) nin aşağıdaki dönüşüm formü-

lünde ortaya çıkmıştır.

log η(V z) = log η(z) +
1

2
log (cz + d)− πi/4 + πi (a+ d) /12c− πis(d, c).

Dedekind toplamlarının en önemli özelliği (c, d) = 1 olmak üzere

s(d, c) + s(c, d) = −1

4
+

1

12

(
d

c
+

c

d
+

1

dc

)
resiprosite bağıntısıdır. Berndt (1978) ve Goldberg (1981), az+b

cz+d
modüler dönüşümünün

a, b, c, d katsayılarına bağlı olarak θi(z), i = 3, 4 theta fonksiyonları olmak üzere log θi(z)

için altı farklı dönüşüm elde etmişlerdir. Bu dönüşüm formüllerinde, Dedekind toplamına

benzer olan, Hardy toplamları ya da Berndt’in aritmetik toplamları olarak adlandırılan ve

S(d, c) =
c−1∑
j=1

(−1)j+1+[ djc ] , s1(d, c) =
c∑

j=1

(−1)[
dj
c ]
((

j

c

))
,

s2(d, c) =
c∑

j=1

(−1)j
((

j

c

))((
dj

c

))
, s3(d, c) =

c−1∑
j=1

(−1)j
((

dj

c

))

s4(d, c) =
c−1∑
j=1

(−1)[
dj
c ] , s5(d, c) =

c∑
j=1

(−1)j+
[ djc ]
((

j

c

))

1



GİRİŞ H. SEVER

eşitlikleri ile verilen altı farklı toplam görülmektedir. Bu toplamlar, birçok matematikçi

tarafından genelleştirilmiş ve bunlara karşılık gelen resiprosite bağıntıları farklı yollardan

ispatlanmıştır (Apostol 1950, Berndt 1973a, 1973b, 1975a, 1975d, 1977a, Can vd 2006,

Carlitz 1964, Cenkci vd 2007, Dağlı 2016, Dağlı ve Can 2015, 2017a, 2017b, Hama-

hata 2014, Lim 2009, Meyer 2000, Rademacher ve Grosswald 1972, Sekine 2003, Takacs

1979, Sitaramachandrarao (1987) ve Şimşek (2006)). Analitik ve aritmetik özellikleri ise,

Berndt (1978), Goldberg (1981), Berndt ve Goldberg (1984), Pettet ve Sitaramachand-

rarao (1987), Sitaramachandrarao (1987), Meyer (1997a,1997b), Şimşek (1998) ve Can

(2000,2004) tarafından incelenmiştir.

Liu ve Zhang (2006) tarafından, genelleştirilmiş Dedekind ve Hardy toplamları,

s(d,m, n, c) =
c∑

j=1

Bm

(
j

c

)
Bn

(
dj

c

)
,

s1(d,m, c) =
c∑

j=1

(−1)[
dj
c ]Bm

(
j

c

)
,

s2(d,m, n, c) =
c∑

j=1

(−1)jBm

(
j

c

)
Bn

(
dj

c

)
,

s3(d, n, c) =
c∑

j=1

(−1)jBn

(
dj

c

)
,

s5(d,m, c) =
c∑

j=1

(−1)j+[
dj
c ]Bm

(
j

c

)
eşitlikleri ile tanımlanmıştır. Burada Bn(x), n. Bernoulli fonksiyonudur. Bu sekilde tanım-

lanan genelleştirilmiş Hardy toplamlarının genelleştirilmiş Dedekind toplamları cinsinden

ifadeleri ve bazı aritmetik özellikleri verilmiştir.

Bu tez çalışmasında, Gauss toplamının özellikleri ve Dirichlet L−fonksiyonunun or-

talama değer formülleri yardımıyla, yukarıda tanımı verilen genelleştirilmiş Dedekind

toplamları, genelleştirilmiş Hardy toplamlarını ve Kloosterman toplamını içeren ortalama

değer formülleri elde edilmeye çalışılacaktır.

2



KAYNAK TARAMASI H. SEVER

2. KAYNAK TARAMASI

Bu bölümde tez boyunca sıkça kullanılacak olan bazı temel kavramlar tanıtılıp bu

kavramların sağladıkları önemli özellikleri verilecektir. Diğer kavramlar ve onların özel-

likleri, tez boyunca uygun yerlerde açıklanacaktır.

2.1. Möbiüs fonksiyonu

Tanım 2.1. (Apostol 1976) µ ile gösterilen Möbiüs fonksiyonu aşağıdaki gibi tanımlanır:

µ(1) = 1;

n > 1 , p1, p2, p3, ..., pk birbirinden farklı asallar ve n = pa11 pa22 pa33 ...pakk olmak üzere µ(n) = (−1)k, a1 = a2 = ... = ak = 1 ise;

µ(n) = 0, diğer durumlarda.

Möbiüs fonksiyonunun ilk birkaç değeri aşağıdaki gibidir:

n : 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

µ(n) : 1 −1 −1 0 −1 1 −1 0 0 1

Teorem 2.2. (Apostol 1976) n ≥ 1 olmak üzere

∑
d|n

µ(d) =

[
1

n

]
=

 1, n = 1 ise;

0, n > 1 ise;

dir.

İspat n = 1 olması durumunda d = 1 dışında d değeri bulunmadığından ve µ(1) = 1

olduğundan
∑
d|n

µ(d) = 1 olduğu açıktır. n > 1 için n = pa11 pa22 pa33 ...pakk olsun, bu durumda

∑
d|n

µ(d)

= µ(1) + µ(p1) + ...+ µ(pk) + µ(p1p2) + ...+ µ(pk−1pk) + ...+ µ(p1p2...pk)

= 1 +

(
k

1

)
(−1) +

(
k

2

)
(−1)2 +

(
k

3

)
(−1)3 + ...+

(
k

k

)
(−1)k

= (1− 1)k = 0

olur. □

3



KAYNAK TARAMASI H. SEVER

2.2. Euler ϕ fonksiyonu

Tanım 2.3. (Apostol 1976) n ≥ 1 olmak üzere n sayısından küçük ve n ile aralarında

asal sayıların sayısı olarak tanımlanan Euler fonksiyonu , ϕ(n) şeklinde gösterilir ve

ϕ(n) =
n∑

k=1

′1

ile tanımlanır. Burada,
n∑

k=1

′ toplamı, 1 ⩽ k ⩽ n ve (k, n) = 1 olacak şekildeki tüm k lar

üzerindendir. Euler ϕ fonksiyonunun bir kaç değeri aşağıdaki gibidir:

n : 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ϕ(n) : 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4

µ(n) fonksiyonunda olduğu gibi ϕ(n) fonksiyonunda da bölen toplamları için bir formül

vardır.

Teorem 2.4. (Apostol 1976) n ≥ 1 olmak üzere,∑
d|n

ϕ(d) = n

bağıntısı sağlanır.

Teorem 2.5. (Apostol 1976) n ≥ 1 olmak üzere Euler ϕ fonksiyonu ve Möbiüs fonksiyonu

arasında

ϕ(n) =
∑
d|n

µ(d)
n

d

eşitliği sağlanır.

2.3. Çarpımsal fonksiyonlar

Tanım 2.6. f bir aritmetik fonksiyon olmak üzere, eğer

f(mn) = f(m)f(n), (m,n) = 1 için

oluyorsa f fonksiyonuna çarpımsal fonksiyon denir. Ayrıca,

f(mn) = f(m)f(n), her m,n için

olması durumunda f fonksiyonuna tam çarpımsal fonksiyon denir.

Örnek 2.7. µ(n) Möbiüs fonksiyonu çarpımsaldır ancak tam çarpımsal değildir.

Örnek 2.8. ϕ(n) Euler ϕ fonksiyonu çarpımsaldır ancak tam çarpımsal değildir.

4
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2.4. Bernoulli polinomları

Tanım 2.9. n. mertebeden Bernoulli polinomu Bn(x)

text

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn(x)
tn

n!
, (|t| < 2π)

üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Apostol 1950, Kanemitsu ve Tsukada 2007).

Bu tanımda x = 0 alınırsa Bn(0) = Bn, n. Bernoulli sayısı elde edilir ve B0 = 1,

B1 = −1/2, B2 = 1/6, . . . ve her n ≥ 1 için B2n+1 = B2n−1 (1/2) = 0 dır (Apostol

1976). Bn(x) Bernoulli polinomunun Bn Bernoulli sayıları cinsinden ifadesi

Bn(x) =
n∑

j=0

(
n

j

)
Bjx

n−j

dir (Apostol 1950, Kanemitsu ve Tsukada 2007).

Bn (x) ile gösterilen n. Bernoulli fonksiyonu

Bn (x) = Bn (x− [x])

şeklinde tanımlanır. Bernoulli fonksiyonu periyodu 1 olan bir fonksiyondur ve

Bp(x) = − p!

(2πi)p

∑
n ̸=0

e2πinx

np
(2.1)

şeklinde Fourier açılımına sahiptir (Apostol 1950). Bernoulli polinomlarında olduğu gibi

Bn(x) Bernoulli fonksiyonu da, herhangi bir x için,

cp−1

c−1∑
j=0

Bp

(
x+

j

c

)
= Bp (cx) (2.2)

Raabe bağıntısını sağlar (Apostol 1950, Takàcs 1979). Bernoulli polinomu, sayısı ve fonk-

siyonu ile ilgili daha detaylı özellikler Apostol (1976) da bulunabilir.

2.5. Dedekind Toplamları

Tanım 2.10. (Rademacher ve Grosswald 1972) c, d ∈ Z, c > 1 olmak üzere s(d, c) ile

gösterilen Dedekind toplamı,

s(d, c) =
∑

j(mod c)

((
j

c

))((
dj

c

))
eşitliği ile tanımlanır.

5



KAYNAK TARAMASI H. SEVER

Teorem 2.11. Dedekind toplamları, (c, d) = 1 olmak üzere

s(d, c) + s(c, d) = −1

4
+

1

12

(
d

c
+

c

d
+

1

cd

)
resiprosite bağıntısını sağlar (Rademacher ve Whitheman 1941, Rademacher ve Gross-

wald 1972).

Bu toplamlar birçok matematikçi tarafından genelleştirilmiş ve bu toplamlara karşılık

gelen resiprosite bağıntıları ispatlanmıştır. (Rademacher ve Whitheman 1941, Apostol

1950, Carlitz 1954, 1964, Rademacher 1964, Rademacher ve Grosswald 1972, Berndt

1975b, Tak‡cs 1979, Kurt 1990, 1991, 1997, Nagasaka vd 2003, Ota 2003, Sekine 2005,

Cenkci vd 2007).

Apostol (1950) Dedekind toplamını n, d, c pozitif tamsayılar olmak üzere,

sn(d, c) =
∑

j(mod c)

j

c
Bn

(
dj

c

)

eşitliği ile genelleştirerek, (d, c) = 1 ve tek n ler için

dcnsn(d, c) + cdnsn(c, d)

=
1

(n+ 1)

n+1∑
j=0

(
n+ 1

j

)
(−1)jBjd

jBn+1−jc
n+1−j +

nBn+1

(n+ 1)

resiprosite bağıntısını ispatlamıştır. n = 1 olması durumunda B1 (x) = ((x)) olduğundan

s1(d, c) = s(d, c) olur.

Bu toplamların bir diğer genelleştirmesi ise,

q ∈ Z+ ve h,m, n tam sayıları için,

s(h,m, n, q) =

q∑
j=1

Bm

(
j

q

)
Bn

(
hj

q

)
şeklindedir (Liu ve Zhang 2006). Burada, Bm(x) bir Bernoulli polinomu olmak üzere

Bm(x) =

 Bm(x− [x]), x /∈ Z ise;

0, x ∈ Z ise;

ifadesi n. dereceden Bernoulli fonksiyonudur. m = n = 1 özel durumunda yukarıdaki

genelleştirilmiş Dedekind toplamı klasik Dedekind toplamına karşılık gelir.

6
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2.6. Hardy Toplamları

Im(z) > 0 olmak üzere, θ3(z) ve θ4(z) theta fonksiyonları

θ3(z) =
∞∏
n=1

(
1− eπiz2n

) (
1 + eπiz(2n−1)

)2
,

θ4(z) =
∞∏
n=1

(
1− eπiz2n

) (
1− eπiz(2n−1)

)2
şeklinde tanımlanır.

Berndt (1978) ve Goldberg (1981), az+b
cz+d

dönüşümünün a, b, c, d katsayılarına bağlı

olarak logθi(z), i = 3, 4 için altı farklı dönüşüm elde etmişlerdir. Bu dönüşüm formülle-

rinde, Dedekind toplamına benzer olan, Hardy toplamları ya da Berndt’in aritmetik top-

lamları olarak adlandırılan aşağıdaki toplamlar ortaya çıkmıştır:

S(d, c) =
c−1∑
j=1

(−1)j+1+[ djc ] , s1(d, c) =
c∑

j=1

(−1)[
dj
c ]
((

j

c

))
,

s2(d, c) =
c∑

j=1

(−1)j
((

j

c

))((
dj

c

))
, s3(d, c) =

c−1∑
j=1

(−1)j
((

dj

c

))
,

s4(d, c) =
c−1∑
j=1

(−1)[
dj
c ] , s5(d, c) =

c∑
j=1

(−1)j+
[ djc ]
((

j

c

))
.

Dedekind toplamlarında olduğu gibi bu toplamların da sağladığı en önemli özellik

resiprosite bağıntılarıdır. Bu resiprosite bağıntıları, aralarında asal ve d, c > 1 olacak

şekildeki d ve c sayıları için,

(d+ c) tek ise

S(d, c) + S(c, d) = 1

c tek ise

2s3(d, c)− s4(c, d) = 1− d

c

d ve c pozitif, d çift ve c tek asal olacak biçiminde tamsayılar ise

s1(d, c)− 2s2(c, d) =
1

2
− 1

2

(
1

dc
+

c

d

)
d ve c asal sayı ise

s5(d, c) + s5(c, d) =
1

2
− 1

2dc

7
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eşitlikleri ile verilir (Berndt 1978). Ayrıca, yukarıda verilen Hardy toplamlarının trigono-

metrik seriler cinsinden ifadeleri aşağıdaki gibidir:

Teorem 2.12. (Berndt ve Goldberg 1984) d, c ∈ Z, c > 0 ve (d, c) = 1 olsun. Eğer

(d+ c) tek ise,

S(d, c) =
4

π

∞∑
n=1

1

2n− 1
tan

πd (2n− 1)

2c

=
1

c

c∑
j=1

tan

(
πd (2j − 1)

2c

)
cot

(
π (2j − 1)

2c

)
,

eğer c tek ise

s3(d, c) =
1

π

∞∑
n=1

1

n
tan

πdn

c

=
1

2c

k−1∑
j=1

tan

(
πdj

c

)
cot

(
πj

c

)
,

eğer d tek ise

s4(d, c) =
4

π

∞∑
n=1

1

2n− 1
cot

πd (2n− 1)

2c

=
1

c

c∑
j=1

cot

(
πd (2j − 1)

2c

)
cot

(
π (2j − 1)

2c

)
eşitlikleri sağlanır.

Hardy toplamlarının Dedekind toplamları cinsinden ifadeleri ise aşağıdaki gibidir:

Teorem 2.13. (Sitaramachandrarao 1987) d, c ∈ Z, c > 0 ve (d, c) = 1 olsun. Bu

durumda,

S(d, c) = 8s(d, 2c) + 8s(2d, c)− 20s(d, c), (d+ c tek)

s1(d, c) = 2s(d, c)− 4s(d, 2c), (d çift)

s2(d, c) = −s(d, c) + 2s(2d, c), (c çift)

s3(d, c) = 2s(d, c)− 4s(2d, c), (c tek)

s4(d, c) = −4s(d, c) + 8s(d, 2c), (d tek)

s5(d, c) = 2s(d, c)− 4s(d, 2c), (d+ c çift)

eşitlikleri sağlanır. Ayrıca d + c çift ise S(d, c) = 0 , c çift ise s3(d, c) = 0 ve d çift ise

s4(d, c) = 0 dır (Sitaramachandrarao 1987).

8
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Bu toplamların bazı özellikleri Berndt (1978), Goldberg (1981), Berndt ve Goldberg

(1984), Pettet ve Sitaramachandrarao (1987), Sitaramachandrarao (1987), Meyer (1997a,

1997b), Şimşek (1998) ve Can (2004) tarafından incelenmiştir.

Dedekind toplamlarının genelleştirilmesine benzer olarak Hardy toplamlarının genel-

leştirmeleri şu şekildedir:

Tanım 2.14. Genelleştirilmiş Hardy toplamları

s1(d,m, c) =
c∑

j=1

(−1)[
dj
c ]Bm

(
j

c

)
,

s2(d,m, n, c) =
c∑

j=1

(−1)jBm

(
j

c

)
Bn

(
dj

c

)
,

s3(d, n, c) =
c∑

j=1

(−1)jBn

(
dj

c

)
,

s5(d,m, c) =
c∑

j=1

(−1)j+[
dj
c ]Bm

(
j

c

)
ile tanımlanır (Liu ve Zhang 2006). m = n = 1 özel durumunda bu toplamlar klasik

Hardy toplamlarına dönüşür.

Ayrıca klasik Dedekind toplamları ve klasik Hardy toplamları arasında olduğu gibi

genelleştirilmiş Dedekind toplamları ve genelleştirilmiş Hardy toplamları arasındaki ilişki

aşağıdaki formüllerle ifade edilebilir.

Teorem 2.15. (Liu ve Zhang 2006) d, c birer pozitif tam sayı ve (d, c) = 1 olmak üzere,

s1(d,m, c) = 2s(d,m, 1, c)− 4s
( c
2
,m, 1, c

)
, (d çift)

s2(d,m, n, c) = 2ms(2d,m, n, c)− s (d,m, n, c) , (c çift)

s3(d, n, c) = 2s(d, 1, n, c)− 4s (2d, 1, n, c) , (c ve n tek)

s5(d,m, c) = 2m+1s(2d,m, 1, c) + 2m+1s (d,m, 1, 2c)

− (2 + 2m+2)s(d,m, 1, c), (d+ c çift)

eşitlikleri sağlanır.

2.7. Dirichlet L-fonksiyonu ve Gauss toplamları

Tanım 2.16. (Apostol 1976) n ∈ N için

9
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1) χ (a+ n) = χ (a), a ∈ Z,

2) χ (a) = 0 ⇐⇒ (a, n) ̸= 1

koşullarını sağlayan Z den C ye tanımlı χ çarpımsal fonksiyonuna bir n modül Di-

richlet karakteri denir. χ fonksiyonunun tersi, χ nin değerlerinin karmaşık eşleniği olan

χ−1 = χ dönüşümüdür.

Tanım 2.17. (Apostol 1976) Herhangi bir Dirichlet karakteri χmod k için Gauss toplamı

G(n, χ) =
k∑

m=1

χ(m)e2πimn/k

şeklinde tanımlanır.

χ = χ1 (mod k) için temel karakter, yani (m, k) = 1 iken χ1(m) = 1 aksi halde

χ1(m) = 0 olduğunda Gauss toplamı, ck(n) ile gösterilen

G(n, χ1) =
k∑

m=1
(m,k)=1

e2πimn/k = ck(n)

şeklinde tanımlanan Ramanujan toplamına dönüşür. Dolayısıyla, G(n, χ) Gauss toplam-

ları, Ramanujan toplamının bir genelleştirmesidir.

Ayrıca, herhangi bir Dirichlet karakteri χmod k ve (n, k) = 1 olmak üzere,

G(n, χ) = χ(n)G(1, χ)

eşitliği sağlanır (Apostol 1976).

Tanım 2.18. (Apostol 1976) s ∈ C ve Re(s) = σ > 1 olmak üzere, L(s, χ) ile gösterilen

Dirichlet L−fonksiyonu

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns

ile tanımlanır.

Ayrıca, s ∈ C ve Re(s) = σ > 1 , n = qk + j ve 1 ≤ j ≤ k , q = 0, 1, 2, ... ise

L(s, χ) = k−s

k∑
j=1

χ(j)ζ

(
s,

j

k

)
bağıntısı sağlanır. Burada, ζ(s, a) ifadesi ζ(s, a) =

∑∞
n=0

1
(n+a)s

ile verilen Hurwitz-zeta

fonksiyonudur (Apostol 1976).

10
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Teorem 2.19. (Zhang 1996) q > 2 bir tamsayı olmak üzere, (h, q) = 1 olacak şekildeki

tüm h tamsayıları için,

s(h, q) =
1

π2q

∑
d|q

d2

ϕ(d)

∑
χmod d

χ(−1)=−1

χ(h) |L(1, χ)|2 (2.3)

dir. Burada L(1, χ), χ(mod d) karakterli Dirichlet L−fonksiyonudur.

Teorem 2.20. (Zhang ve Zhang 2014) p tek asal olsun. O halde aşağıdaki eşitlikler ge-

çerlidir: ∑
χmod p

χ(−1)=−1

|L(1, χ)|2 = π2

12

(p− 1)2(p− 2)

p2
, (2.4)

∑
χmod p

χ(−1)=−1

χ(2) |L(1, χ)|2 = π2

24

(p− 1)2(p− 5)

p2
, (2.5)

∑
χmod p
χ(−1)=1

χ(4) |L(1, χ)|2 =

 π2

48
(p−1)2(p−17)

p2
, p ≡ 1(mod 4) ise;

π2

48
(p−1)(p2−6P+17)

p2
, p ≡ 3(mod 4) ise.

(2.6)

İspat (2.3) eşitliği p asal sayısı için

s(h, p) =
1

π2

p

p− 1

∑
χmod p

χ(−1)=−1

χ(h) |L(1, χ)|2 (2.7)

olarak yazılabilir. Ayrıca Dedekind toplamı tanımından,

s(1, c) =
c−1∑
a=1

(
a

c
− 1

2

)2

=
(c− 1)(c− 2)

12c
(2.8)

olduğu görülür. Şimdi, p ≡ 1(mod c) olsun, Dedekind toplamları için resiprosite formülü

ve (2.8) ifadesinden,

s(c, p) =
p2 + c2 + 1

12pc
− 1

4
− s(p, c)

=
p2 + c2 + 1

12pc
− 1

4
− s(1, c)

=
p2 + c2 + 1

12pc
− 1

4
− (c− 1)(c− 2)

12c

=
(p− 1)(p− 1− c2)

12pc
(2.9)

11
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elde edilir. Benzer şekilde p ≡ 3(mod 4) alınırsa,

s(4, p) =
p2 + 16 + 1

48p
− 1

4
− s(p, 4)

=
p2 + 17

48p
− 1

4
− s(3, 4)

=
p2 + 17

48p
− 1

4
+

1

8

=
p2 − 6p+ 17

48p
(2.10)

olur. Şimdi c = 1 için (2.9) ve (2.7) formülleri birleştirilirse∑
χmod p

χ(−1)=−1

|L(1, χ)|2 = π2

12

(p− 1)2(p− 2)

p2
(2.11)

olur. Aynı şekilde c = 2 için (2.9) ve (2.7) formülleri birleştirilirse∑
χmod p

χ(−1)=−1

χ(2) |L(1, χ)|2 = π2

24

(p− 1)2(p− 5)

p2
(2.12)

olur. Benzer şekilde c = 4 için önce (2.9) ve (2.7) ve daha sonra (2.10) ve (2.7) formülleri

birleştirilirse, ∑
χmod p

χ(−1)=−1

χ(4) |L(1, χ)|2 = π2

48

(p− 1)2(p− 17)

p2
(2.13)

ve ∑
χmod p

χ(−1)=−1

χ(2) |L(1, χ)|2 = π2

48

(p− 1)(p− 6p+ 17)

p2
(2.14)

formülleri elde edilir ki böylece kanıt tamamlanır. □

2.8. Kloosterman toplamları

Tanım 2.21. e(y) = e2πiy ve ā, a nın mod p ye göre çarpımsal tersi olmak üzere S (u, v, q)

ile gösterilen Kloosterman toplamları

S (u, v, q) =

q∑
a=1

′e

(
ua+ va

q

)

ile tanımlanır. Burada,
q∑

a=1

′ toplamı, 1 ⩽ a ⩽ q ve (a, q) = 1 olacak şekildeki tüm a lar

üzerindendir.

12
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v = 1 özel durumu alınarak

S (u, 1, q) := K(n, q)

toplamları için çeşitli ortalama değer formülleri çalışılmıştır (Chowla 1967, Malyshev

1960). Örnek olarak, aşağıdaki eşitlik verilebilir.

Teorem 2.22. (Zhang ve Zhang 2014) p tek asal olmak üzere,

p−1∑
n=1

χ(n) |K(n, p)|2 = χ(−1)
G3(χ)G(χ2)

G(χ)

bağıntısı sağlanır. Burada, G(χ) = G(1, χ) dir.

Ayrıca, başka bir önemli bağıntı olarak, hibrid ortalama değer formülleri denilen Klo-

osterman toplamları ve Dedekind veya Hardy toplamlarını içeren aşağıdaki formüller ge-

çerlidir.

Teorem 2.23. (Zhang ve Zhang 2014) p tek asal olmak üzere,

p−1∑
m=1

p−1∑
n=1

K(m, p)K(n, p)S(2mn, p) =

 2p2, p ≡ 3(mod 4) ise;

0, p ≡ 1(mod 4) ise;

dir.

Teorem 2.24. (Zhang ve Zhang 2014) p tek asal olmak üzere,

p−1∑
m=1

p−1∑
n=1

|K(m, p)|2 |K(n, p)|2 S(2mn, p)

=


2p3 + 4p2h2

p, p ≡ 7(mod 8) ise;

2p3 − 36p2h2
p, p ≡ 3(mod 8) ise;

0, p ≡ 1(mod 4) ise;

dir. Burada hp, Q(
√
−p) kuadratik denkleminin sınıf sayısıdır.

Teorem 2.25. (Peng ve Zhang 2016) p tek asal sayı olsun. Bu durumda, aşağıdaki formül

sağlanır:
p−1∑
m=1

p−1∑
n=1

K(m, p)K(n, p)s5(mn, p) =
p(p− 1)

2
.

13
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Teorem 2.26. (Peng ve Zhang 2016) p tek asal sayı olsun. Bu durumda aşağıdaki formül

sağlanır:

p−1∑
m=1

p−1∑
n=1

|K(m, p)|2 |K(n, p)|2 s5(mn, p)

=



p2(p− 1)

2
, p ≡ 1(mod 4) ise;

p2(p− 1)

2
− 6p2h2

p, p ≡ 3(mod 8) ise;
p2(p− 1)

2
+ 2p2h2

p, p ≡ 7(mod 8) ise.

Burada hp, Q(
√
−p) kuadratik denkleminin sınıf sayısıdır.

Ayrıca, bir diğer Hardy toplamı olan s4 (h, p) için benzer hibrid ortalama değer for-

mülleri Dağlı (2021) tarafından çalışılmış ve aşağıdaki bağıntılar elde edilmiştir.

Teorem 2.27. (Dağlı 2021) p tek asal sayı olsun. Bu durumda

p−1∑
m=1

p−1∑
n=1

K (m, p)K (n, p) s4 (mn̄, p) = p2 (p− 1)

dir.

Teorem 2.28. (Dağlı 2021) p tek asal sayı olsun. Bu durumda

p−1∑
m=1

p−1∑
n=1

|K (m, p)|2 |K (n, p)|2 s4 (mn̄, p)

=


p3 (p− 1) , p ≡ 1 (mod 4) ise;

p3 (p− 1)− 36p2h2
p, p ≡ 3 (mod 8) ise;

p3 (p− 1)− 4p2h2
p, p ≡ 7 (mod 8) ise;

dir.

Dedekind veya Hardy toplamları ile Kloosterman toplamı arasındaki çeşitli bağıntılar

birçok matematikçi tarafından çalışılmakta ve ilginç formüller elde edilmektedir. Örneğin,

Liu ve Zhang 2011 çalışmasında Dedekind ve Kloosterman toplamlarının bir ortalama

değeri üzerine çalışılmış ve aşağıdaki bağıntı elde edilmiştir:

q∑
a=1

′
q∑

b=1

′S (u, a, q)S (u, b, q)s
(
ab̄, q

)
=

1

12
qϕ2 (q)

∏
p|q

(
1 +

1

p

)
. (2.15)

14



KAYNAK TARAMASI H. SEVER

Burada, ϕ notasyonu Euler ϕ fonksiyonu, e(y) = e2πiy, ā, a nın mod p ye göre çarpımsal

tersi ve f (n) ifadesi f (n) nin karmaşık eşleniğidir.

Bu tez çalışmasında, Gauss toplamının özellikleri ve Dirichlet L−fonksiyonunun özel-

likleri kullanılarak, (2.15) eşitliği ile verilen formülde klasik Dedekind toplamı yerine

genelleştirilmiş Dedekind toplamları alınarak daha genel bir ortalama değer formül elde

edilmiştir. Ayrıca, genelleştirilmiş Hardy toplamlarını ve Kloosterman toplamını içeren

bir çeşit ortalama değer formülleri de elde edilmeye çalışılacaktır.
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3. MATERYAL VE METOT

Kaynak Taraması bölümünde yer alan Möbiüs fonksiyonu, Euler ϕ fonksiyonu, Di-

richlet L−fonksiyonu, Gauss toplamı ve Kloosterman toplamı için sağlanan bazı özellik-

ler bu tezde Materyal ve Metot olarak kullanılacaktır.
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu bölümde, Dirichlet L−fonksiyonunun ortalama değer formülleri yardımıyla ge-

nelleştirilmiş Dedekind toplamları, genelleştirilmiş Hardy toplamları ve Kloosterman top-

lamı için ortalama değer formülleri elde edilecektir.

Lemma 4.1. (Liu ve Zhang 2006) q ≥ 2 bir tam sayı ve m ≡ n ≡ 1 olsun.∑
χmod q

χ(−1)=−1

L(m,χ)L(n, χ)

= −(2πi)m+nϕ (q)

4m!n!

(
m+n∑
l=0

rm,n,lϕl(q)q
l−m−n − BmBnϕm+n−1(q)

q

)
.

Burada, Bm Bernoulli sayısı ve

rm,n,l = Bm+n−l

m∑
a=0

n∑
b=0

Bm−aBn−b

(
m
a

)(
n
b

)(
a+b+1
m+n−l

)
a+ b+ 1

şeklindedir.

Lemma 4.2. q ≥ 3, h,q pozitif tamsayı ve (h, q) = 1 olsun. Bu durumda m ≡ n ≡ 1

(mod 2) olsun.

s (h,m, n, q) =
−4m!n!

(2πi)m+n qm+n−1

∑
d|q

dm+n

ϕ (d)

∑
χ mod d

χ(−1)=−1

χ (h)L (m,χ)L (n, χ)

dir. Burada L (m,χ) Dirichlet L−fonksiyonu,
∑
d|q

toplamı, χ mod d karakterine karşılık

gelen q nun tüm bölenlerini belirtir ve ϕ (q) Euler fonksiyonudur.

İspat Bernoulli fonksiyonun Fourier seri açılımı kullanılırsa ve gerekli işlemler yapılırsa

s (h,m, n, q)

=

q∑
j=1

Bm

(
j

q

)
Bn

(
hj

q

)

=
m!n!

(2πi)m+n

+∞∑
r=−∞
r ̸=0

+∞∑
s=−∞
s ̸=0

1

rmsn

q−1∑
j=1

e

(
j(r + sh)

q

)

=
m!n!

(2πi)m+n

q
+∞∑

r=−∞
r ̸=0

r+sh≡0

+∞∑
s=−∞
s ̸=0
mod q

1

rmsn
−

+∞∑
r=−∞
r ̸=0

+∞∑
s=−∞
s ̸=0

1

rmsn


17
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=
m!n!q

(2πi)m+n

∑
d|q

+∞∑
r=−∞
r ̸=0

r+sh≡0
(r,d)=1

+∞∑
s=−∞
s ̸=0
mod d

1(
r. q

d

)m (
s. q

d

)n

− m!n!

(2πi)m+n
(1 + (−1)m)(1 + (−1)n)ζ(m)ζ(n)

=
m!n!

(2πi)m+nqm+n−1

∑
d|q

dm+n

ϕ(d)

∑
χmod d

 +∞∑
r=−∞
r ̸=0

χ(r)

rm


 +∞∑

s=−∞
s ̸=0

χ(−sh)

sn


− m!n!

(2πi)m+n
(1 + (−1)m)(1 + (−1)n)ζ(m)ζ(n)

=
4m!n!

(2πi)m+nqm+n−1

∑
d|q

dm+n

ϕ(d)

∑
χmod d

χ(−1)=(−1)m=(−1)n

χ(−h)L(m,χ)L(n, χ)

− m!n!

(2πi)m+n
(1 + (−1)m)(1 + (−1)n)ζ(m)ζ(n)

olur. Burada m ≡ n ≡ 1(mod 2) alınırsa lemmanın kanıtı tamamlanır. □

Lemma 4.3. (Tian 2018) q ≥ 3 tek sayı olsun. (h, q) = 1 olacak şekildeki h, q tek sayıları

için,

s5(h,m, q) = 2s(h,m, 1, q)− 4s(2h,m, 1, q)

dur.

İspat Genelleştirilmiş Hardy toplamlarının, genelleştirilmiş Dedekind toplamları cinsin-

den ifadesi olan

s5(h,m, q) = 2m+1s(2h,m, 1, q) + 2m+1s(h,m, 1, 2q)−
(
2 + 2m+2

)
s(h,m, 1, q) (4.1)

eşitliği bilinmektedir. Şimdi (4.1) düzenlensin. İlk olarak s(d,m, 1, 2q) ifadesine Lemma

4.2 uygulanırsa,

s(h,m, 1, 2q)

= − 4m!

(2πi)m+1 (2q)m

∑
d|2q

dm+1

ϕ (d)

∑
χ mod d

χ(−1)=−1

χ (h)L (m,χ)L (1, χ)

= − 4m!

(2πi)m+1 (2q)m

∑
d|q

(2d)m+1

ϕ (2d)

∑
χ mod2d
χ(−1)=−1

χ (h)L (m,χ)L (1, χ)
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+
∑
d|q

dm+1

ϕ (d)

∑
χ mod d

χ(−1)=−1

χ (h)L (m,χ)L (1, χ)



= − 4m!

(2πi)m+1 (2q)m

2m+1
∑
d|q

dm+1

ϕ (d)

∑
χ mod d

χ(−1)=−1

χχ0
2 (h)L

(
m,χχ0

2

)
L
(
1, χχ0

2

)

+
∑
d|k

dm+1

ϕ (d)

∑
χ mod d

χ(−1)=−1

χ (h)L (m,χ)L (1, χ)


elde edilir. Burada χ0

2 , mod 2 de temel karakterdir. Euler sonsuz çarpım formülünden,

L
(
m,χχ0

2

)
=
∏
p1

(
1− χ(p1)χ

0
2(p1)

pm1

)−1

=
∏
p1>2

(
1− χ(p1)

pm1

)−1

=

(
1− χ(2)

2m

)∏
p1

(
1− χ(p1)

pm1

)−1

=

(
1− χ(2)

2m

)
L(m,χ)

L
(
1, χχ0

2

)
=
∏
p2

(
1− χ(p2)χ

0
2(p2)

p2

)−1

=

(
1− χ(2)

2

)
L(1, χ)

yazılabilir. Burada,
∏
p

tüm p asalları üzerinden çarpımdır. Böylece,

s(h,m, 1, 2q)

= − 4m!

(2πi)m+1 qm
1

2m

2m+1.
∑
d|q

dm+1

ϕ (d)

∑
χ mod d

χ(−1)=−1

(
1− χ(2)

2m

)(
1− χ(2)

2

)
χ (h)L (m,χ)L (1, χ)

+
∑
d|q

dm+1

ϕ (d)

∑
χ mod d

χ(−1)=−1

χ (h)L (m,χ)L (1, χ)


= − 4m!

(2πi)m+1 qm

∑
d|q

dm+1

ϕ (d)

∑
χ mod d

χ(−1)=−1

(
2 +

1

2m−1
− χ(2)− χ(2)

2m−1

)
χ (h)L (m,χ)L (1, χ)

=

(
2 +

1

2m−1

)
S(h,m, 1, q)− S(2h,m, 1, q)− 1

2m−1
S(2h,m, 1, q) (4.2)

yazılır. (4.1) ve (4.2) özdeşlikleri birleştirilirse

s5(h,m, q) = 2s(h,m, 1, q)− 4s(2h,m, 1, q)
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elde edilir ki bu da lemmanın kanıtını tamamlar. □

Lemma 4.4. (Tian 2018) q bir kare barındıran (square-full sayı ) olsun. Bu durumda,∑
χ mod q

χ(−1)=−1

∗L (m,χ)L (n, χ)

= −(2πi)m+n

4m!n!

m+n∑
l=0

rm,n,l.q
l−m−n+1

∏
p|q

(
1− 1

p

)(
1− 1

pl

)(
1− 1

pl−m−n+1

)
(4.3)

dir. Ayrıca q bir kare barındıran tek sayı ise,∑
χ mod q

χ(−1)=−1

∗χ(2)L (m,χ)L (n, χ)

= −(2πi)m+n

4m!n!

m+n∑
l=0

rm,n,l.q
l−m−n+1

(
2l − 2m+n − 2

2m + 2n

)
×
∏
p|q

(
1− 1

p

)(
1− 1

pl

)(
1− 1

pl−m−n+1

)
(4.4)

dir. Burada

rm,n,l = Bm+n−l

m∑
a=0

n∑
b=0

Bm−aBn−b

(
m
a

)(
n
b

)(
a+b+1
m+n−l

)
a+ b+ 1

şeklindedir ve Bm Bernoulli sayısıdır. Ayrıca,
∑

χ mod q
χ(−1)=−1

∗ , χmod q tüm tek karakterle-

rin toplamını belirtir.
∏
p|q

çarpımı ise q’nun tüm farklı asal bölenleri üzerinden çarpım

gösterir.

İspat İlk olarak birinci özdeşlik kanıtlansın. q nun kare barındıran sayı olduğu ve∑
χ mod q

χ(−1)=−1

∗L (m,χ)L (n, χ) =
∑
d|q

∑
χ mod q

χ(−1)=−1

∗L
(
m,χχ0

q

)
L
(
n, χχ0

q

)
,

eşitliği göz önüne alınarak Möbiüs fonksiyonu kullanılırsa,∑
χ mod q

χ(−1)=−1

∗L (m,χ)L (n, χ) =
∑
d|q

∑
χ mod q

χ(−1)=−1

∗L
(
m,χχ0

q

)
L
(
n, χχ0

q

)

=
∑
d|q

µ(d)
∑

χ mod q
d

χ(−1)=−1

∗L (m,χ)L (n, χ) .
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olur. Lemma 4.1 kullanılarak,∑
χ mod q

χ(−1)=−1

∗L (m,χ)L (n, χ)

= −(2πi)m+n

4m!n!

m+n∑
l=0

rm,n,l

∑
d|q

ϕ(d)ϕ(
q

d
)ϕl(

q

d
)
(q
d

)l−m−n

+BmBn

∑
d|q

µ(d)ϕ(
q

d
)
ϕm+n−1(

q
d
)

q
d


özdeşliği elde edilir. Burada, µ(n), ϕ(n) ve ϕl(n) çarpımsal fonksiyonlar olduklarından,∑

d|q

ϕ(d)ϕ(
q

d
)ϕl(

q

d
)
(q
d

)l−m−n

=
∏
p|q

∑
d|pα

µ(d)ϕ(
pα

d
)ϕl(

pα

d
)

(
pα

d

)l−m−n

= ql−m−n+1
∏
p|q

(
1− 1

p

)(
1− 1

pl

)(
1− 1

pl−m−n+1

)
yazılır. Aynı yöntemler kullanılarak,∑

d|q

µ(d)ϕ(
q

d
)ϕm+n−1(

q

d
)

(
d

q

)
= 0

elde edilir. Bu sonuçlar birleştirilirse aşağıdaki özdeşlik elde edilir:∑
χ mod q

χ(−1)=−1

∗L (m,χ)L (n, χ)

= −(2πi)m+n

4m!n!

m+n∑
l=0

rm,n,l.q
l−m−n+1

∏
p|q

(
1− 1

p

)(
1− 1

pl

)(
1− 1

pl−m−n+1

)
.

Dolayısıyla ilk özdeşlik kanıtlanmış olur. Şimdi ikinci formül kanıtlansın. Öncelikle ko-

laylıkla

L
(
m,χχ0

2

)
L
(
n, χχ0

2

)
= L(m,χ)L(n, χ)

(
1− χ(2)

2m

)(
1− χ(2)

2n

)
= L(m,χ)L(n, χ)

[
1 +

1

2m+n
−
(
χ(2)

2m
+

χ(2)

2n

)]
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olduğu gözlemlenebilir. Ayrıca,
∑

χ mod q
χ(−1)=−1

∗χ(2) =
∑

χ mod q
χ(−1)=−1

∗χ(2) dir. Bu nedenle,

∑
χ mod q

χ(−1)=−1

∗χ(2)L (m,χ)L (n, χ)

=
∑

χ mod q
χ(−1)=−1

∗
(

1

2n
+

1

2m

)−1(
L
(
m,χχ0

2

)
L
(
n, χχ0

2

)
−
(
1 +

1

2m+n

)
L (m,χ)L (n, χ)

)

= −(2πi)m+n

4m!n!

m+n∑
l=0

rm,n,lq
l−m−n+1

(
2l − 2m+n − 2

2m + 2n

)∏
p|q

(
1− 1

p

)(
1− 1

pl

)(
1− 1

pl−m−n+1

)
elde edilir. Bu da lemmadaki ikinci eşitliği kanıtlar. □

Teorem 4.5. q bir kare barındıran sayı, m ≡ n ≡ 1 (mod 2) olsun ve (u, q) = 1 koşulunu

sağlayan u tamsayısı verilsin. Bu durumda,

q∑
a=1

′
q∑

b=1

′S (u, a, q)S (u, b, q)s(ab,m, n, q)

=
q3

ϕ (q)

m+n∑
l=0

rm,n,l.q
l−m−n+1

∏
p|q

(
1− 1

p

)(
1− 1

pl

)(
1− 1

pl−m−n+1

)

dir. Burada
q∑

a=1

′ , tüm (a, q) = 1 olmak üzere 1 ≤ a ≤ q üzerindeki toplamı gösterir,∏
p|q

çarpımı q ’nun tüm farklı asal bölenleri üzerindedir. ϕ (q) Euler fonksiyonu, f (n) ise

f (n) fonksiyonunun karmaşık eşleniğidir, Bm Bernoulli sayısı,

rm,n,l = Bm+n−l

m∑
a=0

n∑
b=0

Bm−aBn−b

(
m
a

)(
n
b

)(
a+b+1
m+n−l

)
a+ b+ 1

dir.

İspat Daha önce elde edilen aşağıdaki özdeşlikle başlayalım,

q∑
a=1

′χ (a)S (u, a, q)

=

q∑
a=1

′χ (a)

q∑
b=1

′e

(
ub+ ab̄

q

)
=

q∑
b=1

′e

(
ub

q

) q∑
a=1

′χ (a) e

(
ab̄

q

)

= τ (χ)

q∑
b=1

′χ (b) e

(
ub

q

)
= χ (u) τ 2 (χ) . (4.5)
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Burada, τ (χ) = G(1, χ) dir. Lemma 4.2 ve (4.5) özdeşliği kullanılırsa,
q∑

a=1

′
q∑

b=1

′S (u, a, q)S (u, b, q)s(ab,m, n, q)

=
−4m!n!

(2πi)m+n qm+n−1

∑
d|q

dm+n

ϕ (d)

∑
χ mod d

χ(−1)=−1

q∑
a=1

′
q∑

b=1

′S (u, a, q)S (u, b, q)χ
(
ab
)
L (m,χ)L (n, χ)

=
−4m!n!

(2πi)m+n qm+n−1

∑
d|q

dm+n

ϕ (d)

∑
χ mod d

χ(−1)=−1

∣∣τ (χχ0
q

)∣∣4 L (m,χ)L (n, χ)

yazılabilir. Tek bir kare barındıran sayı olan q ve ilkel olmayan karakter χ(mod q) için,

τ (χ) =

q∑
a=1

χ (a) e

(
a

q

)
= 0

ifadesi ve Gauss toplamları özelliklerinden d|q ve d ̸= q olursa τ
(
χχ0

q

)
= 0 olur. d = q

ve χ bir ilkel karakter mod q olursa
∣∣τ (χχ0

q

)∣∣ = √
q elde edilir. Böylece bu bilgiler ve

(4.3) denklemi kullanılırsa,
q∑

a=1

′
q∑

b=1

′S (u, a, q)S (u, b, q)s(ab,m, n, q)

=
−4m!n!

(2πi)m+n

q3

ϕ (q)

∑
χ mod q

χ(−1)=−1

∗L (m,χ)L (n, χ)

=
q3

ϕ (q)

m+n∑
l=0

rm,n,lq
l−m−n+1

∏
p|q

(
1− 1

p

)(
1− 1

pl

)(
1− 1

pl−m−n+1

)
olur. Bu da kanıtı tamamlar. □

Açıklama 4.6. Teorem 4.5’te m = n = 1 alarak, Bernoulli sayılarının B1 = −1/2,

B0 = 1 değerlerini ve q ≥ 1 için

ϕ (q) = q
∏
p|q

(
1− 1

p

)
özdeşliğini kullanarak Liu ve Zhang (2011) çalışmasındaki Teorem 3.1 elde edilir.

Teorem 4.7. q bir kare barındıran sayı olsun. O zaman m ≡ 1 (mod 2) için ve herhangi

bir (u, q) = 1 koşulunu sağlayan u tamsayısı için aşağıdaki özdeşlik sağlanır:
q∑

a=1

′
q∑

b=1

′S (u, a, q)S (u, b, q)s5(2ab,m, q)
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=
q3

ϕ (q)

m+1∑
l=0

rm,1,lq
l−m

(
−2m+2 − 6 + 2l

2m−1 + 1

)∏
p|q

(
1− 1

p

)(
1− 1

pl

)(
1− 1

pl−m

)
.

Burada
q∑

a=1

′ , tüm 1 ≤ a ≤ q üzerindeki toplamı gösterir öyle ki (a, q) = 1,
∏
p|q

çar-

pımı q ’nun tüm farklı asal bölenleri üzerindendir. ϕ Euler fonksiyonu, f (n) ise f (n)

fonksiyonunun karmaşık eşleniğidir.

İspat Lemma 4.3 ’den
q∑

a=1

′
q∑

b=1

′S (u, a, q)S (u, b, q)s5(2ab,m, q)

=

q∑
a=1

′
q∑

b=1

′S (u, a, q)S (u, b, q)
{
2s
(
2ab,m, 1, q

)
− 4s

(
ab,m, 1, q

)}
= 2

q∑
a=1

′
q∑

b=1

′S (u, a, q)S (u, b, q)s
(
2ab,m, 1, q

)
− 4

q∑
a=1

′
q∑

b=1

′S (u, a, q)S (u, b, q)s
(
ab,m, 1, q

)
= 2W1 − 4W2 (4.6)

olur. W2 ’nin Teorem 4.5 in n = 1 özel haline eşit olduğu gözlemlenebilir. O halde

W1 hesaplansın. (4.4) ve (4.5) denklemleri ve Teorem 4.5 ’te verilen benzer eşitlikler

yardımıyla görülür ki,

W1 =
−4m!

(2πi)m+1 qm

∑
d|q

dm+1

ϕ (d)

∑
χ mod d

χ(−1)=−1

q∑
a=1

′
q∑

b=1

′S (u, a, q)S (u, b, q)χ
(
2ab
)
L (m,χ)L (1, χ)

=
−4m!

(2πi)m+1 qm

∑
d|q

dm+1

ϕ (d)

∑
χ mod d

χ(−1)=−1

∣∣τ (χχ0
q

)∣∣4 χ (2)L (m,χ)L (1, χ)

=
q3

ϕ (q)

m+1∑
l=0

rm,1,l.q
l−m

(
2l − 2m+1 − 2

2m + 2

)∏
p|q

(
1− 1

p

)(
1− 1

pl

)(
1− 1

pl−m

)
dir. W1 ve W2 ifadeleri (4.6) ’da yerine konulursa kanıt tamamlanır. □

Teorem 4.8. q bir kare barındıran sayı olsun. O halde n ≡ 1 (mod 2) ve (u, q) = 1

koşulunu sağlayan u tamsayısı için,
q∑

a=1

′
q∑

b=1

′S (u, a, q)S (u, b, q)s3(ab, n, q)
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=
q3

ϕ (q)

n+1∑
l=0

r1,n,l.q
l−n

(
5.2n + 6− 2l+1

2n−1 + 1

)∏
p|q

(
1− 1

p

)(
1− 1

pl

)(
1− 1

pl−n

)
.

İspat Genelleştirilmiş Hardy toplam s3 (h, n, q) ile genelleştirilmiş Dedekind toplamları

arasındaki ilişki, Tian (2018) deki çalışmada şu şekilde verilir:

s3 (h, n, q) = 2s (h, 1, n, q)− 4s (2h, 1, n, q) , (q ve n tek sayı ise).

Bu ifade kullanılarak ve Teorem 4.7’nin kanıtındaki adımlar takip edilerek istenen formül

elde edilir. □
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5. SONUÇLAR

Bu tez çalışmasında, Gauss toplamının özellikleri ve Dirichlet L−fonksiyonunun or-

talama değer formülleri kullanılarak, ilk olarak genelleştirilmiş Dedekind toplamları ve

Kloosterman toplamını içeren ortalama değer formül elde edildi. Ayrıca, genelleştirilmiş

Hardy toplamlarının genelleştirilmiş Dedekind toplamları cinsinden ifadeleri yardımıyla

genelleştirilmiş Hardy toplamları ve Kloosterman toplamları için de benzer formüller ve-

rildi.
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