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OZET

GENELLESTIRILMIS TAKSIKAB UZAKLIK FORMULLERI

Kader ULUG
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal
Damsman: Do¢. Dr. Harun Baris COLAKOGLU
Mayis 2022; 58 sayfa

Uc bolimden olusan bu tezde, Oklid geometrisinde iyi bilinen uzaklik
formiillerinin genellestirilmis taksikab geometrisindeki karsiliklart verilmis, buna ek
olarak Oklid geometrisinde iyi bilinen Pisagor teoreminin genellestirilmis taksikab
diizlem geometrisindeki bir karsilig1 belirlenmistir. Birinci béliimde, Oklid diizlem
geometrisi metrik yaklasimla aksiyomatik olarak tanimlanmis ve Oklidyen olmayan
geometriler sinifinda yer alan bir metrik geometri 6rnegi olan genellestirilmis taksikab
diizlem geometri tamtilmistir. Ikinci boliimde, Oklid geometrisinde iki temel nesne
arasindaki uzaklik formiilleri, daha agik olarak diizlemde bir nokta ve bir dogru, iki
dogru, uzayda bir nokta ve bir dogru, bir nokta ve bir diizlem, bir dogru ve bir diizlem,
iki diizlem, paralel iki dogru, aykir1 iki dogru, n boyutlu uzayda bir nokta ve bir
hiperdiizlem, bir nokta ve bir dogru, aykir1 iki dogru arasindaki Oklid uzakliklar1 ve
Pisagor teoremi derlenmistir. Ugiincii béliimde, ikinci boliimde verilen tiim formiillerin
genellestirilmis taksikab geometrideki karsiliklar1 belirlenmistir. Pisagor teoreminin
genellestirilmis taksikab karsilig1 ek bir parametreye bagli olarak elde edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Genellestirilmis taksikab metrigi, Oklid geometrisi,
Pisagor teoremi, Uzaklik formiilleri
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ABSTRACT

GENERALIZED TAXICAB DISTANCE FORMULAE

Kader ULUG
MSc Thesis in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Harun Baris COLAKOGLU
May 2022; 58 pages

In this thesis, which consists of three parts, the analogues of the distance
formulas which are well known in Euclidean geometry, are given for the generalized
taxicab geometry, in addition, an analogue of the well-known Pythagorean theorem in
Euclidean geometry is given for the generalized taxicab plane geometry. In the first
chapter, Euclidean plane geometry is defined axiomatically with the metric approach
and the generalized taxicab plane geometry, which is an example of metric geometry in
the class of non-Euclidean geometries, is introduced. In the second part, the distance
formulas between two basic elements in Euclidean geometry, more precisely a point and
a line and two parallel lines in the plane; a point and a line, a point and a plane, a line
and a plane, two parallel planes, two parallel lines and two skew lines in the three
dimensional space; a point and a hyperplane, a point and a line, two skew lines in
n-dimensional space, and the Pythagorean theorem are compiled. In the third part, the
generalized taxicab geometry equivalents of all the formulas given in the second part
are determined and an analogue of the Pythagorean theorem is obtained depending on
an additional parameter, in the generalized taxicab plane geometry.

KEYWORDS: Distance formulae, Euclidean geometry, Generalized taxicab metric,
Pythagoras theorem
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ONSOZ

Bu tezde, geometride iyi bilinen Oklid uzaklik formiillerinin genellestirilmis
taksikab karsiliklar1 incelenmistir. Once iki, {ic ve n boyutlu uzayda Oklid uzaklik
formtilleri verilmis, daha sonra ayni temel nesneler arasindaki genellestirilmis taksikab
uzaklik formiilleri belirlenmistir. Ek olarak, Oklid diizleminde iyi bilinen Pisagor
teoreminin genellestirilmis taksikab diizlemdeki karsilig1 belirlenmistir.

Tez konumun belirlenmesinde, hazirlanmasinda ve diizenlenmesinde yardim ve
fedakarligini esirgemeyen, calismalarimda bana yol gosteren degerli danisman hocam
Sayin Dog¢. Dr. Harun Baris COLAKOGLU'na tesekkiir ediyorum.

Bu calismami, hayatim boyunca beni destekleyerek cesaretlendiren, maddi ve
manevi destegini esirgemeyen aileme ithaf ediyorum.
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GIRIS K. ULUG

1. GIRIS

Son yillarda metrikler ve 6zellikleri matematigin disinda, veri madenciligi, makine
ogrenmesi, sekil tanima vb. gibi bir cok uygulama alanlarinda 6nemli rol oynamaktadir.
Ozellikle 7,-metrigi ve onun zel halleri olan taksikab, Oklid ve maksimum metrikleri bu
uygulamalarda sikhkla kullanilmaktadir. Bu tezde, (Colakoglu 2019a) calismasi temel
kaynak alinarak, genellestirilmis veya agirlikli taksi metriginin -bu agirhklarin gorece
onemli farkli kriter veya boyut yansitabilecegi géz énunde bulundurarak- bazi uzaklik
Ozellikleri belirlenmistir. Bu 0Ozellikler iki, ¢ ve n boyutlu uzaylarda iki temel nesne
arasindaki genellestirilmis taksikab uzakhginin belirlenmesi seklinde degerlendirilebile-
cegi gibi bu metrikler yardimiyla kurulan, bir aksiyomatik yapiya sahip ve Oklidyen ol-
mayan geometriler sinifinda yer alan bir metrik geometrinin uzaklk 6zellikleri seklinde

de degerlendirilebilecek sekilde g6z 6niine alinmistir.

Geometride aksiyomatik yaklasim Oklid (MO 330-275) ile baglar. Daha 6ncesin-
de benzer cesitli calismalar yapilmis olsa da bu sekilde organize edilmis ve gunimiize
ulasabilen tek ve en unlii calisma ona aittir. OKlid’in yazdigi 13 ciltlik Elemanlar adli
kitabin basinda ilk modern aksiyomatik yapi gézlenmektedir. Oklid, eserinin girisinde 5
aksiyom, 5 postulat ve 23 tanim vermis, devamindaki teoremlerini bunlara dayandirarak
sistematik bir sekilde kanitlamistir. Ginimiizde modern aksiyomatik sistemle, “tanimsiz
terimler”, bu terimlerin birbiriyle iliskilerini belirleyen “tanimsiz bagintilar”, ispatlan-
madan dogru kabul edilen “aksiyomlar” ve bu terim, baginti, aksiyom ve gegerli bir man-
tik sistemi kullanilarak elde edilen “teoremler”den olugsan tutarli ve bagimsiz matematik-
sel yapi kastedilir. Oklid’den sonra, Oklid geometrisi ve ayni yapidaki diger geometriler
-yani genel olarak Oklidyen geometriler- icin bu sekilde bir aksiyomatik yapi olusturma
cabalari oldukga uzun siirmiistir. Oklidyen geometrinin en meshur aksiyomatik sistem-
leri David Hilbert’in (Hilbert 1902) sentetik sistemi, George David Birkhoff’un (Birkhoff
1932) metrik sistemi ve Eugene F. Krause’nin (Krause 1987) verdigi, bunlarin bir modi-
fikasyonu olan ve agagida ayrintilari verilmis olan sistemdir. Oklidyen geometri icin ali-
nacak olan bu aksiyom sistemlerine ait aksiyomlardan en az birini saglamayan geometriler

Oklidyen olmayan geometri olarak tanimlanir (Colakoglu 2009).
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Oklidyen geometri icin Eugene F. Krause’nin verdigi 13 aksiyomluk sistem asagi-
daki gibidir:

P : noktalar kiimesini,
L : P nin bazi alt kiimelerinin bir ailesi olan dogrular kiimesini,
d : uzakhk fonksiyonunu,

m : acgl 6lcuim fonksiyonunu

gostermek Uizere asagidaki 13 aksiyomu saglayan [P, I, d, m] yapisina Oklidyen geometri

denir:
[E1] Verilen iki noktayi iceren bir tek dogru vardir.
[E2] Her dogru en az iki nokta icerir. P kiimesi dogrusal olmayan en az u¢ nokta icerir.

[E3] d, her sirali (A, B) nokta ciftine bir tek negatif olmayan d (A, B) sayisini esler.
d (A, B) = 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul A = B olmasidir.

[E4] d(A, B) = d (B, A) dir.
[E5] d(A, B) +d(B,C) > d(A,C) dir.

[E6] Verilen her [ dogrusu icin dyle birebir ve orten f; : [ — R fonksiyonu vardir ki,

Uzerindeki her A ve B noktalari igin
|fi (A) = fi(B)| =d (A, B)
saglanir.

[E7] Verilen her bir [ dogrusu icin P nin, yari-dizlem seklinde adlandirilan ve agagidaki

ozellikleri saglayan H; ve H, gibi iki alt kimesi vardir:

i) Hy, ve Hy konvekstir.
i) HH U Hy =P — [ dir. (P — I, P den [ nin atilmigi demektir).
iii)Ae H ve Be Hyise ABNI # & dir.

[E8] m, her bir agty! 0 ile 180 arasinda degigen bir reel sayiya esler.

2
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[E9] Bir H yari-diizleminin kenari uzerinde bir [AB 1gini ve 0 ile 180 arasinda herhangi
bir r reel sayisi verildiginde P € H ve m/PAB = r olacak sekilde bir tek [AP igini

vardir.
[E10] Eger D noktasi ZABC agisinin i¢ bolgesinde ise,
m/ABD +m/DBC = m/ABC
saglanir.
[E11] EQGer B noktasl, A ile C arasindave D ¢ AC'ise,
mZABD +mZDBC = 180

saglanir.

[E12] Iki ticgenin kose noktalari arasinda birebir bir esleme verilsin. Eger birinci ticgenin
iki kenari ve aralarindaki acl, ikinci tiggenin karsilik gelen kenarlarina ve agisina es ise bu

tcgenler estir.

[E13] [ dogrusu ve diginda bir P noktasi verilsin. Bu durumda P noktasindan gegen ve [

dogrusuna paralel olan bir tek dogru vardir.

Metrik yaklasimla Oklid diizlemi agagidaki gibi tanimlanabilmektedir:

Noktalar kiimesi:
R? = {(z,y) : 3,y € R}

Dogrular kiimesi:

Lg = 1,Ulup

= {(z,y) eR*:z=0a,ac R} U{(z,y) €eR*:y = ma +b,b,m € R}
Uzerinde bulunma bagintisi:
(x,y)ol,&x=a ve (x,y)olnpy=mz+b

Uzaklik fonksiyonu: P, = (x1, 1) Ve Py = (x2, y9) noktalari igin

dp(Pr, P) = [(21 — 22)° + (1 — 42)°] v

3
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Aci 6lgme fonksiyonu: Herhangi bir ZABC agisl igin

my(ZABC) = (2@) cos™ <||;A__§|’ ||CO_—2||)

seklinde tanimlanmak tizere [R?, Ly, dg, mg] Sistemine Oklid diizlemi denir. Bu yapi
yukaridaki 13 aksiyomu saglar ve bir Oklidyen geometri modelidir. Her [P, L, d, m] Ok-
lidyen geometri modeli [R?, Ly, dg, mg] sistemine izomorftur. Bu yaklagimda metrik

degistirilerek yeni geometriler elde edilebilmektedir (Milmann ve Parker 1991).
Taksikab metrigi, Minkowski metrigi veya [, metrigi olarak bilinen
dp(P1, Py) = (|21 — w2l + |y1 — 2|")'/”

metriginin p = 1 icin 6zel halidir. Taksikab geometri ilk olarak Karl Menger (Menger
1952) tarafindan takdim edilmistir ve Krause tarafindan gelistirilmistir. Taksikab diiz-
lem, [R2, L, d, mg] sisteminde Oklid metrigi yerine taksikab metrik alinarak elde edilir.
Dolayistyla Oklid diizlemiyle hemen hemen ayni yapiya sahiptir. Nokta ve dogrular
aynidir ve acilar da ayni yolla 6lculir, fakat uzaklik fonksiyonu farkhdir. Taksikab uzaklik
fonksiyonu dr ile gosterilir. [R2, L, dr] veya [R?, Lg, dp, mg] sistemi taksikab diizlem

olarak tanimlanir.

Genellestirilmis taksikab metrigi ise L. J. Wallen (Wallen 1995) tarafindan tani-

tilmistir. Dlzlemde genellestirilmis taksikab metrigi asagidaki gibi tanimlanir:

Tanim 1.1. P, = (z1,31) ve P, = (w2,92), R? de iki nokta ve \;, A\, pozitif reel sayilar

olmak tizere genellestirilmis taksikab uzaklik fonksiyonu dr, : R* x R* — [0, o0);
dTg(Pla Py) = M |21 — 2| + Ao |th — y2

seklinde tanimlanir ve dTg(Pl, P,) negatif olmayan reel sayisina da P, ve P, noktalari

arasindaki genellestirilmis taksikab uzaklik denir.

Burada \; ve \, katsayilarinin dnceden belirlenmis ve sabitlenmis oldugunu disii-
necegiz. Aksi takdirde dr, fonksiyonu iyi taniml olmayacaktir. Burada dy, gosterimi-

Ni dr,(x,,0.) $S€Klinde kullanarak fonksiyonu iyi tanimh kilmak da mimkinddr. Ancak

4



GIRIS K. ULUG

yazimda kolaylik saglamak ve literatlire uymak igin fonksiyonu dr, seklinde gostermeye

devam edecegiz.

Bu metrik; 3 boyutlu uzaydaki P, = (x1,y1,21) Ve P» = (9, Y2, 22) Noktalari icin

A1, Az, Az Katsayilari pozitif reel sayilar olmak Gzere dr, : R3 x R® — [0,00);
dr,(P1, Pa) = A1 o1 — @2 + Ao [yr — 92| + A3 |21 — 22|

seklinde, n boyutlu uzaydaki P, = (x4, za,...2,), Po = (y1, Y2, ---yn) € R™ noktalari igin

de Ay, Ag,..., A, Katsayilari pozitif reel sayilar olmak tzere dr, : R x R" — [0, 00);
dr,(P1, Py) = A |o1 — 31| + Ao 2o — o] + - 4 A |20 — ]
seklinde tanimlanir.

Geometrik olarak P, ve P, noktalari arasindaki Oklid uzakhgi bu iki noktay! bir-
lestiren dogru parcasinin uzunlugu iken, genellestirilmis taksikab uzakhk, bu noktalari
Sekil 1.1°deki gibi, koordinat eksenlerine paralel olarak birlestiren dogru parcalarinin

agirlikh uzunluklarinin toplamidir.

Sekil 1.1. ki nokta arasindaki uzakliklar

Asagidaki iki teoremde, dp, fonksiyonunun diizlemde bir metrik belirttigi ve her

dogrunun cetvele sahip oldugu gosterilmistir:

Teorem 1.2. dr, uzaklik fonksiyonu bir metriktir.

Ispat dr, fonksiyonunun metrik aksiyomlarini sagladigini gosterecegiz. Yani fonksiyo-
nun pozitif tanimh oldugunu, simetrik oldugunu ve (icgen esitsizligini sagladigini gostere-

cegiz.
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|) Her P, = (I‘l,yl),PQ = (Ig,y2> S R? ve )\1,/\2 > 0 |Q|n )\1‘1’1 —y1| > 0 ve
Ag |2 — 2| > 0 oldugundan dr, (P, o) = A1 |21 — y1| + Az |22 — y2| > 0 dir. Ayrica,

dr,(P1, Py) = MAi|or— 2] + A2 |y — 92| =0
= |vp—m| = |y —y2| =0
= T1=T2V€Y1 = Y2
~ P =P

dir.
i) Her Py = (21, 41), P» = (22,92) € R*igin

dTg(Pth) = A |z1— 22| + A2 |v1 — y2
= M|re — 21|+ A2 |y2 — w1
== dTg(P27P1)

dir.
i) Her Py = (x1,y1), P = (w2, 2), Ps = (23,93) € R? icin

dr, (P, P3) = Ail|og —x3] + Mg lyr — ys]

At @y — @3 4+ @2 — xa| + A2 ly1 — Y3 + Y2 — Yo

< A fr = @+ A e — @3] + Ae [yr — ol + A2 |y2 — v
< dr,(P1, Py) +dr, (P, Ps)
dir.
O halde dr, genellestirilmis taksikab uzaklik fonksiyonu bir metriktir. O

Siradaki teoremde, genellestirilmis taksikab diizlemde her dogrunun bir cetvele sahip

oldugu gosterilmistir:

Teorem 1.3. [RQ, LE7 dTg7 mE} sisteminde fl l, — R, f1 (a, y) = )\2y ve f2 : lm,b — R,
fo(z,y) = x(A\1 + A2 |m]) fonksiyonlari sirasiyla dikey ve dikey olmayan dogrular igin

cetveldir.
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Ispat Once f; ve f, fonksiyonlarinin bire-bir ve érten olduklarini gosterelim:

a,y1,y2 € Rigin Py = (a,y1), P> = (a,2) € l, alalim. Eger fi(a,y1) = fi(a,y2) ise
y1 = yo Ve dolayisiyla P, = P, dir. Yani f; fonksiyonu birebirdir. Ayrica, her ¢t € R igin
fi(a,y) = t olacak sekilde y € R -dolayisiyla (a,y) € l,- vardir. O halde f; fonksiyonu

ortendir.

T1,Ty € R,y = may +bVeys = may +0icin Py = (z1,y1), By = (22,%2) € Ly
alahm. Eger fo(x1,11) = fo(wo,y2) iSe, 3 = x5 ve dolayisiyla y; = y» dir. Yani,
P = @ dur ve f, fonksiyonu birebirdir. Ayrica, her ¢ € R igin fo(z,y) = t olacak sekilde
r = [t/(M+ X |m|)] € Rvey = (mz +b) € R -dolayisiyla (x,y) € I,,,- vardir. O

halde f> fonksiyonu Ortendir.

Son olarak; her Py, P, € I, igin | f1(P1) — fi(P)| = dg,(P1, P2) ve her P, P, € I, igin
|f2(Pr) = fo(P2)| = dr, (P, P) esitliklerinin saglandigini gosterelim:

Py = (a,11), Py = (a,y2) €, olsun. Buna gore,

|[1(P1) = fi(P2)| = A2 |yr — yo| = dr, (P1, P2)

dir. O halde f; : [, — R, fi(a,y) = Aoy fonksiyonu dikey dogrular icin cetveldir.
P = (wl,yl),Pg = ($2,y2) € lmJ, olsun. P =5 iken

|fo(P1) = fo(P2)| = 0 = dr, (P1, )

dir. P, # P, ikenm = 2L %2 e
Ty — T2
|fo(P1) = fo(Po)| = |21 — 22| | A1 + A2 [m]]
|y1_y2|)
|71 — 23
= M| — 2| + A2 1 — vo

= |I‘1 — :U2’ ()\1 + )\2

— dTg(Pla-PQ)

elde edilir. O halde f5 : l,,, — R, fa(z,y) = z(A\1 + A2 |m|) fonksiyonu da dikey

olmayan dogrular icin cetveldir. O
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Bunagore [R?, Lg, dr,] veya [R?, Lg, dr,, mg] sistemi bir metrik geometri mode-
lidir. Taksikab diizleme benzer sekilde, bu diizlem de Oklidyen geometri aksiyomlarindan
sadece KAK aksiyomunu saglamaz. Bu aksiyomun saglanmadigi asagidaki 6rnekte gos-
terilmigtir. Yani, genellestirilmis taksikab diizlem geometri, Oklidyen olmayan geomet-
riler sinifindadir. n-boyutlu genellestirilmis taksikab uzay []R”, Lg, dTg] veya

[R", Lg, dr,, mg] de benzer sekilde olusturulur.

Ornek 1.4. Sekil 1.2°de A = (0,0), B = (1,1), C = (—1,1) dir. Buna gore,

dTg (C, A) = dTg (B, A) =M+ Ay Ve dTg (B, C) =2\

AL+ A
A2

AL+ Ao

dir. Simdi D = (2,0), E = (2, 3
1

Jve F = (2+

,0) olsun. Buna gore,
dTg(D,E) :dTg(D,F) =X+ Ay Ve dTg<E, F) :2()\1+/\2)
olur. Ayrica,
dr,(B,C) = dr,(E, F)

olmasi i¢in As = 0 olmalidir. Ancak A, > 0 olacak sekilde tanimlanmistir. Burada dikkat

edilirse, CAB ve EDF ucgenleri igin
dr,(C,A) = dr,(E, D) = dr,(B, A) = dr,(F, D) = A\ + Ao
ve
mp(LCAB) = mg(LEDF) = 90°

dir. Ancak CAB ve EDF ucgenleri es degildir. O halde genellestirilmis taksikab duzle-
minde KAK aksiyomunu saglamaz.
4

E

Cs L B

1 4 1 D F

Sekil 1.2. Genellestirilmis taksikab diizlemde KAK aksiyomu
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Bu tezde, genellestirilmis taksikab geometride belirleyecegimiz formullerin 6nce Ok-
lid geometrisindeki orijinal hallerini ifade ve ispat edecegiz. Bu formiller iki temel nesne,
daha acik olarak duzlemde bir nokta ve bir dogru, iki dogru, uzayda bir nokta ve bir
dogru, bir nokta ve bir diizlem, bir dogru ve bir dizlem, iki dizlem, paralel iki dogru,
aykiri iki dogru, n boyutlu uzayda bir nokta ve bir hiperdiizlem, bir nokta ve bir dogru,
aykiri iki dogru arasindaki arasindaki uzakliklaridir. Ek olarak, Oklid diizleminde Pisagor
teoremini ifade ve ispat edecegiz. Daha sonra, ayni formullerin genellestirilmis taksikab

geometrideki karsiliklarinu verecegiz.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde, 6nce Oklid geometrisinde iki temel nesne arasinda bilinen uzaklik for-

miilleri (Ozdemir 2021) kaynagindan yararlanilarak verilmistir.

2.1. Oklid Geometrisinde Uzaklik Formilleri

Oklid geometrisindeki uzakliklar formiillerini 6nce diizlemde, sonra i¢ boyutlu uzay-

da ve son olarak n boyutlu uzayda verecegiz:

2.1.1. Oklid diizleminde uzaklik formulleri

Bu kisimda bir noktanin bir dogruya olan uzakligt, iki dogru arasindaki uzaklik for-

malleri ve Pisagor teoremi ispatlariyla verilecektir.

1) Bir noktanin bir dogruya olan Oklid uzakhgi

Teorem 2.5. Dizlemde bir A = (xg,yo) noktasinin ax + by + ¢ = 0 dogrusuna olan

uzakligi
lazo + byo + |
Va? + b?
dir.

Ispat Eger A noktasi dogru tizerindeyse esitligin sagladigi aciktir. A noktasi dogrunun
disinda olsun.

i) Eger dogru y-eksenine paralel ise, b = 0 dir ve dogrunun denklemi az + ¢ = 0 dir.
Bu durumda dogru lzerindeki noktalarin apsisleri —2 dir. A noktasinin bu dogruya olan

uzakhgi

dir. O halde denklem saglar.

i) Eger dogru z-eksenine paralel ise, a = 0 dir ve dogrunun denklemi by + ¢ = 0 dir. Bu

durumda dogru Ulzerindeki noktalarin ordinatlari —g dir. A noktasinin bu dogruya olan
uzakhgi

. \byo + ¢|

Yo~ (_g) T

10
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dir. O halde denklem saglar.

iii) Eger dogru koordinat eksenlerine paralel degil ise a # 0 = b dir ve dogrunun denklemi
ax + by + ¢ = 0 dir (Sekil 2.1). Bu dogrunun egimi m = tana = —¢ dir. A = (20, yo)
noktasinin bu dogruya uzakhgini ¢ ile gosterelim. A noktasindan gecen ve y-eksenine

paralel dogru dogruyu bir noktada keser. Bu noktaya B noktasi diyelim. Buna gore,

¢ =|AB]|.|cosq|
dir. B noktasinin apsisi z, ordinati ise nokta dogru tizerinde oldugundan % dir.
O halde,
—axg — C lazo + byo + |
AB| = — =
| | Yo b |b[
dir.
b
|cos ar| = —| |
olduguna gore,
|CL.7}0 + byo + C| |b‘
¢ = |AB].|cosal =
4B Jeosal e
_ axo 4 byo + |
Va? + b?
olarak bulunur.
Yy
0
/ i x

Sekil 2.1. Bir noktanin bir dogruya olan Oklid uzaklig

2) Iki dogru arasindaki Oklid uzakhg

Dizlemde farkli iki dogru ya paraleldir ya da bir tek noktada kesisirler. Kesisen
dogrular arasindaki uzakhk 0 dir. Dogrular paralel ise dogrulardan birinin Gzerindeki bir

noktanin diger dogruya olan uzakhgi iki dogru arasindaki uzakligi belirler.

11



KAYNAK TARAMASI K. ULUG

Teorem 2.6. Duzlemde bir paralel ax + by + ¢; = 0 ve ax + by + ¢ = 0 dogrulari

arasindaki uzaklik
lc1 — ¢

V& 1
dir.

Ispat A = (x0, yo) NOKtasl ax + by + ¢; = 0 dogrusu uzerinde bir nokta olsun (Sekil
2.2). O halde axq + byo + ¢1 = 0 dir. Bu A noktasinin ax + by + ¢o = 0 dogrusuna olan

uzakhg iki dogru arasindaki uzakhga esittir. Bu uzaklk

laxo +byo + o] |—c1 | er — o

Va2 + 12 V@ Va2

seklinde bulunur.

y

// ’

Sekil 2.2. Paralel iki dogru arasindaki Oklid uzakhgi

2.1.2.  Oklid duizleminde Pisagor teoremi

Teorem 2.7. Bir ABC lggeninin kenar uzunluklar dg(B,C) = a, dg(A,C) = b ve
dp(A, B) = cdir. ABC uggeninin A kosesine ait agisinin dik olmasi igin gerek ve yeter
kosul

a? = b> + 2
olmasidir.

Ispat (:=) ABC licgeninin A kdsesine ait aci dik olsun. A noktasindan BC dogrusuna
bir dik inelim ve bu dikmenin ayagina H diyelim. dg(B,H) = a. ve dg(C, H) = a

12
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olsun (Sekil 2.3). AHB, CHA ve CAB ucgenlerinin benzerliklerinden b? = a;.a ve

c? = a..a elde edilir. Taraf tarafa toplanirsa istenilen a? = b2 + 2 bagintisi elde edilir.

A

B acH ap C

a

Sekil 2.3. Pisagor teoremi

(«:) Kabul edelim ki ABC Ug¢geninin kenarlari arasinda a? = »? + ¢* bagintisi olsun.
Simdi, A’ acisi dik olan ve dg(A’,C") = b ve dg(A’, B') = c dzelliginde bir A’B'C’
licgeni g6z oniine alalim. Pisagor teoremi geregince dg(B',C") = Vb2 + 2 = a dir.
Buna gore, ABC ve A’B’C" lggenleri KKK eslik teoremi geregince estir. O halde A
acisi diktir. O

2.1.3.  Ug boyutlu Oklid uzayinda uzakhk formulleri

Uc boyutlu uzayda temel nesneler arasindaki uzakliklar, bir noktanin bir diizleme
olan uzakhgi, iki dizlem arasindaki uzaklik, bir dogrunun bir diizleme olan uzakligi,
bir noktanin bir dogruya olan uzakligi, ayni diizlemde iki dogru arasindaki uzakhk ve
aykiri iki dogru arasindaki uzaklik olarak siralanabilir. Bu formalleri belirlemeden 6nce,
bu formilleri belirlemede kullanilan Oklid i¢ carpimi, vektorel carpim ve karma carpimla

ilgili temel bilgileri verelim:
Oklid 1¢ Carpimi
R3te & = (1,91, 21) Ve y = (T2, Y2, 22) Vektorlerinin OKlid i¢ carpimi

(T, y) = 2101 + T2y + T3y3

seklinde tanimlanir. Dikkat edilirse, (z,y) = (y, z), (x £ y, z) = (x, z) = (y, z) ve

(@, 2) = 2% + 23 + 23 = ||| dir.

13
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Teorem 2.8. z ve y, R3 te iki vektor olsun. Bu vektdrlerin arasindaki aginin 6lgust 0 ise

(z,y)
|| [yl

cosf =

olmasidir.

Ispat R3 te aralarindaki agisinin él¢iisii 6 olan z ve y vektorlerini alalim. z, y vektorleri
bir Gicgen olusturur (Sekil 2.4). Bu ucgenin kenar uzunluklari ||z||,||y|| ve ||z — y]| dir.

Bu tg¢gende kosinis teoreminden
2 2 2
lz —ylI” = =l + ylI” — 2= ||yl cos &
yazihr. Ayrica

lz—yl> = (z-—yz-y) =(x—y.z)— (x—y,y)
= (z,z) —(y,z) — (z,9) +(y,9)
= |lz|* —2(z, y) + |y

dir. O halde
Izl + yl* = 2|z lyllcosd = |zl —2(z, y) + [y
|| |yl cost = (z,y)
buradan da
cosf = (. y)
| |yl

esitligi elde edilir.

X

Sekil 2.4. 1ki vektoriin olusturdugu ticgen

Buna gore, iki vektorin birbirine dik olmasi igin gerek ve yeter kosul bu iki

vektorin i¢ carpimlarinin 0 olmasidir.

14
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Teorem 2.9. = ve y, R3 te iki vektor olsun. z vektoriinin gy vektori Uzerindeki dik

izdlsum vektori ve bu vektorin uzunlugu asagidaki formullerle hesaplanr:

—~

(2, y)|
1yl

x,y)
YY)

Lizdy = Y ve ||mzzdy || -

—~

olmasidir.

Ispat e, y vektoriyle ayni yonde birim vektor, z ve y vektorleri arasindaki aginin 6lgisti
de 6 olsun (Sekil 2.5).

[®:zayll =[] |cos 6]
[EAINE7 1yl

dir. <m> degeri ise, x;.q, Vektorunin y vektdriine gore (pozitif yon) yénli uzunlugudur.

6 < 90° ise pozitif, > 90° ise negatiftir. O halde bu deger e vektoru ile garpilirsa x;.4,

vektori elde edilir:

e _(my (zy y (zy (=y
T Tl el (P ()

elde edilir.

Xizdy e Y Xizdy Y

Sekil 2.5. Bir vektoriin bir vektor tzerine dik izdigumi

Teorem 2.10. z ve y, R? te iki vektor olsun. Bu vektorlerin arasindaki acinin 6lgusi ¢

ise, x ve y vektorleriyle olusturulan paralelkenarin alani

Vi@, 2) () — (@, )

dir.

15
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Ispat Bu iki vektoriin olusturdugu paralelkenarin (Sekil 2.6) alani

Izl [lyllsingd = || ||ly|| V1 - cos?d

_ ||m||||y||\/1‘ m)
= V2l Iyl ~ (. v)°

= \/<w, z) (y,y) — (z, y>2

seklinde elde edilir. Ucgenin alani igin bu deger 2’ye bolundr.

y

Sekil 2.6. 1ki vektortin olusturdugu paralelkenar

Vektorel Carpim

R3te = (w1,y1, 21) Ve y = (xa, Yo, 22) Vektorlerinin vektorel carpimi
i § k
TXY = |21 n =

T2 Y2 Z2

= (y122 — Y221, X221 — T1R2, XT1Y2 — $2?J1)

seklinde tanimlanir. Iki vektoriin vektorel carpimi yine bir vektorddr.

Teorem 2.11. RR3 te verilen iki vektoriin vektorel carpimi bu iki vektore dik olan yeni bir

vektor verir.

ispat x = (r1,y1,21) Ve y = (72,2, 22), R te verilen iki vektor olsun. Bu iki vektoriin
vektorel carpimi © X y = (y122 — Y221, T221 — T122, T1Y — Igyl) dir. <.’B Xy, 5E> =
(x x y,y) = 0 oldugunu gostermeliyiz.

(T Xy, ®) = T1Y122 — T1Y221 + Y1221 — Y1T122 + 21T1Y2 — 2182y1 = 0

(T X Y,Y) = Tay122 — ToYe21 + YaloZ1 — Yo2l122 + 22X1Ys — 292y = 0

16
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oldugu kolayca gorilur. O halde = x y vektdri hem x e hem de y ye diktir. O

Teorem 2.12. x ve y, R3 te iki vektor olsun. Bu vektdrlerin arasindaki aginin 6lgust ¢

ise,  ve y vektorleriyle olusturulan paralelkenarin alani
lz >yl = llz| [yl sino
dir.
Ispat ||z x y||> = (x x y, z x y) dir. Lagrange 6zdesliginden

2 2
|l xyl|” = (z,z)(y,y) — (z, )
2 2 2 2
= | lyl® — ll=|" [|y[|” cos* @
= [lz)*|y]* (1 — cos®#)

2 2 .
= =l [lylI°sin® ¢

dir. O halde ||z x y|| = ||z|| ||y sin @ dir. Bu son esitligin  ve y vektorleriyle olusturu-

lan paralelkenarin alani oldugu agiktir. O
Karma Carpim

R3 te = x y vektoriyle z vektorinin i¢ carpimina x, y, z vektorlerinin karma
carpimi denir ve [z, y, z| ile gosterilir.
Teorem 2.13. R3 te herhangi ti¢ vektor x, y, z icin

[z,y,2] = (xxy,z)=det(z,y, 2)

dir.
Ispat = = (z1,91, 1), ¥y = (T2, Y2, %), 2z = (23, Y3, z3), R? te verilen iig vektor olsun.

(515 XYy, Z> = <(y122 — Y221, X221 — T122,T1Y2 — $2y1) ) (1‘37%7 Z3)>
= ($3y122 — X3Y221,Y3T221 — Y3T122, 23L1Y2 — z3x2y1)

= det(z, y, 2)

dir. O

17
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Teorem 2.14. R3 te herhangi ti¢ vektor z, y, z icin

(@, y, 2] = [y, 2, ]

veya
(xxy,z)=(z,yx2)

dir.
Ispat Tanima gore

(zxy,z) = [z 7]
= det(z,y, 2)
= —det(y, x, 2)
= det(y, z, x)
= (yxz )

= (z,yxz)

elde edilir. 0

Teorem 2.15. R3 te x, y, z vektorlerinin karma garpimi bu t¢ vektorle olusturulan paralel-

yuzlindn hacmine esittir.

Ispat z,y, z vektorleriyle olusturulan paralelyuzliyu g6z onlne alahim (Sekil 2.7).
x, y vektorlerinin olusturdugu paralelkenar paralelyiizlinin tabani olsun. Tabanin alani
|z x y|| dir ve & x y vektorl paralelyizlinin tabanina diktir. Paralelytiziin yuksekligi
h olsun. O halde paralelyizlinin hacmi ||z x y|| h olur. & x y vektori ile z vektori

arasindaki agi 6 ise

(xy z) = |lzxyllz]cosb
=z xylln
bulunur. (z x y,z) = [z, y, z] olduundan [z, y, 2] = ||z x y|| h elde edilir ki bu da

paralelyiizlinin hacmine esittir.

18
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yav |

>

y
Sekil 2.7. Ug vektoriin olusturdugu paralelyiizlii

1) Bir noktanin bir diizleme olan Oklid uzaklig

Teorem 2.16. R3 te bir P = (¢, o, 20) Noktasinin Ax + By + Cz + D = 0 diizlemine

olan uzakhgi
‘AIO + Byo + CZO + D|
A%+ B? 4 (C?
dir.

ispat S(z1,y1, 21) dizlem Uzerinde bir nokta olsun. O halde Ax;+ By;+Cz = —D dir.
P noktasinin Ax + By + C'z+ D = 0 duzlemine olan uzakligi, S P vektoruniin dizlemin
dogrultmani olan N = (A, B, C) vektoriine dik izdiigiim vektoriniin uzunluguna esittir
(Sekil 2.8). Bu uzakhga ¢ dersek

\(N,SP}\ ’(AaB,C)a(ﬂUo—xl,yo—yl,zo—zlﬂ

L= TN = MRy
 (A(wo — 1) + B (yo — y1) + C (20 — 21)|
- VAT B2+ C?
. |Ax0+By0+Czo — (Axl +By1+C’zl)|
- VA F B C?
_ |Axg + Byo + Cz + D|
T JAiB1C2

bulunur.

P
N=(4,B,C)

o N\
NN :

Ax+By+Cz+D=0

Sekil 2.8. Bir noktanin bir diizleme olan Oklid uzakhig

19
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2) 1ki diizlem arasindaki Oklid uzakligi
Uzayda farkl iki diizlem ya bir dogru boyunca kesisir ve aralarindaki uzaklik 0
dir ya da paraleldir. Paralel iki diizlemden biri Gzerinde alinan bir noktanin diger diizleme

olan uzakligi sabittir.

Teorem 2.17. R3 te bir Az + By + Cz + D; = 0 ve Ax + By + Cz + D, = 0 paralel

dizlemleri arasindaki uzaklik
|D1 — Dy

dir.

Ispat Az + By+ Cz+ D; = 0 diizlemini w; ile, Az + By + Cz + Dy = 0 diizlemini de
wy ile gosterelim. wy dlizleminin Uzerinde bir P = (x4, y1, z1) noktasi alahm (Sekil 2.9).
Bu noktanin w, diizlemine olan uzakligi

|A$1 + By1 + CZl + Dl‘
VRt B0

dir. P noktasi w, diizlemi izerinde oldugundan Az, + By, + Cz; = — D5 dir. O halde

yukaridaki uzakliktan
|D1 — Dy

formali elde edilir.

Ax+By+Cz+D,=0

N AN
NN D

Ax+By+Cz+D =0

Sekil 2.9. Paralel iki diizlem arasindaki Oklid uzaklig

3) Bir dogrunun bir diizleme olan Oklid uzakhg

Eger dogru duzlemi kesiyorsa aralarindaki uzaklik 0 olur. Eger dogru dizlemi
kesmiyorsa o halde paraleldir. Dogru tizerinde alinan bir noktanin diizleme olan uzakhgi

bulunarak dogrunun dizleme olan uzakligi belirlenir.

20
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4) Bir noktanin bir dogruya olan Oklid uzakhgi

Teorem 2.18. R3 te bir A = (g, yo, 20) NOktasinin, P = (1, y1, 1) noktasindan gegen
ve dogrultusu w = (uq, ug, u3) olan dogruya olan uzakligi p; = zo — 1, py = Yo — Y1,

ps = 2o — 21 olmak lzere,

\/(u1p2 — Uupy)® + (u2ps — uspy)® + (uspy — u1ps)?®

Vui +ud 4 ui

dir.

Ispat A noktasinin dogruya olan uzakligina ¢ diyelim (Sekil 2.10). AP vektoriyle u
vektori arasindaki aci 6 ise
¢ =||AP| sin6
dir.
AP X ul| = AP | u|[ sin 0

oldugu g6z 6niine alinirsa
_||AP x ul]

[u]

14

elde edilir. Eger A = (0, Yo, 20), P = (x1,y1,21) V& u = (uq, ug, u3) ise dogru

d: a(t) = (1,91, 21) + t(u, ug, us)

seklinde ifade edilebilir. Eger p, = o — =1, py = Yo — Y1, P3 = 20 — 21 IS€

/- AP % ul _ [[(z1 — o, y1 — Yo, 21 — 20) X (U, u2, us)||

[ 2] Vuid +ud 4 ui
\/(U1P2 — Uzpy)? + (u2ps — uzpy)® + (uspy — uips)®

Vud 4 ul + ud

elde edilir.

Sekil 2.10. Uzayda bir noktanin bir dogruya olan Oklid uzakhg

21
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5) Ayni duizlemde bulunan iki dogru arasindaki Oklid uzaklhig

Ayni diizlemde bulunan iki dogru ya kesisirler ya da paraleldir. Kesisirlerse ara-
larindaki uzaklk 0 dir. Paralel dogrular ise, birinin Gzerindeki bir noktanin digerine uzak-

[1§1 sabittir. O halde son teoremin direkt sonucu olarak asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 2.19. R3 te paralel

di : oa(t) = (x1, 91, 21) + t(ug, ug, ug)

dy : az(t) = (I27y2a22) +t(U17U2;U3)

dogrulari arasindaki uzaklik p; = (z1 — x2), py = (1 — ¥2), p3 = (21 — 22) olmak Uzere

\/(U1P2 — Uzpy)? + (Uzps — uzpy)? + (uzpy — u1py)?

Vu? +ud + ul

dir.

6) Aykiri iki dogru arasindaki Oklid uzaklig

R3 te A; = (z1,y1,21) noktasindan gegen ve dogrultu vektorl w = (uy, us, us)
olan dogru ile Ay = (x2, s, 22) Noktasindan gegen ve dogrultu vektori v = (vy, vg, v3)
olan dogru aykiri durumda ise u v ve A; A, vektorleri ayni diizlemde olamayacagindan

det(u, v, A1 Ay) # 0 dir.

Teorem 2.20. R3 te sirasiyla, A; = (x1, 41, 21) Ve Ay = (z2, 42, 22) Noktalarindan gegen,

dogrultmanlart u = (uy, us, us) ve v = (v, ve, v3) 0lan ve aykiri durumda olan

Bi(t) = (@1,91,21) + t(ur, uz, us)
Ba(s) = (@2,Y2,22) + s(v1,v2,03)
dogrulari arasindaki uzaklik 6, 4 = u,vs — upv, OlMak lizere

‘(331 — x2)0(2,3) + (Y1 — y2)03,1) + (21 — 22)5(1,2)‘
\/ 0o 031+ 0(10)

dir.
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Ispat Dogrularasirasiyla d; ve d» diyelim. d; e paralel olan ve ds yi kesen bir d} dogrusu
g0z ondne alalim ($ekil 2.11). d} ve d, dogrusu bir w duzlemi belirtir. Ayrica, u, d]
dogrusunun da dogrultmanidir. O halde, u x v vektori w diizleminin normalidir ve d;, w
dizlemine paraleldir. Buna gore, d, tzerindeki noktalarin w dizlemine uzakliklari sabittir
ve bu uzaklik d; tzerindeki bir noktanin w dizlemine uzakligina esittir. d; dogrusunun
w duzlemine dik izdustimi olan dogruyu df ile gosterelim. Bu dogrunun d, dogrusu ile
kesisimi IV noktasi ve d; Uzerinde dik izdlisumi N olan nokta da M olsun. Goéruldigu
Uzere M N hem d; hem de d, dogrularina diktir, yani dogrultmani w x v vektéridir ve
bu 6zellikteki tek dogru parcasidir. Ayrica
min | XY|=|MN|=dg(M,w)

Xed;,Yeda

dir. A; noktasinin d} dogrusu Uzerine dik izdusumu A} olsun. O halde A; A7 L A} A,
olur (Sekil 2.11). A, A; A] dik Ucgeninde dar agl m(AyA; A)) = 0 ise

[MN| = [|A1 A} = [[A1Az]| cos 6

dir. Ayrica
|<A1A2, u X ’U>| = ||A1A2|| ”'LL X ’UH cos 6

oldugundan
(A1Ag,u x v)  |det (u, v, A1 Ay)|

[MN| =
[l > ]| [l x o]

elde edilir. Burada ayni formul, u, v ve A; A, vektoriyle olusturulan paralelytzlinin
hacmi |det (u, v, A; Ay)| ve taban alani ||u x v|| oldugundan V' = (7. A) .h formullnde

yerine yazilarak
. \%4 o |det (U, ’U,A1A2)|
CT.A |lu x v

seklinde de elde edilebilir. Eger denklem acik yazilmak istenirse

h

|det (’U,7 v, A1A2)|

= [(w1 — m2)(ugv3 — uzva) + (y1 — Y2)(usv1 — u1vs) + (21 — 22)(u1v2 — Uy

ve

||U X ’UH = (U203 — U3V2, U3V1 — U1V3, U1V2 — UQUI)

23



KAYNAK TARAMASI K. ULUG

elde edilir. Bu da, 6, = u,vs — upv, tanimlayarak
‘(901 - $2)5(2,3) + (yl - 92)5(371) + (Zl - 22)5(1,2)}
\/ 0o + 051y + 012)

seklinde ifade edilebilir.

— M Al d
] oj !
d2 / A "
gl 4 <11 d
uxy . 7 )' 1 -

Sekil 2.11. Uzayda aykiri iki dogru arasindaki Oklid uzakhgi

2.1.4. n boyutlu Oklid uzayinda uzaklik formulleri

1) Bir noktanin bir hiperdiizleme olan Oklid uzakhgi

Teorem 2.21. R™ de bir P = (x1(9), T2(0), ---» Tn(0)) NOKtASININ Ay 21+ Aswo+... 4+ Apx, +
B = 0 hiperduzlemine olan uzakligi
|A15L’1(0) + AQ:L’Q(O) + ...+ Anl’n(o) + B{
\/A% + A2+ ..+ A2

dir.

Ispat S(x1(1), Ta(1), -, Tn(1)) hiperdiizlem iizerinde bir nokta olsun. O halde A,z +
Asxoy+... + AT,y = —Bdir. Pnoktasinin A, 1+ Aszo+... 4+ A2, + B = 0 hiperdiz-
lemine olan uzakhgi, SP vektorinin dizlemin dogrultmani olan N = (Ay, As, ..., A,)

vektorine dik izdusim vektorunin uzunluguna esittir (Sekil 2.12). Bu uzakliga ¢ dersek
(N, SP)
IVl
(A1, Az, .. An), (10) = T1(1), Ta(0) = T2(1)s -+ Tno) = Tn(1)))]
VA + A2+ L+ A2
|A1x1(0) + AQ[L’Q(Q) + ...+ Anl’n(g) — (Alxl(l) + Agl’g(l) + ...+ Anxn(l))l
VA + AT+ L+ A2
|A1:L‘1(0) + AQZL'Q(Q) + ...+ Anl’n(g) + B|
VA + AT+ L+ A2

14
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bulunur.

P
N

y N
DN D

Sekil 2.12. Bir noktanin bir hiperdiizleme Oklid uzaklig

2) Bir noktanin bir dogruya olan Oklid uzaklig

Teorem 2.22. R™ de bir A noktasinin, P noktasindan ge¢en ve dogrultusu u vektori olan

dogruya olan uzakhgi

VIAPI [[ul® — (AP, w)?

]

dir.

Ispat A noktasinin dogruya olan uzakhgina ¢ diyelim (Sekil 2.13). AP vektoriyle u

vektori arasindaki acl 6 ise

¢ =||AP| sind
dir. Ayrica
2
sing — VI cosf— \/1 _ AP u)
|API ]
VAP [[ul® ~ (AP, w)?
[AP[ Tul
dir. Buradan
o VIAPE ol — (AP w?
Jul
bulunur.
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Sekil 2.13. n-boyutlu uzayda bir noktanin bir dogruya Oklid uzaklig

3) Paralel iki dogru arasindaki Oklid uzakhgi

R™ de paralel iki dogru arasindaki uzaklik dogrulardan biri (izerinde bulunan bir
noktanin diger dogruya olan uzakhgina esittir. O halde son teoremin direkt sonucu olarak

asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 2.23. R"™ de A1 (Z1(1), T2(1), - Tn(1)) V& A2(T1(2), T2(2), ---, Tn(2)) NOKtalarindan

gecen paralel

dl : 051<t> = (x1(1)7$2(1)7 7*%'71(1)) + t(ubu?a 7un)

dy @ as(t) = (112), T2@2), s Tn(2)) + H(U1, Uz, ..., Up)

dogrulari arasindaki uzaklik

VA A [l = (A1 Ag, w)?

[l

dir.

4) Aykirt iki dogru arasindaki Oklid uzakhig

Teorem 2.24. R™ de sirasiyla Xy = (Z1(1), Ta(1)s - Tn(1)) V&€ X = (T1(2), T2(2), ---, Tn(2))
noktalarindan gecen, dogrultmanlari v = (uy, us, ..., u,) Ve v = (vy,vs, ..., v,) Olan ve

aykiri durumda olan
dl . Bl(t) = (1'1(1),582(1),...,.1'”(1)) +t(u1,u2,...,un)
dy @ Bo(s) = (T1(2); T22), --or Tn(2)) + 5(V1, V2, oo, Up)

26



KAYNAK TARAMASI K. ULUG

dogrulari arasindaki uzaklik; x, ve x5 , X; ve X, ye karsilik gelen yer vektorleri ve
A= lul’, B =2((u, z1) — (u,22)), C = 2 (u, v),
D =2((v,25) — (v, 21)), B = [[v]| ve F = [|21|* — 2 (21, 2) + [|2]”

olmak Uzere

\/BDE + B2F + D2C + A(E? — ACF)
B2 — 4AC

dir.
Ispat Verilen dogrulari

Bit) = @ +iu
By(s) = @+ sv

seklinde vektdr fonksiyonlari olarak g6z 6niine alalim. Bu durumda bu iki dogru arasin-
daki uzakhk

d = min ||3,(t) — By(s)||
veya
d? = min || 3,(t) — 52(3)”2

olur. ||3,(t) — B,(s)|* ifadesi agilirsa

1B:() = Bo(s)IP = @ + tu — @2 — s

= (x1+tu— T3 — sV, X1 +tu — T3 — SV)

ve boylece
A=lulP, B=2(u,v),C = ||’ D=2((u,z;) — (u,22)),
E =2((v, @) — (v, @1)) Ve F = |[@1]|* — 2 (@1, 25) + |5
icin

d®> = f(t,s) = At* = Bst + Cs* + Dt + Es + F
iki degiskenli fonksiyon elde edilir. Bu fonksiyonun minimum ve maksimum degerleri
icin

ft = 2At — BS + D

f, = 20s— Bt+E
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tlrevlerini 0 a esitleyelim.

Bs—D
2A
Bt — FE

2C

degerlerinde
fu=2A>0ve f,, =2C >0

oldugundan minimum deger vardir.

Bs—D 20s+E
24 B

esitliginden

2AF + BD
B? —4AC

B -D

2A

elde edilir. Bu degerler yerine yazilirsa

_ BDE+ B?F + D?C + A(E? — 4CF)

2
d B? — 4AC
ve boylece
g \/BDE + B2F + D2C + A(E? — ACF)
B B2 —4AC
elde edilir.
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2.2. Genellestirilmis Taksikab Geometride Uzaklik Formulleri

Oklid geometrisinde uzaklikla ilgili kavram veya 6zelliklerin genellestirilmis taksikab
geometrideki karsiliklari, bu kavram ve ézellikler icindeki Oklidyen uzaklik terimi yerine
genellestirilmis taksikab uzaklik terimi konularak, Oklid metrigi yerine genellestirilmis
taksikab metrigi kullanilarak veya OKklid diizlemi yerine genellestirilmis taksikab diizlem
kullanilarak elde edilir. Ornegin Oklid geometrisinde A ve B nokta kiimeleri arasindaki
uzakhk

dp(A,B)= min {dp(X,Y)}

XeAYeB
seklinde tanimlanabilir. Bu tanim &nceki kisimda buldugumuz formdller icin gecerlidir.
Bu kavramin genellestirilmis taksikab geometrideki karsiligi basitce

dTg (A, B) = min {dTg (X, Y)}

XcEAYeB

seklinde olacaktir. Bu kisimda bulacagimiz formdiller igin de bu tanim gecerli olacak-
tir. Simdi, onceki kisimda elde edilen formdllerin gellestirilmis taksikab geometrideki
karsiliklari (Colakoglu 2018a, 2019a) kaynaklarindan yararlanilarak elde edilecektir. For-
millere gegcmeden 6nce genellestirilmis taksikab geometrinin izometrilerini ifade edelim:

Genellestirilmis taksikab uzakliklar 6telemeler altinda invaryanttir; yani

dTg((wla yl)a (x27y2)) = dTg«xl +u, Y1+ U)? (1'2 + U, Y2 + U))

dir. Bununla birlikte, \; # X, iken gt-uzakliklar 7 radyanlik donme ve eksenlere paralel
dogrulara gore yansimalar altinda degismez kalir. Eger A; = )\, ise, taksikab geometrinin
izometrileri ayni zamanda gt-izometrilerdir (Ekmekgi vd. 2015, Colakoglu 2018b). Yani,
7/2, 3w /2 radyanlik donmeler ve I. ve 1. agiortay dogrularina paralel olan dogrulara gére

yansimalar da uzakliklari korur.

2.2.1. Genellestirilmis taksikab dizlemde uzaklik formulleri

Genellestirilmis taksikab uzaklik formullerine gegmeden 6nce genellestirilmis tak-
sikab geometride cember, kiire ve teget kavramlarini verecegiz. Bu kavramlar formallerin

bulunmasinda kullanilacaktir.
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Tanim 2.25. R? de sabit bir noktadan, sabit genellestirilmis taksikab uzakhkta bulu-
nan noktalarin geometrik yerine genellestirilmis taksikab ¢cember veya kisaca gt-cember
denir. Sabit noktaya, gt-cemberin merkezi; sabit gt-uzakliga da gt-cemberin yaricapi

denir.

Analitik dizlemde merkezi M = (a, b) ve yarigapl r > 0 olan gt-cember

{X e R*: dp, (M, X) =1}

veya
{(z,y) eER*: )\ |z —al+ X2 |y — b =1}

kiimesidir. Kolayca gorilebilecegi izere, » = 0 icin gt-cember M noktasindan ibarettir.
r > 0 icin birim gt-cember koseleri (1/A1,0), (—=1/A1,0), (0,1/X2), (0,—1/X2) olan

Sekil 2.14’teki gibi kdsegenleri eksenlere paralel olan bir eskenar dortgendir.

Y

>~
-

Sekil 2.14. \; = 1, X\, = 1 icin birim gt-cemberi

1
3
Tanim 2.26. R? te sabit bir noktadan, sabit gt-uzaklikta bulunan noktalarin geometrik
yerine gt-kire denir. Sabit noktaya, gt-kiirenin merkezi; sabit gt-uzakliga da gt-kirenin
yaricapi denir.

Analitik uzayda merkezi M = (a, b, ¢) ve yarigapl r > 0 olan gt-kire

{X eR’:dy,(M,X) =1}
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veya

{(m,y,z)€R3:)\1|x—a|+/\2|y—b|+)\3|z—c|:r}

kiimesidir. Kolayca gorulebilecegi Uzere, » = 0 icin gt-kiire M noktasindan ibarettir.
r > 0 i¢in birim gt-kure kdseleri (1/A1,0,0), (—1/A1,0,0), (0,1/X3,0), (0,—1/X3,0),
(0,0,1/X3), (0,0,—1/A3) olan Sekil 2.15’teki gibi kdsegenleri eksenlere paralel olan, bir

noktaya gore simetrik sekizytzliddr.

Sekil 2.15. \; = 1, Ay = 1, A3 = ; icin birim gt-kiiresi

Tanim 2.27. R? de P merkezli ve r yaricaph bir gt-cemberi verilsin. Eger P noktasinin
verilen bir dogruya gt-uzakligi r ise o dogru gt-cembere tegettir denir. Benzer sekilde, R3
te P merkezli ve r yarigaph bir gt-kiiresi verilsin. Eger P noktasinin verilen bir dogruya

veya bir diizleme olan gt-uzakhigi r ise o dogru veya duzlem gt-kireye tegettir denir.

Sekil 2.16’da I, ve I, dogrularinin P noktasina gt-uzakliklari P merkezli gt-cemberin
yaricapina esittir. Bu sebeple I; ve I, dogrulari P merkezli gt-cembere tegettirler. Ozel
olarak, /; dogrusu gt-cembere bir kdsede teget iken, [, dogrusu ayni gt-cembere bir kenar
boyunca tegettir. Bir gt-cemberin bir kosesinde sonsuz ¢oklukta teget dogrulari olacagi

aciktir. Fakat bir kenari boyunca teget olan yalniz bir tek teget dogrusu vardir.

Sekil 2.17°de ise [, ve I, dogrulari ile IT;, II, II5 diizlemlerinin P noktasina gt-
uzakliklari P merkezli gt-kurenin yaricapina esittir. Bu sebeple bu dogru ve dizlemler
gt-kiireye tegettirler. Ozel olarak, I, dogrusu gt-kiireye bir kosede teget iken, I, dogrusu

ayni gt-kureye bir dogru parcasi boyunca tegettir. I1; dizlemi gt-kireye bir kdsede teget
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iken, IT, dizlemi bir ayrit boyunca, IT; dizlemi ise bir yliz boyunca gt-kiireye tegettir.
Bir gt-kirenin bir kdsesinde sonsuz ¢oklukta teget dogrulari ve teget diizlemleri olacagi
aciktir. Ancak gt-kire tUzerindeki bir dogru parcasi boyunca veya bir ayrit boyunca teget
olan bir tek dogru vardir. Ek olarak, bir ayrit boyunca sonsuz coklukta teget diizlemi

varken bir yiiz boyunca tedet olan bir tek diizlem vardir.

X

Sekil 2.16. Bir gt-cembere teget olan dogrular

Sekil 2.17. Bir gt-kiireye teget olan dogru ve diizlemler

1) Bir noktanin bir dogruya olan gt-uzakhgi

Teorem 2.28. Genellegtirilmis taksikab dizlemde bir P = (¢, yo) noktasinin

ax + by + ¢ = 0 dogrusuna olan gt-uzakhg

laxo + byo + ¢
max{|a/A1|, |b/ Az}

dir .
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Ispat Bu uzakhgi bulmak icin izlenilebilecek bir prosedir, merkezi P noktasi olan ve
genisleyen bir gt-taksi cemberinin yaricapini, bu gt-cember dogruya degene kadar biyt-
mektir. Gt-cember dogruya degdigi anda yaricap, P noktasinin [ dogrusuna olan en kisa
gt-uzakhigini verir. P merkezli bir gt-cemberin, merkezinden gegen ve eksenlere paralel
olan dogrular boyunca genisledigi dikkate alinirsa, gt-cemberin { dogrusuna bu dogru-
lar Gzerinde degecegi gorullr (Sekil 2.18). Buna gore, [ dogrusuyla x = zo Ve y = 1

dogrularinin kesisim noktalari sirasiyla Q; ve ), ise
I)I(lierll{dTg(P7 X)} = min{dTg (Pa Q1)7 dTg (Pa QQ)}

dir. Buna gore,

(
min { [sssbute) ososhne b g 2 p £ 0 se
dr,(P,1) = % ,a=0veb#0ise
\ % ,b=0vea #0ise
oldugundan
lazo + byo + |
dr (P,l) =
50 = afla/nl b/l
elde edilir.

Sekil 2.18. Bir P noktasinin bir [ dogrusuna gt-uzakhgi

2) 1ki dogru arasindaki gt-uzaklik

Dizlemde farkli iki dogru ya paraleldir ya da bir tek noktada kesisirler. Kesisen
dogrular arasindaki gt-uzakhk 0 dir. Dogrular paralel ise dogrulardan birinin tzerindeki

bir noktanin diger dogruya olan gt-uzakligi iki dogru arasindaki gt-uzakligi belirler.
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Teorem 2.29. Genellestirilmis taksikab dizlemde paralel ax + by + ¢; = 0 ve ax + by +

co = 0 dogrulari arasindaki gt-uzakhk

|01 —C2|

max{|a/A1|,|b/ Az}

dir.

Ispat A = (x0, yo) NOKtasl ax + by + ¢; = 0 dogrusu uzerinde bir nokta olsun (Sekil
2.19). O halde axq + byo + c¢1 = 0 dir. Bu A noktasinin ax + by + ¢ = 0 dogrusuna olan
gt-uzakhg iki dogru arasindaki gt-uzakhga esittir. Bu uzaklik

|ax0+by0+02| |_01+CQ‘ ‘01—62‘

max{]a/ M|, [b/ %]}~ max{la/M], [b/2]} ~ max{a/[, [/ A}

seklinde bulunur.

Y

Sekil 2.19. Paralel iki dogru arasindaki gt-uzakhk

2.2.2. Genellestirilmis taksikab dizlemde Pisagor teoremi

Asagidaki teorem (Ekmekgi vd. ) kaynagindan alinmistir. Bu teorem iki nokta arasin-
daki Oklid uzakhg ile genellestirilmis taksikab uzakligi arasindaki iliskiyi, bu noktalar-

dan gecen dogrunun egimi yardimiyla belirlemektedir.

Teorem 2.30. P, ve P», R? de dikey bir dogru tzerinde bulunmayan iki nokta, m de bu
iki noktadan gecen dogrunun egimi ise,

V1+m?2

,u(m) - )\1 + /\2 |7TL’

olmak Uzere
dp(P1, Po) = p(m)dr, (P, Ps)
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dir. P, ve P, dikey bir dogru Gzerinde bulunan iki nokta ise,
dg(Pr, ) = (1/X) dp( Py, Pr)
dir.

ispat Py = (z1,y1) ve P, = (13,12), R? de iki nokta olsun. Eder P, ve P, dikey bir

dogru Uzerinde degilse, z1 # x4 ve

Y2 — U1
m =
To — 1

dir. O halde,
dE(Pl,PQ) = ‘.1'2 — x1] V 1 —|—m2 ve dTg(Pl,Pg) = ‘./EQ — 1'1’ ()\1 + )\2 ]m\)

dir. Bu iki esitlik taraf tarafa oranlanirsa aranan esitlik elde edilir. Eger P, ve P, dikey bir

dogru Uzerinde ise, 1 = x dir. Bu durumda
dp(Py,Py) = |yo — 1| Ve dr,(Pr, Ps) = Aalys — wi

olur. Boylece
dp(Py, Py) = (1/Ag) dr,(Py, Ps)

elde edilir. 0

Aksi belirtilmedikge bundan sonra ABC' liggeni A agisi dik ve kogseleri saat yoninin

tersine harflendirilmis olarak kabul edilecektir (Sekil 2.20).

Sekil 2.20. ABC dik ti¢geni

Simdi (Colakoglu 2018a) kaynagindan yararlanarak, bu tiggenin kenarlarinin Ok-
lid uzunluklan a = dg(B,C), b = dg(A,C), c = dg(A, B) seklinde ve genellestirilmis
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taksikab uzunluklari da a = dp, (B, C), b = dr,(A,C), ¢ = dr, (A, B) seklinde alinarak,
Pisagor teoreminin bir genellestirilmis taksikab karsiligini sadece bir paramatreye (dik

kenarlardan birinin egimine) baglh olarak veriyoruz:

Teorem 2.31. A acisi dik olan bir ABC' dik Gggeninin AB kenarinin egimi m € R olsun.

Buna gore, 11,(m) = A1 + Ao |m| ve uy(m) = Ay |m| + A2 olmak lzere
p(m)pg(m)a = Ay [mpsy (m)b + pg(m)c| + Az [mpug(m)c — pp(m)cf
Eger AB kenari y-eksenine paralel ise
a=b+c
dir.
Ispat BC kenarinin egimi m; ve C'BA yonlii agisinin élctisti 6 olsun. O halde
pa(m)b _ m—my

tanf = — = =
c  py(m)e 14+ mmy

elde edilir. Bu denklemi m; igin ¢zersek

_ [mptg(m)c — iy (m)b
[mpey (m)b + pig(m)c

my

elde ederiz. Teorem 2.30 kullanilarak a? = b? + c? ye uygulanirsa

(it )= 000 (o)

elde edilir. m; degerini bu son denklemde yerine yazarsak denklemin sol yani

(14 m?) (pi(m)b* 4 p3(m)c?)
Ap [y (m)b =+ py(m)e| + Ao [mpug(m)e — py(m)c]

seklinde elde edilir. Simdi de her iki yanin karekokunu alirsak

py(m)pg(m)a = Ay [mypiy (m)b + py(m)c| + Az [mpug(m)c — pg(m)cl

elde edilir. Eger AB kenari y-eksenine paralel ise

C )\10
mlz—:—

b A
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dir. Bu durumda yine, Teorem 2.30’un Pisagor teoremine uygulanmasiyla

(1+m%> ) <A§b2+>\§c2>
2 a ="z
pi(ma) ATAS

elde edilir. my in bu denkleme yazilmasiyla denklemin sol yani

( Aob? 4+ Ajc? ) 2
AAS(b + c)?

olur. Yine son denklemde her iki tarafin karekoki alinirsa

a=b+c

elde edilir. m; — oo igin limit durumunda bu denklemin sagladig da gorulir. O

NOT: Eger A acisi dik olan ABC uggeni saat yonunde harflendirilirse, b ve ¢ nin rolleri

degisir ve AB nin y eksenine paralel olmama durumunda asagidaki esitlik elde edilir:
pr(m)pa(m)a = Ay [mpuy(m)e + pa(m)bl 4+ Az [mpiy(m)b — iy (m)c| .
AB nin y-eksenine paralel olma durumu ise degismez.

Asagidaki 6rnek, Pisagor teoreminin karsitinin gecerli olmadigini géstermektedir.

Yani bu esitligi saglayan fakat dik olmayan tcgenler vardir.

Ornek. Genellestirilmis taksikab diizleminde ABC saat yoniiniin tersine harflendirilmis,
BC kenari z-eksenine paralel, A agisi genis, dr, (B,C) = a, dr,(A,C) = b,dr, (A, B) =
¢ gt-uzunluklu ve AB kenarinin egimi m olan bir ti¢ggen olsun (Sekil 2.21). Ayrica C; ve
Cs, a yaricapli, sirasiyla B ve C' merkezli gt-gemberleri, C5 de b yaricapl ve A merkezli
gt-cemberi olsun. Simdi C; ve C3 gt-cemberleri tzerinde ¢yle bir C” noktasi secelim ki
BAC" agisi dik olsun. Bu durumda dr, (B,C") = a ve dg,(A,C") = b olur. Ik teoremi
ABC" dik ucgenine uygularsak karsilik denklemi hic dik acisi olmayan ABC' uggeni igin
elde etmis oluruz. O halde bu denklemin saglanmasi tiggenin dik tiggen oldugu anlamina

gelmeyecektir.
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Sekil 2.21. Gt-Pisagor teoreminin karsitinin gecersizligi

Asagidaki teorem, genellestirilmis taksikab diizlemde higbir kenari y-eksenine

paralel olmayan bir ti¢cgenin bir dik agiya sahip olmasi icin gerekli ve yeterli kosulu verir:

Teorem 2.32. ABC higbir kenari y-eksenine paralel olmayan ve genellestirilmis taksikab
kenar uzunluklari dr,(B,C) = a, dr,(A,C) = b, dr,(A, B) = c olan bir l¢cgen olsun.
Ayrica AB ve BC kenarlarinin egimleri sirasiyla m ve m; olsun. Buna gore A agisinin

dik a¢i olmasi icin gerek ve yeter kosul
pi(my)a® = p*(=1/m)b* + p*(m)c®
olmasidir.
Ispat Eger yukaridaki esitlik saglarsa Teorem 2.30°dan a = dp(B,C), b = dg(A, C),
c = dg(A, B) olmak Uzere,
a’=b%+c?
elde edilir. Pisagor teoreominin karsiti gecerli oldugu icin A acisi dik olur. Karsit olarak,

A acisinin dik a¢i oldugunu kabul edelim. Bu durumda bu esitlikten, yine Teorem 2.30

yardimiyla istenilen formdl elde edilir. 0J

Eger BC' kenari y-eksenine paralel ise
Na? = p?(—1/m)b* + % (m)c?
esitligi, eger AB kenari y-eksenine paralel ise
p?(my)a® = A3b? + \ac?
denklemi, ve son olarak eger AC kenari y-eksenine paralel ise
p2(my)a® = Ab? + A3c?

denklemi elde edilir.
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2.2.3.  Ug boyutlu genellestirilmis taksikab uzayda uzaklik formdilleri

1) Bir noktanin bir diizleme olan gt-uzakhgi

Teorem 2.33. R3 te bir P = (z¢, yo, 20) Noktasinin Az + By + Cz + D = 0 dizlemine

olan uzakhgi
| Az + Byo + Cz + D|
max {|A/\1],|B/Aa|,|C/ 3]}

dir.

Ispat Az + By + Cz + D = 0 dizlemini II ile gosterelim. Acikca P noktasinin
IT dizlemine olan gt-uzakligi, P merkezli genisleyen bir gt-ktrenin II diizlemine degdigi
andaki yarigapina esittir. Bu durumda gt-kirenin en az bir kosesi IT diizlemi Gizerinde olur
ki, bu kdse ayni zamanda P den gecen ve koordinat eksenlerine paralel olan dogrularin
biri Uzerindedir. Bagka bir ifadeyle ¢,, ¢, ve ¢, P noktasindan gecen ve sirasiyla z, y
ve z eksenlerine paralel olan dogrular ise, II diizlemi II N ¢, = Q1 = (g, Yo, 20),
1IN, = Q2 = (20,Yq,, 20), [INL, = Q3 = (20, Yo, 2g,) $eklinde tanimlanan noktalardan
birinde gt-kireye tegettir (Sekil 2.22) . Bdylece

dr,(P,1I) = min {dz, (P, Q1),dr,(P, Q2),dr,(P,Q3) }
dir. A#0, B # 0ve C # 0iken @y, Q2, 3 noktalari mevcuttur ve

dr,(P,Q1) = Mi|zo— 2q,]|

~ IO—_ByO_CZO_D
A

_ |Azo + Byo + Cz + D|

a |A/ A

ve benzer olarak
|Aﬂfo + Byo + CZO + D|

dTg(PaQ2) |B/)\2|
Axo+ Byo+ Cz + D
dTg(P7 Q3) = ‘ ° |g?/)\3| ° ‘

elde edilir. O halde
|AZEO + Byo + CZ() + D| |Al‘0 + Byo + CZ() + D|

| A/ M| ’ | B/Xs] ’
|A£L’0 + Byo -+ CZ() + D|

C/ X
|Azg + Byo + Czp + D|
max {|A/ M|, |B/Xa|, |C/As]}

dTg(P, H) = min
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bulunur. Diger tum durumlar sadece 01, @2, Q3 noktalarinin varhgini etkiler. Ancak

sonug ayni kalir.

Sekil 2.22. Bir noktanin bir diizleme olan gt-uzakligi

Dikkat edilirse, bir noktanin bir diizleme en yakin oldugu noktanin geometrik yeri
de degismistir. Genellestirilmis taksikab anlamda en yakin nokta sonsuz ¢oklukta ola-
bilir. Bu noktalarin geometrik yeri, merkezi bu nokta olan genisleyen bir kiirenin diizleme

degdigi noktalardir.
2) Iki diizlem arasindaki gt-uzakligi

Uzayda farkli iki diizlem ya bir dogru boyunca kesisir ve aralarindaki uzaklik 0
dir ya da paraleldir. Paralel iki diizlemden biri Gizerinde alinan bir noktanin diger diizleme

olan uzakligi sabittir.

Teorem 2.34. R3 te bir Az + By + Cz + D, = 0ve Ax + By + Cz + D, = 0 paralel
duzlemleri arasindaki uzaklik

|Dy — Dy
max {|A/ M|, |B/ A, |C/ N3]}

dir.

Ispat Az + By + Cz + D, = 0 duzlemini I, ile, Az + By + Cz + D, = 0 diizlemini
de II, ile gosterelim. II, duzleminin Uzerinde bir P = (x4, y1, 21) noktasi alahm. Bu
noktanin I1; dizlemine olan uzakhgi

|Azy + By + Cz1 + Dy
max {|A/ M|, |B/ 2|, |C/As|}
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dir. P noktasi w, diizlemi lzerinde oldugundan Az, + By, + Cz; = —D, dir. O halde

|D1 — Dy
max {|A/\|,|B/ |, |C/ 3]}

dTg (Hl, Hg) =

elde edilir. O

3) Bir dogrunun bir diizleme olan gt-uzakhgi

Eger dogru duzlemi kesiyorsa aralarindaki uzaklik 0 olur. Eger dogru diizlemi
kesmiyorsa o halde paraleldir. Dogru Uzerinde alinan bir noktanin dlzleme olan gt-

uzakligi bulunarak dogrunun diizleme olan gt-uzakligi belirlenir.

4) Bir noktanin bir dogruya olan gt-uzakligi

Teorem 2.35. R3 te bir A = (xg, yo, 20) NOKtasinIin, P, = (x1, 41, 21) noktasindan gegen

ve dogrultusu w = (uy,us,us) olan dogruya olan gt-uzakligl, p;, = (xg — x1), py =

|

(Yo — v1), p; = (20 — 21) olmak tizere

_ U; _ U,
Pi ukpk Pj Pk

)\,
+ ) ”

min {/\i
17.]7166{17273}
ikt

dir.
Ispat P, den gecen ve dogrultusu u vektorii olan dogruyu ¢ ile gosterelim. Acikca P
noktasinin ¢ dogrusuna olan gt-uzakhgi

dr,(P,¢) = min {dr, (P, X) : X € (}

dir. Bu uzakhk da merkezi P noktasi olan ve ¢ dogrusuna teget olan gt-kirenin yaricapina
esittir. Dikkat edilirse, kiirenin bir kenari izerindeki en az bir nokta ¢ dogrusu tzerindedir.
Bu nokta ayni zaman da P noktasindan gecen ve koordinat eksenlerine dik olan dizlem-
lerden biri tizerindedir. Bagka bir ifadeyle, eger II,, II, ve II,, P noktasindan gegen

sirasiyla x,y ve z eksenlerine dik olan duzlemleri gosterirse

Rlzﬁﬂﬂx, Rngﬂﬂy ve Rg,:ﬁﬂﬂz,
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seklinde elde edilen noktalardan en az biri mevcuttur. Bu noktalar R, = (xo, yg,, 2r, ),
Ry = (zR,, Y0, 2R, ), R3s = (TRs, Yrs, 20) SeKlinde ifade edilebilir ve ¢ dogrusu gt-kireye
bu noktalarindan birinde tegettir (Sekil 2.23). O halde

dTg<P, E) = min{dTg (P, Rl), dTg (P, R2)7 dTg<P, Rg)}

dir. uy # 0, us # 0 ve uz # 0 durumunda R, R, ve R3 noktalarinin timi mevcuttur ve

p1 = (zo — x1), py = (Yo — v1) Ve p3 = (20 — z1) olmak Uzere

dr,(P,R1) = Xo|yo —Yr| + A3 |20 — 2r,|

— N lyo— u1y1 + ug(xo — 1) F s ‘Zo _upz A+ ug(xo — 1)
U1 U
U U
= A (?Jo - ?Jl) - _z(xo - 901) + A3 (Zo - 21) - _3(% - xl)
Uq Uy
U9 us
= A - — A - —
2 |P2 ulpl + A3 |P3 ulpl
dir. Benzer olarak
Uy us
dTg(P7R2) = AL |pp — —pa| T A3 |p3 — —pal,
U9 U2
Uq U2
dTg<P7 RS) =A1|p1 — —p3| t A2 |py — —p3
us us
elde edilir. Boylece
U; s
dr (P.0) = i N |p, — — A lp. — -2 .
1,(P, () z‘,j,krn{llr,12,3}{ Pi= P AP P }
i£jEkA

#J

elde edilir. Diger tim durumlar sadece R,, R,, Rs, noktalarinin varhigini etkiler fakat

sonucu etkilemez.

Sekil 2.23. Bir noktanin bir dogruya olan gt-uzakligi
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Dikkat edilirse, yine bir noktanin bir dogruya en yakin oldugu noktanin geometrik
yeri de degismistir. Genellestirilmis taksikab anlamda en yakin nokta sonsuz coklukta
olabililir. Bu noktalarin geometrik yeri, merkezi bu nokta olan genigleyen bir kiirenin

dogruya degdigi noktalardir.
5) Paralel iki dogru arasindaki gt-uzakhgi

Ayni diizlemde bulunan iki dogru ya kesisirler ya da paraleldir. Kesisirlerse ara-
larindaki uzaklik 0 dir. Paralel dogrular ise, birinin Uzerindeki bir noktanin digerine uzak-

[1§1 sabittir. O halde son teoremin direkt sonucu olarak asagidaki teorem ifade edilebilir:
Teorem 2.36. R? te paralel

ar(t) = (z1,y1,21) + t(ug, usg, us)

a(t) = (z2,Y2, 22) + t(uy, uz, us)
dogrularr arasindaki uzaklik p; = (z1 — x2), ps = (y1 — Y2), p3 = (21 — 22) olmak Uzere

min {)\i }
ij,k€{1,2,3}
i#jAhti

uj
Pi — — Pk
Uk

+

U;
Pi " Pk
dir.

6) Aykiri iki dogru arasindaki gt-uzakhgi

R3 te P, = (1, y1, 21) noktasindan gegen ve dogrultu vektorli u = (uy, us, us)
olan dogru ile P, = (3, y2, 22) noktasindan gecen ve dogrultu vektorl v = (v, vg, v3)
olan dogru aykiri durumda ise u v ve P; P, vektorleri ayni diizlemde olamayacagindan
det(u, v, P, P,) # 0 dir.

Teorem 2.37. R3 te sirasiyla, P, = (z1,y1,21) Ve Py = (9, Yo, 22) NOktalarindan gegen,

dogrultmanlart u = (uy, us, u3) Ve v = (v, ve, v3) 0lan ve aykiri durumda olan
Bi(t) = (@1,91,21) + t(ug, ug, us)
Bao(s) = (2,92, 22) + s(v1,v2,v3)

dogrular arasindaki uzaklik 6, ) = u,vy — upv, 0lmak lzere

‘(SLE - a:2)5(2,3) + (y1 - yg)d(&l) + (Zl — 22)5(172)‘
maX{‘é(Qﬁ)/)‘l} ; ‘5(3,1)/)\2} y ‘5(1’2)/)\3}}

dir.
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Ispat Dodgrulara sirasiyla ¢; ve ¢, diyelim. Eger ¢, ve ¢, dogrulari aykiri dogrular ise
dogrusundan gecen ve ¢; dogrusuna paralel olan bir tek IT diizlemi vardir. Bu diizlemi, ¢,
yi herhangi bir noktada kesen ve ¢, e paralel olan bir dogru ile /5 dogrusu tek turlt belirler
(Sekil 2.24). O halde

dr, (€1,11) = dr, (P, 1I).

dir. /5 dog@rusu, II dizleminin teget oldugu ve merkezleri ¢; dogrusu uzerinde olan gt-
kirelerin birine tegettir ve bu gt-kiire merkezleri ¢, dogrusu lzerinde ve ¢, dogrusuna
teget olan gt-kireler arasinda yarigapi en kii¢iik olan gt-kuredir (Sekil 2.24). Bu sebeple

¢, dogrusu Uzerindeki P, = (x1,y1, 21) noktast igin
dr, (41, l2) = dr, (P, 1I)
dir. Bu durumda IT duzlemi tizerindeki X = (x,y, z) ve Py = (2, y2, 29) Noktalari igin
(P X, (uq,ug,us) X (v1,v9,v3)) =0
dir ve II dizleminin denklemi §, 5y = u,vy — upv, 0lmak lzere
(= 22)d(23) + (Y — ¥2)d31) + (2 — 22)012) = 0

seklide elde edilir. Boylece dogrular arasindaki uzaklik da

(21 — 2)d(23) + (1 — ¥2)03.1) + (21 — 22)0(1,2) |
max {|63) /M|, 0@/ X2|, [61,2)/ A3}

dr,(ly, l2) = dr, (P, 1) =

) )

seklinde elde edilmis olur.

Sekil 2.24. Aykiri iki dogru arasindaki gt-uzaklhk
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NOT: ki aykiri dogru arasindaki gt-uzakhgi otelemeler yardimiyla elde etmek de miim-
kindir. ¢; ve ¢ aykiri dogrularini géz 6nlne alalim. Bunlardan birini bu dogrulara
paralel olmayan bir koordinat ekseni boyunca digerini kesecek sekilde &teleyebiliriz.
EQer ¢, ve /5, koordinat eksenlerine paralel degilse bu islemi herhangi bir koordinat ek-
seni boyunca yapabiliriz. Dikkat edilirse ¢, ve ¢, aykiri dogrular arasindaki en kisa gt-
uzaklik bu otelemelerin agirlikli ifadelerinin en kigugune esittir. Bagka bir ifadeyle, X7,
Y1, Z, noktalari ¢; dogrusu tzerinde ve X, Y5, Z, noktalari ¢, dogrusu (izerinde olmak
uzere, (X1, X3), (Y1,Y2) ve (Z1, Z3) nokta giftleri sirasiyla x, y ve z eksenleri boyunca

Otelemeler sonucunda ¢akisan noktalar ise
dTg (01,45) = mm{dTg (X1, X3), dTg(Yh Ya), dTg(Zh Zs)}.

dir. (X3, Xy), (Y1,Y2) ve (Zy, Z5) nokta ciftlerinin gt-uzakliklari en kiglk olan cifti
genellestirilmis taksikab anlamda iki dogrunun birbirine en yakin noktalarini da belirler.
EQer ¢, ve /5 koordinat eksenlerine paralel degillerse ve bu nokta ciftleri arasindaki gt-
uzakliklar farkli ise birbirine genellestirilmis taksikab anlamda en yakin olan yalnizca bir

tane cift nokta vardir.

Ornek. R3te, £y : B (t1) = (0,2,2)+t1(1,2,1) Ve by : By (t2) = (—=2,1,4)+1t2(—1,0,3)
aykiri dogrular arasindaki genellestirilmis taksikab uzakligi bulalim. Denklemde yerine

yazilirsa d(2,3) = 6, 6(3,1) = —4, 6(1,2) = 2 Ve

4
max {6/A\1,4/Xa, 2/ A3}

dTg(ghgg) = :min{g/\l,)\g,Z)\g}.
bulunur. Ashinda ¢, dogrusundan gecen ve ¢; dogrusuna paralel olan diizlemin denklemi

6r — 4y + 2248 =0,

dir. Buradan da

4
max {6/)\17 4//\2, 2//\3}

qu(gl,EQ) :qu<P1,H) = :min{g/\l,/\g,Q/\g}.

bulunur. Ayni sonuca yukaridaki not dikkate alinarak da ulagilabilir. Koordinat eksenleri

boyunca asagidaki 6telemeyi g6z 6niine alalim:

TJ: : (xyya Z) - ([E+Cl,y,2), Ty : (‘/ana Z) - (51579‘1‘0272)1 Tz : (%?J,Z) - (I’,y,Z—FCg),
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Bu oteleme ¢, dogrusunun géruntiisiind ¢; dogrusu ile kesistirsin. O halde ¢; = %

co = —1 ve c3 = 2 elde edilir. Boylece
dTg(€1;£2> = min {/\1 |Cl| s /\2 |02| s /\3 |03|} = min {%)\1, )\2, 2A3} .

bulunur. Burada, yukaridaki notta belirtilen (X1, X5), (Y1, Ys) ve (Z1, Z) nokta giftlerini

de ¢, ve t, degerlerini kullanarak asagidaki gibi elde edilebilir:

Xl - (_%717%)7)(2 - (_%717%)
YI = (_17071)7}/2 = (_17171)7
Zl = (_%a]w%)vZQ = (_

Ornedin Ay = Ay = A3 = 1 ise genellestirilmis taksikab anlamda en yakin nokta gifti
(X1, X) olacaktir.

2.2.4. n boyutlu genellestirilmis taksikab uzayda uzaklik formulleri

n boyutlu genellestirilmis taksikab uzayda birim gt-hiperkire

n
=1

seklinde bir denkleme sahiptir. Bu uzaydaki gt-hiperkireler icin teget kavrami dnceki
boyutlara benzer sekilde tanimlanir. Yani, bir P merkezli ve r yaricapl bir gt-hiperkire
icin, P noktasina olan gt-uzakligi » olan dogru ve hiperdiizlemler bu gt-hiperkdreye teget-

tir. Simdi 3 boyuta benzer yaklasimlarla n-boyut icin uzaklik formallerini elde edelim:

1) Bir noktanin bir diizleme olan gt-uzakhgi

Teorem 2.38. R™ de, P = (1(0), .-, Tn(0)) NOKtASININ Ay 21 + Ao+ - -+ Az, + B =0

hiperdlzlemine olan genellestirilmis taksikab uzakligi

=1

i€{1,...,n}

dir.
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ispat A1z + Aszo + ...+ Ayx,, + B = 0 hiperdizlemini IT ile gosterelim. P noktasinin

IT hiperdiizlemine olan gt-uzakhgi
dTg(P, H) = min {d()\l,“’)\n)(P, X) X € H} .

dir. Bu uzaklik, P merkezli ve II hiperdiizlemine teget olan gt-hiperkirenin yaricapina
esittir. O halde, bu gt-hiperkirenin en az bir kdsesi II dizlemi Gzerindedir. Bu nokta
ayni zamanda P noktasindan gegen ve koordinat eksenlerine paralel olan dogrulardan
biri tzerindedir. Boylece, eger ¢,.,, P noktasindan gecenve i € {1,...,n} igin xz;-eksenine
paralel olan dogruyu gosterirse,

Qi =1IN4,,

seklinde tanimlanan @Q; = (21(o), .-, Ti—1(0), Ti(Q:)» Ti+1(0) ---» Tn(0)) NOKLalart igin

dr, (P.11) = _min_{dr, (P,Q))}

ie{L,...

dir. Ek olarak, i € {1,...,n} icin A; # 0 oldugu durumda her @; noktasI mevcuttur ve

dTg(P, Qi) =\ }Ii((]) = Ti(Qy)
—A15171(0)—' : '—Az’—ll’iq(o)—Az‘+1$i+1(o)—' : '—Aniﬂn(o)—B
Li(0)— A

-\

| Avz10) + - + Antngo) + B
| Ai/ i

elde edilir. O halde

dr,(P,II) = min :

=1

=1

ie{1,n} |4, /N T max {|AJ/A|}
€{1,...,n}
dir. Diger tim durumlar sadece @; ler varligini etkiler ancak sonu¢ degismez. O

2) Bir noktanin bir dogruya olan gt-uzakligi

Teorem 2.39. R™ de, P = (x1(g), ..., Zn(o)) NOKtasININ, P, = (z1(1y, ..., Z,(1)) noktasindan

gecgen ve dogrultusu u = (uy, ..., u, ) olan dogruya genellestirilmis taksikab uzaklig

. u.
~min Z Aj (5000 — T50)) — j($i(0) — Zi(1))
JEfLmP\ {3} ’

dir.
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Ispat P, noktasindan gecen ve dogrultusu « olan dogruyu ¢ ile gésterelim. P noktasinin

¢ dogrusuna olan gt-uzakligi
dr,(P,¢) = min {dr, (P, X): X € (},

seklinde tanimlanir. Bu uzakhk, P merkezli ve r yaricapli gt-hiperkirenin ¢ dogrusuna
teget oldugu andaki yaricapina esittir. Ek olarak, gt-hiperkirenin bir kenari zerindeki
en az bir nokta ¢ dogrusu uzerindedir. Bu nokta ayni zamanda P noktasindan gecen ve
koordinat eksenlerine dik olan hiperdiizlemlerden biri Uzerindedir. Bagka bir ifadeyle,
eger Iy, , P noktasindan gecen i € {1,...,n} ic¢in z;-eksenlerine dik olan dtzlemleri
gosterirse

R, = (N1,

seklinde elde edilen noktalardan en az biri mevcuttur. Bu noktalar

R; = (xl(Ri)a vy Ti—1(R;) s Li(0)s Lit1(Rs)» fL’n(Ri))

seklinde ifade edilebilir ve ¢ dogrusu gt-hiperkireye bu noktalarindan birinde tegettir. O
halde
dTg(P, f) = min {dT( (P7 Rz)}

ie{l,...,n} g
elde edilir. 7 € {1,...,n} i¢in u; # 0 durumunda R; noktalarl mevcuttur ve agagidaki

estilikler elde edilir:

dr,(P,R;) = > Aj }9‘3]‘(0) — Tj(Ri)
Je{1,...,n}\{i}
u;(i0) — Ti(1))
= > AT — (xj(l) + ,
je{1,mn\{i} i

u .
(@00 = i) = —*(Tito) = Tiqw))

= >N
Je{L,..,np\{i}

Boylece

u .
(mj(ﬂ) - 35]’(1)> - i(%(m - iBi(1))

7

} |

formilu elde edilir. Diger durumlar sadece R; noktalarinin varhigini etkiler, fakat sonucu

dr,(P,/) = min > A
Jje{l

degistirmez. O
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n > 3 icin iki vektorin vektorel carpimi tanimh olmadigi icin » boyutlu genellestirilmis
taksikab uzayda aykiri dogrular icin 3 boyutta izledigimiz yolu izleyemeyiz. Fakat 3
boyutlu uzayda aykiri iki dogru arasindaki gt-uzaklik icin verilen nottaki dustinceleri n

boyuta genellemek mumkundir. » boyutlu uzayda denklemleri

61 Y1 (tl) = (xl(l), ...,ZIJn(l)) + tl (Ul, ,un)

€2 LY (tg) = (.1'1(2), cey .fL'n(Q)) + tQ (Ul, ceey 'Un)
seklinde verilen aykiri iki dogru alaim ve ¢, dogrusunun
T: (21, xn) = (T1+ €1y ooy T+ Cp).

Otelemesi altindaki gortintustnu ¢, ile gosterelim. Burada 7' 6telemesi, n koordinat ek-
seni boyunca oteleme boyu x; koordinat ekseni icin |c;| olan 6telemelerin birlegimi gibi
distinulebilir. Eger ¢, ve ¢, dogrulari kesisirse agagidaki iki degiskenli lineer denklem

sisteminin bir tek ¢cézumu vardir:

tiuy — tavy T12) — T11) T 1

L1ty — lovy Tn(2) — Tn(1) +cn

Eger iki ¢; degeri 0 a esitse denklem sisteminin bir tek ¢dziiminin olacadi agiktir. O
halde, eksenlere paralel olmayan ¢; ve ¢, dogrularindan birini (n — 2) eksen boyunca
oOtelersek digeri ile kesistirebiliriz. O halde ¢; and ¢, dogrulari arasindaki gt-uzaklk
mumkin olan tum (n — 2) eksen secimiyle elde edilen agirlhikh gt-uzakliklarin minimu-

mudur. Asagida bu distincenin sonucu olan teoremi ifade ediyoruz:

3) Aykiri iki dogru arasindaki gt-uzakligi

Teorem 2.40. R™ de sirasiyla Xy = (1(1), Ta(1)s - Tn(1)) V&€ X1 = (T1(2), T2(2), -+, Tn(2))
noktalarindan gecen, dogrultmanlari v = (uy, us, ..., u,) Ve v = (vy,vs, ..., v,) Olan ve

aykiri durumda olan

Bi(t) = (T11), T2q1), o) Tr(r)) + (U, Uz, ..., Un)

Ba(s) = (1171(2)7332(2),...,95”(2))—I—s(vl,vg,...,vn)
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dogrulari arasindaki genellestirilmis taksikab uzaklik, a,b € {1,...,n} ve a # b igin

(ap) = Uah — UV, Olmak tizere

min Z (zr)=r(2)) 36, (i) =i(2)) 35,1+ (@5 1) =25(2)) Sk i)
O(i,5)/ M

i ket e\ i)
dir.

Ispat Dogrulari sirasiyla ¢, ve (, seklinde isimlendirelim. 4,7 € {1,...,n} igin
¢; = ¢; = O olacak sekilde verilen 1" : (x4, ..., x,) — (z1+cq, ..., 2, +c¢,) Otelemesini goz
onuine alalim. Bu oteleme z; ve x; eksenleri hari¢ (n — 2) koordinat eksenleri boyunca

Otelemelerin birlesimidir. O halde

hiug —tov; = Ty2) — Ti1)

tiug — 120 = Tj2) — Tjq)-

elde edilir. Bu denklem sistemi ¢ozilerek

o v (@) — ) — vilEie) — Tm) (i) — i) — wilTe) — 250))
1= Ve ty =

(uiv; — ujv;) (uv; — ujv;)

elde edilir. Boylece a,b € {1,....,n} ve a # bigin 0 = uvs — upv, 0lmak uzere,
ke {l,...n}\{3,j} icin

(Tr@) — Tr) Oy + (Tar) — Ti)) Oy + (T50) — T5(2)) O k)
0ig)/ Ak

/\k|ck| =

elde edilir. Bu durumda, ¢ ve ¢, aykiri dogrulari arasindaki gt-uzakhk

: - 3.+ (Ti)=2i2)) 361+ @) =T52)3 (ki)
dr (01 05) = min (xk(l) xk@)) (4,5) J, j j ,
Tg( 1 2) i j {1y} Z N §(i,j)/)‘k
i£j ke{l,...,n}\{i,j}
seklinde elde edilir. O

Bu denklemlerin n = 3 i¢in 3 boyutlu genellestirilmis taksikab uzayda verilen
formdillere denk oldugu gorilebilir. Ayrica genellestirilmis taksikab geometride elde et-
tigimiz tim formiller A\; = Ay = A3 = 1 durumunda taksikab geometri icin de gecerlidir
(Bkz. Akga 2004).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu tezde matematiksel yontemler ve kanitlar kullanilarak, Oklid geometrisinde
temel nesneler arasindaki bilinen Oklid formiillerinin genellestirilmis taksikab geometri-
sindeki karsiliklari belirlenmigtir. Bununla birlikte genellestirilmis taksikab diizlemde
Pisagor teoreminin bir parametreye bagli bir karsih@i verilmistir. Tez icinde Oklid ve
genellestirilmis taksikab geometirinin temel kavramlari, tanim ve teoremleri materyal ve
metot olarak kullaniimistir. Bu tezin olusmasindaki en énemli materyaller bu konuda daha
once yapilmig calismalardir. Bunlarin da en 6nemlileri (Akga ve Kaya 2004), (Colakoglu
2018a, 2018b, 2019a, 2019b), (Ekmekgci vd. 2014) ve (Ozdemir 2021) kaynaklaridir.
Uygulanan yontemler ve ulasilan sonuglar dogrudan ispat, dolayli ispat, olmayana ergi

gibi matematiksel yontemlerdir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA
Tez icinde elde edilen sonuglar karsilastirmali olarak asagidaki gibi siralanabilir:

A) Duzlemde Uzakliklar:

Asadagidaki formillerde tim \; ler pozitif reel sayilardir.

1) Duzlemde P, = (x1,%1) Ve Py = (2, 2) noktalari arasindaki Oklid ve gt-uzakliklar

dp(PLPy) = /(01— 22 + (51 — )?

dTg(P17P2> = Ao — 22| + A2 Jy1 — yo

dir.

2) Duzlemde bir P = (z¢,o) noktasinin [ : ax + by + ¢ = 0 dogrusuna olan Oklid ve

gt-uzakliklari
lazo + byo + |
dg(P,l) =
B(P1) Va2 + b2
|6L(L’0 + by() + C|
d Pal -
Tg( ) max{|a/)\1|,|b//\2|}
dir.

3) Dlizlemde paralel I : ax + by + ¢; = 0 ve ly : ax + by + ¢o = 0 dogrular arasindaki
Oklid ve gt-uzakliklar

Ci — C
du(l lp) — 1a=cl ;2+2’2
Ci — C
dTy(ZhZQ) — ’ 1 2’

max{|a/Ai|,|b/Az|}
dir.
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B) Ug Boyutlu Uzayda Uzakliklar:

1) Ug boyutlu uzayda P, = (1,91, 21) Ve Py = (2, 4o, 22) noktalari arasindaki Oklid ve
gt-uzakliklar

dp(P, P) = \/(351 — )+ —y2)” + (21 — )

dr,(P1, Pa) = Ai|z1— 22| + Ao |[y1 — 92| + Az |21 — 22|
dir.

2) Ug boyutlu uzayda bir P = (z9, o, 20) Noktasinin II : Az + By + Cz + D = 0

duzlemine olan Oklid ve gt-uzakliklari

|Azg + Byo + Czo + D]

dp(P,TI) =
E( ) ‘/A2+B2+CQ

A B D
dTg(P,H) _ | To + y0+CZO+ |

max{|A/\|,|B/Xs|,|C/ 2|}
dir.

3) Ug boyutlu uzayda paralel I1; : Az+By+Cz+D; = 0velly : Az+By+Cz+Dy =0

paralel diizlemleri arasindaki Oklid ve gt-uzakliklar

Di—D
dp(Ily, Ty) = D1 — Dyl
VA2 + B2+ (2
D —D
dr, (11, Tl,) D1 = Dl

max {|A/ M|, |B/Xa|,|C/ 3]}
dir.

4) Ug boyutlu uzayda P = (x¢, %o, 20) hoktasinin, P, = (1, y1, 21) noktasindan gegen
ve dogrultmant w = (uy, us, u3) olan [ dogrusuna OKklid ve gt-uzakliklari, p, = ¢ — z1,

Py = Yo — Y1, P3 = 20 — 21 Olmak Uzere,

V (upy = uzpy)? + (uzps — uzps)® + (uzpy — u1ps)?

dg(P,1
(£,1) Vud +ud + ul
U; U;
dr (P l) = i \ilp, — — Mo lp. — 22
7,(P1) i,j,klg{llr,lZ,S}{ Pi P + Aj [P uk/)k}
ikt

dir.
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5) Ug boyutlu uzayda P, = (21,1, 21) Ve P, = (2, ¥, 22) noktalarindan gegen, dogrult-

manlart u = (uy, us, u3z) Ve v = (vy, vz, v3) 0lan ve aykiri durumda olan

Ly o B(t) = (w1, 91, 21) + t(ur, ug, ug)

la @ By(s) = (x2,Y2, 22) + s(v1, V2, v3)

dogrulari arasindaki Oklid ve gt-uzakliklar, d(ab) = UaUp — UpV, OlMak lizere

’(iUl — 12)0(2,3) + (Y1 — ¥2)03,1) + (21 — 22)5(1,2)’

de(li,l2) =
\/ O+ 0a.1) + 01
’(iUl — X2)0(2.3) + (11 — Y2)d(31) + (21 — 22)5(1,2)’
dr,(l1,1y) =

max { |5(273)/)\1

N0/ A

0@/ Asl}
dir.

C) n Boyutlu Uzayda Uzakliklar:

1) n-boyutlu uzayda P, = (1(1), Za(1); ---s Tn(1)) V& P2 = (T1(2), T2(2), ---, Tn(2)) NOKtalari

arasindaki Oklid ve gt-uzakliklar

dp(P, Py) = \/(ﬂflm —21)" o+ (Ta) — Tage)

dr, (P, Py) = M |10y — 21|+ 4 Ay [2) — T
dir.

2) n-boyutlu uzayda bir P = (z1(q), Z2(0), ---, Tn(0)) NOKtasININ II : Ay + Apzy + ... +
A,z + B = 0 hiperdiizlemine olan Oklid ve gt-uzakliklari

i=1

dp(P,II) =
e(P 10 VAT A2+ + A2
dr,(P,TI) = =

_max AN}

dir.
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3) n-boyutlu uzayda bir P = (z1(g), ..., Zy(0)) NOktasinIn, P; = (z1(1), ..., Tn(1)) Noktasin-

dan gecen ve dogrultmani u = (uy, ..., u,) olan [ dogrusuna olan OKklid ve gt-uzakliklari

VIPPE [ul? ~ (PP w)?

de(B1) = Tl

u .
(w5000 = j00)) = —* (o) = Tiqn))

dr,(P,l) = min DY
JE{L e \(1}

dir.

4) n-boyutlu uzayda X; = (z101), T2(1), ---, Tn(1)) V& X1 = (T1(2), T2(2); ---, Tn(2)) NOKIA-
larindan gegen, dogrultmanlart w = (uy, us, ..., u,) Ve v = (vq, va, ..., v, ) Olan ve aykiri

durumda olan

ll : Bl(t) = (.1'1(1),1'2(1), ,fl?n(l)) + t(ul,u2, ,un)

la @ By(s) = (w112), T2(2)s -+ Tn(2)) + 5(V1, V2, ..., Vp)

dogrulari arasindaki Oklid ve gt-uzakhklar; z; ve x5, , X; ve X, ye Karsilik gelen yer

vektorleri ve

A= |ul? B=2((u, ;) — (u, ), C =2 (u,v),

D =2({v,23) — (v, 21)), B = ||v[|* ve F = 2" — 2 (@1, ) + || 22"
a,be {1,..,n} vea#bigindp = uvp — Upv,

olmak Uizere

BDE + B’F + D2C + A(E? — ACF)
delll2) = B? —4AC

(k) =2h(2) )30+ (@i =2i(2) )3 5,0) H (@) =25(2)) 3k i)
3(i,5)/ Mk

dr,(l,ls) =  min >

L7 ket N\ (g

dir.
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Bu sonuglara ek olarak, genellestirilmis taksikab diizlemde Pisagor teoreminin

bir karsihigi asagidaki gibi elde edilmistir:

Gt-Pisagor Teoremi: A acisi dik olan ve saat yonunun tersine harflendirilmis bir
ABC dik ucgeninde dr, (B,C) = a, dr,(A,C) = b, dr,(A, B) = c ve AB kenarinin
egimi m € R olsun. Buna gore, 1, (m) = A1 + Az |m| Ve py(m) = Ay |m| + A2 olmak

uzere
f1 (M) pa(m)a = Ay [mppy (m)b + pis(m)cl + Ag [mpg(m)e — po(m)cl
Eger AB kenari y-eksenine paralel ise
a=b+c
dir.

Ayrica elde edilen yukaridaki tum formullerde \; = 1 alinarak, taksikab uzaklk

formilleri de elde edilebilir.
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5. SONUCLAR

Bu tezde Oklid geometrisinde iyi bilinen uzakhk formiillerinin, daha acik olarak
diizlemde bir nokta ve bir dogru, iki dogru; uzayda bir nokta ve bir dogru, bir nokta ve
bir dizlem, bir dogru ve bir duzlem, iki duzlem, paralel iki dogru ve aykir iki dogru;
n boyutlu uzayda bir nokta ve bir hiperdiizlem, bir nokta ve bir dogru, aykiri iki dogru
arasindaki Oklid uzakliklarinin genellestirilmis taksikab geometrisindeki karsiliklar ve-
rilmis, buna ek olarak Oklid geometrisinde iyi bilinen Pisagor teoreminin genellestirilmis
taksikab diizlem geometrisindeki bir karsiligi ek bir parametreye bagh olarak belirlen-

mistir.

Son yillarda metrikler ve 6zellikleri matematigin disinda, veri madenciligi, makine
o6grenmesi, sekil tanima vb. gibi bir cok uygulama alanlarinda 6nemli rol oynamaktadir.
Ozellikle l,-metrigi ve onun 6zel halleri olan taksikab, Oklid ve maksimum metrikleri bu
uygulamalarda sikhkla kullanilmaktadir. Bu tezde, (Colakoglu 2019a) calismasi temel
kaynak alinarak, genellestirilmis veya agirlikli taksi metriginin -bu agirliklarin gorece
onemli farkl kriter veya boyut yansitabilecegi géz oniinde bulundurarak- bazi uzaklhk
oOzellikleri belirlenmigtir. Bu 0Ozellikler iki, U¢ ve n boyutlu uzaylarda iki temel nesne
arasindaki genellestirilmis taksikab uzakhginin belirlenmesi seklinde degerlendirilebile-
cedi gibi bu metrikler yardimiyla kurulan, bir aksiyomatik yapiya sahip ve Oklidyen ol-
mayan geometriler sinifinda yer alan bir metrik geometrinin uzaklk 6zellikleri seklinde
de degerlendirilebilecek sekilde g6z dniine alinmistir. Ek olarak, burada elde edilen tiim
formdller genellestirilmis taksikab geometrinin bir 6zel durumu olan taksikab geometri

icin de gecerlidir.

Bu ¢calismadan yararlanilarak genellestirilmis taksikab diizlemde veya (i¢ boyutlu uza-
yinda alan kavrami icin yeni formillerin gelistirilebilecegi, diizgiin ¢okgenlerin calisila-

bilecegi duslnilmektedir.
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