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ÖZET

BİRİNCİ MERTEBEDEN GECİKMELİ FARK DENKLEMLERİNİN
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Danışman: Prof. Dr. Özkan ÖCALAN

Mayıs 2022, 34 sayfa

Bu yüksek lisans tez çalışması beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde gecikmeli

fark denklemleri ile ilgili genel bilgilere ve literatür taramasına yer verilmiştir. İkinci bö-

lümde gecikmeli fark denklemleri ile ilgili genel tanım ve teoremler verilmiştir. Üçüncü

bölümde ise aşağıda verilen sabit katsayılı-sabit gecikmeli ve değişken katsayılı-sabit ge-

cikmeli, p ∈ R, k ∈ Z ve n = 0, 1, 2, ... olmak üzere

an+1 − an + pan−k = 0

fark denklemini, i = 1, 2, ...,m için pi ∈ (0,∞) ve ki ∈ {0, 1, 2, ...} iken veya i =

1, 2, ...,m için pi ∈ (−∞, 0) ve ki ∈ {...− 3,−2,−1} iken n = 0, 1, 2, ... olmak üzere

an+1 − an +
m∑
i=1

pian−ki = 0

fark denklemini ve pn > 0 ve k negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere

yn+1 − yn + pnyn−k = 0

fark denkleminin çözümlerine ait salınım koşullarına yer verilmiştir. Dördüncü bölümde

bulgular ve tartışma kısmına, beşinci bölümde ise sonuç kısmına yer verilmiştir.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF OSCILLATION BEHAVIOUR OF SOLUTIONS OF

FIRST ORDER DELAY DIFFERENCE EQUATIONS
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This Msc thesis consists of five parts. In the first chapter, general information about de-

lay difference equations and the literature summary of researches are given. In the second

chapter, general definitions and theorems concerning delay difference equations are gi-

ven. In the third chapter, the oscillation conditions of the solutions of constant coefficient-

constant delays and variable coefficient-constant delay difference equations mentioned

below are given.

an+1 − an + pan−k = 0

where p ∈ R, k ∈ Z and n = 0, 1, 2, ...,

an+1 − an +
m∑
i=1

pian−ki = 0

where pi ∈ (0,∞) ve ki ∈ {0, 1, 2, ...} for i = 1, 2, ...,m or pi ∈ (−∞, 0) and ki ∈

{...− 3,−2,−1} and n = 0, 1, 2, ... for i = 1, 2, ...,m and

yn+1 − yn + pnyn−k = 0

where pn > 0 and k nonnegative integer. In the fourth chapter, findings and discussion

sections and finally in the fifth chapter conclusion is included.
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ÖNSÖZ

Son yıllarda uygulamalı matematiğin oldukça ilgi gören bir dalı haline gelen fark

denklemleri, uygulamalı matematikçilerin ve uygulamalı bilimcilerin ilgisini büyük öl-

çüde çekmeyi başarmıştır. Fark denklemleri basit bir formda görünmesine rağmen onların

çözümlerinin global davranışını tam olarak anlayıp, ortaya koymak oldukça zor bir süreç-

tir. Fark denklemlerinin dinamiğini anlamada, bu tezde incelenen literatürde çalışılmış so-

nuçlar bilimsel alanlardaki matematiksel modellemelerinin analizinde oldukça kullanışlı

olacaktır. Bu tezde literatürde çalışılan sabit katsayılı sabit gecikmeli ve değişken katsa-

yılı sabit gecikmeli fark denklemleri ele alınmıştır. Bu yüksek lisans tezinin bu alanda

çalışan matematikçiler için yol gösterici ve faydalı bir kaynak olacağı düşünülmektedir.
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GİRİŞ D.E. KARABACAK

1. GİRİŞ

Diferensiyel denklemler, gerçek hayatta karşılaştığımız ve bizde merak uyandıran

problemler için matematiksel model olarak rol oynamasının yanı sıra, bilim ve teknoloji

alanında da karşımıza çıkmaktadır. Birçok uygulamalı bilim dalının ortak konusu olması

diferensiyel denklem gelişimini hızlandırmıştır. Yeni problemlerin ortaya çıkmasına ne-

den olmuştur.

Bilindiği üzere uygulamalı bilim dallarının birçoğunda ele alınan problemlerin mate-

matiksel modellemesine bir diferensiyel denklem karşılık gelmektedir. Matematiksel mo-

dellemeler yapılırken gecikmeler ortaya çıkabilir. Ortaya çıkan bu gecikmelerle birlikte

adi diferansiyel denklemler gecikmeli diferansiyel denklem formuna dönüşürler.

Uygulamalı bilim dallarında ele alınan problemlerde bağımsız değişkenin sürekli ol-

madığı durumlar da söz konusu olabilir. Bu gibi durumlarda ise karşımıza fark denklem-

leri çıkmaktadır. Çünkü fark denklemleri; bir ya da daha fazla değişkenli bir fonksiyonun

sonlu farklar ile bağımsız değişkenleri arasındaki bağıntılardır.

Zamana bağlı parametrelerin ele alındığı durumların birçoğu kesikli olduğu için önemli

matematiksel modellemelerde fark denklemleri kullanılır. Ayrıca fark denklemleri, dife-

rensiyel denklemlere göre daha geniş kapsamlı bir yapıya sahiptir. Örneğin, birinci mer-

tebeden bir diferensiyel denklemin ayrık bir benzeri olan bir fark denkleminin ”ghost”

çözümleri olmasına rağmen bu durum yalnızca yüksek mertebeden diferansiyel denklem-

ler için geçerlidir. Böylece, fark denklemleri teorisinin diferansiyel denklemler teorisine

göre daha zengin olduğu ve yakın gelecekte önemininin artacağını söyleyebiliriz.

Fark denklemlerinin çözümlerinin davranışları, birçok matematikçinin dikkatini çek-

miştir. Özellikle son kırk yıl boyunca elde edilen sonuçlarla birlikte bu konuda zengin

bir literatür ortaya çıkmıştır. Son zamanlarda fark denklemlerinin çözümleri ve özellikle

salınımlı olması ile ilgili pek çok çalışma yapılmıştır.

Ladas (1990), p ∈ (0,∞), k ∈ Z+ olmak üzere

xn+1 − xn + pxn−k = 0, n = 0, 1, 2, ... (1.1)

şeklinde verilen fark denklemlerinin tüm çözümlerinin salınımlı olması için gerek ve yeter

koşul elde etmiştir.
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GİRİŞ D.E. KARABACAK

Erbe ve Zhang (1989), n = 0, 1, 2, ... ve pn negatif olmayan reel terimli dizi ve k ∈ Z+

olmak üzere

xn+1 − xn + pnxn−k = 0, (1.2)

şeklinde ifade edilen fark denklemlerinin tüm çözümlerinin salınımlı olması için yeter

koşul elde etmişlerdir. Ladas, Philos ve Sficas (1989) yukarıda verilen otonom olmayan

fark denkleminin tüm çözümlerinin salınımlı olması için yeter koşul elde etmişlerdir. Ay-

rıca diferensiyel denklemler ile fark denklemlerinin çözümlerinin salınımlılığı arasında

ilginç benzerlikler söz konusudur. Fakat, bu benzerlik durumu daima geçerli olmayabilir.

Örneğin,

x′(t) + p(t)x(t− k) = 0 (1.3)

şeklinde verilen diferensiyel denklemi ele alalım. (1.2) fark denklemi (1.3) diferensiyel

denkleminin ayrık benzeridir. Ayrıca, k = 0 için (1.3)

x(t) = x(t0) exp

(
−
∫

p(s)ds

)
çözümü mevcuttur, fakat elde edilen bu çözüm hiç bir durumda salınımlı olmaz. Ancak,

k = 0 için (1.2) denklemi ise

xn =

[
n−1∏
j=n0

(1− pj)

]
xn0

çözümüne sahip olur. Yani, elde edilen bu çözüm her j ≥ n0 için 1 − pj < 0 olduğunda

salınımlı bir çözüme sahip olur.

Diferensiyel denklemler ile fark denklemleri arasında büyük benzerlikler bulunmak-

tadır. Fark denklemleri sayesinde diferensiyel denklemlerdeki süreksizlik durumları orta-

dan kaldırılabilmektedir. Hatta birçok diferensiyel denklem, fark denklemleri kullanılarak

kolaylıkla çözülebilmektedir. Bu nedenle yukarıda bahsedilen bilgiler yardımıyla bu tez

çalışmasında birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli fark denklemleri çalışılmış ve

bu denklemlerin çözümlerinin salınımlılığı için yeni şartlar elde edilmiş ve örneklere yer

verilmiştir.

Bu tez çalışmasında ilk olarak fark denklemleri ile ilgili genel bilgiler verilmiştir.

İkinci kısımda tez çalışmamız için gerekli olacak temel tanım, teorem ve şimdiye kadar

yapılan çalışmalara yer verilmiştir.
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GİRİŞ D.E. KARABACAK

Üçüncü bölümde ise sabit gecikmeli p ∈ R, k ∈ Z ve n = 0, 1, 2, ... olmak üzere

an+1 − an + pan−k = 0 (1.4)

fark denklemini,

i = 1, 2, ...,m için pi ∈ (0,∞) ve ki ∈ {0, 1, 2, ...} iken veya i = 1, 2, ...,m için

pi ∈ (−∞, 0) ve ki ∈ {...− 3,−2,−1} iken n = 0, 1, 2, ... olmak üzere

an+1 − an +
m∑
i=1

pian−ki = 0 (1.5)

fark denklemini ve pn > 0 ve k negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere

yn+1 − yn + pnyn−k = 0 (1.6)

fark denklemi ele alınmıştır.

Son olarak ise tartışma ve sonuç kısmına yer verilmiştir.

3



KAYNAK TARAMASI D.E. KARABACAK

2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Fark Analizi

Tanım 2.1. E öteleme (kaydırma) operatörü, x sürekli bir değişken olmak üzere

Ey(x) = y(x+ 1) (2.1)

şeklinde tanımlanır. İkinci mertebeden E operatörü

E2y(x) = E[Ey(x)] = E[y(x+ 1)] = y(x+ 2)

şeklinde bulunur. Benzer işlem adımları devam ettirildiğinde

Eky(x) = y(x+ k)

eşitliği elde edilir. Böylece, Ek operatörü k. dereceden bir öteleme operatörünü tanımlar.

E operatörünün özellikleri aşağıdaki gibidir.

(1) E [f(x) + g(x)] = Ef(x) + Eg(x),

(2) c bir sabit olmak üzere, E[cf(x)] = cE[f(x)],

(3) Er [Esf(x)] = Er+sf(x),

(4) E0 [f(x)] = f(x).

Tanım 2.2. y reel veya kompleks değerli bir fonksiyon olmak üzere ileri fark operatörü

∆,

∆y(x) = y(x+ 1)− y(x), ∆xn = xn+1 − xn (2.2)

şeklinde tanımlıdır. Benzer işlem adımları devam ettirildiğinde

∆hy(x) = y(x+ h)− y(x)

eşitliği elde edilir. Burada x bağımsız değişkendir. Özel olarak y(x) = x olarak alınırsa

∆hx = (x+h)−x = h ya da h = ∆hx bulunur. Bu nedenle h fonksiyon aralığı olarakta

adlandırılır.

Yüksek mertebeden ileri farklar her birinin bir öncekine ∆ operatörünün uygulanması

ile elde edilir.

∆2f(x) = ∆ [∆f(x)] = ∆ [f(x+ 1)− f(x)] = f(x+ 2)− 2f(x+ 1) + f(x)

4



KAYNAK TARAMASI D.E. KARABACAK

burada ∆2 ikinci dereceden fark operatörü olarak adlandırılır. Bu fark işlemlerine devam

edildiğinde genel bir ifade olarak

∆nf(x) = ∆
[
∆n−1f(x)

]
ifadesi elde edilir.

Sonuç olarak, f(x) fonksiyonunun m. dereceden farkı (a− b)m ifadesinin Binom açı-

lımına benzer biçimde

∆mf(x) =
m∑
k=0

(−1)k

 m

k

 f(x+ (m− k)) (2.3)

formulü ile elde edilir.

f(x) ve g(x) birbirinden farklı iki fonksiyon olsun. Bu durumda ∆ operatörü aşağı-

daki özellikleri sağlar.

(1) ∆ [f(x) + g(x)] = ∆f(x) + ∆g(x),

(2) c sabit olmak üzere ∆ [cf(x)] = c∆f(x),

(3) ∆ [f(x)g(x)] = ∆ [f(x)] g(x+ h) + f(x)∆g(x),

(4) ∆
[
f(x)
g(x)

]
= ∆[f(x)]g(x)−f(x)∆g(x)

g(x+h)g(x)
,

(5) ∆r [∆sf(x)] = ∆r+sf(x).

Ayrıca c bir sabit olmak üzere bazı temel fonksiyonlar aşağıdaki gibi ifade edilir.

(1) ∆cx = (c− 1)cx,

(2) ∆sin cx = 2 sin c
2
cos c(x+ 1

2
),

(3) ∆cos cx = −2 sin c
2
sin c(x+ 1

2
),

(4) ∆ log cx = log
(
1 + 1

x

)
Böylece ∆ ve E operatörü arasındaki ilişkiyi aşağıdaki şekilde ifade edebiliriz.

∆f(x) = f(x+ 1)− f(x) = Ef(x)− f(x) = (E − 1)f(x) ⇒ ∆ = E − 1

bu şekilde ∆ ve E arasında birinci dereceden bir bağıntı bulunur. Bu işlemden faydalana-

rak

∆mf(x) = (E − I)mf(x) =
m∑
k=0

(−1)k

 m

k

Em−kf(x)

m. dereceden ∆ ve E operatörleri arasındaki ilişkiyi görmüş oluruz. Benzer şekilde E =

5



KAYNAK TARAMASI D.E. KARABACAK

∆+ 1 olur, buradan

Em = (∆ + 1)m =
m∑
k=0

 m

k

∆m−k

yazılır.

Toplam operatörü ile ilgili bazı kurallar ise aşağıdaki şekildedir.

(a)
m∑
k=1

= mc,

(b)
m∑
k=1

cf(x) = c
m∑
k=1

f(x),

(c)
m∑
k=1

[f(x)± g(x)] =
m∑
k=1

f(x)±
m∑
k=1

g(x),

(d) (A+B)n =
m∑
k=0

n(n−1)...(n−k+1)
1.2...k

AkBn−k veya (A+B)n =
m∑
k=0

 n

k

AkBn−k.

Tanım 2.3. k. mertebeden bir fark denklemi n ∈ N, xn, N üzerinde tanımlı reel veya

kompleks değerli bir fonksiyon olmak üzere

xn, xn+1, ..., xn+k (2.4)

ifadelerini içerir (Agarwal 2000).

Tanım 2.4. Bir fark denkleminde, en büyük indis ile en küçük indis arasındaki fark, o

fark denkleminin mertebesi olarak adlandırılır. Örneğin; xn+4−xn+1+4xn = 0 şeklinde

verilen bir fark denkleminin mertebesi dört olur (Agarwal 2000).

Tanım 2.5. Eğer (2.4) fark denklemi,

k∑
i=0

ainxn+i = bn (2.5)

şeklinde verildiğinde, k. mertebeden (2.4) fark denklemi lineer olarak adlandırılır. Eğer

en az bir n ∈ N için bn sıfırdan farklı ise bu durumda (2.5) fark denklemine homojen

olmayan lineer fark denklemi denir.

Eğer (2.5) fark denklemi
k∑

i=0

ainxn+i = 0 (2.6)

formunda verildiğinde (2.6) fark denklemi homojen lineer fark denklemi olarak adlandı-

rılır (Agarwal 2000).

6



KAYNAK TARAMASI D.E. KARABACAK

2.2. Lineer Fark Denklemleri Teorisi

Bu kısımıda k. mertebeden lineer fark denklemleri ile ilgili literatürde yer alan bazı

tanım ve teoremlere yer verilecektir. k. mertebeden homojen olmayan lineer fark denk-

lemi pin ve gn, n ≥ n0 için tanımlı reel değerli fonksiyonlar ve her n ≥ n0 için pkn ̸= 0

olmak üzere

xn+k + p1nxn+k−1 + ...+ pknxn = gn (2.7)

şeklinde verilir.

Teorem 2.6.

xn+k + p1nxn+k−1 + ...+ pknxn = gn

xn0 = a0, xn0+1 = a1, ..., xn0+k−1 = ak−1

şeklinde ifade edilen başlangıç değer problemi bir tek {xn} çözümüne sahiptir (Elaydi

1999).

Şimdi

xn+k + p1nxn+k−1 + ...+ pknxn = 0 (2.8)

şeklinde ifade edilen fark denklemini ele alalım. Bu denklem (2.7) denkleminin lineer ve

homojen halidir.

Tanım 2.7. Eğer n ≥ n0 için

a1f1n + a2f2n + ...+ arfrn = 0

eşitliği sadece a1 = a2 = ... = ar = 0 durumunda sağlanıyorsa n ≥ n0 için f1n, f2n, ...,

frn fonksiyonları lineer bağımsızdır denir (Lakshmikantham ve Trigiante 1988; Elaydi

1999).

Tanım 2.8. (2.8) denkleminin k tane lineer bağımsız çözümlerinden oluşan küme, temel

çözümler kümesi olarak adlandırılır (Lakshmikantham ve Trigiante 1988; Elaydi 1999).

Tanım 2.9. {x1, x2, ..., xn} (2.8) fark denkleminin temel çözümler kümesi olsun. Bu du-

rumda ai ler keyfi sabitler olmak üzere (2.8) denkleminin genel çözümü xn =
k∑

i=1

aixin ile

verilir (Elaydi 1999).

7



KAYNAK TARAMASI D.E. KARABACAK

2.3. Lineer Homogen Sabit Katsayılı Fark Denklemlerinin Çözümleri

Bu bölümde ilk olarak k. mertebeden sabit katsayılı, lineer, homojen fark denkleminin

çözümleri ile ilgili, ardından k. mertebeden lineer, homojen olmayan fark denklemlerinin

çözümleri ile ilgili literatürde yer alan bazı tanım ve teoremleri kullanacağız. İlk olarak pi

ler sabit ve pk ̸= 0 olmak üzere aşağıda verilen k. mertebeden fark denklemini ele alalım.

xn+k + p1xn+k−1 + ...+ pkxn = 0. (2.9)

(2.9) denkleminde λn i çözüp kabul edip denklemde yerine yazarsak

λk + p1λ
k−1 + ...+ pk = 0 (2.10)

denklemi elde edilir. Bu ifadeye (2.10) denkleminin karakteristik denklemi denir ve λ lara

ise (2.10) denkleminin karakteristik kökleri denir (Elaydi 1999).

(2.9) fark denkleminin çözümü için karakteristik denklemin köklerine bağlı olarak üç

farklı durum söz konusudur.

I. DURUM: (2.10) karakteristik denkleminin λ1, λ2, ..., λk kökleri reel ve birbirinden

farklı ise, bu durumda {λn
1 , λ

n
2 , ..., λ

n
k} kümesi (2.9) denkleminin temel çözümler kümesi

olur ve (2.9) denkleminin genel çözümü ai ler sabit olmak üzere

xn =
k∑

i=1

aiλ
n
i (2.11)

şeklindedir (Goldberg 1958; Elaydi 1999).

II. DURUM: (2.10) karakteristik denkleminin λ1, λ2, ..., λk kökleri reel ve sırasıyla

m1,m2, ...,mr katlı ise (2.9) denklemi

(E − λ1)
m1 (E − λ2)

m2 ... (E − λr)
mr xn = 0 (2.12)

şeklinde yazılır. (E − λi)
mi xn = 0, 1 ≤ i ≤ r, denkleminin temel çözümler kümesi

Gi = {λn
i , nλ

n
i , ..., n

mi−1λn
i } olduğundan (2.12) denkleminin temel çözümler kümesi

G =
r⋃

i=1

Gi olur ve (2.12) denkleminin genel çözümü

xn =
r∑

i=1

λn
i

(
ai0 + ai1n+ ai2n

2 + ...+ aimi−1
nmi−1

)
(2.13)

8
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şeklinde ifade edilir (Goldberg 1958; Elaydi 1999).

III. DURUM: (2.10) karakteristik denklemi λ1 = α+iβ, λ2 = α−iβ kompleks köklerine

ve λ3 ̸= λ4 ̸= ... ̸= λk şeklinde reel köklere sahip olsun. Bu durumda genel çözüm

xn = c1(α + iβ)n + c2(α− iβ)n + c3 (λ3)
n + c4 (λ4)

n + ...+ ck (λk)
n (2.14)

şeklinde olur.

Burada α = r cos θ, β = r sin θ, r =
√

α2 + β2, θ = arctan
(
β
α

)
olmak üzere

xn = rn [c1 cos (nθ) + c2 sin(nθ)] + c3 (λ3)
n + c4 (λ4)

n + ...+ ck (λk)
n (2.15)

olur ve (2.15) ifadesinde

A =
√

a21 + a22, a1 = c1 + c2, a2 = i(c1 − c2), ω = arctan

(
a2
a1

)
alarak genel çözümü

xn = Arn cos(nθ − ω) + c3 (λ3)
n + c4 (λ4)

n + ...+ ck (λk)
n (2.16)

şeklinde verilir (Goldberg 1958; Elaydi 1999).

Örnek 2.10. x0 = 0 ve x1 = 1 olmak üzere

xn+3 − 7xn+2 + 16xn+1 − 12xn = 0

şeklinde verilen başlangıç değer probleminin çözümünü bulunuz.

Çözüm 2.11. Bu denklemin karakteristik denklemi

λ3 − 7λ2 + 16λ− 12 = 0

şeklindedir ve karakteristik denkleme ait kökler ise λ1 = λ2 = 2 ve λ3 = 3 olarak bulunur.

Böylece denklemin genel çözümü

xn = (a0 + na1)2
n + b13

n

şeklindedir. Verilen başlangıç değer koşulları denklemde yerine yazılırsa a0 = 3, a1 = 2

ve b1 = −3 bulunur. Böylece problemin çözümü

xn = (3 + 2n)2n − 3n3

olur.

9
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Şimdi k. mertebeden lineer homojen olmayan her n ≥ n0 için pkn ̸= 0 olmak üzere

xn+k + p1nxn+k−1 + ...+ pknxn = gn (2.17)

fark denklemini ele alalım. (2.17) fark denkleminin çözümü, homojen kısmının genel

çözümü xcn ve homojen olmayan kısmının bir özel çözümü xpn olmak üzere xn = xcn +

xpn ile verilir.

Teorem 2.12. (2.17) fark denkleminin genel çözümü

xn = xpn +
k∑

i=1

aixin

şeklinde verilir. Burada {x1n, x2n, ..., xkn} , (2.17) fark denkleminin homojen kısmının

temel çözümler kümesidir (Elaydi 1999).

Diğer taraftan, belirsiz katsayılar metodu ile (2.17) denklemi çözülmek istendiğinde

gn in farklı durumlarında özel çözümler aşağıdaki gibi olur.

(a) gn = an ise xpn = c1a
n

(b) gn = nk ise xpn = c0 + c1n+ ...+ ckn
k

(c) gn = nkan ise xpn = c0a
n + c1na

n + ...+ ckn
kan

(d) gn = cos bn, sin bn ise xpn = c1 sin (bn) + c2 cos (bn)

(e) gn = an cos bn, an sin bn ise xpn = (c1 sin (bn) + c2 cos (bn)) a
n

(f) gn = annk cos bn, annk sin bn ise

xpn =
(
c0 + c1n+ ...+ ckn

k
)
an sin (bn) +

(
d0 + d1n+ ...+ dkn

k
)
an cos (bn) .

10
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Fark Denklemlerinin Çözümlerinin Salınımlılığı

Bu bölümde fark denklemlerinin çözümlerine ilişkin salınım koşulları verilecektir.

Tanım 3.13. N pozitif bir tamsayı olmak üzere n ≥ N için xnxn+1 ≤ 0 ise xn aşikar

olmayan çözümüne sıfır etrafında salınımlıdır denir. Aksi halde xn çözümü salınımlı ol-

mayan çözüm olarak adlandırılır. Diğer taraftan, farklı bir şekilde ifade etmek gerekirse,

eğer bir xn çözümü belli bir yerden (n değerinden itibaren) sonra sadece pozitif ya da

sadece negatif değilse sıfır etrafında salınımlı olarak adlandırılır (Gyori ve Ladas 1991;

Elaydi 1999; Agarwal 2000).

Bu tezde p ∈ R, k ∈ Z ve n = 0, 1, 2, ... olmak üzere

an+1 − an + pan−k = 0 (3.1)

fark denklemini,

i = 1, 2, ...,m için pi ∈ (0,∞) ve ki ∈ {0, 1, 2, ...} iken veya i = 1, 2, ...,m için

pi ∈ (−∞, 0) ve ki ∈ {...− 3,−2,−1} iken n = 0, 1, 2, ... olmak üzere

an+1 − an +
m∑
i=1

pian−ki = 0 (3.2)

fark denklemini ve pn > 0 ve k negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere

yn+1 − yn + pnyn−k = 0 (3.3)

fark denklemini ele alacağız.

Teorem 3.14. (3.1) denkleminin tüm çözümlerinin salınımlılığı için gerek ve yeter koşul

aşağıda yer alan şartlardan herhangi birinin gerçeklenmesidir.

(a) k = −1 ve p ≤ −1,

(b) k = 0 ve p ≥ 1,

(c) k ∈ {...,−3,−2} ∪ {1, 2, ...} ve p (k+1)k+1

kk
> 1

(Ladas 1990).

İspat (3.1) denklemine ait karakteristik denklem

F (λ) = λ− 1 + pλ−k = 0 (3.4)

11
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dır.

(a) k = −1 ve p ≤ −1 ise (3.1) denklemi

an+1 − an + pan+1 = 0

haline dönüşür. Buradan

an+1(1 + p) = an

an+1

an
=

1

1 + p

ve p ≤ −1 olduğundan an+1

an
< 0 olur. Salınımlılık tanımı gereği (3.1) denkleminin tüm

çözümleri salınımlıdır.

(b) k = 0 ve p ≥ 1 ise (3.1) denklemi

an+1 − an + pan = 0

halini alır. Buradan

an+1(1− p) = an

an+1

an
= 1− p

elde edilir. p ≥ 1 olduğundan an+1

an
< 0 olur. Salınımlılık tanımı gereği (3.1) denkleminin

tüm çözümleri salınımlıdır.

(c) k ̸= {−1, 0} olduğunda

F ′(λ) = 1− kpλ−(k+1) = 0

kpλ−(k+1) = 1

λk+1 = kp

λ0 = (kp)
1

k+1

elde edilir.

F
′′
(λ) = k(k + 1)pλ−(k+2)

F
′′
(λ0) = k(k + 1)p(kp)−(

k+2
k+1) > 0

olur. O halde λ0 = (kp)
1

k+1 noktasında F (λ) minimuma sahiptir. Ayrıca

lim
λ→0+

F (λ) = ∞ ve lim
λ→∞

F (λ) = ∞

12
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dır. (3.1) denkleminin tüm çözümlerinin salınımlı olması için F (λ0) > 0 olmalıdır.

F (λ0) = λ0 − 1 + pλ−k
0 = λ0

[
1− 1

λ0

+ pλ
−(k+1)
0

]
= λ0

[
1− 1

λ0

+ p
1

kp

]
= λ0

[
1− 1

λ0

+
1

k

]
olur. F (λ0) > 0 olması için gerek ve yeter koşul

1 +
1

k
>

1

λ0

olmasıdır. Buradan λ0 >
k

k+1
ve λ

(k+1)
0 = kp olduğundan

kp = λ
(k+1)
0 >

(
k

k + 1

)k+1

kp >
(k)k+1

(k + 1)k+1

p
(k + 1)k+1

(k)k+1
> 1

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

an+1 − an + pan−k = 0

fark denklemi

x′(t) + px(t− τ) = 0

gecikmeli diferensiyel denkleminin ayrık benzeri olarak düşünülebilir. Bu diferensiyel

denkleme ait salınımlılık şartı pτ > 1
e

şeklindedir. (3.1) fark denklemine ait salınımlılık

şartı ise p (k+1)k+1

kk
> 1 dir. Buradan

pk >
(k)k+1

(k + 1)k+1

pk >

(
k

k + 1

)k+1

pk >

(
1− 1

k + 1

)k+1

elde edilir. Ayrıca

lim
k→∞

(
1− 1

k + 1

)k+1

=
1

e

13
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olduğundan

pk >
1

e
(3.5)

elde edilir. □

Teorem 3.15. i = 1, 2, ...,m için pi ∈ (0,∞) ve ki ∈ {0, 1, 2, ...} veya i = 1, 2, ...,m

için pi ∈ (−∞, 0) ve ki ∈ {...− 3,−2,−1} şartlarından biri sağlansın. Eğer
m∑
i=1

pi
(ki + 1)ki+1

kki
i

> 1 (3.6)

ise (3.2) denkleminin tüm çözümleri salınımlıdır (Erbe ve Zhang 1989).

İspat (3.2) fark denklemine ait

F (λ) = λ− 1 +
m∑
i=1

piλ
−ki = 0 (3.7)

karakteristik denkleminin pozitif bir köke sahip olmadığını göstermek bu denklemin her

çözümünün salınımlı olduğunu gösterir.

İlk olarak i = 1, 2, ...,m için pi ∈ (0,∞) ve ki ∈ {0, 1, 2, ...} sağlansın. O halde F (λ)

[1,∞) aralığında köke sahip değildir. i = 1, 2, ...,m için

inf
0<λ<1

(
1

1− λ

)
= 1

eşitliğinden

min
0<λ<1

(
λ−ki

1− λ

)
=

(ki + 1)ki+1

kki
i

olur. Gerçekten

f(λ) =
λ−ki

1− λ

ise

f ′(λ) =
−kiλ

−(ki+1)(1− λ) + λ−ki

(1− λ)2

=
−kiλ

−(ki−1) + λ−ki (ki + 1)

(1− λ)2

olur. f ′(λ) = 0 için λ = ki
ki+1

bulunur.

Diğer taraftan

f ′′(λ0) =
ki (ki + 1)

[
λ
−(ki+2)
0 − λ

−(ki+1)
0

]
(1− λ0)

2

(1− λ0)
4

14
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olur. Yani

λ
−(ki+2)
0 − λ

−(ki+1)
0 =

(
ki + 1

ki

)ki+2

−
(
ki + 1

ki

)ki+1

> 0

elde edilir. O halde f ′′(λ0) > 0 olduğundan λ0 = ki+1
ki

apsisli noktada f(λ) minimuma

sahiptir.

f(λ0) =
(ki + 1)ki+1

kki
i

olup, buradan 0 < λ < 1 için

F (λ) = (1− λ)

(
−1 +

m∑
i=1

pi
λ−ki

1− λ

)
≥ (1− λ)

(
−1 +

m∑
i=1

pi
(ki + 1)ki+1

kki
i

)

olup (3.6) ifadesinden F (λ) > 0 elde edilir. Yani karakteristik denklemin pozitif kökü

yoktur. O halde (3.2) denkleminin tüm çözümleri salınımlıdır.

Şimdi i = 1, 2, ...,m için pi ∈ (−∞, 0) ve ki ∈ {...− 3,−2,−1} olsun. O halde (3.2)

denklemi (0, 1] aralığında köke sahip değildir. i = 1, 2, ...,m için

inf
0<λ<1

(
λ−ki

λ− 1

)
=

(ki + 1)ki+1

kki
i

olup buradan λ > 1 için

F (λ) = (λ− 1)

(
1 +

m∑
i=1

pi
λ−ki

λ− 1

)
≤ (λ− 1)

(
1−

m∑
i=1

pi
(ki + 1)ki+1

kki
i

)

olur yani F (λ) < 0 bulunur. Böylece ispat tamamlanır. □

an+1 − an +
m∑
i=1

pian−ki = 0

fark denklemi

x′(t) +
m∑
i=1

pix(t− τ i) = 0

gecikmeli diferensiyel denkleminin ayrık benzeri olarak düşünülebilir. Bu diferensiyel

denkleme ait salınımlılık şartı
m∑
i=1

piτ i >
1
e

şeklindedir. (3.2) fark denklemine ait salınım-

lılık şartı ise
m∑
i=1

pi
(ki+1)ki+1

k
ki
i

> 1 dir. Buradan

m∑
i=1

piki
(ki + 1)ki+1

kki+1
i

> 1

15



MATERYAL VE METOT D.E. KARABACAK

m∑
i=1

piki

(
ki + 1

ki

)ki+1

> 1

m∑
i=1

piki

(
1 +

1

ki

)ki+1

> 1

elde edilir. Ayrıca

lim
ki→∞

(
1 +

1

ki

)ki+1

= e

olduğundan
m∑
i=1

pikie >

m∑
i=1

piki

(
ki + 1

ki

)ki+1

> 1

olup
m∑
i=1

piki >
1

e
(3.7)

bulunur.

Teorem 3.16. Kabul edelim ki

lim inf
n→∞

pn ≡ c > 0 ve lim sup
n→∞

pn > 1− c (3.8)

olsun. Bu durumda

(a)

yn+1 − yn + pnyn−k ≤ 0 (3.9)

eşitsizliği hiçbir pozitif çözüme sahip değildir.

(b)

yn+1 − yn + pnyn−k ≥ 0 (3.10)

eşitsizliği hiçbir negatif çözüme sahip değildir.

(c) (3.3) denkleminin tüm çözümleri salınımlı olur (Erbe ve Zhang 1989).

İspat Kabul edelim ki n ≥ N1 için y = {yn} > 0, (3.9) eşitsizliğinin pozitif bir çözümü

olsun. Şimdi 0 < ε < c ve n ≥ N2 için pn ≥ c− ε > 0 olacak şekilde bir N2 seçelim.

N = max{N1 + k, N2} (3.11)

olsun. Ayrıca (3.9) eşitsizliğinden

yn+1 − yn ≤ −pnyn−k
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ve pn > 0 ve yn−k > 0 olduğundan −pnyn−k < 0 olur. Böylece

yn+1 − yn ≤ 0

olur, yani {yn} artmayan bir dizi olur. n ≥ N için {yn} artmayan olduğundan (3.3)

denkleminden

yn+1 − yn ≤ −pnyn−k

yn − yn+1 ≥ pnyn−k

yn ≥ pnyn−k

olup

pn ≥ c− ε (3.12)

olduğundan

yn ≥ (c− ε) yn−k

ve

yn−k ≥ yn−1

olduğundan

yn ≥ (c− ε) yn−1 (3.13)

olur. Diğer taraftan n ≥ N için

0 ≥ yn+1 − yn + pn−k ≥ yn+1 − yn + pnyn

0 ≥ yn+1 + yn(pn − 1)

olur. Böylece (3.13) yardımıyla son eşitsizlikten

yn+1 ≥ (c− ε) yn

bulunur. Buradan n ≥ N için

0 ≥ (c− ε) yn + yn(pn − 1)

0 ≥ (c− ε+ pn − 1)yn

elde edilir. c− ε+ pn − 1 ≤ 0 ve pn ≤ 1− c+ ε olur. Böylece

lim sup
n→∞

pn ≤ 1− c+ ε

17
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olup ε keyfi olduğundan

lim sup
n→∞

pn ≤ 1− c

elde edilir. Ancak bu durum (3.8) ile çelişir. Böylece (3.9) eşitsizliğinin hiçbir pozitif

çözümü yoktur.

(b) {zn} = {−yn} alınarak

−zn+1 + zn − pnzn−k ≥ 0

elde edilir. Bu eşitsizlik düzenlenirse

zn+1 − zn + pnzn−k ≤ 0

elde edilir. Bu eşitsizliğin hiçbir pozitif çözüme sahip olmadığını biliyoruz. O halde (3.10)

eşitsizliği de hiçbir negatif çözüme sahip değildir.

(c) (a) ve (b) ifadelerinden (3.3) denkleminin tüm çözümlerinin salınımlı olduğu görülür.

□

Teorem 3.17. pn > 0 ve k negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere,

lim inf
n→∞

pn ≡ c >
kk

(k + 1)k+1
(3.14)

ifadesi sağlansın. Bu durumda

(a) (3.9) eşitsizliğinin pozitif çözümü yoktur.

(b) (3.10) eşitsizliğinin negatif çözümü yoktur.

(c) (3.3) denkleminin tüm çözümleri salınımlıdır.

İspat (a) Çelişki oluşturmak adına (3.9) eşitsizliğinin n ≥ N1 için y = {yn} > 0

şeklinde bir pozitif çözümünün olduğunu kabul edelim. Ayrıca

rn =
yn
yn+1

(3.15)

olsun. Şimdi (3.9) eşitsizliğini yn ile bölelim.

yn+1

yn
− 1 + pn

yn−k

yn
≤ 0,

yn+1

yn
=

1

rn
(3.16)
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olduğundan
1

rn
≤ 1− pn

yn−k

yn
(3.17)

bulunur ve yn−k

yn
bölümü

yn−k

yn
=

yn−k

yn−k+1

yn−k+1

yn−k+2

...
yn−2

yn−1

yn−1

yn
(3.18)

şeklinde ifade edilirse (3.17) eşitsizliği

1

rn
≤ 1− pn

yn−k

yn−k+1

yn−k+1

yn−k+2

...
yn−2

yn−1

yn−1

yn

ya da

r−1
n ≤ 1− pn(rn−krn−k+1...rn−2rn−1) (3.19)

elde edilir. (3.15) den n ≥ N2 için pn > 0 olur. N = max{N1 + k, N2} olsun. n ≥ N

için {yn} artmayandır. Ayrıca rn = yn
yn+1

olduğundan rn ≥ 1 olur.

lim inf
n→∞

rn = l (3.20)

olsun. Böylece

lim sup
n→∞

1

rn
=

1

lim inf
n→∞

rn
=

1

l
(3.21)

olur. lim sup
n→∞

(−pn) = lim inf
n→∞

(pn) eşitliği göz önüne alınarak (3.20) ifadesinin her iki

tarafının limit supremumu alınırsa

lim sup
n→∞

(
r−1
n

)
≤ lim sup

n→∞

(
1− pn(rn−krn−k+1...rn−2rn−1)

)
,

1

l
≤ 1 + lim sup

n→∞

(
−pn(rn−krn−k+1...rn−2rn−1)

)
1

l
≤ 1− lim inf

n→∞

(
pn(rn−krn−k+1...rn−2rn−1)

)
1

l
≤ 1−

[
lim inf
n→∞

pn ·
n→∞

lim inf rn−k· ... ·
n→∞

lim inf rn−2 ·
n→∞

lim inf rn−1

]
1

l
≤ 1− [c· l· l· ...· l]

olup
1

l
≤ 1−

[
clk
]

bulunur. Buradan

c ≤ l − 1

lk
≡ h(l) (3.22)
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tanımlayalım. Ayrıca

h′(l) =
lk+1 − (k + 1)lk(l − 1)

(lk+1)2
= 0

olup

l =
k + 1

k

bulunur. l0 = k+1
k

için fonksiyonun ekstremum noktası vardır. Ayrıca

h′′(l0) =
(k + 1)lk0

[
1− k + kl−2

0 − 1
]

(lk+1
0 )2

olduğundan

k
(
l−2
0 − 1

)
= k

[(
k

k + 1

)2

− 1

]

bulunur. Diğer taraftan
(

k
k+1

)2
< 1 olduğundan k

[(
k

k+1

)2 − 1
]
< 0 olur, yani h′′(l0) < 0

elde edilir. O halde h fonksiyonunun l0 maksimumu vardır.

h(l0) =
kk

(k + 1)k+1

ya da

max
l≥1

h(l) =
kk

(k + 1)k+1

ise (3.22) yardımıyla

c ≤ kk

(k + 1)k+1

elde edilir. Bu ise (3.14) ile çelişir. Böylece ispat tamamlanır. O halde (3.9) eşitsizliğinin

hiçbir pozitif çözümü yoktur. □

(3.14) denkleminde k = 0 ise (3.3) denklemi

yn+1 − yn + pnyn = 0 (3.23)

şeklini alır.

(3.3) fark denklemi aşağıda verilen

y′(t) + p(t)y(t) = 0 (3.24)

diferensiyel denklemin ayrık benzeridir. (3.24) denklemini y(t) ile bölüp integre edersek

y′(t)

y(t)
+ p(t) = 0,
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∫
y′(t)

y(t)
dt = −

∫
p(t)dt

ya da

ln |y(t)| = −
∫

p(t)dt

olup

y(t) = e−
∫
p(t)dt (3.25)

elde edilir. Buradan y(t) > 0 olduğu görülür. Yani (3.24) denkleminin tüm çözümleri

pozitif olup salınımlı değildir.

Diğer taraftan, eğer

lim inf
n→∞

pn > 1 (3.26)

ise (3.23) denklemi salınımlıdır.

n ≥ 0 için eğer

pn =
kk

(k + 1)k+1
(3.27)

ise (3.3) denklemi

yn+1 − yn +
kk

(k + 1)k+1
yn−k = 0 (3.28)

denklemine dönüşür.

yn = d > 0 ve k = N, N + 1, ... için

ym+1 =
k

k + 1
ym (3.29)

pozitif çözümüdür. O halde {yn} (3.28) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümüdür.

(3.28) denkleminde (3.29) ifadesi ve

yn−k =
yn−k

yn−k−1

yn−k−1

yn−k−2

...
yn−2

yn−1

yn−1

yn
yn

kullanılırsa

k

k + 1
yn − yn +

kk

(k + 1)k+1

yn−k

yn−k−1

yn−k−1

yn−k−2

...
yn−2

yn−1

yn−1

yn
yn = 0

olur.
ym
ym+1

=
k + 1

k

olduğundan

k

k + 1
yn − yn +

kk

(k + 1)k+1

k + 1

k

k + 1

k
...
k + 1

k
yn = 0
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yn

[
k

k + 1
− 1 +

k

k + 1

]
= 0

0 = 0

bulunur. Yani (3.29) ifadesi (3.28) denklemini sağlar. O halde (3.29) bir çözümdür ve bu

çözüm pozitiftir. Yani (3.28) denkleminin çözümleri salınımlı değildir.

Teorem 3.18. Kabul edelim ki pn ≥ 0 ve

sup pn <
kk

(k + 1)k+1
(3.30)

olsun. Böylece (3.3) denklemi salınımlı olmayan bir çözüme sahiptir (Erbe ve Zhang

1989).

İspat

r−1
n = 1− pnrn−k...rn−1 (3.31)

denkleminin pozitif bir çözüme sahip olduğunu gösterelim. Bunun için

sN−k = ... = sN−1 = q =
k + 1

k
> 1 (3.32)

ve

sN = (1− pNsN−k...sN−1)
−1 > 1 (3.33)

tanımlayalım. (3.30) ve pn ≥ 0 olduğundan 0 ≤ pn < 1 olur. Böylece

sN =
1

1− pNqk
>

1

1− pN
> 1,

sN =
1

1− pNqk
<

1

1− sup pNqk
=

1

1− kk

(k+1)k+1

(k+1)k+1

kk

= q

olup

sN < q

bulunur. Şimdi

sN+1 = (1− pN+1sN+1−k...sN)
−1 (3.34)

tanımlayalım.

sN+1 =
1

1− pN+1qk−1sN
<

1

1− pN+1qk−1q
<

1

1− sup pN+1qk
= q
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olup

1 < sN+1 < q

bulunur.

Şimdi k = 1, 2, ... için 1 < sN+k < q olduğunu gösterelim.

k = 1 için 1 < sN+1 < q olur.

k = m için 1 < sN+m < q olduğunu kabul edelim.

k = m+ 1 için doğru olduğunu gösterelim.

k = m+ 1 için

sN+m+1 =
1

1− pN+m+1sN+m+1−k...sN+m

<
1

1− kk

(k+1)k+1 qk−1sN+m

ve sN+m < q olduğundan

sN+m+1 <
1

1− kk

(k+1)k+1 qk
= q

olur. O halde her k = 1, 2, ... için 1 < sN+k < q olur. n ≥ N için {sN} dizisi (3.31)

denkleminin bir çözümüdür. Ayrıca

yN = 1, yN+1 =
yN
sN

(3.35)

tanımlanırsa, bu şekilde devam edilerek {yN} dizisi (3.3) denklemini sağlayan bir çözüm

olur. □

Şimdi {pn } negatif olmayan reel sayı dizisi ve k pozitif tamsayı olmak üzere

an+1 − an + pnan−k = 0, n = 0, 1, 2, ... (3.36)

denklemini ele alalım. Bu denklemin çözümlerinin salınımlılığı için Erbe ve Zhang tara-

fından elde edilen sonuçtan daha iyi olan aşağıda verilen sonucu inceleyelim.

Teorem 3.19. k pozitif bir tamsayı ve {pn } negatif olmayan bir reel sayı dizisi olmak

üzere, eğer

lim inf
n→∞

[
1

k

n−1∑
i=n−k

pi

]
>

kk

(k + 1)k+1
(3.37)

ise (3.36) denkleminin tüm çözümleri salınımlı olur (Ladas vd. 1989).
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İspat Çelişki oluşturmak adına (3.36) denklemine ait pozitif salınımlı olmayan bir {an }

çözümünün varlığını kabul edelim. Böylece

an+1 − an = −pnan−k ≤ 0

olur. Böylece {an } pozitif sayıların artmayan bir dizisi olur. an ≤ an−k olduğundan

(3.36) denkleminden

an+1 − an + pnan ≤ 0

veya

pn ≤ 1− an+1

an
(3.38)

olur. Böylece
1

k

n−1∑
i=n−k

pi ≤
1

k

n−1∑
i=n−k

(
1− ai+1

ai

)
(3.39)

olur.

α =
kk

(k + 1)k+1
(3.40)

tanımlayalım. Böylece yeterince büyük n ler için, (3.37) yardımıyla

α ≤ β ≤ 1

k

n−1∑
i=n−k

pi (3.41)

olur. Buradan ve yeterince büyük n ler için, (3.39) ifadesinden

β ≤ 1

k

n−1∑
i=n−k

(
1− ai+1

ai

)
(3.42)

yazılabilir. (3.42) eşitsizliği ve aritmetik ortalama-geometrik ortalama arasındaki bağıntı

kullanılarak

β ≤ 1

k

n−1∑
i=n−k

(
1− ai+1

ai

)
= 1− 1

k

n−1∑
i=n−k

(
ai+1

ai

)
≤ 1−

(
n−1∏

i=n−k

ai+1

ai

) 1
k

= 1−
(
an−k+1

an−k

an−k+2

an−k+1

...
an
an−1

) 1
k

= 1− an
an−k

bulunur. Buradan yeterince büyük n ler için(
an
an−k

) 1
k

≤ 1− β (3.43)
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elde edilir. {an } pozitif terimli dizi olduğundan 0 < β < 1 olur. Ayrıca α (3.40) teki

tanımlanmış olmak üzere

max
0≤λ≤1

[
(1− λ)λ

1
k

]
=

k

(k + 1)1+
1
k

= α
1
k (3.44)

olur.

Gerçekten

f(λ) = (1− λ)λ
1
k (3.45)

olsun.

f ′(λ) = λ
1
k

(
−1 +

1

kλ
(1− λ)

)
= 0

olup

λ =
1

k + 1

bulunur. Ayrıca

f ′′(
1

k + 1
) =

1

k2

(
1

k + 1

) 1
k
−1 [

−k − k2
]
< 0

olur. f ′′(λ) < 0 olduğundan λ = 1
k+1

apsisli noktada f(λ) maksimuma sahiptir.

f

(
1

k + 1

)
=

k

(k + 1)1+
1
k

olur. Bu nedenle 0 < λ ≤ 1 için

1− λ ≤ α
1
kλ− 1

k

olur ve 0 < β < 1 olduğundan

1− β ≤ α
1
kβ− 1

k

yazılabilir. (3.43) yardımıyla yeterince büyük n ler için(
an
an−k

) 1
k

≤ 1− β ≤ α
1
kβ− 1

k

olup gerekli düzenlemeler yapıldığında

β

α
an ≤ an−k (3.46)

elde edilir. (3.46) eşitsizliğini (3.36) kullanırsak

an+1 − an + pn
β

α
an ≤ 0
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yazılabilir. Eşitsizliğin her iki tarafı an e bölersek

an+1

an
− 1 + pn

β

α
≤ 0

elde edilir.

Her iki tarafın n − k’ dan n − 1’ e kadar toplamını alır ve 1
k

ile çarparsak (3.41)

yardımıyla
β

α
β ≤ 1− 1

k

n−1∑
i=n−k

(
ai+1

ai

)
olur. Aritmetik ortalama ve geometrik ortalama arasındaki bağıntıyı kullanarak

β2

α
≤ 1− 1

k

n−1∑
i=n−k

(
ai+1

ai

)
≤ 1−

(
n−1∏

i=n−k

ai+1

ai

) 1
k

,

β2

α
≤ 1−

(
an−k+1

an−k

an−k+2

an−k+1

...
an
an−1

) 1
k

,

β2

α
≤ 1−

(
an
an−k

) 1
k

ya da

1− β ≤ α
1
kβ− 1

k

olduğundan yeterince büyük n ler için

1−
(
β2

α

)
≤ α

1
k

(
β2

α

)− 1
k

olur. Buradan (
an
an−k

)
≤ α

(
α

β2

)
olup (

β

α

)2

an ≤ an−k (3.47)

olur.

Tümevarım yöntemiyle m = 1, 2, ... olmak üzere n ≥ nm için nm tamsayısı(
β

α

)m

an ≤ an−k (3.48)

eşitsizliğini sağlar. Ayrıca, yeterince büyük n ler için (3.41) ifadesinden

n∑
i=n−k

pi ≥
n−1∑

i=n−k

pi ≥ kβ (3.49)
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elde edilir. Yeterince büyük n ler için

n∑
i=n−k

pi ≥ M (3.50)

öyle ki

M = kβ > 0 (3.51)

olur. Öyle bir m seçelim ki (
β

α

)m

>

(
2

M

)2

(3.52)

olsun. Böylece yeterince büyük n ler için n ≥ n0 olmak üzere (3.48) ve (3.52) te seçilen

özel m sağlanır. (3.48) dan n ≥ n0 + k için n − k ≤ n∗ ≤ n olacak şekilde bir n∗

tamsayısı vardır öyle ki
n∗∑

i=n−k

pi ≥
M

2
ve

n∑
i=n∗

pi ≥
M

2

olur. (3.36) ifadesinden ve {an} azalan olmasından

an∗+1 − an−k =
n∗∑

i=n−k

(ai+1 − ai) = −
n∗∑

i=n−k

piai−k ≤ −

(
n∗∑

i=n−k

pi

)
an∗−k ≤ −M

2
an∗−k

olup
M

2
an∗−k ≤ an−k (3.53)

elde edilir. Benzer şekilde

an+1 − an∗ =
n∑

i=n∗

(ai+1 − ai) = −
n∑

i=n∗

piai−k ≤ −

(
n∑

i=n∗

pi

)
an−k ≤ −M

2
an−k

olup
M

2
an−k ≤ an∗ (3.54)

elde edilir. (3.48), (3.53) ve (3.54) birlikte düşünüldüğünde(
β

α

)m

≤ an∗−k

an∗
≤
(

2

M

)2

olur ki bu ifade (3.52) ile çelişir. O halde (3.36) denkleminin tüm çözümleri salınımlıdır.

□

p ∈ C [[t0,∞),R+] , τ > 0 olmak üzere

x′(t) + p(t)x(t− τ) = 0
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gecikmeli diferensiyel denkleminin ayrık bir benzeri olarak

an+1 − an + pnan−k = 0

fark denklemini düşünebiliriz. Yukarıda verilen diferensiyel denklemin salınımlı olması

için gerek şart aşağıda verilmiştir.

lim inf
t→∞

t∫
t−τ

p(s)ds >
1

e
.

Fark denkleminin çözümlerinin salınımlı olması için gerek şart ise

lim inf
t→∞

[
1

k

n−1∑
i=n−k

pi

]
>

kk

(k + 1)k+1
,

lim inf
t→∞

[
n−1∑

i=n−k

pi

]
>

(
k

k + 1

)k+1

lim inf
t→∞

[
n−1∑

i=n−k

pi

]
>

(
1− 1

k + 1

)k+1

olup, buradan

lim
t→∞

(
1− 1

k + 1

)k+1

=
1

e

olduğundan

lim inf
t→∞

[
n−1∑

i=n−k

pi

]
>

1

e

yazılır.
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu yüksek lisans tez çalışmasında aşağıda ifade edilen sabit katsayılı-sabit gecikmeli

ve değişken katsayılı-sabit gecikmeli fark denklemleri ele alınmıştır.

p ∈ R, k ∈ Z ve n = 0, 1, 2, ... olmak üzere

an+1 − an + pan−k = 0 (4.1)

fark denklemini,

i = 1, 2, ...,m için pi ∈ (0,∞) ve ki ∈ {0, 1, 2, ...} iken veya i = 1, 2, ...,m için

pi ∈ (−∞, 0) ve ki ∈ {...− 3,−2,−1} iken n = 0, 1, 2, ... olmak üzere

an+1 − an +
m∑
i=1

pian−ki = 0 (4.2)

fark denklemini ve

pn > 0 ve k negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere

yn+1 − yn + pnyn−k = 0 (4.3)

fark denklemleri çalışılmıştır. Bu denklemlerin çözümlerinin salınımlılık davranışlarını

incelenmiştir.

Bu bulgular ise aşağıdaki gibidir.

(4.1) denkleminin çözümlerinin salınımlı olması için gerek ve yeter koşul aşağıda yer

alan koşullardan herhangi birinin sağlanmasıdır.

(a) p ≤ −1 ve k = −1,

(b) p ≥ 1 ve k = 0

(c) p (k+1)k+1

kk
> 1 ve k ∈ {...,−3,−2} ∪ {1, 2, ...}.

Ayrıca (4.1) fark denklemi

x′(t) + px(t− τ) = 0

gecikmeli diferensiyel denkleminin ayrık benzeri olarak düşünülebilir. Bu diferensiyel

denkleme ait salınımlılık şartı pτ > 1
e

şeklindedir.

(4.2) denklemine ait salınımlılık koşulu ise aşağıdaki gibidir.
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i = 1, 2, ...,m için pi ∈ (0,∞) ve ki ∈ {0, 1, 2, ...} veya i = 1, 2, ...,m için pi ∈

(−∞, 0) ve ki ∈ {...− 3,−2,−1} şartlarından biri sağlansın. Eğer

m∑
i=1

pi
(ki + 1)ki+1

kki
i

> 1

ise (4.2) denkleminin tüm çözümleri salınımlıdır

Ayrıca (4.2) fark denklemi

x′(t) +
m∑
i=1

pix(t− τ i) = 0

gecikmeli diferensiyel denkleminin ayrık benzeri olarak düşünülebilir. Bu diferensiyel

denkleme ait salınımlılık şartı
m∑
i=1

piτ i >
1
e

şeklindedir.

(4.3) denklemine ait koşullar ise aşağıdaki gibidir.

Kabul edelim ki

lim inf
n→∞

pn ≡ c > 0 ve lim sup
n→∞

pn > 1− c

olsun. Bu durumda

(a)

yn+1 − yn + pnyn−k ≤ 0

eşitsizliğinin pozitif çözümü yoktur.

(b)

yn+1 − yn + pnyn−k ≥ 0

eşitsizliği hiçbir negatif çözüme sahip değildir.

(c) (4.3) denkleminin tüm çözümleri salınımlıdır.

Diğer koşul ise aşağıdaki gibidir.

Kabul edelim ki pn ≥ 0 ve

sup pn <
kk

(k + 1)k+1

olsun. Böylece (4.3) denklemi salınımlı olmayan bir çözüme sahiptir.

30



BULGULAR VE TARTIŞMA D.E. KARABACAK

Bu araştırma sonraki çalışmalarda detaylandırılarak konu edinilebilir ve analiz edile-

bilir. Benzer şekilde, denklemin gecikme teriminin özelliklerine göre yeni ve farklı araş-

tırmalar yapılabilir.
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5. SONUÇLAR

Fark denklemleri zamana bağlı çeşitli doğa olaylarının incelenmesinin doğal bir ifade-

sidir. Zamana bağlı değişkenlerin kullanıldığı olayların birçoğu ayrık (kesikli) olduğu için

bu tür denklemlere önemli matematiksel modellemelerde yer verilir. Daha da önemli olan

nokta ise fark denklemleri diferensiyel denklemler için ayrıklaştırma yöntemlerinin ince-

lenmesinde karşımıza çıkar. Fark denklemleri teorisinde elde edilen pek çok sonuç hemen

hemen bu tür denklemlere karşılık gelen diferensiyel denklemlerin ayrık bir benzeri olarak

ele alınır. Bu tez çalışmasında ise fark denklemleri incelenmiş ve bu denklemlerin çözüm-

lerine ait salınımlılık koşullarına yer verilmiştir. İlk olarak fark denklemleri ile ilgili genel

bilgiler verilmiştir. İkinci kısımda fark denklemleri ile ilgili temel kavramlar verilmiştir.

Üçüncü kısımda ise sabit katsayılı-sabit gecikmeli ve değişken katsayılı-sabit gecikmeli

fark denklemleri ayrıntılı bir şekilde ele alınmıştır. Bu denklemlerin çözümlerine ait salı-

nımlılık koşulları elde edilmiştir. Gecikmeli diferensiyel denklemler ve fark denklemleri

için elde edilen iyi bilinen salınımlılık koşulları karşılaştırılmıştır. Sabit katsayılı-sabit ge-

cikmeli ve değişken katsayılı-sabit gecikmeli,

p ∈ R, k ∈ Z ve n = 0, 1, 2, ... olmak üzere

an+1 − an + pan−k = 0

fark denklemini, i = 1, 2, ...,m için pi ∈ (0,∞) ve ki ∈ {0, 1, 2, ...} iken veya i =

1, 2, ...,m için pi ∈ (−∞, 0) ve ki ∈ {...− 3,−2,−1} iken n = 0, 1, 2, ... olmak üzere

an+1 − an +
m∑
i=1

pian−ki = 0

fark denklemini ve pn > 0 ve k negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere

yn+1 − yn + pnyn−k = 0

fark denkleminin çözümlerine ait salınım koşullarına yer verilmiştir.

Ayrıca, tez çalışmasında yer alan sonuçlar bu konular ile ilgili çalışan bilim insanlarına

yol gösterici niteliktedir.
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