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ONSOZ

Potansiyel tipli integral operatorler harmonik analizin en 6nemli teknik araglarindan
birisidir. Baz1 uygun diferansiyel operatorlerin “negatif kesirsel” kuvvetleri olarak yo-
rumlanan potansiyel tipli integral operatorler genel olarak onemli fonksiyonel uzayla-
rin incelenmesinde, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinde, cesitli integ-
ral doniisiimlerin terslerinin bulunmasinda ve harmonik analizin daha bagka alanlarinda
kullanilmaktadir. Harmonik analizin en onemli potansiyelleri sayilan Riesz, Bessel ve
Flett potansiyelleri ve onlarin genellesmis versiyonlarimin, cesitli yarigruplar (Poisson,
Gauss-Weierstrass ve Meta-harmonik) vasitasiyla elde edilen temsilleri vardir. Bu tez ¢a-
lismasinin esas amaci, Fourier-Bessel doniisiimii vasitasiyla tamimlanan genellesmis Flett
potansiyellerinin onemli 6zelliklerini incelemek ve bu potansiyellerin terslerini veren for-
miilleri aragtirmaktir.

Fourier doniisiimii dilinde tanimlanan potansiyeller, klasik potansiyeller olarak bilinen
Riesz, Bessel ve Flett potansiyelleridir. Benzer olarak, Fourier-Bessel doniisiimii terimle-
rinde tanimlanan potansiyeller de genellesmis potansiyeller (genellesmis Riesz, genelles-
mis Bessel ve genellesmis Flett) olarak adlandirilirlar. Bu tez ¢alismasinda genellesmis
Poisson yarigrubunun dogurdugu genellesmis Flett potansiyelleri ele alinarak, bu potan-
siyellerin agirlikli Lp uzaylarindaki 6nemli 6zellikleri ayrintili bir sekilde incelenmistir.
Daha sonra da bir ¢ > 0 parametresine bagli yeni bir “kesikli integraller ailesi” tanim-
lanmis ve bu integral ailesi vasitasiyla genellesmis Flett potansiyelleri i¢in bir ters bulma
formiilii elde edilmistir.

Bu tez caligsmasi siiresince bilgisini ve zamanini paylasan, destegini esirgemeyen da-

nisman hocam Sayin Dog. Dr. Sinem SEZER EVCAN’a tesekkiir ederim.
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GIRIS U. ULKU

1. GIRIS

Potansiyel tipli integral operatorler harmonik analizin en 6nemli teknik araclarindan
birisidir. Baz1 uygun diferansiyel operatorlerin “negatif kesirsel” kuvvetleri olarak yo-
rumlanan potansiyel tipli integral operatorler genel olarak dnemli fonksiyonel uzaylarin
incelenmesinde, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinde, cesitli integral do-
niisiimlerin terslerinin bulunmasinda ve harmonik analizin daha bagka alanlarinda kul-
lanilmaktadir. Harmonik analizin en 6nemli potansiyelleri sayilan Riesz, Bessel ve Flett
potansiyelleri ve onlarin genellesmis versiyonlarinin, ¢esitli yarigruplar (Poisson, Gauss-
Weierstrass ve Meta-Harmonik) vasitasiyla elde edilen temsilleri vardir. Fourier donii-
stimil dilinde, Riesz, Bessel ve Flett potansiyelleri sirasiyla, asagidaki gibi tanimlanmak-
tadir:

FIf)(z)=lz| “F(f(x)), zeR", 0 <a<n,

F(Jof) () = (14 2%) 2 F(f(z)), 2 €R", 0 < a < o0,
F(Tf) (z) = (1 + |2)) " F(f (z), = € R", 0 < o < o0.

n
Flett potansiyeli, A = > a‘% Laplace operatorii ve I birim operatdr olmak iizere I +
k=1 "k

(—A)% operatoriiniin negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlanir. Benzer olarak Riesz
ve Bessel potansiyelleri de sirastyla (—A ) ve (I — A ) operatorlerinin negatif kesirsel kuv-
vetleri olarak yorumlanirlar. Klasik potansiyeller olarak bilinen bu potansiyellerin ve ce-
sitli versiyonlarinin terslerini ifade eden formiillerinin bulunmasi ve bir o parametresi s1-
fira yaklagirken yaklasim 6zelliklerinin incelenmesi iizerine yapilmig bircok akademik ¢a-
lismalar mevcuttur. Aliev vd (2006), Gadjiev vd (2007), Kurokawa (1981), Sezer (2009),
Uyhan, Bayrakci vd (2006) bu konuda yapilmis 6nemli calismalar arasinda yer alirlar. Bu
tez calismasinda da genellesmis Poisson yarigrubunun dogurdugu genellesmis Flett po-
tansiyelleri tanimlanarak, bu potansiyellerin agirlikli Lp uzaylarindaki 6nemli 6zellikleri
ayrintili bir sekilde incelenmistir. Daha sonra da bir ¢ > 0 parametresine bagli yeni bir
“kesikli integraller ailesi” tanimlanmig ve bu integral ailesi vasitasiyla genellesmis Flett
potansiyellerinin tersi belirlenmistir.

Genellesmis Flett potansiyelleri icin ters bulma formiilii ile ilgili olan bu tez ¢aligmasi

dort boliimden olugmaktadir:
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Tezin ilk kisminda kaynak taramasi yapilarak, tez boyunca kullanilacak 6nemli kav-
ramlar tanitilmig ve bu kavramlarla ilgili 6nemli 6zelliklerin yer aldig1 teoremlerin bazi-
lar1 ispatlariyla birlikte ifade edilmistir. Ikinci kistmda Flett potansiyelleri, genellesmis
Flett potansiyelleri ile ilgili teorem ve Onteoremlere yer verilmistir. Genellesmis Poisson
yarigrubunun dogurdugu bir ¢ > (0 parametresine bagh kesikli hipersingiiler integraller
ailesi tamtilmigtir. Tezin ii¢iincii kisminda genellesmis flett potansiyellerinin tersini bulma
formiiliinii ifade eden esas teoremi ispatlamak i¢in On hazirlik olarak bazi 6nemli Onte-
oremler ispatlari ile verilerek esas teoremin ispati yapilmistir. Tezin dordiincii kismi1 olan
sonug boliimiinde ise {i¢iincii kisimda elde edilen sonucglarin harmonik analizdeki yeri ve

Onemi tartigtlmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu kisimda tez boyunca kullanilan bazi temel kavramlar, tanimlar ve teoremlere yer
verilmisgtir.

R”, n boyutlu Oklid uzay1 olup
R"={z:z = (21,22,....,2,),¥i = 1,2, ..., nicin z; € R}

22)? esitligi ile verilir. L, = L,(R")
1

ile tanimlanmaktadir. R” tizerindeki norm |z| = (

n
1=

uzay1 1 < p < 0o i¢in

1

P

L,(R") = q f: f,R"de olgiilebilir ve ||f||, = /]f(a:)]p der | <o0,1<p<oo

(2.1)
biciminde tanimlanir. Burada dx = dzdxs...dx,, dir. p = oo durumunda ise L., uzayi
Lo = Lo (R") = {f . f, R™de olgiilebilir ve || f||, = ess sup f(x) < oo}
TzER™
esitligi ile tanimlanir. C'(R™) ile R™ de siirekli ve siirli olan fonksiyonlar uzay1 temsil
edilir. C(R") de norm f € C(R") olmak iizere || f|| = max | f(x)] esitligi ile tanimlanir.
reR?
C>* = C>*(R") ile de R™de her mertebeden kismi tiirevlere sahip fonksiyonlar uzay1
gosterilir.
R? = {z : 2 € R" ve 2, > 0} olmak iizere R’} "da 6l¢iilebilir fonksiyonlarin agirlikl

Lebesgue uzay1 0 < v < oo ve 1 < p < oo olmak lizere

Ly = L®) = £ £ 8l = | [l adian | <o
iy

bigiminde tanimlanir. p = oo halinde ise Lo, = Lo, (R"}) ile R’ de siirekli ve

lim f(z) =0

|z|—=0

kosulunu saglayan f(x) fonksiyonlar: uzay: diistiniiliir ve || f||__, = sup |f(x)| olarak
’ z€R™

+
alinir.

S = S(R™) ile gosterilen Schwartz test fonksiyonlari uzayi

Ié]
2 )

S:{f:fECooveVoz,ﬁEZﬁigin sup |2% 5

xER™

)
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e al oo an oB . oB1+---+Bn
bigiminde tanimlamir. Burada, 2% = x{"'25*... 25" ve 55 f(z) = mf(ml, vy T)
i oal

dir. Ornegin; = € R olmak iizere, e 1*I" = ¢~(#i+3+.+23) ¢ G(R") ve P(z) herhangi n

degiskenli polinom ve k > 2 ¢ift tamsay1 olmak iizere f(z) = P(z)e """ € S dir.
ST=S(RY) ={fe€SR"): [,ux, degiskenine gore ¢ift fonksiyon}

ile tammlanan S uzayinin L, ,, uzayinda yogun oldugu bilinmektedir. S* uzaymn L,,,
uzayinda yogunlu su prosediirle gosterebilir: f € L,,,, olsun. Bu durumda, f tim L, , ye
dp (z) = |@,|” do ahnarak ¢ift devam ettirilebilir. Yeni fonksiyon f olsun. Boylece S
uzay1 L,,,,’” de yogun oldugundan, f ’ya S ’nin (aslinda S nin) elemanlari ile yaklagila-

bilir. Dolayisiyla da, f ’e ST uzaymin elemanlari ile yaklagilabilir.

Teorem 2.1. (Holder Egitsizligi; (Sadosky 1979 s.13, Rubin 1996 s.1)) (X, M, i) o-sonlu

olciim uzayt ve Hf”pu = (){|f(x )7 du(az)) " olsun. Bu durumda, f € Ly, , g € Lq,,

1<p<oo ve 110 —|— = = 1 olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanir:
/v D)l dia) < 11, ol - 2
Ozel halde; du(x) =dx; f € L,, g€ L,;, 1 <p< oove§+%: 1igin
/u o)l dz < 111, gl

esitsizligi ve benzer olarak; du(z) = z*dx, f € L,, ve g € L, icin de

/u o) ade < || fl,, lgll,.

esitsizligi saglanmr.

Teorem 2.2. (Integraller icin Minskowski Egitsizligi (Sadosky 1979, Folland 1984))
(X, M, ) ve (Y, N,~) o-sonlu olgiim uzaylartve f : X XY — R fonksiyonu da i x

v-dlgiilebilir olsun. Eger hemen hemen her y icin f (-,y) € L, (X, M,u), (1 < p < o0)

ve f 1f Gl dv (y) < oo ise J 1f (z,y)ll,,. dv (y) integrali de hemen hemen her x

/fxydv /w* & (y) 2.3)

icin sonludur ve
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esitligi saglamr. Ozel halde dy(y) = y2'dy, du(z) = 22/dx ve f(z,y), RT x R ’de

olciilebilir bir foksiyon ise
/f(fc,y) y'dy|| < /Hf(x,y)llp,yyi”dy
¥ v XY

esitsizligi saglanr.

Teorem 2.3. (Lebesque Majorant Yakinsama Teoremi (Folland 1984 5.53)) { fn}, m € N
Lebesque anlaminda integrallenebilir fonksiyonlar dizisi olsun. Eger hemen hemen her x
icin fm (x) = f(x)(m — o0) ve her m icin | f,, (x)| < g(x) olacak bicimde negatif
olmayan, m € N den bagimsiz integrallenebilir bir g fonksiyonu varsa bu durumda f

fonksiyonu da Lebesque anlaminda integrallenebilirdir ve

/f ()dr = lim [ fn (z)dx. (2.4)
m—r0o0
RTL ]Rn
Teorem 2.4. (Riesz - Thorin Interpolasyon Teoremi (Folland 1984 5.193))

1<p; <gqg <o0,i=0,1veT : L, — L, doniisiimii (p;,q;) tipli yani,
ITfll, < M| TFll, .i=0,1

olsun. Bu durumda, ~ = =t L ye L = 1=t (0 < t < 1) olmak iizere, T doniisiimii
Dt Po P1 qt q0 q1

(pi» @) tipli yani,
ITfll, <M ||Tf

(2.5)

pi

dir ve M, operator normu M, < Mg_t]\/[f esitsizligini saglar.

L1 joc(R™)-R™ deki her noktanin her § komsulugunda integrallenebilen fonksiyonlar

uzayi ve f € Ly ,.(R™) olmak iizere

(Mf) (@) = sup —

0<r<oo Qnrn

/ |f(x —y)|dy (2.6)

lyl<r
fonksiyonuna Hardy-Littlewood maksimal operatorii (fonksiyonu) denir. Burada (2, ,
S ={y € R": |y| < 1} birim yuvarinin Lebesque ol¢iimiidiir. (2.6) da x — y = z donii-
slimii yapilirsa

1
(M) (@) = sup Q/ (2) dz
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olur. Burada, supremum z-merkezli (), yuvarlari iizerinden alinmustir. Ayrica |Q,| ile x-
merkezli yuvarin hacmi kastedilmistir. Asagidaki teorem M f fonksiyonunun 6nemli bir

ozelligini ifade eder:

Teorem 2.5. (Hardy-Littlewood, Stein (1970)) f € L, , (1 <p < 00) ise dyle bir C' =
C' (n,p) sabiti vardir ki
ML, < CIfIL, 2.7)

esitsizligi saglamir. Daha agikcast, (M f) operatorii giiclii (p,p) tipli bir operatirdiir.
p = 1 durumunda ise (M f) operatorii zayif (1, 1) tiplidir. Yani, her A > 0 icin

plr R (Mf)() > ) < I
saglanr.

Burada, 1, A C R" bir 6l¢iilebilir alt kiime olmak iizere, A kiimesinin Lebesgue 6l¢ii-

miinii gostermektedir. Ayrica, her A > Ove 1 < p < coigin

A 7
wie €R": (Mf)(x) > A} < ( ”f”f’) 23)

esitsizligi de saglanir. Yani; (M f) operatorii her p € [1, 00) igin zayif (p, p) tiplidir.

2.1. Klasik Oklid Kayma Operatorii ve A—zellikleri

Tek degiskenli bir f fonksiyonu i¢in

T f(z) = flz +y) (2.9)

esitligi ile tamimlanan 79 operatériine klasik Oklid kayma operatorii denir. Aslinda, klasik
kaymay1 doguran operator % tiirev operatoriidiir. f tiirevlenen bir fonksiyon ise ¢ =
¢(x,y) olmak iizere

0 0

§0|z=0 - f(y)

siir-deger probleminin ¢oziimii ¢ = f(z + y) yani, 79 f () Oklid kaymasidir ve 7Y f (),

tiirev ile siki iligkilidir:

o) — tim @) = @)

y—0 Yy

(2.11)
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Klasik kaymanin tiirev operatorii ile iliskilendirilmesi, x’in bir komsulugunda analitik

olan f fonksiyonunun

T f(x Z o k' (2.12)

Taylor formiiliinde ortaya ¢ikar. Klasik kaymanm bilinen diger 6nemli 6zellikleri asagi-
daki gibidir, (Kipriyanov 1997 ; Levitan1951):
DY (r*f (2)) =777 f (2) ,
2) ad ( ) Tyf(x >
3) (r4f(x))" =V f7 (x)
4) TY ( w\z) z)\z z)\y
5) f € Lyise |[7f|l, = [Ifll, dir. Yani; 7% : L, — L, ye sumrh operatordiir ve
normu 1’e esittir.
6) feclL,ise
lim ||[7Yf — f], =0. (2.13)
lyl—=0 P

2.2. Fourier Déniisiimii ve Ozellikleri

f € Ly (R™) fonksiyonunun Fourier doniisiimii

(Ff)(x) / Fy)e = vdy 2.14)

esitligi ile tanimlanir. Burada, x = (z1,...,x,) ve y = (y1, ..., y,) olmak lizere x - y =

1Y1 + ... + xpy, dir. Ters Fourier doniisiimii de

(Ff) (@) = fY(2) = y)e' iy

esitligi ile tammlanir.

Fourier doniistimiiniin 1yi bilinen baz1 6nemli 6zellikleri asagidaki gibidir (Stein ve
Weiss 1971; Sadosky 1979):

a) f € Li(R")ise f"(x)fonksiyonu tiim R" ’de diizgiin siireklidir.

b) f € Li(R")ise f"(x)fonksiyonu sirhdir ve

1 oo < A1 -

¢) feLi(R")ise lim f"(z)=0"dm.

|z| =00
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d) f > 0Oise

1 o = LF1l, = £7(0)

esitligi saglanir.

e) f e Li(R")N Ly(R™) ise f* € Ly(R™)’dir ve

115 = 11£1l,

esitligi (Plancherel-Parseval esitligi) saglanir.
f) f’g € Ll(Rn) ise
/ I\ x)dxr = / f(x
esitligi saglanir.

2.3. Klasik Girisim ve Ozellikleri

f> g € L1(R") olmak iizere, f ve g fonksiyonlarinin girigimi (convolution)

(f*9)( /f y) T Yg(x dy—/f

bi¢iminde tanimlanir. Burada 79 (2.9) ile tanimlanan klasik Oklid kaymasidir.

(2.15)

Klasik girisimin asagida verilen ozellikleri iyi bilinmektedir, (Stein ve Weiss 1971;

Folland 1984):
f, g9, h € Li(R") igin
a) fxg=gx* f(degisme ozelligi),
) (fxg)*h=fx(gx*h) (birlesme dzelligi),
Q) T fxg) = (TVf)xg =[x (T"9)
d) (f+9)"(@) = () @)9) (@),
e) f€L,(R"), g€ Ly(R")vel<p<g<r<oo

1 #gll, = /f@w@—yﬂy < I£1L llgll,

r

(2.16)
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Young esitsizligi saglanir. Burada 6zellikle d) esitligi, Fourier doniisiimii ile girisim ara-
sindaki bagintiy1 veren harmonik analizin en dnemli formiillerinden birisidir. Ciinkii Fo-
urier doniisiimii, zor bir iglem olan “x” islemini daha basit bir islem olan “fonksiyonlarin
noktasal ¢arpimi” islemine doniistiirmektedir. Bu esitlik, Fourier doniisiimiiniin tanimi

kullanilarak ve integralde degisken degistirilerek kolayca elde edilir.

2.4. Poisson Cekirdegi, Yarigrubu ve Ozellikleri

y € R"vet € (0,00) olmak iizere p(y; t) Poisson gekirdegi;

TRV, cnt ntl n-+1
pyit) = (M) ) =—"——= =7 yF( : ) (2.17)
(lyl>+12) 2

esitligi ile tanimlanir. () bir fonksiyon olmak tizere, p(y;t)-Poisson ¢ekirdegi vasita-

styla tanimlanan ve Poisson yarigrubu P,y olarak ifade edilen integral operatdrler ailesi

(B@@%=/M%wa—w@, (t > 0) 2.18)

biciminde tanimlanir. P,p-Poisson yarigrubunun ve p(y;t)-Poisson ¢ekirdeginin asagi-
daki temel Ozellikleri iyi bilinmektedir:

1) Hert > Oicin p(-;t) € Ly dir ve

/p(y;t)dy =1, (p(-;t)" (&) = e 8l

R7
esitlikleri saglanir.

2) [Pl < ll¢ll, . (p € Lyvel < p< o).

3) sup|(Pwp) (z)| < kt77 |l¢ll, , (¢ € Ly ve 1 < p < oc). Burada k sabiti #'den
baglmsmgcchr.

4) Hemen hemenherx € R" ,p € L, ,1 < p < ocoigin

sup |(Pp)(x)] < (M) (2)

t>0

Burada M, (2.6) de tanimlanan Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonudur.
5) P [(Pp) ()] () = (Psyr @) (z) , (s > 0,t > 0) (Yarigrup ozelligi) .



KAYNAK TARAMASI U. ULKU

6) Hemen hemenherx ¢ R",p € L,,1 < p < o0 igin

lim(Fp)(z) = ¢(x) .

t—0

7) ¢ € L,vel <p<ooigin
lim | P — o, = 0

esitligi saglanir (Rubin 1996a).

2.5. Bessel Kayma Operatorii ve Ozellikleri

Bilindigi gibi klasik kayma operatoriinii doguran operator * d 7

tiirev operatorii idi.
(2.10) ile verilen sinir-deger problemi, v > 0 verilmig bir sabit olmak iizere

d? 2vd

Bi=—+22,
et T

(0 <t < o0)

ile gosterilen ve Bessel diferansiyel operatorii denilen operator igin yazilirsa; 0 < z,y < 00

ve & = ®(x,y) olmak iizere,

B,® = B,®,
(I)‘xzo = f(y)7
%(I) ‘x=0: 0

olur. Bu sinir-deger probleminin ¢oziimii

F(V—l—

P(z,y) = )

/f (v/ 22 4+ 2zy cos 0 + y2) sin® 1 d6

dir (Delsarte 1938; Levitan 1951).

L(v+32) [ 9
SYf(x) = /f(\/x2+2xy0059+y2)81n2” L9do . (2.19)

L(@)(3)

ile gosterilirse, bu SY operatoriine Bessel kaymasi denir. Bessel kaymasinin bilinen bazi
onemli ozellikleri sunlardir (Levitan(1951)):

1) S°f(z) = f(x) dir. (2.19) da y = 0 yazilirsa

SOf(x) = /f ) sin® ! 0df

= / 2=10do .

0

l\.DI»—\

10
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Burada

esitligi kullanilirsa
S f(z) = f(=)
elde edilir.
2) SYf(x) = S7Yf(x) dir. (2.19) deki integralde § = 7 — ¢, (0 < ¢ < 7) degisken
degistirmesi yapilirsa, sin = sin (7 — @) = sinp ve cosf = cos (71 — @) = —cosy

oldugundan

§Yf(x) =

t\)ll—l K\DI)—‘

/f (V22 — 221 cos ¢ + y?) sin® ! pdyp

= 57 f(x)

elde edilir. Oklid kaymasinda, 7¥f(z) = f(x + y) ve 7Y f(x) = f(x — y) oldugundan,
TV f(x) = 77Y f(x) esitlifinin saglanmadig goriiliir.

3) SYf(x) = S%f(y) dir. Oklid kaymasinda da benzer esitlik vardir:

mf(x) = flz+y)=fly+z)=7"F(y).
4) SY1 = 1 oldugu tanimdan kolayca goriiliir.
5) SY(af(xz)+bg(x)) = aS?f(x) + bSYg(x) (Lineerlik 6zelligi).
6) f ve g fonksiyonlar [0, cc) da dlgiilebilir ve

/yf(t)|t2”dt< 0 ve /]g(t)\tz”dt< o0
0 0

ise

/ SYf(x)g(y)y*dy = / fly x)y* dy (2.20)
0 0
esitligi saglanir. Ozel halde g(z) = 1 ise
/ SYf(x)y* dy = / fy)y*dy (2.21)
0 0

11
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esitligi elde edilir. Bu son esitlik Oklid kaymasi igin saglanan

7f(x$y)dy= 7f(t)dt

esitliginin benzer bir durumudur.
D ISYf(@)] < 57 [ f(@)] < sup | f(z)] dir.
Genellesmis kayma operatoriinii tanimlamaya gegmeden dnce normallestirilmis Bes-
sel Fonksiyonu j,(x) hakkinda bilgi verelim:
2%y 4+ zy' + (22 + \?)y = 0 diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii olan ve birinci tip
1

Bessel fonksiyonu olarak bilinen .J,(z) fonksiyonu ve A > —5 olmak iizere

J,\(ZE)
A

in(@) =2’ T(A + 1) (2.22)

esitligi ile tanimlanan j,(x) fonksiyonuna normallestirilmis Bessel Fonksiyonu denir.

Ozel olarak x = 0 ve her v > 0 i¢in
oy (0= 1ve ), (0) =0

esitlikleri saglanir.

Ayrica, B; Bessel diferansiyel operatorii olmak iizere

~Buj,s(st) = %, 1 (st)

>
esitliginin her ¢ > 0, v > 0 ve s > 0 icin saglandig1 bilinmektedir (Levitan 1951).
Gortiildiigii gibi klasik Fourier harmonik analizinde, klasik Fourier doniisiimiinde, integral
operatoriiniin ¢ekirdegi olan e~**! fonksiyonunun oynadig1 rolii (e~*** fonksiyonu i¢in
Le=iwt |, = (—iz)e ™" |,_g = 0 ve e |,_o = 1 dir) Fourier-Bessel harmonik

analizinde j, (zt) fonksiyonu iistlenmektedir.

2.6. Genellesmis Kayma Operatorii ve Ozellikleri

Bu kisimda ilk 6nce klasik harmonik analizin ¢ok boyutlu hali olan ve Bessel kayma
operatorii SY ile iligkilendirilen Fourier-Bessel harmonik analizin nasil olusturuldugundan

bahsedelim.

12
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Diferansiyel operatorii dilinde, tiim degiskenlere gore B;-Bessel diferansiyel opera-
torii veya k de8iskene gore Bessel ve (n — k) degiskene gore de klasik Laplace diferansi-
yel operatorii uygulanarak, Fourier-Bessel harmonik analizi olusturulabilir. Kayma ope-
ratorii dilinde, n degigkenin hepsine Bessel kaymasi uygulanarak veya k degiskenine gore
Bessel kaymasi ve (n — k) degiskenine gore de klasik Oklid kaymasi uygulayarak “hib-
rit girisim operatorii” elde edilebilir. Benzer sekilde n boyutlu genellesmis Fourier-Bessel
doniisiimii de, n degiskenin tamamina F's ile gosterilen ve Fourier-Bessel doniisiimii de-

nilen

(Faf)( /f Jy_ xt tdt (0 <z <o)
0

formiilii uygulanarak tanimlanabilir. Ya da %k degiskene gore Fz-Fourier-Bessel donii-
simii, (n — k) de8iskene gore de klasik F'-Fourier doniisiimii uygulayarak “hibrit Fourier-
Bessel doniisiimii” (genellesmis Fourier-Bessel doniisiimii) tanimlanabilir.

7" ile gosterilen genellesmis kayma operatoriiniin,, 1 < p < oo ve v > 0 olmak iizere

f € L,, fonksiyonuna etkisi

P()I(

N =
SN—

Tw+1) [
TVf(z) = M/f(x'—y’; V12 — 22,y, cos 0 + y2) sin® ! 0df
0

esitligi ile tammlanir. Burada © = (2/,2,,) , v = (v, yn) » ' = (21,29, ..., Tpo1) L Y =
(Y1,Y2, .., Yn_1) olmak iizere z'-degiskenine gore klasik Oklid kaymasi, z,, degiskenine
gore de SY-Bessel kaymas1 uygulanarak elde edilmistir. Aslinda 7Y-genellesmis kayma
operatorii , 7¥-klasik Oklid kaymasi ile SY-Bessel kaymasinin bir kompozisyonudur. Di-
ger yandan, SY-Bessel kayma operatorii de, TY-genellesmis kayma operatoriiniin bir de-
giskenli durumdaki karsiligidir.

TY-genellesmis kayma operatoriiniin iyi bilinen 6zellikleri asagidaki gibidir (Sezer
2005):

D Tvf(x) =T7f(x),

2) T° =1,

3) TV (af(z) + bg(x)) = aTV f(x) + bTYg(x) (Lineerlik 6zelligi) ,

4) TVT?f(x) =T*TYf(x),

5 TVf(x) =T"f(y),

13
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6) [L=2f=Tf(x) =TVf(x),
7) T, _1 (M) = j,_1 (M) j_1 (Ay)

8) 1 <p< oicin
17 f = fll,, — 0, [yl — 0. (2.23)

9) TY-genellesmis kayma operatorii Ly, ’den L, , ’ye simrh (siirekli) bir operator-

diir. Yani; f € L, , (1 <p < o0), y € R} igin

172 < WAL - (2.24)

T nin siirh operator oldugu asagidaki sekilde goriiliir:

TY operatorii, ¥ = (y1,%2, ..., yn—1) degiskenlerine gore klasik Oklid kaymasi ile
r, € R, degiskenine gore Bessel kaymasinin kompozisyonu oldugundan ve Oklid kay-
mas1 i¢in yukaridaki esitsizlik saglandigindan s6z konusu esitsizligin SY-Bessel kaymasi

icin saglandigim gostermek yeterlidir. Bunun i¢in her ¢ > 0 i¢in

1

o

1
P [e.e]
[1steml i) < ( [leorea)  1sp<w
0 0
esitsizliginin saglandigini gosterilmelidir. p = oo i¢in esitsizlik acik oldugundan,1 < p <

oo varsayilabilir. Tlk olarak
[S"o(r)]" < S*(lp(n)l") . 1< p < oo

oldugunu gosterelim. p = 1 i¢in sonuncu esitsizlik asikar oldugundan, 1 < p < oo alina-

bilir. ¢ sayisini % + % = 1 olacak sekilde secgersek, (2.2) ile verilen Holder esitsizliginden

p

sin?’ =1 0dp

‘St90(7)|p < Cl,/ ’90(\/7“2 — 2rk cos 6 + k?)
0

‘90 V12 — 2rkcosf + k‘Q)‘ (¢, sin® ! 9)% (e, sin*~! 9)%d0

P
™ q

3 ¢, sin? "t 0df / ¢, sin? "1 0dp

0

IN

(
‘ga(\/rz — 2rk cos + k?)

/
/

1
= .. /cy sin?'4df = c,— =1

v

14
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elde edilir. Son olarak S!-Bessel kaymasinin (2.20) ile verilen 6. 6zelligi kullanilirsa iste-

nilen

oo

[1stenl < 7 S (p(r)Pyrdr = [ Ity ar

0

o0

0
esitsizligi elde edilir.

2.7. Fourier-Bessel Doniisiimii ve Ozellikleri

TY-genellesmis kayma operatoriiniin tanimlanmasina benzer olarak f € L;, fonk-
siyonunun genellesmig Fourier-Bessel dontigiimii (n — 1) de8iskene gore klasik Fourier

dontistimii £, n. degiskene gore de Fourier-Bessel doniisiimii F'5 uygulanarak

(Ff)(x) = / F@e ™V g, (@ayn)yiidy , (v € RY) (2.25)
RY
esitligi ile tammlanir. Burada; 2’ - ¢/ = 1y + ... + T_1yn—1 dir.
F,-genellesmis Fourier-Bessel doniisiimiine uygun F,! genellesmis ters Fourier-

Bessel doniisiimii de
(F (@) = eo(n)(Ff) (=2, 2,)

esitligi ile tanimlanir. Burada ¢, (n)

¢)(n) = [m)“—l Q112 (?)} h

dir. Fourier doniistimii F' nin sagladig1 6zelliklerin hemen-hemen tiimiiniin benzerleri F) -
genellesmis Fourier-Bessel doniisiimii i¢in de gecerlidir (Tartan 2021). f € ST olmak
lizere

Dy = (Y1, Yn-1,¥n) € RY igin

ai%(pyf(y)) = F, [(—izi) f(2)] ()

dir. Daha genel olarak P(zy, 2, ..., z,) n de8iskenli bir polinom ve B,, = % + 3—2&

Bessel diferansiyel operatdrii igin

P(%w-w—ayi_lﬁyn) (F,f) (y) = F, [P(=izy, ..., —izn_1, —22) [ (z)] (y) (2.26)

15
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esitligi saglanir.
2) [, [aykf(y)} (x) = (izg) (F,f) (x) dir ve genel halde (2.26) esitligine benzer

olarak

0 o)
F, {P (8_y1’ ...,%,Byn) f(y)] (z) = P(ixy, iy, ..., iTn_1, —22)F, f(2) (2.27)

esitligi saglanir (Kipriyanov 1967; Aliev ve Bayrak¢i 1998).
3) Ozel olarak

2 o2 2 2w 9
AV—(—+—+...+—)+(—+—V ) (2.28)

2 2 2 2
Ox{  0x3 ox; 4 ox?  x,0x,

Laplace-Bessel diferansiyel operatorii icin

F, [(-A) f(@)] () = [y’ (F.f) () (2.29)

ve her k € Nigin F), [(—Ay)k f(x)] (y) = ly|*" (F, f) (y) esitlikleri saglanr.

4) Yine 6zel olarak, /-birim operator olmak iizere

E, (1= A)) f(@)] (y) = (L+[y[*) (E.f) ()

ve her k € Nicin

E, |(I=8,)" f@)| (y) = (L+[y)* (F.f) (v)

esitlikleri saglanir.

2.8. Genellesmis Girisim ve Ozellikleri

46 2

Bu kisimda, klasik kayma operatorii 7¥ vasitasiyla tanimlanan (klasik) girisim
operatoriine benzer olarak 7"Y-genellesmis kayma operatorii vasitasiyla olusturulan ve
“®” ile gosterilen genellesmis girisim operatorii tanimlanarak 6nemli 6zelliklerinden bah-
sedilecektir. f,g € ST fonksiyonlarinin genellegsmis girisimi f®g , T genellesmis kayma

vasitasiyla

(f®g)( / f)TYg(x)y2dy , (v €RY) (2.30)

esitligi ile tanimlanir. Klasik girisimin sahip oldugu ozelliklerin benzerleri genellesmis

girisim icin de gecerlidir:

16
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1) f®g=g® f (Degisme ozelligi) .
2) F,(f®g)(x) = (Ff)(z)(F,9)(z), ( Genellesmis girisim, F,-genellesmis
Fourier-Bessel doniisiimii vasitasiyla noktasal ¢carpima doniisiir) .

3) fel,,9€Ll,,1<pqr<oo VG%—F% = 1+ 1 olsun. Bu durumda

f®geL,,dirve
1f @ gll,, < 11,0 119l (2.31)
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik genellesmis Young esitsizligi olarak bilinir: ¢ sabit tutu-

lup,r = ¢,p = licin [|f ® g|,_,, normu hesaplanirsa

If®ql,, = / (f @ g)()|? 22de
J

TN
—| [ |[ rorgteiiay| w2
g

elde edilir. Bu son esitlikte integraller icin Minkowski esitsizligi (2.3) kullanilmistir.

1

q

@l < / / W) TP a2de | g2 dy
Rn n

1
< / W)l / TYg(a) a2de | y2dy
Rﬁ Ri

ve son ifade de (2.24) ile verilen 7Y-genellesmis kaymanin

1T fll0 < 1]
ozelligi kullanilirsa
IF® gl < 1Ay gl
elde edilir. Yani, genellesmis girigsim (1, ¢) tiplidir. Simdi de r = oo ve p = -7 i¢in

If ® gl normu hesaplanirsa

If @gll., = sup |(f ® ) (z)] = sup /f )T ) ()2 dy
xeRi

mER"

< sup / F)(TV9) ()] 2 dy

17
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elde edilir. Bu son ifade i¢in 6nce Holder Esitsizligi ve daha sonra da yine (2.24) esitsizligi

kullanilirsa

1

q

1
£ @l < sw | [l | | [1Eer
R R

n
x6R+

< 1 £1l,. g1l

elde edilir. Yani, genellesmis girisim (q—Ll’ oo) —tiplidir. Boylece, Riesz-Thorin interpo-
lasyon teoreminden

IF ® gl < f1l,. 9l

esitsizligi elde edilir.

2.9. Genellesmis Hardy-Littlewood Maksimal Operatorii ve Ozellikleri

Klasik Fourier Harmonik analizinde Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin oyna-
dig1 6nemli rolii Fourier-Bessel harmonik analizinde genellesmis kaymanin dogurdugu ve
adina genellesmis Hardy-Littlewood maksimal operatorii denilen M, f operatorii oyna-
maktadir. Bu kesimde M, hakkinda bilgi verilecektir. Bir f € L,,, , 1 < p < oo olmak
izere genellesmis Hardy-Littlewood maksimal operatorii M, f

(M, f) () = sup ——

r>0 T2V w (n, v)

/ TV f ()] ya dy (2.32)

Bt

esitligi ile tamimlanir. Burada;

Bf ={yeR}: |y <r} vew(n,v)= /yi”dy
B
dir. Teorem 2.5 ’in benzeri M, -genellesmis Hardy-Littlewood maksimal operatorii icinde

ifade edilebilir.

Teorem 2.6. f € L,,, 1 <p < ooigin (M, f) € L, dirve

1My fll,, < el FNl, (e >0) (2.33)

esitsizligi saglanr.
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Teorem 2.7. ¥ € L, , bir radial fonksiyon ve ® (1) = ¥ () ||z=r (0 <7 < 00), [0, 00)
araliginda negatif olmayan ve artan bir fonksiyon olsun. Bu durumda her ¢ € L,,
(1 <p <o) igin

Sup [(p® T.) (z)| < [T, (Mup) (2) (2.34)

esitsizligi saglamr. Burada,
—n—2v z
U, (z)=¢ ‘D(E),(£>O)
dir.
Yukaridaki teoremlerin ispat1 ve M, f operatori ile ilgili ayrintili bilgi i¢in (Aliev ve
Bayrakci 1998) ve (Guliev 2003) kaynaklarina bakilabilir.
2.10. Genellesmis Poisson Cekirdegi, Yarigrubu ve Ozellikleri

y € R} ve t € (0,00) olmak iizere p, (y;t) genellesmis poisson ¢ekirdegi

2I‘(n+2u+1)
L (yit) = F' (et (y) = — Gt N G
p (y7 ) v (6 ) (y) (|y|2 + t2) 7L+22V+1 ’ (C s 71_51—‘ (21/2-&-].) )

esitligi ile tammlanir. P,-genellesmis Poisson yarigrubu p, (y; t)-genellesmis Poisson

cekirdegi vasitasiyla,

o) (@) = [ i) TV 2) sy . (20 2.35)
RY
biciminde tanimlanir.
Genellesmis Poisson yarigrubu-P;¢ ve genellesmis Poisson g¢ekirdegi-p, (y;t) nin
sagladig1 onemli 6zellikler asagidaki gibidir (Tartan 2021):
D p, (Jyl :1) =t 2p,(t7" [yl ;1) dir.
2) Hert > 0igin

o (501, = /pu (lyl st)yerdy = Lve F, (p, (1)) () = e e e R". (2.36)

R}
3)

1Peell,, <llell,, 5 (9 € Lpyvel <p<oo). (2.37)
4) 1< p<ooicin sup |(Pep) ()] < et |, -

z€RT
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5)
sup [(Pip) (2)] < (Mop) (z) - (2.38)

t>0

burada (M, ) (x) (2.32) ile tanimlanan genellesmis Hardy-Littlewood maksimal fonksi-
yonudur.

6) Ps[(Pro) ()] () = (Pssep) (z) , (s > 0, > 0) (Yarigrup ozelligi) .

7 pcL,,vel <p<ooigin

lim ([P — g, = 0.

8) Hemen hemenherx €¢ R} ,p € L,, ve 1 < p < oo igin

lim (Pyp) () = ¢ (x) . (2.39)

t—0t
(Aliev ve Bayrakgr 1998 ; Sezer ve Aliev 2010). P;p-genellesmis Poisson yarigrubunun
3)-8) de verilen 6zelliklerin ispatlar1 agsagida verilmigtir:
3) esitsizliginin ispat1 icin (2.31) ile verilen genellesmis Young esitsizliginin ve 2) de

verilen [|p, (+;t)||,, = 1 esitliginin kullanilmas1 yeterlidir:

1Pl = / P (g )TV (2) 42" dy

n

+

= |[p, (5t) ®ll,,

p7V

< Alpe GOl lelly,, = el -

4) ’iin ispat1 i¢in genellesmis Young esitsizliginde » = co durumu diisiiniiliirse

Pe) @] < el / 12y (9] : D)7 y2dy
gy

= loll,, 7% /{pu "yl ;1) |y dy
Rn

+

. (y = tx,dy=1t"dryazilirsa) ...

Q=

= el e | [P (fal ) a2
RTL

+
_n+2v 1 1
= Ct P H@Hp’y ? 2_) + E = 1
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elde edilir. Son ifade de goriilen c sabiti ¢ fonksiyonundan bagimsizdir.
S) esitsizliginin dogrulugu, genellesmis Hardy Littlewood Maksimal fonksiyonunun

(2.34) ile verilen
Sup (g @ Vo) ()] < [[V]]; , (Mup) ()

ozelliginde U, (z) fonksiyonu yerine p, (z;¢) = e " ?p, (f, 1) alinarak goriiliir:

stgg\(ﬂso) (z)] = igg!so@)pu(w)léHpqu,,,(MVw) (x)
= (M) (2) .

6) *da yer alan yarigrup 6zelligi icin ¢ € S™ i¢in esitligin her iki tarafina F,, —Fourier-

Bessel doniisiimii uygulanirsa

BP.(P) @) = F(Pae) (@)
e (Fp) (0) = e M () (a)

elde edilir ve boylece de esitligin dogrulugu goriiliir. S uzay1 L, ,, de yogun oldugundan
bu esitlik keyfi ¢ € L, ,, icin de saglanir.
7) 'nin ispat igin ||p, (+; )|/, , = 1 oldugu kullanilirsa

1Pip— ol = / P () [T () — ()] 22

n

+ v

esitligi elde edilir. Burada x yerine tx yazarak esitligin sag tarafina (2.3) da verilen Ge-

nellesmis Minkowski esitsizligi uygulanirsa

1P —ll,, = / P (1) [T (y) — p(y)] 22V da
T P
< / P @) ||T0(y) — p(y)|],, 22 da
iy

esitsizligini elde edilir. Son olarak da, genellesmis kaymanin (2.23) ile verilen

lim 7% () ~ o ()], =0

t—0+ by

ozelligi ve Lebesque majorant yakinsama teoremi kullanilirsa
lim ||Pyp — =0
Jm [Py =],
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elde edilir.
8) ozelligi de 4) dzelliginden ve (Stein ve Weiss 1971) kaynagindaki noktasal yakin-

sama ile ilgili inlii teoremden

lim (Prp) () = ()

t—0t

esitligin hemen hemen her x € R} igin dogru oldugu goriiliir.

Modifiye edilmis genellesmis Poisson integrali V, f
(Vif) (z) = e (Puf) (z), 0 < t < 00 (2.40)

esitligi ile tanimlanir. Modifiye edilmis genellesmis Poisson integrali

(Va (Vs/)) (2) = (Varsf) (2)

yarigrup Ozelligini saglar. Ayrica; (2.39) 6zelliginden

(e7"Puf) () =0 = f(x) =Vof

esitligi saglanir.
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3. MATERYAL VE METOT

Tamm 3.8. (Flett 1971) Iik olarak T.M.Flett tarafindan tanimlanan Flett potansiyeli Ty

(T*9) (2) = (B0 * f) (z) = / Do (y) 0 (2 — ) dy 3.1)

bicimindedir. Burada

1 T et
0l) = 5 I [

An (OZ) 1+t2) 2
o) =¥ g

dir (Ilham vd 2006). Flett potansiyeli, ashinda Fourier doniisiimii terimlerinde
(T%)" () = (1 +|2[) " " (2), (2 €R",a>0)

esitligi ile tamumlanir ve ([ + —A) operatoriiniin “negatif kesirsel kuvvetleri” olarak

yorumlanir. Yani, formal olarak
(T%p) = <[+ V —A)_ ©
vazilabilir.

Klasik Flett potansiyellerinin klasik Poisson integrali ile iligkilendirilen ve bu potan-

siyellerin tek katli integral seklinde temsilini veren teorem asagidaki gibidir.

Teorem 3.9. ¢ € L,ve 1 < p < oo olsun. Bu durumda

(T°¢) () = ﬁ / 91~ (Prg) () (3.2)

esitligi saglanir.

Tanmm 3.10. Genellesmis Flett potansiyeli T ¢ , ¢ € L,, ve 0 < Rea < oo olmak

lizere

= / Do (y) TV () y2X dy (3.3)
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biciminde tanmimlanmr. Burada

1 a—n—2v I tae—t|y\

(ba,u y) = Yy / — dt
( ) )‘n,v (Oé) ‘ ’ (1—|—t2>(%)
0
ve ;
el ()T (v 4+ 3)
Anw (@) = oT <n+221/+1)
dir.

Genellesmis Flett potansiyelleri, klasik Flett potansiyellerine benzer olarak Fourier-

Bessel doniisiimii dilinde, formal olarak p € St ve 0 < Rea < oo igin
F (T7e) (x) = (L4 [2]) " Foe (x)

esitligi ile tanimlanir ve (I + /—A,) operatdriiniin “negatif kesirsel kuvvetleri” olarak

yorumlanir. Yani,
T = <1+ \/—Au>7 .
Ayrica genellesmis Flett potansiyellerinin genellesmis Poisson yarigrubu ile iligkilen-

dirilerek olusturulan tek katli integral gosterimini asagidaki teorem ifade etmektedir.

Teorem 3.11. p € L, , ve 0 < Re v < oo olmak iizere T, p-genellesmis Flett potansiyeli

(T20) (x) = ﬁ / (01 (Pyp) () dt (3.4)

esitligini saglar. Burada (Pyp)-genellesmis Poisson yarigrubudur. (Sezer 2009)

Ispat
rar [t P @t = s [t | [ ore @y |
[ (a) ' (a) ’ "
0 0 R?
1 o0 21‘\ n+2v+1 ¢
= m/Ty(p (l’) /ta_le_t nr( : 1) nt2v+1 dt y?zydy
= 2 I —
Vg, ) T ) (4 )

oo

or n+2v+1 et
= (ﬂ 2 ) 1 /Tygp (:C) / ‘ nt2vil dt yZudy
I‘(oz)7r2F(l/—|—§)R ) (|y|2+t2) 2

n
+
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= .. ( dersek dr = dt)
Iyl Y|

i 7 lyee—Tll
= A/TyQO (37) / ( |y|) n+2v+1 |y’d7— yil’dy
0

|y‘n+2y+1 (1 + T2>

o0

a—n—zLv Tae_’rly‘
= A [T () ||y e 4T Y2 dy
(1+72) 2

a—n—+2v

Burada A |y[*"% = U

(@) oldugu kolayca goriilebilir. Boylece;

/t‘“ e (Pp) (@ )dt=/<1>a,u (y) T (2) yp'dy
0 11
=T7¢(x)
oldugu goriiliir. U

Asagida Rieamann-Liouville kesirsel integralinin tanimi verilecektir. Detayli bilgi icin

Samko, S.G. vd. 1993 kaynagina bakilabilir.

Tanmm 3.12. [ € L{a,b] olsun. « > 0 olmak iizere f fonksiyonunun . mertebeden

Riemann-Liouville kesirli integrali,

o0

I°f(z) = %@/(w—t)“ 0 /f t’it"” (3.5)

sekilde tamimlanir.

Onteorem 3.13. (Stein ve Weiss, 5.60) {1.}_., operatirler ailesi L, (1< p < oo) den

R™ iizerinde olciilebilir fonksiyonlar uzaywna tanimli olsun. Ayrica

(T7f) (x) = sup [(T..f)(x)]

e>0

olmak iizere hert > 0 ve f € L, icin

aim (v |(T.1) )] > 0y < (S110)

olacak sekilde bir ¢ > 0 sabiti ve q > 1 reel sayist mevcut olsun. Eger her f € D
icin lir%(Tg f)(x) var ve sonlu olacak sekilde L, nin D gibi yogun bir alt kiimesi varsa
E—>
bu durumda her f € L, icin de hH(l)(TE f)(z) limiti vardir ve hemen hemen her x igin
e—

sonludur.
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Tanmm 3.14. ¢(¢), t € R fonksiyonunun | € N mertebeden T € R adimli sonlu fark

Allgl(t) = (—=1)*g(t + k)

ALlgl(0) = (—1)*g(k7) (3.6)

dir. (Samko vd. 1993)
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4. BULGULAR VE TARTISMA

B.Rubin, (1986) yilindaki ¢aligmasinda Possion yarigrubunun (P, ) dogurdugu D¢ f,(e >

0) ve metaharmonik yarigrubun (M, f) dogurdugu D¢ f,(e > 0) kesikli hipersingiiler in-
tegraller ailelerini tanitmig ve o > 0 parametresi ile ¢ € L,(R"™) fonksiyonu tizerine
konulan bazi kogullar altinda D21%p ve D2.J%p ifadelerinin e — 0T igin noktasal (he-
men hemen heryerde) ve L, normunda ¢’ye yakinsadigin1 kanitlayarak, Riesz ve Bessel
potansiyellerinin tersleri i¢in yeni formiiller elde etmistir. Burada /“p ve J%p sirasiyla
¢ € L, fonksiyonunun Riesz ve Bessel potansiyelleri olup D2 ve D¢ aileleri asagidaki

gibi tammmlanmustir:

D f ) = s / Z() (Bt (o >] y
O @) = 7 () -0 (e <x>] s

Bu kisimda, esas olarak Rubin’in uyguladigi prosediirden esinlenerek, bir “genelles-
mis kesikli hipersingiiler integral ailesi” kullanilarak genellesmis Flett potansiyelinin tersi
elde edilecektir. Genellesmis Flett potansiyellerinin tersini bulma formiiliinii ifade eden
teoremi ispatlamak i¢in On hazirlik olarak oncelikle “genellesmis kesikli hipersingiiler

integral ailesi”’nin tanimi1 yapilarak gerekli olan bazi 6nemli onteoremler ispatlanacaktir.

Tanm 4.15. f € L,,, (1<p<o0), a > 0vel > a (I € N) olmak iizere genelles-
mis Poisson yarigrubunun dogurdugu, € > 0 parametresine bagli “genellesmis kesikli

hipersingiiler integral ailesi”

(@¢f)(x) = Xlga) / AL (V@) (0) o7 @)
- xia)/ (llc>( D ™ (Pucf) (@) Tcli;

&€

biciminde tammlamr: Burada,(V, f)(z), ALh (t) ve P.h (t) strastyla (2.40) (3.6) ve (2.35)
de tamimlandiklar gibidir. Ayrica x,;(«) ifadesi “normalleyici katsayt” olarak adlandirilir

ve

(1—e" t‘l “dt
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dir.

Teorem (2.3) ile verilen integraller icin Minkowski esitsizligi kullanilarak genellesmis

kesikli hipersingiiler integral ailesi ©¢ f 'nin L,,, uzayinda oldugu goriilebilir.

Onteorem 4.16. f € L,, (1 < p < oo)ve V;f modifive edilmis genellesmis Poisson
integrali olsun. Bir h(t) (0 < t < o0) fonksiyonunun Riemann kesirli integrali 1*h(t)
(3.5) deki gibi tamimlansin. O halde

Ve [Tl () = I2[(V.f)(2)] (t) (4.2)
dir.

Ispat Ilk olarak, sag ve sol taraflarin Fourier déniisiimiiniin tim f € S¥ i¢in esit oldugu

goriilmelidir. Eger f € ST ise

F,(V; [T f] () (&) = e TN - 1¢)) = F, (f(€)) 4.3)

ve Ote yandan

R VN@I0) € = B | 7 | [ (rah@rar| ] (©

0

B 1 Ooe—(r-i-t)ra—l ) dr
- / (Poef) (@) dr | (&)
. L Ooef(wt)raflef(wt)lﬁl r
- T / F,(f) (&)d

o

=F, (f) (5 —t( 1+|§|) / r(1+[€]) a1 g,

0

= e "IN + ) 7F, () (€). (4.4)

Boylece (4.3) ve (4.4)’den (4.2)’deki esitligin Schwartz uzayindan alinmig tiim f fonk-
siyonlar1 igin dogru oldugu goriiliir. Ayrica (Af)(x) = V[T f](z) ve (Bf)(z) =
I¢[V.f(x)] (t) bigiminde taniml1 A ve B operatorleri giiclii (p, p) tipli ve ST uzay1 Ly,
uzayimda yogun oldugundan (4.2) esitliginin tiim L,,,, den olan fonksiyonlar i¢in saglan-

digim goriiliir. U
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Onteorem 4.17. ¢ € L,, (1 <p<o0),genellesmis kesikli hipersingiiler integral ailesi
D f (4.1) de tamumlandigr gibi olsun. Bu durumda, T, , ¢ fonksiyonunun genellesmis

Flett potansiyeli ve Py de ¢ fonksiyonunun genellesmis Poisson integrali olmak iizere,

(D2T) / KO (n)e(Poyo) ()i “.5)
0

O]

esitligi her € > 0 ve hemen hemen her v € R} icin saglamir. Burada Ko’ (n) ¢ekirdegi su

sekilde tanmimlanir:

KO0) = e o () CU =R 0 @

ve
B {(n—k)a, 7]>k;ise}

0, n < kise

<©?7;%><>:Xlga)7_g(é)< ook (Vi Fo0) )] i
:x,gco]o (;i)< D2 (Vo) ()] uw)] T e

elde edilir, simdi de

io (v waeien =3 (1) <1>kﬁj<r ) V) )

elde edilir. Burada

:%i() Ve(r — kr)a

k=0

—kr)t, > kT oise
— k) 1 _ (7’ ’ )
(r T) { 0 , r<kr ise }
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dir. Bunlar dikkate alarak (4.8) ifadesi (4.7) esitliginde goz Oniine alinirsa

o0

e /hT(r)(V}ap)(:B)dr dr

E/ 0
7 (Pro) () 70 %hq—(T)dT dr

)

€ 1
= Venp)(x / hr(en)dt | dn
Xl(a)0/< @) | [ eheten)
€ r s r 1
— — [ —1)k — k)Y Mdr | d
P(Oé)Xl(Oé) /( n@)(x) kzg (/{Z>( ) / 7.1+a (877 T)Jr T n
0 - €
4.9)
elde edilir. Simdi
iy = /Tla(en — kr)¢ T, k=0,1,...,1
integrali goz Oniine alinirsa £ = 0 icin
r 1
/7‘ en)* tdr = —n!
ae
0
olur. k = 1,2, ..., icin
T”?
, [t (en —kr)*Ydr, n >k ise
b = €
0 , n<k ise
olur. Burada degisken degistirilmesiyle 7 = 3! t}rl, O<t< -1
L (n— k) , >k ise 1
i = {71 F) e (= k) (4.10)
0 , n>k ise 577a

esitligine ulagilir. Bu son esitlik (4.9) esitliginde kullanilirsa istenen esitlik elde edilir:

(D2 7Kl (Penp)(2)dn .
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(4.6) ile tanimlanan K % cekirdek fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

@ KU(n) € L(0,00), / K (n)dn = 1; (4.11)
0
Om*=) , n—0*
® _
(b) Ka (77) - {O(??all) , 77-)00} (412)

Bu konuda ayrintili bilgi icin (Samko-Kilbas-Marichev, s.125) ve (Rubin 1986b, s.158)
kaynaklarina bakilabilir.

Teorem 4.18. ¢ € L,, (1 < p < o0) ve Ty, ¢ fonksiyonunun genellesmis Flett
potansiyeli olsun. Ayrica ©%¢ (¢ > 0) “genellesmis kesikli hipersingiiler integral ailesi”

de (4.1) tamimlandig1 gibi olsun. Bu durumda

lim (DT, p) () = ¢ (x)

e—0t

esitligi saglamir. Burada limit L,,,, normu ve hemen hemen heryerde yakinsama anlamin-

dadir.

ispat (4.11) de yer alan

esitligi gbz Oniine alinirsa

g

(©@°T0)(x) — (@) = | [ KO@)e " (Puyp) ()i — / KD (1) o (x) dy

IA

(1 =) [KL ()] e [(Peyp) ()| diy

Tt o —_

+ [ KO0 Pap) ) — ol @13

elde edilir. Boylece

oo

1D2T e —oll,, < / (1 =) [KL )| 1Pyl dn + / KL )| [[Pene = ¢ll,,,, dn
0 0
— (&) + s (e) (4.14)

olur. Burada lir% Ji(e) =0ve lir% J2 () = 0 oldugu gosterilmelidir.
e— e—
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lir% Ji (¢) = 0 oldugunu gostermek i¢in genellesmis Poisson integralinin 3) dzelligi
e—

olan
1Peyell,,, < llell,,
kullanilirsa

(1= e [KL )| 1Paneell,,,, < [KL )] e,

elde edilir. Son esitsizligin sag tarafi integrallenebilir oldugundan ve lim+ (I—e) =0
e—0

oldugundan Lebesque majorant yakinsama teoreminden

. T _ € o
la h(e) =l [ (1) K IPeel,, 4y
0
= [ lim (= e [KD @) [Pael,,, 4 = 0

0
ellrgh Jo (¢) = 0 oldugunu gérmek i¢in genellesmis Poisson integralinin 3) 6zelligi kulla-
nilirsa

[Pense = ll,,,, < 21lell,,,,
ve

114]:)% ||7D57790 - (IOpry = 0
bulunur ve boylece de Lebesque majorant yakinsaklik teoreminden
lim D27 — el = 0
elde edilir. (4.13) ifadesinde p = oo durumunda bakilacak olursa, yukarida yaptigimiz
gibi, ¢ € C icin de
lim D270 — ], =0

oldugu goriiliir. Son olarak (Onteorem3.12) 6zelliginden

e>0

up DT ()| < sup[Pug(o)] [ K0 di
0
< dMy)(o)

elde edilir. Genellesmis Hardy-Littlewood maksimal operator M, zayif (p, p) — tipli ol-

dugundan

(Dp)(x) = sup [(DZp)(x)]

e>0
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operatdrii zayif (p, p) — tipli olur. Ayrica, her ¢ € Cy N L,,, icin (D*p)(x), ¢ (x) fonks-
siyonuna € — 0 i¢in noktasal yakinsak oldugundan ve Cj, N L,,,, kiimesi L, , de yogun
oldugundan (Onteorem 3.13)’ iin tiim kosullarini saglamis olur. Bu da teoremin ispatini

tamamlar. m
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda genellesmis Poisson yarigrubunun dogurdugu genellesmis Flett
potansiyelleri tantmlanmis ve bu potansiyellerin agirlikli Lp uzaylarindaki 6nemli 6zel-
likleri ayrintili bir sekilde incelenmistir. Daha sonra da bir epsilon parametresine baglh
yeni bir “kesikli integraller ailesi” tanimlanmis ve bu integral ailesi vasitasiyla genelles-
mis Flett potansiyellerinin tersini ifade eden formiil elde edilmistir.

Harmonik analizde “potansiyellerin terslerini bulma” 6nemli bir alan oldugundan bu
tezdeki yontem kullanilarak parabolik Flett potansiyelleri i¢in ters bulma formiilleri elde
edilebilir. Tez calismasinin potansiyeller teorisi alaninda akademik caligsma yapmak iste-

yenler i¢in ek kaynak niteliginde oldugu diistiniilmektedir.
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