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OZET

YAKLASIK BiRIM OPERATORLERIN DOGURDUGU DALGACIK
TIPLI INTEGRAL DONUSUMLER VE BAZI UYGULAMALARI

Esra CEVIK

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Ilham ALIYEV

Haziran 2012, 32 Sayfa

Bu tez ¢calismasinda, Riesz-Bochner integrali, bir agirlik fonksiyonu ve dalgacik
fonksiyonu yardimiyla bir Integral Dalgacik Doniisiimii tanimlanmis ve ona uygun

ters gevirme formiilit ( Calderén Formiilii ) elde edilmistir.
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In this thesis, a Weighted Wavelet Type Transform has been introduced with
the aid of the Riesz-Bochner integral, a weighted function and some wavelet function.

The Calderén-type reproducing formula for this transform is obtained.
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ONSOZ

Harmonik Analiz’in ¢esitli integral doniisiimlerinin (Fourier, Laplace, Mellin,
Riesz, Hankel, Radon v.s. gibi) Metamatikte ve onun uygulamalarinda, bir teknik
arag olarak, ne kadar énemli oldugu yalmizca matematikgiler tarafindan degil, fizikci-

ler, miithendisler gibi gesitli alanlarda ¢aliganlar tarafindan da iyi bilinmektedir.

Bundan yaklagik 50 yil énce Harmonik Analiz’de ortaya cikarak, hem mate-
matigin ¢esitli dallarinda ve hem de miihendislikte ciddi sekilde kullamm alani bulan
Dalgacik (Wavelet) Déniigtimleri giiniimiizde Analizin énemli araci haline gelmistir.
Matematikciler ve uygulamacilar, genel olarak, kendi problemlerine uygun Dalgacik
Déniigtimt tanmimlar ve ona uygun ters dontigtim (Calderén Formiilii) bulup uygu-
larlar. Bu tez calismasinda, ilk olarak, ilgilendigimiz alanda yapilmis calismalarin
bir kisminin 6zeti verilmistir. Caligmamizin daha sonraki kisminda, yari-grup ozel-
ligine sahip olmayan bir aile yardimiyla dalgacik doniigiimii tamimlanarak, onun tersi
(Calderén Formiilii) bulunmugtur. Tamimlanan yeni Dalgacik Doniisiimiinde Riesz-

Bochner integrali, dalgacik tipli fonksiyon ve bir agirlik fonksiyonu kullamlmistir.

Elde edilen sonuglarin Harmonik Analiz’e katkisi olacag1 kanaatindeyiz.

Bu tez caligmasi boyunca benden bilgisini ve destegini esirgemeyen degerli
damigmamm, Sayin Prof. Dr. Ilham ALIYEV’e, cok degerli aileme, yardimini gordii-
giim boliim hocalarima, arkadaglarima ve desteklerinden dolay1 TUBITAK a tegekkiir-

lerimi sunarim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiziNi

Simgeler

R Reel sayilar kiimesi

R” R* = {z = (21,%2,..%,) : ¢; ER, j=1,2,..}
L,(R™) R™de ol¢iilebilir ve p. kuvveti integrallenen fonksiyonlar uzay:
Co(R™) Sonsuzlukta sifira giden siirekli fonksiyonlar uzay:
S(R™) Schwartz test fonksiyonlar: uzay:

fe, f f fonksiyonunun Fourier déniigiimii

Y, f f fonksiyonunun ters Fourier doniistimii

fxg f ile g fonksiyonlarimin girigimi

Bt(‘s) f(z) Riesz-Bochner integrali

(Tf)(z,t) Agirlikli dalgacik tipli donitigiim

Jx(t) 1. tip Bessel fonksiyonu

I'(¢) Gamma fonksiyonu

My (z) Hardy-Littlewood maksimal operatorii
Kisaltmalar

h.b.A. Hemen hemen her



1. GIRIS
1.1. Calismanin Kapsami

Fourier Analizin temel teknik araglar olan Fourier Serileri ve Fourier Doniistim-
leri teorik ve uygulamali matematikte oldugu kadar fizikte, miihendislikte ve bagka
bilim dallarinda da genis uygulama alanlan bulmaktadir. Ozellikle Fourier serisinin
yalmz iki periyodik fonksiyondan ( kosiniis ve siniisten) tiiretilmesi ve toplananlarin
ortogonallik 6zelligi onu kullamigh yapmaktadir. 1965’lerden itibaren Fourier Ana-
lize paralel olarak Dalgacik (Wavelet) Analizi denilen bir analiz ortaya cikmis ve
matematikfe de miihendislikte de hizli bir gekilde uygulama alam bulmustur. Dal-
gacik analizinde de Fourier Analizdeki, Fourier serisi ve Fourier dénitisiimii kavram-
larina benzer Integral Dalgacik Déniisiimii ve Dalgacik Serisi kavramlart tammla-

narak uygulanmaktadir.

Bu tez ¢aligmasi, Girig ve Kaynaklar hari¢ dort béliinden olugmaktadir. Cahs-
mann ikinci béliimiinde, tez boyunca kullanilacak baz tamm, teorem ve gosterimler
verilmisir. Ugtincii boliimde, calismada kullanilan materyal ve metot hakkinda bilgi
verildikten sonra, yukarida bahsedilen Dalgacik Doniistimiiyle ilgili kisa bir hatir-
latma yapilmig ve bir sonraki boltimde yeni bir Dalgacik Doniisiimii tammlamak
icin kullanilacak Riesz-Bochner integrali Bt(a) f tammlanmigtir. Dordiinci boliimde
de Riesz-Bochner integrali, p(8) > 0 agirlik fonksiyonu ve g(¢) dalgacik tipli fonksi-

yonu yardimiyla,
T)wt) = [ olen) B s (@)gtn)r
0

seklinde bir agirhikh dalgacik tipli déntigtim tammlanmig ve bu déniistime uygun ters
dontigiim (Calderén Formiilii) su sekilde elde edilmisir:

oo

/Tf xt——hm/Tf mcf of(x).

0
Son olarak da, beginci boliimde, yapilan ¢aligmalardan elde edilen sonuclar derlen-

migtir.



2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI

Bu boliimde tez boyunca kullamlacak bazi gosterim (notasyon), tamm ve teo-

remler verilecektir.

R* = {z: 2 = (21,22,...,2n),%; € R,i = 1,2,...,n} n boyutlu Oklid uzay: olup,
z,y € R"icin = - y = z1y1 + @ays + ... + 2y, 'dir. R’ deki hacim eleman,

dx = dx dzsy.. .dzx,, 'dir.

Co(R™) ile R™deki siirekli ve |171|i5>noo f(z) = 0 kosulunu saglayan fonksiyon-
lar uzay1 gosterilecek ve S = S(R"™) ile de kendisi ve tiim tiirevleri hizla azalan
diferansiyellenebilir fonksiyonlar uzay1 olan Schwartz uzay: temsil edilecektir (bir
[ fonksiyonu i¢in A — wner mertebeden tiirevin hizla azalmasi demek; her o € Np

. . A +Agte A
igin, 2% = pitey®. 2% ye D= 2 .

s X
. 5 —5— olmak iizere, sup |z* ] D f(x I < 0
L 3z?13I32m81$” ’ wGR"l I f( )

olmasidir).

Bir ¢ € Li(R") fonksiyonu igin, |z;| = |22 oldugunda |¢(z)] = |¢(z)]

saglaniyorsa, 1 radialdir, denir.

2.1. L, Uzaylan ile ilgili Bazi Onemli Bilgiler
L, = L,(R") ile R" ’de dlgtilebilir ve

19, = | [If@Fds) <co, 1sp<eo (2.1)
TRn

kogulunu saglayan fonksiyonlar uzayr gosterilecektir. || f|| » sayisy, f fonksiyonunun
L, normudur.
p = oo durumunda Lo, = Loo(R™) = {f : R* — C: f ¢lgiilebilir ve | ]|, < oo}
seklinde tamimlamir. Burada || f||_ = esssup |f(z)| olup, esas supremum denilen
reR"

deger olarak kullamlmaktadir.

; C ) A ‘ )
Ly’de tanmmbh { f}, ., dizisinin f’ye L, normu anlaminda yakimsamas;

nh_glo [ fn = fll, = 0 kosulunun saglanmasidur.



Simdji, bu caligmada kullanacagimiz baz: énemli tanim ve teoremleri ifade ede-
lim. Asagida "h.h.h.” kisaltmasi "hemen hemen her yerde” veya ”hemen hemen her

2 icin” anlamim vermektedir.

Teorem 2.1 (Lebesgue Baskin Yakinsama Teoremi) (Folland 198/ sf.193)

{fatnens L1 uzayinda,

(i) fo— f, (h-h.1)
(i) Bir g pozitif fonksiyonu ve her n € N icin, |f,| < g

ozelliklerini saglayan bir dizi olsun. O zaman f € L dir ve

n—od

Rn

R[f(x)dmz lim /fn(:c)dx
dir.

Teorem 2.2 (Fubini Teoremi) (Folland 1984 sf.65) (X, M, j1) ve (Y, N,v) o —sonlu

olgiim uzaylary, p X v 6élgiimi de M x N tzerinde p ve v’niin ¢arpuma olsun. Eger,

J: X XY — R fonksiyonu p x v élgiimine gére integrallenebilir ise, h.h.h. y € Y

igin [ f(z,y)du(z) integrali ve h.h.h. z € X icin }[f(w,y)du(y) integrali sonludur
X

ve

| rewdx = [ | [ i) | dute) = [ [ f@manta) | avty)

XxXY X Y Y X

esitligi saglanar.

Tamim 2.3 (Stein ve Weiss 1971 sf.53 , Stein 1970 sf.4) Bir f € L, fonksiyonuna

uygun My Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu agsagidaki sekilde tanimlanar:

. 1
M(z) = sup / |f(z —y)|dy. (2.2)
-0 IBT]B

Burada, B, = {y € R": |y| <7} olup, R™de orijin merkezli r yaricaple yuwvar de-
Y Y

mektir. |B,| de bu yuvarin hacmidir.

My fonksiyonu igin Hardy-Littlewood un iyi bilinen bir teoremi agagidaki gibidir:

3



Teorem 2.4 (Hardy-Littlewood) (Stcin 1970 sf.5)

(a) f € L,(R") (1 <p<oo)ise, My(x) fonksiyonu h.h.h. x € R™ i¢in sonlu

deger alur.

(b) f S LP(]Rn)v 1< p S o0 zgm,

125l < Ap 1111,

saglanacak bicimde A, = A,(n) sabiti vardar.

(c) f € Li(R") ise, her o > 0 igin,
A
H{z € R™: Ms(z) > a}| < E/ |f(z)| dz
Rn

saglanacak sekilde A = A(n) sabiti vardwr. Burada, |{z € R™: M;(z) > a}| ile

{z € R™: My(w) > o} kiimesinin Lebesgue dleimi gosterilmektedir.

Teorem 2.5 (Stein 1970 s£.62,63) ¢ € L1(R™) ve ¢ (z) = e (%), (zr € R?, £ > 0)

£

olsun.

(a) Y(z) = sup |p(y)| pozitif radial fonksiyonu |x| — oo i¢in azalan ve
yilylfe|
[ (z)dz = A < oo ise, 0 zaman her f € L,(R™), (1 < p < c0) igin,
Rn

sup [(f * ) (z)] < AM(x)
esitsizligi saglanar.

(b) [ @(z)dz = 1 ise, o zaman f’nin her Lebesgue noktasinda (dolayiswyla
R,
h.h.h. x € R™ noktasinda),

lim(f + .)(x) = £(2)
esitligi saglanar.

(c) Her f € L,(R"), 1 < p < o igin,

lim £+ . — fl], =0

olur.



Tanim 2.6 (Stein ve Weiss 1971 sf.184) (X, ), (Y,v) 6lgiim uzaylar: ve

T: Lp(X, 1) — Lg(Y,v) seklinde taramh bir operator olsun. Eger g < oo igin,

cllfl,\*
v({yeY:|Tf(y)| >a}) < (”‘a—p>
egitsizligi saglamyorsa, T operatorine zayf tipli veya zayf (p,q) tipli denir. Eger

T: Ly(X, ) = Loo(Y,v) sunarle operator ise, zayif (p,o0) tipli denir.

Not 2.7 Bu tanwm kullanilarak, (2.2) formiiliiyle tanmamlanan Hardy-Littlewood mak-

simal operatdriiniin her 1 < p < oo igin zayif (p,p) tipli oldugu goriiliir.

Teorem 2.8 (Genellestirilmis Minkowski Esitsizligi) (Folland 1984 sf 186,
Sadosky 1979 sf.14) (X, M, u) ve (Y, N,v) o—sonlu dl¢iim uzaylar, ve

[ X xY = R fonksiyonu élgiilebilir olsun. Eger, h.h.h. y € Y igin

foy) € Ly(X, M, p) (1 < p < o0) ve}[llf(-,y)llp,H dv(y) < oo ise, yf’f(w’y)dV(y)

wntegrali h.h.h. x € X i¢in sonludur ve

/ £, y)du(y / 1), dv(y)

esitsizligi saglanar.

Teorem 2.9 (Holder egitsizligi) (Rubin 1996 sf. 1 Sadosky 1979 sf.13) (X, M, 1)

o—sonlu 6l¢tim uzayr ve ||pr# ({|f m)|pdu(x)> olsun. Bu durumda, f € L,,,

g€ Ly, 1<p<oowves= 5 Ly E = 1 olmak iizere, asagidaki esitsizlik saglanar:
/ F@)9() du(a) < [1/],, gl
Ozel halde, du(z) = dz; f € L,,9g€Ll,, 1<p<ocouwve ;—1] + % =1 igin,
/ f(@g(@) = < 151, lg],

esitsizligi saglanar.



2.2. Fourier Doniiglimii ve Ters Fourier Dniigiimii

Tamim 2.10 (Sadosky 1979 sf.55) f € Li(R") fonksiyonunun Fourier déniisimi

f, her x € R™ i¢cin agagidaki gibi tanamidar:

flz) = / ft)e ?™=tqt (2.3)

Rn

Bir g € L fonksiyonunun ters Fourier dontigimii de su sekilde tanimlanar:

g{t) = /g(x)e%itwdx ) (2.4)

Rn
€ Li(R") fonksiyonunun Fourier déntsiimai igin f~, F(f) ve ters Fourier dontstimi
§

icin ¥, F7(f) gibi gdsterimler de kullanimaktadr.

Not 2.11 Eger f € L1(R™) olursa,

10 = ()0 = [ Ha)erieds (25)
Rﬂ.
saglanar. Dahasi, eger drnegin f € S(R") ise (2.5) egitligi yine saglanar.

Not 2.12 Yukarda tanwma yapilan radial bir fonksiyonun Fourier déniisiimiiniin de
radial olduju iyi bilinmektedir. Ozel halde, tek degiskenli ¢ift fonksiyonun Fourier

déndigimi de ¢ifttir.

Teorem 2.13 (Plancherel Teoremi) (Stein ve Shakarchi 2007 sf.143) f € S(R™)

olsun. O zaman,

”f\Hz = ”f”z (2.6)
dar.

(2.6) esitligi, Fourier donisimi Lo(R™) ’den olan fonksiyonlar i¢in de tanym-

lanar ve bu déndigtim Lo(R™) ‘de bir izometri olur.
Tanim 2.14 (Stein ve Shakarchi 2007 sf.139) f,g € L1(R) ise, f ile g 'nin girigimi,
(F+9)@) = [ Fitrgla - t)as (27)

6



seklinde tanimhdir. Benzer sekilde, f, g € L1(R™) fonksiyonlarman girisimi de tanwm-

lanar:

(f# gifa) = /f(t)g(x —t)dt , dt = dt,dt,...dt,

rn

Fourier dontisimii ve girisim arasindaki iligkiyl gosteren onemli iki formiil
agagidaki gibidir:

(f*9)" = (f")9"), (f g€ L) (2.8)

(f9)(z) = (f" % g")(z) , (f,g€S) (2.9)

Not 2.15 Baz kaynaklarda f € Li(R™) fonksiyonunun Fourier déniigtimi ve ters

Fourier donisimii siraswyla,
i) = [ fear
Rn

ve

£y = ﬁ / F@)ePeda
J

seklinde tamamlanar (Spigel 1974 sf.81). Bu sekilde tamamlanmas Fourier déndsimii
icin (2.9) formiili,

(f9)"(z) =

seklini alur.



3. MATERYAL VE METOT

Bu tezde materyal olarak alana ait makale ve kitaplardan yararlanilms olup,
metot olarak da Harmonik Analizde ve genel olarak, Matematik Analizde kullamlan

ispat yontemleri, tanim ve teoremler kullamilmistir.

3.1. Integral Dalgacik Déniigiimleri

Ikinci boliimde, Fourier doniistimiiniin stk kullanilan iki tanimi ile ilgili baz
hatirlatmalar yapilmigti. Simdi de, Fourier serisi kavramu ile ilgili kisa bir hatirlatma

yapalim:

Tanim 3.1 (Spiegel 1974 sf.24) f € Lo [—m, w] 27 periyotlu ise f Ly 'de yakinsayan
Fourier serist bigiminde gdsterilebilir. f nin Fourier serisi;

oo
— E Cn 67,77,11)

n=—oo

T

dir. Burada ¢, = 5= [ f(z)e"™*dzx seklinde tanwmbdar.

—T7

Yukaridaki esitlik L, anlamindadir. Yani,

lim ||f(z) — Z cne™| =0
m—oo — )
dir.
f ’'nin Fourier serisi gt‘)steriminin énemli yani, yukarida da bahsedildigi gibi
{e™*} sisteminin (f,g) = f f(@)g(z)dz i¢ carpimma gore ortogonal olmasi ve

wy () = €™ ’lerin hepsinin ayn w( ) = e = cosz + isin z "siniisoidal dalga”dan
ttiretilmesidir. w,(x) = w(nz) fonksiyonlar, w(z) = €™ ’in tamsay1 geniglemeleridir.
n sayisi biiytidiikge wy,(z) = w(nz) fonksiyonlarmn frekanslan (dalgalanmalari) ar-

tar.

Boylece, bir f € Ly[—m, 7] fonksiyonunun Fourier serisi aslinda; bu fonksi-
yonun farkh frekansh siniisoitlerin ”{, lineer kombinasyonu” big¢iminde gosterilme-

sidir.



Simdi f € Ly(R) olsun. Yani 70 |f(z)|” dz < oo saglansin. Boyle bir fonksiyon
periyodik olamayacagindan Fourier ;:,risi bi¢iminde gosterilememektedir. Siniisoidal
dalgalar Ly(R)’den olmadigindan, f bunlar vasitasiyla ifade edilemez. Her f € Ly(R)
fonksiyonunu tek bir “dalga” fonksiyonu kullanarak seri veya integral biciminde
ifade edebilmek icin bu dalga fonksiyonu oncelikle |z| — oo igin sifira gitmelidir.
Soz konusu dalga fonksiyonuna W(z) dersek, f ’yi bu ¥ yardimiyla ifade ede-
bilmek i¢in hem kaymalardan hem de genislemelerden yararlanmak gerekecektir.
Yani ¥ bir dalga fonksiyonu ise, ¥ (“—;—9) seklindeki fonksiyonlar kullanilacaktir. Lit-
erattirde, "dalga fonksiyonu” ifadesi yerine ”dalgacik fonksiyonu’ ifadesi de sikca

kullanilmaktadir.

Tanmm 3.2 [ |¥(z)|dz < co ve [ U(z)dz = 0 kosullarina saglayan U fonksi-

-0
yonuna esas dalgacitk denir.

Uygulamalarda ¢ogu zaman ¥ dalgacik fonksiyonu hem kendisi hem de Fourier
doniigimi ¥ hizla sifira giden fonksiyon olarak tercih edilir. Bu ozellige uygun
olarak verilebilecek en iyi esas dalgacik drnegi Gauss fonksiyonunun tiirevidir :
U(z) = (e*") esas dalgacik fonksiyonu kogullarim saglayan bir fonksiyon olup, aym

zamanda hem kendisi hem de Fourier doniigiimii hizla sifira giden bir fonksiyondur.

Amaca uygun sekilde belirlenen gesitli dalgacik fonksiyonlar: tarafindan tireti-
len integral dalgacik doniigiimleri vardir. Yalmz tek degigkenli degil cok degiskenli
dalgacik fonksiyonlarinin iirettigi integral dalgacik doniistimleri de tammlanmak-

tadir.

Tek degigkenli fonksiyonlar sinifinda yaygn olarak kullamlan klasik Dalgacik

Déniistimlerinden biri agagidaki gibi tammmlanmaktadir:

W bir esas dalgacik olsun. a,b € R ve a # 0 olmak tizere, ¥;,, fonksiyonu,

i —b
gt

\Ilb.a(x) = _\/T—CL——I - g

seklinde tammlansin. Integralde degisken degisimi yapilarak [Csall, = 7], oldugu

)

goriilebilir.



f € Ly(R) olmak iizere, Unin dogurdugu Integral Dalgacik Doniisiimii agag1-
daki ifadeye denir (Hernandez ve Weiss 1996):

) i 1 i r—b
(Vaf)o0) =7 ) = [ f@T@ie = — [ e D o)
Burada, iki fonksiyonun i¢ carpimu (f, g) = [ f(z)g(«)dz seklinde tanimhidar.

Simdi, (Wg f)(b, a) integral dalgacik déniisiimiine uygun ters ¢evirme formiiliinii

(Calderén Formiiliinii) ifade edelim.

Teorem 3.3 (Herndndez ve Weiss 1996) Y € Ly N Ly olup,

cy = de < 00 (3.2)
v
kosulunu saglasin.
(a) Her f € Ly(R) igin,
1 T . da .
1@=— [ | [ wenal v 5 ; (33)

dur (bu formil, Calderén Formili diye adlanduriar).

(b) Her f,g € Ly(R) igin,

/ / Wa ) (b, o) (W (9)) (5, )b = ey (£,) - (3.4)

—00 —0

dar.

Burada, (f,g f f(z)g(z)dz seklinde tanimhdr.

Teoremde ¥ € L;(R) oldugundan ¥* fonksiyonu siireklidir. O halde (3.2)
kogulunun gerceklenebilmesi igin v = 0 noktasinda ¥”(0) = 0 olmak zorundadir.

Aksi halde (3.2)’deki integral iraksar. O zaman,

o] [e o]

0=0"(0) = / T(z)e 05y = / U(x)dz

— o0 —00

elde edilir. Dolayisiyla, teoremde verilen ¥ fonksiyonunun esas dalgacik oldugu

acikca soylenmese de, (3.2) kogsulundan onun bir esas dalgacik oldugu sonucu cikar.
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Not 3.4 ¥ esas dalgacik fonksiyonu ¢ift fonksiyon ise, onun Fourier dontisiimi de

¢ift fonksiyon olur. Gergekten;

UNz) = T (t)e “dt

——p

U(—u)e “du

— /oo‘lf(u)e_i(_z)“du
- _\I/oi‘(—t)
dir. O halde, (3.2) kosulundan,
cy = ]o I\I]A|\I()T)|2dv = 2/“‘)'—%([@
o0 0

elde edilir. Bu durumda, Calderén Formilinde a € (—o0,00) yerine, a € (0,00)

yazlabilir ve Calderdn Formiili su hale gelir:

2 da

flz) = / /[(LV\pf)(b,a)] Uy o(z)db | — . (3.5)

Cy a?

(3.5)'te ve (3.3)’te a parametresine gore integralin yakmsamasi L, anlamin-

dadir, yani; 0 < & << § < co olmak iizere,

é oo
2 da
i _Z Ve £)(b a| Ll =
liny 7o) - [ ] mvano.ava@al 2 <o
—00 £ — 00 2

Yukarida kullanilan esas dalgacik fonksiyonuna birtakim 6zel kogullar eklenerek
tanimlanan (3.1) dalgacik dontstimii ile (3.3) ve (3.5) Calderén formiilleri daha
simetrik gekiller alabilir. 56z konusu formiiller R*’de de ifade edilebilir. Biz yalmz

n = 1 durumu ile yetinecegiz.

o

@ € Li(R) fonksiyonu reel degerli ve [ ¢(z)dz = 0 kosulunu saglayan bir
fonksiyon olsun (bagka bir ifadeyle, ¢ fonksiyonu reel degerli esas dalgacik fonksi-

yonu olsun).
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@,(x) fonksiyonu, t > 0, =z € R olmak tizere, p,(x) = %(,9(%) seklinde tanim-
lansin. Integralde degisken degisimi yapilarak her ¢ > 0 icin, lodl, = llell; oldugu

goriilebilir.

Tamim 3.5 ¢ reel degerli esas dalgacik ve f € Ly(R) olmak tizere, o 'nin dogurdugu
Integral Dalgacik Déondistimi,

<waﬂmﬁ4%*ﬂu»:/ﬁmwﬂx—w@::/ﬂm%@—yMy (3.6)

seklinde tamumlanasr (Herndndez ve Weiss 1996).

Goriildiigii gibi Integral Dalgacik Doniistimii girisim tipli bir operatordiir.

(3.6) dontigiimiine uygun ters gevirme yani, Calderén Formiilii agagidaki teo-

remde ifade edildigi gibidir:
Teorem 3.6 (Herndndez ve Weiss 1996) ¢ € L1(R) reel degerli ¢ift fonksiyon olup,

[ wors = @)

kosulunu saglasin. O halde her f € Lo(R) igin,

T T (lt
/@t*{ /(IQt*(pt*f) (3-8)
0 0

dir.
(3.8)’deki esitlik Ly anlamindadir. Yani, 0 < ¢ < § < oo icin,
s
e /@ﬂ%*ﬁ@%- (39)

denilirse,

lim I = ful, = 0 (3.10)

d—o0
dir.
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3.2. Riesz-Bochner Cekirdegi ve Riesz-Bochner integrali

Bir ¢ > 0 sayist verilsin. z € R™ olmak iizere,

1—|z)?)° , <1 ise
3(z) = a0z = | TR el (311)
0 , |z >1ise

radial fonksiyonu tammlansin. Burada |z| = \/x} + 22 + ... + 22 *dir.
® € Li(R™) N Cy(R™) oldugu agiktir. ¢ radial fonksiyonunun Fourier déniisiimii ¢
ile gosterilsin. Yani,

p(z) = ®Nz) = /@(t)e_%mdt

Rn
olsun. Dolayisiyla Not 2.12’den ¢ fonksiyonu radialdir ve analitik ifadesi bilinmek-

tedir (daha dogrusu, agagidaki lemmada verildigi gibi 1. tip Bessel fonksiyonu ile

ifade edilmektedir).

Lemma 3.7 (Stein ve Weiss 1971 sf.171)

_ T(0+s) Jz4s(2m|a])

plz) = (I)A(x) K 35

, (zeRY). (3.12)

1 ||

dir.

Yukaridaki lemmada, I'(s) = [ 2°" e *dz, (s > 0) seklinde tanimli Gamma
0

fonksiyonu olup Jj(t) asagida tanmimi verilen 1. tip Bessel fonksiyonudur.

Tanim 3.8 A\ > —% ve s > 0 olmak tzere,
S

ol @-1
—(%)/e (1— )5 at (3.13)

MO rEE )

ifadesine A—mertebeli 1. tip Bessel fonksiyonu denir.

Lemma 3.9 (Stein ve Weiss 1971 sf.158) Jy, (3.18)te tamumlanan 1. tip Bessel

fonksiyonu olmak tzere, asagidakiler saglanar:
(a) s — 0% icin Jy(s) ~ cs*, (¢ > 0);

(b) s — oo igin Ji(s) = O(==).

Sl
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Yukaridaki lemmada gecen ~ ve O gosterimleri su-anlamdadir:

lir&:g)) = 1ise, v(s) ~ u(s), (s — 0%);

u(s)
v(s)

§ — 00 i¢in

‘ siirh ise, u(s) = O(v(s)), (s — o0)
dir.

@(z) fonksiyonu yardimiyla, bir f € L,(R™) fonksiyonunun Riesz-Bochner in-

tegralleri diye bilinen integraller ailesi agagidaki sekilde tammlanir:

Tanim 3.10 ¢ fonksiyonu yukaridaki gibi verilmek tizere, her t > 0 igin,

oly) = -o(33), (y € R) (3.14)

tammlansin. f € L,(R™), (1 < p < 00) olmak iizere, ¢,(y)’ nin dojurduju
é ‘ n
BOf@) = (o i) = [ o)fo— vy, (650, 2€®)  (315)
A
integraline f fonksiyonunun Riesz-Bochner integrali ve ¢,(y)’ ye de Riesz-Bochner

cekirdegi denir.

Riesz-Bochner integralinin ve ¢ekirdeginin bazi énemli ozellikleri asagidaki

teoremde ifade edilmigtir:

Teorem 3.11 (Stein ve Weiss 1971 sf.172, Karapwnar 2006 sf.10) ¢,(y) ve B f(z)

fonksiyonlar, siraswyla, (3.14) ve (3.15) formiilleriyle tanvmlanan fonksiyonlar olsun.

0 > 0 parametresi § > 23_1 kosulunu saglarsa,

(a)
(Wt(-))/\(g)

/ ™Mo, (y)dy = B(tE), (t> 0,6 €R") (3.16)

Rn

dir. Buradaki ® fonksiyonu (3.11)°de tanwmlanan fonksiyon olup,

421 c[2\é #
B(1) = A=), [ < 5 use (3.17)
0 , [€l>

o RS

i5€

dir.
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(b) ¢ € Li(R™) ve hert > 0 i¢in,

/sot(y)dy = /@(y)dy =1 (3.18)

R™ Rn»

saglanar.

(c)Vt>0,1<p<oowvefe€lL,ign

[B25]| <etst, o (o= [ le@lds <o (3.19)
RTL

esitsizligi saglanar.

(d) My Tanum 2.3’te tamimlanan Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ol-

mak tizere, 1 < p < oo veVf € L, igin,
sup ]Bg‘” f(x)’ < AM;(z) , (A= sabit) (3.20)
-0

egitsizligi saglanar.

(e) 1 <p<ooigin,

sup | B f(z)] < a7% | £, (3.21)

IGR"

i

dir. Burada ¢ = ({&f |(,9(y)|qdy> ’ ; (% +% = 1) olarak tammlanmagtir. p = 1 igin

g = oo ve ¢ = esssup |p(y)| olur.
yER™

(f) Her f € L, ve 1 <p < o0 igin,

BOF—f

%Lr%l =0 (3.22)

olur. Ayrica, 1 < p < oo igin %ir%Bfé) flz) = f(x) esitligi f ’'nin her Lebesque
noktasinda (dolayiswyla h.h.h.x € R™ igin) saglanar. Bundan baska, her f € Cy icin

1ir%Bt(6) [ = f yakinsamast diizgiin yakinsama olur.

ispat. (Stein ve Weiss 1971 sf.172, Karapmar 2006 sf.10)

(a) (3.12) formiiliiyle verilen ¢ fonksiyonu L;(R")’nin elemamdir. Bu,

6 > 1 kogulundan ve J)(t)’nin asimptotik davramgmdan goriilebilir. Boylece

15



(3.11)’de verilen ® fonksiyonu ve onun Fourier déniigiimii olan ¢ fonksiyonunun her

ikisi de L;(R")’nin elemam olan siirekli fonksiyonlardir. O halde, Lemma 3.7’den,

/ e i2mE () dy = B(€) (3.23)

R
esitligi her £ € R™ icin saglamir. Ayrica, ¢ ve ® radial fonksiyonlar oldugundan,
(3.16) formiilii elde edilir.

(b) (3.16) formiilinde £ = 0 ve (3.11)’de z = 0 almip integralde gerekli

degisken degigimi yapilirsa,

1=90) = [ty = [ oGy = [ ol

R Rn Rn

olur ve istenen egitlik elde edilir.
(c) Teorem 2.8’deki genellestirilmis Minkowski esitsizligi kullanilarak,

)
|5 f

p

< / e @) 1£1, dy
J

111, / o) dy

R

- 1, [ &

Rn

= If1, / ()] de

1
@(;y) dy

esitligi elde edilir. § > 252 i¢in ¢ € L;(R™) oldugundan,
oy == / lp(z)| de < oo
R~

olur. Bu, son esitlikte yerine konulursa,

BOf| <alfl,
elde edilir.

(d) Ja(t) 1. tip Bessel fonksiyonunun Lemma 3.9’daki asimptotik davranig
nedeniyle yeterince biiyiik z’ler i¢in (3.12)’den,

1

lo(@)| < e(n,§)—F7—
Elems
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elde edilir. § > 25 oldugundan 21 +4 > n olur ve buradan da |¢(z)| fonksiyonunun
azalan, integrallenebilir ve radial bir majoranta sahip oldugu sdylenebilir. Yani,
P(z) = sup |o(y)|
y:lyl2]z]

ahmirsa, ¢(z) radial ve R™de integrallenebilir bir fonksiyon olup |z] — oo icin

azalandir.

/@b(m)dr =A

denirse, Vf € L,(R") ve 1 < p < oo i¢in, Teorem 2.5-(a)’dan,

sup | B? f(z)| = sup (. * )(a)] < AMy(a)

120

(e) Teorem 2.9’da verilen Holder Esitsizligi kullanmlirsa, %—i—% = 1 olmak tizere,
1

clde edilir.
(3.24)

50s@)| < [lellfe-ldr <151, | [lowrray
Rn n

esitsizligi elde edilir. Esitsizligin sag tarafindaki integralde, y = ta (z € R") degigken

L=yl

(3.25)

K

degigimi yapilirsa,

1

e
/ o'y | = / o()|? dy

esitligine ulagihr. Burada ¢ € Ly(R") oldugundan, ¢ = | [ |o(y)|?dy ' denirse,
¢ < oo olur. Sonug olarak, (3.24) ve (3.25) kullamlarak, (3.21) esitsizligine ulagilmis

BOf(@)| a3 IS, , é< oo

olur. Yani,
sup
zeR™

dir.
(f) Her f € L,(R"), 1 < p < oo igin, Teorem 2.5-(c)’den,

lim || % 2, — fll, = 0

olur.
17



Yine Teorem 3.8-(b)’den, yr%(f x @ )(z) = f(z) esitligl f'nin her Lebesgue
noktasinda (dolayisiyla h.h.h. © € R™ noktasinda) saglamir. Yukanda (3.15) for-

miiliindeki Riesz-Bochner integrali tanimi yerine yazilirsa,

. )
lim |87 f - 1

=0
p

esitligine ve teoremin (f) maddesindeki diger iddialara ulagilmis olur. m
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Cahsmamizin bu boliimiinde, yari-grup ozelligine sahip olmayan Riesz-Bochner
integral ailesi, bir dalgacik tipli fonksiyon ve agirhik fonksiyonu kullamlarak bir dal-
gacik tipli dontigiim tammlanacaktir. Sonra, yeni doniisiime uygun ters bulma for-

miilii yani, Calderén Formiilii verilip ispatlanacaktir.

4.1. Riesz-Bochner Cekirdeginin Dogurdugu Bir Dalgacik Tipli Déniisiim

ve Calderén Formiilii

g(t), [0, 00)’da integrallenebilir bir fonksiyon olup,

/Ilntl lg(t)] dt < oo (4.1)
/ g(t)dt =0 (4.2)

saglansin. Bu ozellige sahip g’ye bir dalgacik tipli fonksiyon diyecegiz. Bu g(t)
fonksiyonunu kullanarak agagidaki gibi bir fonksiyon tanimlayalim:

B = % / didy, <7 <) (4.3)

0

Lemma 4.1 (Aliev ve Rubin 2002) K(1), (4. ) formiilinde tamml(man fonksiyon
olmak iizere, K(7) € L1(0,00) ve [ K(r)dr = [ (ln ) n)dn = —f Inn) g(n)dn
0 0

dar.

Ispat. J g(n)dn = 0 oldugundan, her 7 > 0 icin,
0

/T g(n)dn = — /°° g9(n)dn = / (m)dn| = 7 g9(n)dn (4.4)
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dir ve dolayisiyla (4.3)’ten,

/ |K(7)| dr
0

elde edilir.Yani, K(7) €

Yine [ g(n)dn =
0

(A

dr

1
dT:/l
07_

/O ' g(n)dn

/0 ' g(n)dn

/ () ] dn + / lg(m)] ] iy
0

(a1)
/ g il dn % oo
0

L,(0, 00)’dur.

o0

— [ g(n)dn esitligi kullamlarak sunlar yazilabilir:

T

oo

/% (/ 9(77)dn> dr

dn — / g9(n) ( / %m) dn
[ o

oo

/1% (/T g(n)dvz) dr —
/19(77) (/1 idT>

—Inn)dn — ) lnndn
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Yani,

/K (ZT:/ Inn)g /< ) g(n)dn
0 0 0

p(B) > 0 ”agirhk” fonksiyonu [0, 00)’da siirekli, siirh ve ﬁhlgler(ﬁ) = 1 kosu-

dir. m

lunu saglayan fonksiyon olsun (6rnegin, p(8) = €797, (a > 0); p(B) = e**°, (a > 0);

o(B) = Sigﬁ, (p(0) =1); p(B) = ln—%ﬂ, (p(0) = 1) vs. olarak alinabilir).

Simdi, f € L,, (0 < p < o0) olmak iizere, (3.15)te tanunlanan B f in-
tegraller ailesi ile (4.1) ve (4.2) kosullarini saglayan g fonksiyonu ve p agirlik fonksi-

yonu kullanilarak bir integral doniisiimii tanmimlayalim:

@ﬁ@ﬂz/W@&JU() (4.5)

Bu doniisiime Riesz-Bochner integrali ile g dalgacik tipli fonksiyon ve p agirlik

fonksiyonunun iirettigi agirhkh dalgacik tipli d6niigiim diyecegiz.

g dalgacik tipli fonksiyon ile p > 0 fonksiyonunun farkh segimi farkli agirhkh

dalgacik tipli doniigtimler elde etmeye olanak saglar.

Lemma 4.2 (4.5)te tanumlanan T f lineer bir operatir olup, her t > 0 igin

L, — L, stnerlider.

iIspat. Sabitlenmis her ¢ > 0, oy, a2 € R ve fi, f2 € L, icin,

T(orfi + aofo)(z,t) = [ p(tn)Bt(g)(cxlfl + ay f2)(x)g(n)dn = (Riesz-Bochner
0
integral operatori lineer oldugundan) = (o T f1 + T fo)(z, t) olur. Buradan, 7”nin
lineer oldugu goriiliir.
Smrhilik (Teorem 2.8) Genellestirilmis Minkowski Esitsizliginden cikar. Gercek-

ten, yine ¢ > 0 sabit tutulsun. Teorem 3.11-(c)’den,

uwmsmeWﬁwuwmm$qwm7mmms@wm
0 0

dir. Sonug olarak her f € L, i¢in T'f anlamhdir. m
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Dalgacik tipli fonksiyona birkag érnek verelim:

1. g(t) =e (1 —1t), (0 <t< co) alinsin. f lg(t)] dt < oo olup

g € L1(0,00)’dur. Bundan bagka, f|lnt| lg(t)|dt < co ve [e'(1—t)dt = 0
0 0
oldugundan, (4.1) ve (4.2) kosullar1 saglanir.

2.
c , 0<t<1
gty =4 —¢ , 1<t<2 ¢, (c>0)
0, 2<t<

olsun. g € L;1(0,00) oldugu agik¢a goriilir. [ [Int||g(t)]dt < oo ve
0

1
glt f cdt — f cdt = 0 olup (4.1) ve (4.2) kosullar saglanir.
1

0%8

8. h(t), RVde tammlanmg Lizorkin simfindan bir fonksiyon olsun (yani, &
Schwartz uzaymdan olsun ve her k = 0,1,2, ... igin A*¥)(0) = 0 olsun).
Ornegin,
ik ik
0, t=0

h(t) =

olsun ve g(t) = h'(t) diyelim. [ |g(t)|dt < oo ve [ |Int||g(t)|dt < oo ’dur.
0 0

Ayrica, [ g(t)dt = [ h'(t)dt = h(co) — h(0) = 0 oldugundan, gerekli tiim kosullar
0 0

saglanir.

4 0 <t < 1igin B,(t), n dereceli Bernoulli polinomu olsun. Her n = 1,2, 3, .
igin, fB (t)dt =0, (n =1,2,...)dir (Stein ve Shakarchi 2003 sf.180).

Bt} , 05421

seklinde tanimlanan g € Ly’dir. Ayrica, [ |Int||g(¢)|dt = f IInt||g(t)]dt < co ve
L _

o 1
[g(t)dt = [ B,(t)dt = 0 olur. Buradan da g fonksiyonu icin gerekli kogullarin
0

0
saglandigy goriiliir.
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5. 0 < a < b < oo olmak iizere, [a,b]’de siirekli herhangi bir A(¢) fonksiyonu

alinsin. ,
h(t)— 7= [h(z)dz , a<t<b
g(t) = a
0 , diger t’ler
tamimlayalim.
00 b b
/g(t)dt = / h(t) — 2 ! /h(x)d:z: dt
—-a
0 a a
b b
1
= /h(t)dt — m(b —a) / h(z)dx =0
saglanir.

oo 1
Ayrica [ [Int||g(t)|dt = [|Int]|g(t)| dt < co saglandigy da aciktir.
0 0

Bu son 6rnekteki h fonksiyonu yerine siirekli olan her fonksiyon yazlabilir ve

bu sayede de birgok farkl dalgacik tipli fonksiyon tiiretilebilir.

Simdi, (4.5) formiilti ile tammlanan 7'f agirhikh dalgacik tipli déniigtimiine uy-
gun Calderdn tipli formiil yani, ters ¢evirme formiilii elde etmek icin bazi hazirhklar

yapilacaktir.

Lemma 4.3 (Stein ve Weiss 1971 sf.60) {T.}.., , L,(R™) wzayindan R™ “de 6l¢iilebi-
lir fonksiyonlar ailesine etki eden lineer operatorler ailesi olsun. Her h € L,(R™) i¢in
(Mh)(z) = sup |(Toh)(x)| esitligi ile M operatori tansmlansimn. Her h € Ly(R") ve
>0
a > 0 i¢cin
n AllR[,\*
{z € R": (Mh)(z) > a}| < —

saglanacak bigimde A > 0 ve ¢ > 1 sabitleri var olsun. L,(R™) nin bir yogun alt
kiimesinden alinmag her g fonksiyonu icin Iin})(ng)(x) limiti var ve sonlu ise, her
f € Ly,(R"), (1 < p < o0) igin de h.h.h. x noktasinda lir%(Tsf)(a:) limiti var ve

sonludur.
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T operatorii (4.5)'teki gibi verilsin. Bir ¢ > 0 ve f € L,(R™) alinsin. € para-

metresine bagh asagidaki operatorler ailesi tanimlayalim:

o

Afe) = [Tneos (4.

Her € > 0 i¢in A, : L, — L, smirh bir operatordiir. Gergekten; asagida Lemma
4.4’tin ispatinda,
| Aef(2)] < esMy(x)

esitsizlifi elde edilecektir. O halde, Teorem 2.4-(b)’den,

[Acfll, < eslldyl,
< aAllfll, , cs, Ap = sabit

bulunur. f € L, oldugundan, A. f operatorii sinirh bir operatsrdiir.

Simdi, yukanda (4.5) formiilii ile verilen T f operatorii ve Fubini Teoremi kul-
lamlarak A.f operatorii ile ilgili bazi doniistimler yapalim:

[c oI e o}

Afe) = /pmw” ot | <

€

oo

0
(5) dt ET oo
= 9(n p(tn) By, f -t— dn (t= —77— dontisiimii yapilirsa)

P .
—TZ dn (0 <n <7 < oo oldugundan)

a(1) /MHW9ﬂ@

T

1
p(eT) B f( ;/g(n)dn dr
0

B / p(eT) B f(2) K (r)dr

f
[#

Burada K(7), (4.3) ile tamml olup K € L,’dir.
Boylece,

/ o(er)BO f(0)K (r)dr, (> 0) (4.7)
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dir. ¢ = [ K(7)dr olmak tizere,
0

A f(z) —cf(z) = ]o (pler) = 1)BY f(2) K (r)dr + 7 BY f(z)K(7)dr
= 7 f(z)K(r)dr
= /°° (pe7) = 1)BY f(2) K (7)dr
ot 7 (B f(2) - f(=)) K(r)ar
dir. Yani, 0
Acf(z) —cf(z) = 7 (pler) = 1)BY f(2) K (r)dr (4.8)
+7 BO f(z) — f(x)) K(r)dr

clde edilir. Simdi yukaridaki egitliklerde Fubini Teoreminin uygulanabilmesi icin

gerekli kosullarin saglandigini kontrol edelim:

— 7’ <‘7‘p(t77)3§2)f($)9(77)l d”) %

ifadesinin h.h.h. z € R™ i¢in sonlu oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun icin,

1 <p<oove f€ L, olmak iizere,

[e0]

DM f(x) / / {p tn) B f(a (n)’dn

e

ve

[e o]

D& f(x) /°° /{p (tn)BY ()ldn —?—

dersek, h.h.h. z icin, 1) flz) ve DEZ) f(z) ’'nin sonlu oldugunu géstermek yeterli

olacaktir.



Teorem 3.11-(d)’den,
sup | B f(z)| < AM;(2)
0

saglanir. f € Ly, (1 < p < c0) oldugundan, M (z), h.h.h. z i¢in sonludur. Ayrica,

— dontigimii yapilirsa)

1

T

sup |p(t)| = ¢; denirse,
£0
1
AaM(z) | 5 /!g(n)ldn de (1
0

|/
Acle(ﬂ«")/;% /lg(n)ldn dr (0<n<r<-)

IA

DY f(z)

1
e

1
lg(n)]| /;dT dn

n

o\

Acy My(x)

f 1
Acy My(z) / (hlg —In 77) lg(n)| dn
0
2| lg(m)|d
S| l9(mldn

= AciMy() (111%)/5'9(")'6["%/5

< o
olur. Diger taraftan, 1 < p < co igin, (3.21) esitsizliginden,
sup Bt(é)f(x)‘ <Er || f1l, *dir. O halde,
zER™
2) ; L -
D) < eallfl, [ 1] [lomldn | 2a
€ 1
~ (o] 1 oo
= O [ =5 lg(n)| dn | dt
t7r
€ 1
< C/Ig(n)ldn/ rrzdt
0 €
~ P
= &L [lgtmlan
ner
0
< o0



bulunur ve istenilen elde edilmig olur. Yani, Fubini Teoremi uygulanabilir.

Lemma 4.4 f € L,(R") ve A.f , (4.5) formiilii ile tanamlanan operatérler ailesi

olsun. Af(z) = sup |A. f(z)| seklinde bir maksimal operatér tamimlayalim. O halde,
>0

A operatori (p,p) zayf tiplidir.
Ispat. (4.7) esitligi ve Teorem 3.11-(d) goz oniine alinirsa,

Af(z)] = / pler) B () K (r)dr

< asp|BOf@)| [ 1K) dr
t>0
0

= cosup ‘Bt(é)f(:c){
0

Cg]bff(.’l?)

(A

olur. Burada My(z), f 'nin Hardy-Littlewood maksimal operatoriidiir. Not 2.7°den, M [
maksimal operatorii her p > 1 i¢in (p, p) zayif tiplidir. Ayrica, son bulunan esitsizlik

de kullamilirsa, her £ > 0 icin,
A f(2)] < esMyp(z) = Af(z) = sup[ A f(z)] < ¢3M(z)
elde edilir ki bu da Af = sup | A. f| operatériiniin (p, p) zayif tipli oldugunu gosterir.
e>0
m

Yukarida yapmis oldugumuz hazirhklardan sonra, simdi, (4.5) formiiliiyle tanim-
lanan T'f agirhkl dalgacik tipli doniigtim i¢in uygun Calderén Formiilii bir teorem

seklinde ifade edilebilir.

Teorem 4.5 T'f, (4.5)teki gibi tanvmlansin ve [0,00) ’da integrallenebilen g dal-
gacik tipli fonksiyonu (4.1) ve (4.2) kosullarina saglasin. Yani,

/|lnt| lg(t)| dt < 00 we /g(t)dt = {] (4.9)
0 0
olsun. O halde her f € L,, (1 < p < 00) i¢in,
T dt [ dt |
/Tf(:c,f)7 - 11151+/Tf(:z:,t)? — of(z) (4.10)
0 €
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oo

dir. Bdmda, c= [K(r)dr = [ (11171]) g(n)dn = —f (Inn) g(n)dn ’dir. Limit hem
0 0
h.h.h. z i¢in hem de L, normu anlamandadir. Ayrica bzrl < g <ooigin, f € L,NCy

olursa, (4.10)’daki yakimsama diizgiin olur.

ispat. Ik olarak, L, anlamindaki yakinsama gosterilecektir.

(4.6) formiilityle tammlanan A, f operatorler ailesini ele alahm. Yukarida yapilan

islemler sonucu (4.8) formiilii elde edilmisti. Buna gére, her € > 0 icin,

f(2) —cf(z) =

0\8

(p(e7) — 1)BY f(z)K (7)dr + / BY f(z) — f(z)) K(r)dr

saglanmaktadir. $imdi, 1 < p < oo igin Minkowski Esitsizligi kullanilirsa,

IAf@) = cf@l, < [ pen) [BOS@,IKar  (a11)

+ [ 1897 - 1l 1K) r

L (06) + I(e)

elde edilir. Teorem 3.11-(c)’den
11— plen) |BS £ ()], IK(7)] < et I £1l, 1K ()]

bulunur. Burada, Lemma 4.1’den K(7) € L:(0,00) ve ii_rg(l — pleT)) = 0 olup,
(Teorem 2.1) Lebesgue Baskin Yakinsama teoreminin kogullar: saglanmig olur. O
halde,

lim/y(¢) = 0

e—0

dir. Diger taraftan,

1BL s = sl 1k@1 < (IBEs,+111,) 157
< allfll, K@)

dir. Burada yine Lemma 4.1'den K(7) € L1(0, 00) ve Teorem 3.3.11-(f)’den

ET

lim ‘
e—0

limI(e) =0

e—0
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dir.

(4.11)’de p = co alimrsa ve bir g i¢in f € Cy N L, varsayilirsa, € — 0 icin A, f
ailesinin c¢f ’e tiim R™’de diizgiin yakinsadigi gortiliir.

Boylece, 1 < p < oo i¢in A.f ailesinin ¢f ’e L, normunda yakinsadig1 ve
f € CyN Ly olmak tizere, p = oo durumunda da diizgiin yakinsadig gosterildi.

Simdi de 1 < p < oo ve f € L, i¢in (4.10) limitinin var oldugu ve esitligin

h.h.h. z i¢in saglandigini gosterelim.
sup |Ac f(z)] < esMy(z)
>0

esitsizligi kanitlanarak, Af = sup|A.f| operatoriinin (p,p) zayf tipli oldugu gos-
>0

terilmigti. Dahasi, f € Cy N L, olmas: halinde

limA.f(@) = ef ()

esitligi her € R™ i¢in saglandigindan, (hatta yakinsamamn diizgiin oldugu yukarida
gosterildi) ve CyN L, kiimesi L,’de yogun oldugundan, Lemma 4.3’e gore her f € L,
(1 <p < o0) igin,

limA: flz) = cf (=)

e—0

esitligi h.h.h. z € R™ icin de saglanacaktir.

Boylece teoremin ispati bitmis oldu. m
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5. SONUC

¢ fonksiyonu (3.11)’de tanimladifimiz @ fonksiyonunun Fourier déniistimii ol-
mak tizere,
1 1 n
euly) = el 7y ), WeRT
seklinde tanimlanan Riesz-Bochner gekirdekleri ailesinin dogurdugu Riesz-Bochner

integralleri,

BOf(z) = (¢, % f)(z) = / o) f(z - y)dy, (¢ >0, © € RY)

Rn
seklinde tamimlanir. Bir yaklagik birim operator olan Riesz-Bochner integralleri ailesinin

Harmonik Analizde ¢esitli uygulamalar: bilinmektedir.

Bu tez calismasinda, f € L,, (0 < p < c0) olmak iizere, Bt(é) f Riesz-Bochner

integrali, p(8) > 0 agihk fonksiyonu ve g(t) dalgacik tipli fonksiyonun iirettigi,

oo

(TF)(z,1) = / p(tm) B £ (x)g(n)dn

0
7agirhkh dalgacik tipli doniigim” tammlanarak ozellikleri incelenmistir. Burada,

p(B) > 0 fonksiyonu [0, co)’da siirekli, simrl: ve ﬁlir&p(ﬂ) = 1 kosulunu saglayan ve

oo

g dalgacik tipli fonksiyon L]0, c0)’dan olup, [ |Int||g(t)|dt < 0o ve Tg(t)dt =
kosullarim saglayan fonksiyonlardir. Bu d('jniigiimde kullanilan integraloler ailesinin
yarr-grup ozelligine sahip olmamasi, sundugumuz Integral Dalgacik Doniigtimii tanimi-
n1, Aliev-Rubin (2005) makalesindeki tammdan farkh kilmigtir. Yukaridaki (T f)(zz, t)

dalgacik tipli doniigiime uygun gelen ters ¢evirme formiilii (Calderdn tipli formiil)

0+

/Tf B, t — = lim (Tf)(a:,t)%:cf(x)
0

seklinde ifade edilerek kanitlanmisgtir.

Degisik dalgacik tipli dontigtimlere uygun gelen Calderdn tipli ters doniisiim
formiillerinin Harmonik Analiz ve onun uygulamalarinda genis sekilde kullanildig
bilinmektedir. Bu nedenle, bizim caligmamzda elde ettigimiz Calderén tipli for-

miiltin de uygulama alan bulacagi kamsindayiz.
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