ICINDEKILER

OZET . . . i
ABSTRACT . . . ii
ONSOZ . . . . iii
ICINDEKILER . . . . . . . . . e iv
SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZINT . . .. ... .. ... .. .. ... ... v
1. GIRIS . . . . 1
2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI . .. ... ... ... 3
2.1. Fonksiyonlar Teorisinden Tanim ve Teoremler . . . . . .. .. .. ... 3
2.2. Girigim (Convolution) . . . ... ... ... . oo 6
2.3. Fourier Dontisimii . . . . . . . . . ..o o o 8
3. MATERYAL VE METOT . . . . .. ... . .. 13
3.1. Birimin Yaklagimi (Approximation Identity) . . . . ... ... ... .. 13
3.2. Ters Fourier Dontigtimii . . . . . . . .. .. .. Lo 14
3.3. Klasik Kuadratik (Square) Fonksiyon . . . . . ... . ... ... .... 17
4. BULGULAR VE TARTISMA . . . . . . . . . 20
4.1. Genellesmis Kayma ve Ozellikleri . . . . .. .. .. ... ........ 20
4.2. Genellegsmis Kuadratik (Square) Fonksiyon . . . . . ... ... ... .. 26
5. SONUQG . . . . . e 29
6. KAYNAKLAR . . . . . . e 30
OZGECMIS

v



T.C.
AKDENIiZ UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERIi ENSTIiTUSU

GENELLESMIiS KAYMANIN DOGURDUGU KUADRATIK
(SQUARE) FONKSIYONLARIN INCELENMESI

Cansu CENGIiZ

YUKSEK LiSANS TEZi

MATEMATIK ANABILIM DALI

2012



GENELLESMiS KAYMANIN DOGURDUGU KUADRATIK
(SQUARE) FONKSIYONLARIN INCELENMESI

Cansu CENGIiZ

YUKSEK LiSANS TEZi

MATEMATIK ANABILIM DALI

2012



T.C.
AKDENIiZ UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERIi ENSTIiTUSU

GENELLESMIiS KAYMANIN DOGURDUGU KUADRATIK
(SQUARE) FONKSIYONLARIN INCELENMESI

Cansu CENGIiZ

YUKSEK LiSANS TEZi

MATEMATIK ANABILIM DALI

Butez .../ .../ 2012 tarihinde agsagidaki jiiri tarafindan ( ) not takdir edilerek
oybirligi / oycoklugu ile kabul edilmigtir.

Prof. Dr. Ilham ALIYEV
Prof. Dr. Riza ERDEM
Yrd. Dog¢. Dr. Simten BAYRAKCI (Damigman) .............cocoiiiina..



OZET

GENELLESMIiS KAYMANIN DOGURDUGU KUADRATIK
(SQUARE) FONKSIYONLARIN INCELENMESI

Cansu CENGiZ

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Simten BAYRAKCI

Haziran 2012, 31 Sayfa

Bu ¢alismada, oncelikle Laplace diferansiyel operatoriiniin iirettigi Klasik Kuad-
ratik (Square) fonksiyonlarin ozellikleri incelenmis ve bu fonksiyonlarmm L, uza-
yindaki siirlilign kanmitlanmigtir. Daha sonra ise Bessel diferansiyel operatoriiniin
iirettigi Genellesmis Kuadratik (Square) fonksiyonlarin ézellikleri aragtirilmig ve bu

fonksiyonlarin L, , uzaymdaki sinirhiligy elde edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Kuadratik fonksiyonlar, Laplace ve Bessel diferansiyel
operatorii, Fourier doniisiimii, girigsim, genellesmis

kayma

JURIL: Prof. Dr. Ilham ALIYEV
Prof. Dr. Riza ERDEM
Yrd. Dog. Dr. Simten BAYRAKCI (Danigman)



ABSTRACT

ANALYSIS OF SQUARE FUNCTIONS GENERATED BY
GENERALIZED TRANSLATION

Cansu CENGiZ

M. Sc. Thesis in Mathematics
Adviser: Asst. Prof. Dr. Simten BAYRAKCI

June 2012, 31 Pages

In this work, firstly properties of Classical Square functions generated by
Laplace differential operators have been examined and Lo-boundedness of these
functions has been proved. Later properties of Generalized Square functions gener-
ated by Bessel differential operators have been investigated and L, ,-boundedness

of these functions has been obtained.

KEY WORDS: Square functions, Laplace and Bessel differential operators,

Fourier transform, convolution, generalized translation

COMMITTEE: Prof. Dr. Ilham ALIYEV
Prof. Dr. Riza ERDEM
Asst. Prof. Dr. Simten BAYRAKCT (Adviser)
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ONSOz

Harmonik Analizin temel teknik araclarindan birisi de girigim tipli integral

operatorleridir.

Bu baglamda Kuadratik (Square) fonksiyonlar, girigim tipli integral operator-
ler kullanilarak tamimlanan teknik araclara 6rnek olarak verilebilir. Calismamizda
oncelikle, Laplace diferansiyel operatoriiniin dogurdugu, “Klasik Kuadratik (Square)
fonksiyon” olarak adlandirdigimiz fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin L, uzayimmdaki
sinirliligl incelenmigtir. Buradaki “klasik” kelimesi bildigimiz kayma operatorii ile
iligkilendirilebilir. Daha sonra Bessel diferansiyel operatorii, bu operatoriin dogur-
dugu ve calismamiz icerisinde “Genellesmis kayma” olarak ifade ettigimiz operator
ve baz 6zellikleri incelenmistir. Ardindan Bessel diferansiyel operatoriiniin dogur-
dugu ve “Genellesmis Kuadratik (Square) fonksiyon” olarak adlandirilan fonksiyon
tanimlanmigtir. Son olarak da bu girigim tipli integral operatoriin agirlikli Ly uzayin-

daki simirliligi ispatlanmistir.

Bu c¢aligsma boyunca bilgisini ve zamanini benimle paylasan, destegini esirge-
meyen damsmanim, Sayin Yard. Doc. Dr. Simten BAYRAKCI'ya (A.U.F.F.), tesek-

kiirlerimi sunarim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler :

R Reel sayilar kiimesi

R, R, =[0,00)

R” R" ={z = (z1,22,...,2n);2; € R, j=1,2,...}

L,(R"™) R™ ’de 6lgiilebilir fonksiyonlar uzayi

C™(R™) R™ ’de n. mertebeden siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar uzay:
Co(R™) Sonsuzlukta sifira giden siirekli fonksiyonlar uzayi

S(R™) Schwartz uzay1

Si(Ry) Schwartz'in R, ’da tamimb ¢ift fonksiyonlar uzay1

f*xg f ile g 'nin girigimi

f®g f ile g 'nin genellegmis girigimi

Vi f fonksiyonunun Fourier doniigiimii

Y f fonksiyonunun ters Fourier doniistimii

Ja(t) Birinci gesit normlandirilmig Bessel fonksiyonu
Jo(t) Birinci ¢esit Bessel fonksiyonu

I'(t) Gamma fonksiyonu

Kisaltmalar:

h.h.h. Hemen hemen her

AUF.F. Akdeniz Universitesi Fen Fakiiltesi



1. GIRIS

Klasik Kuadratik (Square) fonksiyon, Harmonik Analizin temel yapitaglarindan biri-

sidir ve uygulamalarda énemli rol oynamaktadir. Laplace diferansiyel operatorii,

olmak iizere bu operatoriin dogurdugu Klasik Kuadratik fonksiyon, ® fonksiyonu

Schwartz test fonksiyonlar uzaymdan olmak iizere [ ® = 0 halinde

(Saf)(a /|f c B (@)Y

bigiminde tamimlanir. Burada, ®;(z) =t "® (%) ,t > 0 ’dir. Yukaridaki sekilde ifade

2

edilen f — Se(f) doniisiimii Kuadratik fonksiyon belirler. Bu fonksiyon L uzayinda
iyi tamimhidir. Ayrica Lo uzayimdaki sinirliligh ve Littlewood-Paley teorisi ile iligki-
leri iyi bilinmektedir. Detaylar i¢in Stein’e (1993-a, 1993-b) bakimiz. Bundan bagka
Daly ve Phillips (1998), Jones vd (1996), Pipher (1986) Kuadratik fonksiyonlarin
birgok farkl sekilleriyle ve onlarin gesitli uygulamalariyla ¢aligmiglardir. Stein (1993-
a, 1993-b), bu fonksiyonun Lo uzayindaki simirhligim ispatlarken Plancherel teore-
minden yararlanmigtir. Ayrica Aliev ve Bayrakg (2011) Kuadratik-tipli fonksiyonlar:
uygun dalgacik (wavelet) doniigiimleri vasitasiyla tanimlamiglar ve Lo-uzayindaki

sinirliligini incelemiglerdir.

Bu tez calismasinda ise

dt? t dt -’

Bt: 2

seklinde tanimli Bessel diferansiyel operatoriiniin iirettigi " Genellesmis kayma" ope-

ratorii

TP f(t) =ul(t,s) =ca / f <\/t2 + 52 — 2ts cos f) (sin €)?*d¢
0

bigiminde verildi. Ayricay € S;(Ry) ve [ ¢(z)z** ! dx = 0 olmak tizere, "Genellegmis

Ry

1



kayma" operatoriiniin dogurdugu Genellesmis Kuadratik fonksiyon

2

(Suf) ( /|f®wt e

seklinde tammlandi. Burada, t > 0 ve a@ > —3 igin z/Jt(x) = t7272¢ (£)°dir ve f
ile 1, 'nin genellesmis girigimi (f ®1,)(s f T:f t)t?**dt seklindedir. Ardin-

dan, Bessel Plancherel teoremi yardimiyla bu fonk&yonun Ly, uzaymdaki simirlihgy

kanitlandi.

Calismamiz ii¢ esas bolimden olusmaktadir. Ikinci boliimde, Fonksiyonlar
Teorisi'nden gerekli olacak tanim ve kavramlar ile Fourier Harmonik Analiz’in temel
kavramlar1 ve 6nemli teoremleri tanitildi. Uciincii boliimde, Birimin Yaklagimi, Klasik
Kuadratik fonksiyon ve ozellikleri incelendi. Dordiincii boliimiinde ise Bessel Har-
monik Analiz’den 6nemli kavramlar, Genellegmis kayma ve 6zellikleri, Bessel Plancherel
teoremi verildi. Ardindan Genellesmis Kuadratik fonksiyon tanimlanip agirhikli Lo

uzayindaki sinirliligi kanitlandi.



2. KURAMSAL BIiLGILER VE KAYNAK TARAMALARI

2.1. Fonksiyonlar Teorisinden Tanim ve Teoremler

R" = {x:2 = (z1,09,...,2n) , T1,T2,....,T, € R } n-boyutlu Oklid uzay; Q,
R™’nin acgik bir alt kiimesi, M, Lebesque 6l¢iilebilir kiimelerin o-cebiri ve p, Lebesque

olciimii olmak iizere (2, M, p) bir dl¢iim uzayidir.

Not 1 Cy(R™) ile R™ “deki siirekli ve | lim f(x) =0 kosulunu saglayan fonksiyonlar

z|—00

uzayimr ve C™"(R™) ile de R™ ’de n. mertebeden stirekli tirevlenebilir fonksiyonlar

uzayini gostereceqiz.

Tamm 2.1 (L, Uzaylar:) (Folland 1984) 1 < p < oo igin

L,=L,(Q) =< f: f-dl¢ilebilir ve/ |f(z)Pdu(x) < 0o
Q

ile tanamlanan kiimeye L, uzayr adr verilir. Bu lineer uzay

S =

11, = { [ 17@Pduta)

Q

normu ile bir Banach uzayidir.
P = 00 I¢in
Loo = Loo(2) = {f . f-olgiilebilir ve esssup | f(z)| < oo}
€N

lineer uzain

1l = 6888161£|f(%’)| =inf {K'>0: pfz:[f(x)] > K} =0}

normu ile Banach uzaydar.

Kolaylk icin [ |f(z)[Pdu(x) yerine [ |f(x)[Pdz veya [|f(z)[Pdz gdsterimini
Q Q

kullanacagiz.



Not 2 (Folland 1984) Bir onerme, (2, M, 1) ol¢iim uzayinda sifir olgtimli kime
diginda dogru ise bu onermeye “hemen hemen her yerde saglanwyor” denir ve bu

durum h.h.h. ile gosterilir.

Teorem 2.2 (Hélder Egitsizligi) (Folland, 1984) 1 < p < oo ve %+% =1 olmak
tizere f € L, ve g € L, olsun. Bu durumda fg € Ly ’dir ve asaqidaki esitsizlik

saglanar.

1fgll, < £, lgll,

Esitlik durumu ancak ve ancak A.B # 0 olmak fizere,

Alf (@) = Blg(x)|

halinde saglanar.

p = 2 i¢in Ly uzayinda

(f.9) = / f(2)g()da

Q

esitligi bir i¢ carpim tanimlar. Boylece Ly uzayinda Hélder esitsizligi,

[(Fo )l < 11z, gl

Cauchy-Schwartz esitsizligine dondigiir.

Teorem 2.3 (Minkowskt Egitsizligi) (Folland 1984) f,9 € L,, 1 < p < o0

olsun. Boylece

1F+glle, <Ufll, + gl
esitsizligi saglanwr. Esitlik durumu ancak ve ancak A.B # 0 olmak tzere,
Alf(z)| = Blg(x)]
halinde saglanar.
Teorem 2.4 (Integraller icin Minkowski Esitsizligi) (Folland 1984) (X, M, i),
(Y, N,v) o-sonlu él¢iim wzaylar, ve f(x,y), X XY dzerinde (M x N)-él¢iilebilir

4



fonksiyon olsun. 1 < p < oo olmak tzere h.h.h. y i¢in f(.,y) € Ly(u) vey —
f( 9)|lp fonksiyonu Lyi(v)’de ise bu durumda h.h.h. x i¢in f(z,.) € L1(v), v —

Jf(x,y)du(y) € L,(n) ve

/}@www> S/HﬂwM%W@)

Y

egitsizligr saglanar.

Teorem 2.5 (Fubini Teoremsi) (Folland 1984) (X, M, u), (Y, N,v) o-sonlu ol¢im

uzaylary ve f(x,y), X XY dzerinde (M x N)-él¢ilebilir fonksiyon olsun. Eger f :

X xY — R fonksiyonu u x v él¢iimiine gore integrallenebilir ise bu durumda h.h.h.

x € X igin [ f(z,y)dv(y) ve h.h.h.y €Y igin [ f(x,y)du(x) integralleri sonludur
Y X

ve

[t o) - //f:vydv e //fxydu v (y)

XxY
egitligi saglanar.

Teorem 2.6 (Lebesque Baskin Yakinsama Teoremi) (Folland 1984) {f.} -

n=1’
R™ “de Lebesque anlaminda integrallenebilir fonksiyonlar dizisi olsun. Eger { f,}
fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna h.h.h. yerde yakinsak (veya noktasal yakinsak) ve
her n € N i¢in |f,(z)] < g(x) olacak bi¢imde negatif olmayan integrallenebilir bir g
fonksiyonu varsa, o zaman f fonksiyonu da Lebesque anlamainda integrallenebilirdir

ve

lim fn dx—/f

n—oo

saglanar.

Tanim 2.7 (L, Uzaywnda Yakinsama) (Folland 1984) {f.} -, L, uzaymda

n=1’

tanwmiy olciilebilir fonksiyonlar dizisi olsun.

T [fu() — f@)],, =0

olacak bigimde f € L, fonksiyonu varsa, {f,} -, dizisi f fonksiyonuna L, de

n=1

yakwnsaktir denir.



2.2. Girisim (Convolution)

Tamm 2.8 (Stein ve Weiss 1971) f,g € Ly olmak tzere x,y € R" i¢in F(z,y) =
flx—1y)g(y) fonksiyonu R™ x R™ “de él¢iilebilirdir. Ayrica

[ [1reaiassy = [lo1 | [ 176wz dy

R™ R7™
= |fllz, llgll, < o0

oldugundan Fubini teoremine gore, y — f(x —y)g(y) fonksiyonu h.h.h. x € R™ i¢in

integrallenebilirdir. Bu integral,
(f xg)(z) = /f(rv —y)9(y)dy
RTL

ile gosterilir ve f ile g fonksiyonlarnin girigtmae olarak tanvmlanir. Ayrica yukari-

daki egitlikten f,g € Ly i¢in f x g € Ly oldugu goriilebilir.

Tamm 2.9 (Klastk Kayma) (Folland 1984) R" 'nin dogal (Euclid) kaymasi T, (y €
R™)
Ty f(x) = f(z —y),

seklinde taramlaner. T, kaymasina bu calismada kolaylik olmasy bakvmindan “ Klasik

kayma” diyecegiz.

Kayma operatorii 7, (y € R"), L, normunda siireklidir. Yani, f € L, icin
lir% |7y f — fllz, = 0 dar.
y*)

Asagidaki teoremler, girisim operatoriiniin L, uzaylarindaki baz ¢zelliklerini

vermektedir.

Teorem 2.10 (Stein ve Weiss 1971, Folland 1984) f,g,h € Ly olmak iizere, asagi-

daki esitlikler saglanar:

1. fxg=gx/[.

2. fx(gxh)=(fx*g)*h.



3. 1y(fxg) = (1yf)xg=fx(19).

Teorem 2.11 (Young Egitsizligi) (Stein ve Weiss 1971, Folland 1984) f € Ly,

g€ Ly, 1<p<oo olsun. Bu durumda f * g € Ly, dir ve

1+ gll, < 1., lgll,

egitsizligr saglanar.

Teorem 2.12 (Genellesmis Young Egitsizligi) (Stein ve Weiss 1971, Folland
1984) f € Ly, g € Ly, 1 < p, g, < 00 we i +§ =1 —i—% olsun. Bu durumda,
fxge L, ve

1 # gl < 1F1, Nl

esitsizligi saglanar. r = 00 igin i + % =1 |[f =gl < Ifll, lglly, dur.

Bu kesimde Fourier Harmonik Analizden bizim i¢in gerekli olacak tanim ve

teoremleri hatirlatacagiz. Caligmanin devaminda A > 0i¢in 0, f(z) = f(Az), fo(x) =

= f(@/X) = =010 f(x) ve f(z) = f(—z) notasyonlar kullanacagz.

Tanim 2.13 (Folland 1984) x,y € R™ olmak tzere x ve y vektorlerinin “i¢ ¢carpuma”

-y = Zﬂﬂk@/k
k=1

tle tanymlanar.

Tanim 2.14 (Folland 1984) oy, ag, ..., € N olmak dizere o = (aq, ag, ..., ) 'ye

n

multi-indeks denir. |a] = > ay, olup x = (1, ...,x,) € R" i¢in
k=1

=2t ve D* = 9Tt [9pt L 0xon

“dir.



2.3. Fourier Doniisiimii

Tanim 2.15 (Stein ve Weiss 1971) [ € Ly fonksiyonunun Fourier déniigtimdii,
(Ff) () = 1"(§) = /f(:r:)e_%mfdx , dx = dwyday...dz,
Rﬂ/

ile tanamlanar.

Asgagidaki teorem, Fourier doniigstimiiniin temel 6zelliklerini icermektedir, Fourier
Analizin bu temel 6zelliklerinin daha iyi anlagilabilmesi i¢in teorem, ispati ile veril-

migtir. Detaylar i¢in Stein ve Weiss (1971) ile Folland (1984)’a bakiniz.

Teorem 2.16 f,g € Ly i¢in asaqidakiler saglanr:

LAl M < (1F 1y
2. (f +9)"&) = (&) + g"(&) : (af) (&) = af"(S) , a - skaler.

3. (Riemann-Lebesque Lemmasi) f*(§) — 0, || — oo.

( l‘im /f(a:) cosp.xdr =0 ve |l‘im /f(a:) sinp.xdr = O)
p|—00 p|—00

R R

4. (f*9)" (&) = f1(E)g"(&)-

5. (1, f)"(€) = e72 M fA(8).

6. (>4 f(2))"(€) = (T4 f")(E)-

7. (O)M€) = 3w (O f")(E) = 3w f1)a (6)-

8. 0;f € Ly ise (0;f)"(§) = 2mi; f"(€). Ayrica (D*f)"(§) = (2mi&)* f"(£).

9. z;f € Ly ise (0;f")(&) = ((—2miz;) f(x))"(§) 'dir. Bundan baska z®f € L4
ve DM < oo ise (DYf)(&) = ((—2miz)™ f(x)) () “dir.

10. (£)*(€) = (=1)"(f")(&)-

1L ())M&) = (FM)(©).



ispat.

L. M8 = [ f(x)e ?™*4dz oldugundan,
R

YOI = | [ fla)e™Sda| < [ |f(2)|dz =[],
/ /

ve
17, = ess sup [ < I fll,
£eRn

elde edilir.

(F+9)E) = / (F + g)(@)e~ "¢ dy

Rn

= [ flz)e ™ dx + | g(x)e ™4 da
Jroee ]

= MO+

(@f)NE) = / (af)(x)e- 2=y

R

= a/f(m)e2m”‘5dx
En

= af™(¢).

3. Olciim uzaymda sonlu veya sayilabilir deger alan fonksiyonlara basamak
veya adim fonsiyonlari denir. Basamak fonksiyonlar1 I,; uzayinda yogundur
ve karakteristik fonksiyonlarin lineer bilegimleri olarak ifade edilmektedirler.
Boylece Riemann-Lebesque lemmasini karakteristik fonksiyonlar igin kanitla-
mak yeterlidir. Ispati n = 1 icin R’de yapalim. Benzer sekilde R” ’de de yapilir.

f fonksiyonu olarak [a,b] araligimin karakteristik fonksiyonunu alalim. Yani,

1, xe€lab]
flz) = Xab) (z) = olsun. Boylece,
0, diger
b
f/\(f) — /e—Qm’xEd$ — _Le—%ix{lf _ _L(e—Qm‘bg . 6—2m‘a§)
2mig a 2mié



elde edilir. Buradan £ — oo icin f"(§) — 0 oldugu goriilebilir.

awm%o=/0*mmf%“m=//}u—wmm*mwwx

R™ R” Rn

elde edilir. Bu esitlikte z =z — y , dz = dx degisken degisimi yapilarak

(f+9)(©) =§//fum@w*M“@%wZ
= / f(2) ({R/ g(y)eZ’”'y‘gdy) ey
MNEGN(E)

esitligi elde edilir.

(y )N = / (1o f) (z)e 2™ dy
- / (o —y)e ™ 4dx

R

— 6727riy.§f/\ (5)

(e%myf(x))/\ (5) _ / eQn-ix.yf(x)efwrim.édx

Rn
= / f(x)6_27”$(§_y)dx
R 1

= fE—v)
= (1,/")(&).

10



O f)(E) = / (6 f) (@) 2" d

R

= /f(/\x)e_27rm§dx

Rn
= / f(x)e_%m'% A "dx
R

= ATE/N)
= f(9).

8. n=1,a=1i¢in

/f _mezd$ . f —27rz§:c | /f 27TZ£ 27ri§xdl, — 27.[.25](‘/\(5)

olur. Genel halde

j. koordinat

secilirse j. degiskene gore kismi integralleme yapilarak istenen esitlikler elde

edilir.
9. Kanit1i n =1, a = 1 igin yapahm.
(f*)(§) = lim = [fA(f +h) = fH(E] = ((—2miz) f(x))"(€)

esitligini gormek istiyoruz. Fourier doniigiimiiniin tanimi uygulanirsa,

’ _omist e—27ria:h -1 . y
hlg(l)/f(a:)e {T + 27?24 r=0

elde edilir. Bunu gosterelim:

6—27rixh o e—27rixh o
. 4+ 2miz| < T‘ + |2mix|
< cos2mzh —1  sin2wzh + [2mia]
— 19 T
- h h
in2mzh
< E<COS 2mwh — cos 0)‘ + % + [2miz|

11



10.

11.

'dir. Esitsizligin sag tarafindaki ilk kisma Lagrange Ortalama Deger formiilii

uygulandiginda, ¢ > 0 icin
o—2mizh _ | 1 | sin 2w xh|

+2miz| < —|(—sin2nxc,)| |2rxh — 0] 4 27|z Dy
ey

-
; S T + |2miz|

1 .
< m2ﬂ|l‘| |h| + 27|x| + |27miz| < c|x]
oldugundan Lebesque baskin yakinsama teoremi geregince h — 0 iken

yukaridaki limit sifira gider. Bu ise istenilen esitligi gosterir. Genel halde, «

multi-indeksi

a=1(0,0,...,0, 1 ,0,...,0)
J. koordinat
bigiminde segilirse, yine Lebesque baskin yakinsama teoremine gore,
—2miz.(+hej) _ 6727”‘:1:.5

lim/f(x) { - — (=2miz;) e 2| do = 0

D@ = [ T

- / f(=a)e > dy
- / f(@)e i (—1)"da
s

= (=1)"(fME)-

M@ = [ T@e i

- [F@eia

— / f(x)e%riw.fdx

Rn

= M=)

= ().
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Birimin Yaklagimi (Approximation Identity)

Tanim 3.17 (Folland 1984) {hi}3,, Li’de olgilebilir fonksiyonlar dizisi olsun.
Eger her k icin ||hg|,, = 1 ve her f € Ly igin f x hy Mok — oo ise {he}32,

dizisine biriman yaklasima denir.

Teorem 3.18 (Folland 1984) ® € L1, ® >0 ve [ ®|, =1 olsun.

Bu durumda ®x(z) = =@ (z/X), A > 0 olmak tizere {®)}rs0 birimin yak-
lagymadar. Yani her f € Ly i¢in @y x f Iy f, A—0 ’dr.

ispat. @], = [ ®A(y)dy = 1 oldugundan f(x f f(z)®,(y)dy olur.
RTL
Buradan
(e f)(@) = flz) = [ Paly y)dy — [ Ox(y)f(x)dy
R/ ]
— [ B ) - @)y
RTL

elde edilir. Boylece

1@y % f)— fl,, = / / A1) (f( — y) — f(2))dy| de

R n

% [ [ ot - @y

R?» R?

i Lol ) ({R/ fla—y) - >|da:) dy

IN

< Ai ® (/) 7, ) = fl,, dy+ 51 [ @
ly|<é ly|>6
< / () (o) — Fllp, d= + 21111, / 3 (2) dz
MS% \z|>§
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bulunur. Burada A — 0 i¢in > 0 sayis1

[(@x* f) = fll, <e

saglanacak sekilde secilebilir. m

Ornegin, ®(z) = e " fonksiyonunu alahm. ||| 1, = 1 dir. Bu fonksiyonun
() =

bigimindeki Fourier doniisiimii Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi olarak bilinir. ®,(x) =

z |2
/\Lne*ﬂﬂ , A >0 birimin yaklagimi olmak {izere

(@5 1)) = 55 [ 1= e ay

R
integrali, Gauss-Weierstrass integrali olarak adlandirilir ve yukaridaki teoreme

gore her f € L, igin Gauss-Weierstrass integrali A — 0 iken f fonksiyonuna yakinsar.

Tanim 3.19 (Schwartz Uzay:) (Folland 1984) Schwartz uzay: sonsuz tirevlenen,
kendisi, tirevleri polinomla ¢arpildiktan sonra sifira giden test fonksiyonlar uzayidir.

a ve 3 multi-indeks olmak tizere

S=8R") ={® e C®R"): sup |z*(D°®)(z)| < o0, Yo, 3 }

z€ER™

ile tanimlanar.

Not 3 Schwartz uzayr, 1 < p < oo olmak tizere L, uzayinda yogundur. Bu yiiz-
den test fonksiyonlar uzayr adini alir. Fourier doniisimi, Schwartz uzayini yine

Schwartz uzayina dondistiirir.

3.2. Ters Fourier Doniistimii

Tanim 3.20 (Stein ve Shakarchi 2003, Folland 1984) f € S olmak ‘izere f 'nin ters

Fourier déniistimii,
fa)=(F ' f)x) = f(-z), Yz eR"
ile tanimlanar.
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Ters Fourier doniistimii de Fourier doniigiimii ile ayn1 6zelliklere sahiptir.

Teorem 3.21 (Stein ve Shakarchi 2003) f,g € S i¢in
[ f@ @ = [ 1@yl
Rn Rn

esitligi saglanar.

ispat.

[t@g @ = [ 1@ | [y do

RTL Rﬂ/ n
Fubini —2mix.
L / / F(@)g(y)e 2 vdady
R™ R™

— / 9(y) / f(x)e™™eVdx | dy
R” n
= [Py
Rn
S uzay1 L;’de yogun oldugundan esitlik L; uzayinda da saglanir. m

Teorem 3.22 (Fourier Inversion Teoremsi) (Stein ve Shakarchi 2003, Folland
1984) f € S ig¢in

(F)Y = f= ()

‘dir.  Yani, x € R" i¢in asagudaki egitlik dogrudur:

fla)= [ fr(Ee*merde .
/

Ispat. Bu teoremin kamtinda “Birimin yaklasimi” uygulanacaktir. Oncelikle

t>0ve& reR"icin

g(g) — 627ri§.:v677r|t5|2

15



fonksiyonu tanimlansin. Teorem 2.16 'nin 6. ve 7. 6zellikleri kullanilarak,

7w = (e ) )

- 7, (5te—w|£2>A<y)
S (tfnefﬂy/tF)

e |2
— e = d(z —y)

2
xT
7r|t‘

oldugu goriiliir. Burada ®(z) = e ™*I” olmak iizere ®,(x) = t e 'dir. Teorem

3.21 ’e gore
/ fAEemEre I ge — / F) @iz = y)dy = (f * @;)(2)
R7 R™

esitligi elde edilir. [ el = 1 oldugundan Teorem 3.18 ’e gore ¢ — 0 i¢in limite
R7L

gegilirse (f * @;)(x) Iy f ve Lebesque ’in baskin yakinsama teoreminden,

f(x) = P_I)%/f/\(g)e%rigxe_ﬂtgpdé_
R™
fl@) = [ fHOemerde
/

olur. m

Teorem 3.23 (Parseval Egitligi) (Folland 1984) f,g € S i¢in

/ f(@)h(@)d = / IGIRGL
“dir.

Ispat. Teorem 3.21 ’deki esitlikte ¢ = A" alalim.Teorem 2.16 'da verdigimiz

Fourier doniigiimiiniin 11. ¢zelligine gore ¢ = (h")" elde edilir. Ayrica f¥ = }”7

oldugundan ¢" = (h")¥ = h bulunur. Boylece

oldugu goriiliir. m
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Teorem 3.24 (Plancherel Teoremi) (Folland 1984) f € Ly N Ly ise

1112 = 1" ee = £,

“dir.

Ispat. Teorem 3.23 ’ten

1., = [15@Pds = [ 1T = [ 9@ T = [ 1576 Pde = 15711,

n

elde edilir. ||fY||r, nin de digerlerine esit oldugu benzer sekilde goriilebilir. m

3.3. Klasik Kuadratik (Square) Fonksiyon

Fourier harmonik analizde calisilan temel teknik araclarin baginda girisim tipli ope-
ratorler gelmektedir. Maksimal operatorler, Singular integraller bu tip operatorlere
ornek olarak verilebilir. Ayrica Kuadratik (Square) fonksiyonlar tamimlanirken de

girisim tipli operatorler kullanilmigtir.

® fonksiyonu Schwartz test fonksiyonlar uzaymdan olmak tizere, [ ® = 0 ol-

masi halinde f — Sg(f) doniigiimii,

ile tanimlanan Kuadratik fonksiyonu belirler. Burada ®(z) = t™"® (%), t > 0 "dur.

Klasik Kuadratik fonksiyon olarak adlandirmamizin sebebi ise Klasik kay-
manin dogurdugu (Laplace diferansiyel operatoriiniin iirettigi) girisim ile tanim-

lanmasidar.

Bu galigmamizda Genellegmis kaymanin dogurdugu (Bessel diferansiyel ope-
ratoriiniin irettigi) Kuadratik fonksiyonlari inceleyecegimiz igin yukarida tanim-
ladigimiz Kuadratik fonksiyonu yeri geldikce Klasik Kuadratik fonksiyon olarak ifade

edecegiz.

Kuadratik fonksiyonlarin Ly uzayindaki tahminleri Plancherel teoremi vasi-

tasiyla kolaylikla bulunabilmektedir.
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Agagidaki teorem, Klasik Kuadratik fonksiyonun L, uzayindaki siirliliginmi

ifade etmektedir.

Teorem 3.25 (Stein 1993-b) ® € S ve [ ®(x)dz = 0 olsun. ¥Vt > 0 igin Oy(z) =
Rn

t "o (%) olmak tizere

1
2

(Saf)(a /|f v ) @)

Kuadratik fonksiyonu, f € Ly icin ||Safl|,, < Allfl|L, esitsizligini saglar.

Ispat. f € Ly(R") olsun. Sirasiyla Fubini teoremi, Plancherel teoremi, Teorem

2.16 ’daki 4. ozellik ve tekrar Fubini teoremi uygulanarak

ISufI, = / / (@) s
//] [ @) (x)] da:—

0 Rn
_ o @ e
_O/]R[|f<b 0P
= [rerewret
0 R»

= /]f/\ /@A th dz
Rn

elde edilir. Simdi de [ |®;(z)|* % integralini hesaplayalim:
Oy(x) =t P (%) olmak iizere, Teorem 2.16 ’daki 7. maddeye gore,
A
oM z) =" (@cp) (z) = t"" & (tr) = " ()

olur. ®-fonksiyonu Schwartz uzayindan oldugundan " fonksiyonu da Schwartz uza-

ymmdandir. Bundan bagka [ ®(z)dz = 0 oldugundan ®"(z) = [ ®(§) e ™¢7dE ve
R”
®"(0) = 0 olur. Buradan, x = 0 noktas1 komgulugunda

9" (2)] < eila
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saglanir. Ayrica, ®”(x) Schwartz uzayindan oldugundan, |z| — oo igin " (z) fonksi-

yonu |z|7! "den daha hizh sifira gitmektedir. Bundan dolay:
2" ()] < eofa| ™

dir. [ | (x)[? 4 integraline ¢ = it 4 — 4 doniigtimii uygulanarak yukaridaki iki
0

esitsizlik yardimiyla

r dt r d
[1e@r g = [P
0 0
o0 2
= /@A im ﬁ
2] T
0
Foodr T
< /0372—7——1—/0372— < 00
T
0 1
elde edilir. Buradan -
sup [ 00" < 42
zeR
olur. Sonug olarak
r dt
Isofl7, = [1r@F | [1ei@PS ) d
Rn 0
r dt
= sw | [P F) [1rwra
$€R+ ) o

< A [ [f@)] de
/

IA

A%|[fMI3,
ve buradan da Plancherel teoreminden

1Sa fll, < Allf]z.

oldugu goriiliir. m
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Genellesmis Kayma ve Ozellikleri

Genellegmis kayma (Bessel kayma) operatorii R, = [0,00) araliginda tanimh en
onemli kayma operatorlerindendir. Bessel kaymasi kullanilarak agirhkh L, uzay-
larinda tamimh fonksiyonlarin 6zelliklerini incelemek ise Yaklagim (Approximation)
teoresindeki onemli problemlerden birisidir. Oncelikle calismamiz icin gerekli olacak

temel tanim ve kavramlar: verelim.

Tanim 4.26 (Levitan 1951, Platonov 2009) v reel sayist o > —% kosulunu saglamak

uzere
d?  (2a+1)d
Bi=—4+ —"—
T

diferansiyel operatoriine Bessel diferansiyel operatorii denir.

Not 4 « reel sayist burada ve bundan sonra her yerde o > —% kosulunu saglayacak

sekilde secilecektir.

Tamim 4.27 (Levitan 1951) Birinci ¢egit normlandirimag Bessel fonksiyonu jo(t),

Jat)

tOz

Ja(t) =2°T(a+ 1)

geklinde tanimlanir. Burada J,(t), Bessel’in birinci ¢egit fonksiyonu ve I'(x) ise iyi
bilinen Gamma fonksiyonudur. y = j,(t) fonksiyonu Byy+y =0, y(0) =1, 4'(0) =0
diferansiyel denklemini saglar. Bundan baska, j,(t) fonksiyonu sonsuz tirevlenen,

cift ve tam analitik bir fonksiyondur.

Tanim 4.28 (Levitan 1951) R, = [0,00) olmak tzere f € C(R,) fonksiyonunun

Genellegmis kaymasi (Bessel kaymast)

TP f(t) = ca / f <\/t2 + 82 — 2ts cosf) (sin €)%*d¢
0
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ile tanimlanar. Burada

- -1

B i €)% _ Fla+1)
= 0/< SHE) = A )

‘dir. Genellesmis kayma, asagqdaki Cauchy probleminin tek tirli belirli ¢oziimiidiir:

Byu(s,t) = Bgu(s,t)
u(t,0) = f(t), 24(t,0)=0

B ve By siraswla s ve t’ye gore Bessel diferansiyel operatorleridir.

Bu sebepten dolay1 Genellesmis kayma, Bessel diferansiyel operatoriiniin dogur-

dugu kayma olarak bilinir.

Tanim 4.29 (Liofstrom ve Peetre 1969, Levitan 1951) 1 < p < oo olmak fizere

Ry “da tanwmly dlgiilebilir fonksiyonlarin agurbikl L, uzay,

1

Lo = Lya(®2)i= 3 £ 5 flle, = | [ If@Pa®idr | < oo
+

ile tanwmlanan bir Banach uzaydir. p = 0o i¢in Ly uzayr R,y 'da diizgiin stirekli

fonksiyonlarin Banach uzayr olup || fl||r.. := sup |f(x)| bigimindedir.
zeRy

Not 5 (Lifstrom ve Peetre 1969, Levitan 1951) Schwartzin Ry ’da taniml ¢ift
fonksiyonlar uzayiniy da bundan sonra S, = S, (R.) ile gosterecegiz. Ayrica S.

wzayrmn Ly, o uzayinda yogun oldugu bilinmektedir.

Tamm 4.30 (Levitan 1951) f(t) € Ly, olmak tzere Bessel doniigimii

(BN = / F)ja (M) | N € R,

ile tanamlanar. Bessel doniigtimii i¢in F(f(t)) veya f(X) gdsterimlerini kullanacagz.
Birinci ¢egit normlandirilmug Bessel fonksiyonu j,(t) i¢in saglanan

o T+l [ g
Ja(t) = m /(1 —u®)*"2 cos(tu)du
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egitliginden Vt € R i¢in |jo(t)| < 1 elde edilir. Dahasy esitlik hali t = 0 i¢in saglanar.
Buradan, Fourier doniigiimiine benzer olan Bessel doniigiimiiniin asagidaks ozellikler:

elde edilmektedir.

Teorem 4.31 (Levitan 1951) f(t) € L1, olsun. O halde (Bf)(X) stirekli ve sinarls
olup

||Bf||oo S ||f||L1,a

egitsizlig saglanyr. Bundan baska

lim (Bf)(A\) =0

A—00

“dur.

Ispat. Yukarida da bahsedildigi gibi

oy Tla+1) / A e
Ja(t) = m/(l u”)*"2 cos(tu)du

5
esitligine Riemann-Lebesque lemmasi uygulanirsa, ¢ — oo i¢in j,(t) ve tiim jék) (t)

tiirevlerinin sifira gittigi goriiliir. Bundan bagka, |j,(At)| < 1 oldugundan

((BAHN] < /If(t)\lja(kt)!th“dt < [1f1lzs

esitsizligi elde edilir. Buradan ||[Bf||z.. < |[f||z,. olur. Tekrar Riemann-Lebesque
lemmas1 uygulanilarak

lim (Bf)(3) =0

oldugunu goriilebilir. =

Simdi de Bessel doniisiimiiniin ileride bizim igin gerekli olacak agagidaki 6zel-

ligini ispatiyla verelim.
Teorem 4.32 (Levitan 1951) B(f(t)) = (Bf)(\) ile ifade edilmek iizere,

B(f(at) = 2(50) (5) . a>o0

“dar.
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Ispat. Bessel doniisiimii taniminda f(t) yerine f(at) almip t = T, dt = Ldr

doniigiimii uygulanirsa, A € Ry ve a > 0 igin

B(f(at) = / F(at)ja( M)t

= [ HOU 0D e s

esitligi elde edilir. m

Asgagidaki teorem ise Genellegmis Kayma (Bessel Kaymasi) ‘nin baz 6zellik-

lerini vermektedir.

Teorem 4.33 (Levitan 1951)t,s,A € R, , f(t),9(t) € L1 (R) olmak tizere asage-

dakiler saglanar:
L T ja (M) = ja(As)ja(AL).
2. [(Tyf(t) g(t) t2o+ dt = f f@t) (Tpg(t)) 2o at.
Ry
3. Tef(t) = TL ().
4. TP1 =1.
Teorem 4.34 (Trimeche 1986) f € L, , 1 <p < oo igin

77 fll,,. < (1 f1lEp

“dar.

Ispat. Oncelikle [0, 7] araligimda dm(£) = cq(sin€)?**d¢ dlctimiinit tanimla-

yalim. Buradaki ¢, sabiti Tanim 4.28 'de verilmistir. Boylece Genellesmis Kayma

_ /Wf <\/t2 + 52 — 2tscos 5) dm(§)
0
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seklini alir. p = oo igin

ITEf (0] < esssup|f(B)] = [If ]|z

€R,

olur ve
TE fllre < [1fll2ae

elde edilir. 1 < p < oo ve 1—1) + é = 1 olmak tizere Holder esitsizligi kullanilarak her

stirekli f(¢) fonksiyonu igin

T2 f()] = / f (VP52 =205 cosg) 1dm(¢)

< /W)f (\/t2+82—2tscosf> ‘pdm(f) /dm(f)

0

— (TP

oldugu goriiliir. Buradan da

7 rOP < T2 (F@0FF)

esitsizligine ulagilir. Simdi 7} f 'nin L, o, normu hesaplanabilir. Bunun i¢in yukaridaki

esitsizlik ve Teorem 4.33 ’iin 2. ve 4. maddeleri kullanilarak

1700l = [Imsopeas [z07pe

Ry Ry
= [urer @y ea= [irorea- g,
Ry Ry

elde edilir. Buradan
1Tl < 1l
oldugu goriiliir. m
Asagida Ly (R4 ) ’da tamuml f(t) ve g(t) fonksiyonlar: igin Bessel kaymasinin

(Genellesmig kaymanin) dogurdugu Genellegmis girisim operatorii tanimlanmigtir.

Tanim 4.35 (Levitan 1951) f(t) ve g(t), L1 (R+) ‘da tanemle olgiilebilir fonksi-

yonlar olmak tizere

(f ®9)(s) = / T3 £(1)g ()P dt

R4
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operatori, Genellesmis girisim olarak bilinir.

Genellegmis girigsimin bazi 6zellikleri asagida listelenmigtir. Bu operatoriin Klasik

girisim ile benzer 6zellikleri sagladig1 gozlemlenebilir.

Teorem 4.36 (Levitan 1951) f,g,h € Ly ,(R.) olmak tzere asagidaki egitlikler
saglanar:

L(fegeh=fe(geh),

2. f®g=9®/f

3. B(f ®g)(A) = Bf(A)Bg(A).

Sonuncu 6zellik, Bessel doniigiimiiniin Genellegmig girisimi ¢carpmaya doniigtiirdiigii

seklinde yorumlanabilir.

Ayrica L, uzayinda klasik girisim i¢in kanitlanan Young esitsizliginin bir ben-
zeri L, , uzaymda Genellegsmis girisim operatorii i¢in de dogrudur ve kanit: Holder

esitsizligi vasitasiyla yapilabilir.

Teorem 4.37 (Levitan 1951) f € L1, , g € L, ve 1l < p < 00 olmak fizere,
||f®g||Lp,a S ||f||L1,a||g||Lp,a

“dar.

Asagida, calismamizin bundan sonraki boliimii i¢in bize gerekli olacak Klasik

Plancherel teoreminin bir benzeri olan Bessel Plancherel teoremi verilmistir.

Teorem 4.38 (Bessel Plancherel Teoremi) (Dziri 2012) f € Lo o(Ry) olmak

uzere

HBfHLQ,a = HfHLQ,a

“dar.
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4.2. Genellesmis Kuadratik (Square) Fonksiyon

(aligsmamizin son boliimiinde Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu, yani Genel-
lesmis kaymanin (Bessel kaymasinin) iirettigi Genellesmis Kuadratik (Square) fonksiyon
tammmlanmigtir. Klasik halde oldugu gibi Bessel Plancherel teoremi kullanilarak

Genellesmis Kuadratik fonksiyonun Ls o (R ) uzaymdaki smirlihg) incelenmistir.

Tamm 4.39 ¢ € S, (R;) ve [ ¢(z)x** T dz = 0 olmak tizere Genellesmis Kuadratik
Ry

fonksiyon

N|=

(Sul) ( /|f®wt e

bigimindedir. Burada, t > 0 i¢in ¢, (z) = 7272 (£), a > —3 “dir.

Fourier Harmonik Analiz’de oldugu gibi Bessel Harmonik Analiz veya Fourier-
Bessel Harmonik Analiz’de de girisim tipli operatorler temel teknik araclar olarak

kabul edilmektedirler.

Agagidaki teorem, Genellesmis Kuadratik (Square) fonksiyonun L, , uzayimn-

daki simirliligini ifade etmektedir ve Bessel Plancherel teoremi yardimiyla elde edilmistir.

Teorem 4.40 f € Lo, (Ry) i¢cin Genellesmis Kuadratik fonksiyon

1
2

(Suf) (z /r fou)@)PY

olmak tizere,
1Sy fllLse < €llfl]Ls.

egitsizligr saglanar.

Burada ¢ € S_(R,) , f Y(z)x?* e =0 ve ¢ > 0 igin ¢y (z) = 7272 (4)

a > —%’dir.
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Ispat. f € Ly, (R,) olsun.

[ d
1Sy f1I7,.. = / (/ (f®,) $)2—t> 22ty
Fub'mz //| f®¢t 2 2a+1d

0 Ry

_ / e v)@IE,, =

Teorem 4. T di
o 1.38 /||B<f®wt)<x)llim7
0

- [ [BUeswremat

0 Ry
Teorem 4.36 2 2 2a+1 dt
= (B ()" |Byy(2)[" 2™ da—
ubint dt fe%
e [ Bfa ( [ 1Buar ) da
R4 0

elde edilir. Simdi [ |By,(z)|? 4 integralini hesaplayalim:
0

x) =t~ 2272 (Z) olmak tizere, Teorem 4.32 ’ye gore
wt( ) t ye g

Biy@) = 228 (v (%))

t
— t72a72t2a+2(6w><tl_>
= (By)(tr)
‘tir. ¢ € S, (R4) oldugundan By € S, (Ry) dir. ( f D(1)ja( N2 dL ve
Ja(0) = 1 esitliklerinden
(B)(0) =

olur. Boylece

|(By)(A)] < kmin {|A[,[A]7"}
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esitsizligi saglanir. Buradan

o

[1Boiar = [P

t
0

ve

bulunur. Sonug olarak

i d
151, = 18P | [ Bur S |
0

Ry

< s ( / Bmw%) [ 1Bf@) a1
0

R
< lBfIL,,

ve buradan da Bessel Plancherel teoremi uygulanarak

||S¢f||L2a S C||f||L2,a

esitsizligi elde edilir. m
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5. SONUC

Bu ¢ahgmada, ¢ € Sy (Ry) ve [ ¢(x)z**T1dz = 0 olmak tizere
Ry
1
2

(Suf) ( /|f®¢t i

bigimde tanimlanan Genellesmis Kuadratik fonksiyonun Ls (R ) uzaymdaki siir-

lilig1, Bessel Plancherel teoremi yardimiyla ispatlanmigtir. Bu teorem agagidaki gibidir:

f € Lo (R, ) icin Genellesmis Kuadratik fonksiyon

d 2
(Sof) ( /| Fov)@PY

bi¢iminde olup

’|S¢f||L2,a S C||f||L2a

/w(x)xm“dx =0
R4

saglanir. Ayrica t > 0 ve a > —% olmak tizere

'dir. Burada ¢ € S (R,) i¢in

vila) = 722 (T)

"dir.
Bu galismanin devami olarak Genellesmis Kuadratik fonksiyonun L, , uzay-

larindaki simirhilig: incelenebilir.
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