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Bu çal¬̧smada, öncelikle Laplace diferansiyel operatörünün üretti¼gi Klasik Kuad-

ratik (Square) fonksiyonlar¬n özellikleri incelenmi̧s ve bu fonksiyonlar¬n L2 uza-

y¬ndaki s¬n¬rl¬l¬¼g¬ kan¬tlanm¬̧st¬r. Daha sonra ise Bessel diferansiyel operatörünün

üretti¼gi Genelleşmi̧s Kuadratik (Square) fonksiyonlar¬n özellikleri araşt¬r¬lm¬̧s ve bu

fonksiyonlar¬n L2;� uzay¬ndaki s¬n¬rl¬l¬¼g¬elde edilmi̧stir.

ANAHTAR KEL·IMELER : Kuadratik fonksiyonlar, Laplace ve Bessel diferansiyel

operatörü, Fourier dönüşümü, giri̧sim, genelleşmi̧s

kayma
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In this work, �rstly properties of Classical Square functions generated by

Laplace di¤erential operators have been examined and L2-boundedness of these

functions has been proved. Later properties of Generalized Square functions gener-

ated by Bessel di¤erential operators have been investigated and L2;�-boundedness

of these functions has been obtained.
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ÖNSÖZ

Harmonik Analizin temel teknik araçlar¬ndan birisi de giri̧sim tipli integral

operatörleridir.

Bu ba¼glamda Kuadratik (Square) fonksiyonlar, giri̧sim tipli integral operatör-

ler kullan¬larak tan¬mlanan teknik araçlara örnek olarak verilebilir. Çal¬̧smam¬zda

öncelikle, Laplace diferansiyel operatörünün do¼gurdu¼gu, �Klasik Kuadratik (Square)

fonksiyon�olarak adland¬rd¬¼g¬m¬z fonksiyonlar ve bu fonksiyonlar¬n L2 uzay¬ndaki

s¬n¬rl¬l¬¼g¬ incelenmi̧stir. Buradaki �klasik� kelimesi bildi¼gimiz kayma operatörü ile

ili̧skilendirilebilir. Daha sonra Bessel diferansiyel operatörü, bu operatörün do¼gur-

du¼gu ve çal¬̧smam¬z içerisinde �Genelleşmi̧s kayma�olarak ifade etti¼gimiz operatör

ve baz¬özellikleri incelenmi̧stir. Ard¬ndan Bessel diferansiyel operatörünün do¼gur-

du¼gu ve �Genelleşmi̧s Kuadratik (Square) fonksiyon�olarak adland¬r¬lan fonksiyon

tan¬mlanm¬̧st¬r. Son olarak da bu giri̧sim tipli integral operatörün a¼g¬rl¬kl¬L2 uzay¬n-

daki s¬n¬rl¬l¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧sma boyunca bilgisini ve zaman¬n¬benimle paylaşan, deste¼gini esirge-

meyen dan¬̧sman¬m, Say¬n Yard. Doç. Dr. Simten BAYRAKÇI�ya (A.Ü.F.F.), teşek-

kürlerimi sunar¬m.
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S·IMGELER VE KISALTMALAR D·IZ·IN·I

Simgeler :

R Reel say¬lar kümesi

R+ R+ = [0;1)

Rn Rn = fx = (x1; x2; :::; xn);xj 2 R; j = 1; 2; :::g

Lp(Rn) Rn �de ölçülebilir fonksiyonlar uzay¬

Cn(Rn) Rn �de n: mertebeden sürekli türevlenebilir fonksiyonlar uzay¬

C0(Rn) Sonsuzlukta s¬f¬ra giden sürekli fonksiyonlar uzay¬

S(Rn) Schwartz uzay¬

S+(R+) Schwartz�¬n R+ �da tan¬ml¬çift fonksiyonlar uzay¬

f � g f ile g �nin giri̧simi

f ~ g f ile g �nin genelleşmi̧s giri̧simi

f^ f fonksiyonunun Fourier dönüşümü

f_ f fonksiyonunun ters Fourier dönüşümü

j�(t) Birinci çeşit normland¬r¬lm¬̧s Bessel fonksiyonu

J�(t) Birinci çeşit Bessel fonksiyonu

�(t) Gamma fonksiyonu

K¬saltmalar :

h.h.h. Hemen hemen her

A.Ü.F.F. Akdeniz Üniversitesi Fen Fakültesi
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1. G·IR·IŞ

Klasik Kuadratik (Square) fonksiyon, Harmonik Analizin temel yap¬taşlar¬ndan biri-

sidir ve uygulamalarda önemli rol oynamaktad¬r. Laplace diferansiyel operatörü,

� =
nX
k=1

@2

@x2k

olmak üzere bu operatörün do¼gurdu¼gu Klasik Kuadratik fonksiyon, � fonksiyonu

Schwartz test fonksiyonlar uzay¬ndan olmak üzere
R
� = 0 halinde

(S�f)(x) =

0@ 1Z
0

j(f � �t)(x)j2
dt

t

1A 1
2

biçiminde tan¬mlan¬r. Burada, �t(x) = t�n�
�
x
t

�
; t > 0 �d¬r. Yukar¬daki şekilde ifade

edilen f ! S�(f) dönüşümü Kuadratik fonksiyon belirler. Bu fonksiyon L2 uzay¬nda

iyi tan¬ml¬d¬r. Ayr¬ca L2 uzay¬ndaki s¬n¬rl¬l¬¼g¬ve Littlewood-Paley teorisi ile ili̧ski-

leri iyi bilinmektedir. Detaylar için Stein�e (1993-a, 1993-b) bak¬n¬z. Bundan başka

Daly ve Phillips (1998), Jones vd (1996), Pipher (1986) Kuadratik fonksiyonlar¬n

birçok farkl¬̧sekilleriyle ve onlar¬n çeşitli uygulamalar¬yla çal¬̧sm¬̧slard¬r. Stein (1993-

a, 1993-b), bu fonksiyonun L2 uzay¬ndaki s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ispatlarken Plancherel teore-

minden yararlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca Aliev ve Bayrakç¬(2011) Kuadratik-tipli fonksiyonlar¬

uygun dalgac¬k (wavelet) dönüşümleri vas¬tas¬yla tan¬mlam¬̧slar ve L2-uzay¬ndaki

s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬incelemi̧slerdir.

Bu tez çal¬̧smas¬nda ise

Bt =
d2

dt2
+
(2�+ 1)

t

d

dt
; � > �1

2

şeklinde tan¬ml¬Bessel diferansiyel operatörünün üretti¼gi "Genelleşmi̧s kayma" ope-

ratörü

T st f(t) = u(t; s) = c�

�Z
0

f
�p

t2 + s2 � 2ts cos �
�
(sin �)2�d�

biçiminde verildi. Ayr¬ca  2 S+(R+) ve
R
R+
 (x)x2�+1dx = 0 olmak üzere, "Genelleşmi̧s

1



kayma" operatörünün do¼gurdu¼gu Genelleşmi̧s Kuadratik fonksiyon

(S f) (x) =

0@ 1Z
0

j(f ~  t) (x)j
2 dt

t

1A 1
2

şeklinde tan¬mland¬. Burada, t > 0 ve � > �1
2
için  t(x) = t�2��2 

�
x
t

�
�dir ve f

ile  t �nin genelleşmi̧s giri̧simi (f ~ t)(s) =
R
R+
T st f(t)g(t)t

2�+1dt şeklindedir. Ard¬n-

dan, Bessel Plancherel teoremi yard¬m¬yla bu fonksiyonun L2;� uzay¬ndaki s¬n¬rl¬l¬¼g¬

kan¬tland¬.

Çal¬̧smam¬z üç esas bölümden oluşmaktad¬r. ·Ikinci bölümde, Fonksiyonlar

Teorisi�nden gerekli olacak tan¬m ve kavramlar ile Fourier Harmonik Analiz�in temel

kavramlar¬ve önemli teoremleri tan¬t¬ld¬. Üçüncü bölümde, Birimin Yaklaş¬m¬, Klasik

Kuadratik fonksiyon ve özellikleri incelendi. Dördüncü bölümünde ise Bessel Har-

monik Analiz�den önemli kavramlar, Genelleşmi̧s kayma ve özellikleri, Bessel Plancherel

teoremi verildi. Ard¬ndan Genelleşmi̧s Kuadratik fonksiyon tan¬mlan¬p a¼g¬rl¬kl¬L2

uzay¬ndaki s¬n¬rl¬l¬¼g¬kan¬tland¬.
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2. KURAMSAL B·ILG·ILER VE KAYNAK TARAMALARI

2.1. Fonksiyonlar Teorisinden Tan¬m ve Teoremler

Rn = f x : x = (x1; x2; :::; xn) ; x1; x2; :::; xn 2 R g n-boyutlu Öklid uzay¬; 
,

Rn�nin aç¬k bir alt kümesi,M, Lebesque ölçülebilir kümelerin �-cebiri ve �, Lebesque

ölçümü olmak üzere (
;M; �) bir ölçüm uzay¬d¬r.

Not 1 C0(Rn) ile Rn �deki sürekli ve lim
jxj!1

f(x) = 0 koşulunu sa¼glayan fonksiyonlar

uzay¬n¬ ve Cn(Rn) ile de Rn �de n: mertebeden sürekli türevlenebilir fonksiyonlar

uzay¬n¬gösterece¼giz.

Tan¬m 2.1 (Lp Uzaylar¬) (Folland 1984) 1 6 p <1 için

Lp = Lp(
) =

8<:f : f-ölçülebilir ve
Z



jf(x)jpd�(x) <1

9=;
ile tan¬mlanan kümeye Lp uzay¬ad¬verilir. Bu lineer uzay

kfkLp =

0@Z



jf(x)jpd�(x)

1A 1
p

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

p =1 için

L1 = L1(
) =

�
f : f-ölçülebilir ve ess sup

x2

jf(x)j <1

�
lineer uzay¬

kfkL1 = ess sup
x2


jf(x)j = inf fK > 0 : � fx : jf(x)j > Kg = 0g

normu ile Banach uzay¬d¬r.

Kolayl¬k için
R



jf(x)jpd�(x) yerine
R



jf(x)jpdx veya
R
jf(x)jpdx gösterimini

kullanaca¼g¬z.

3



Not 2 (Folland 1984) Bir önerme, (
;M; �) ölçüm uzay¬nda s¬f¬r ölçümlü küme

d¬̧s¬nda do¼gru ise bu önermeye �hemen hemen her yerde sa¼glan¬yor�denir ve bu

durum h.h.h. ile gösterilir.

Teorem 2.2 (Hölder Eşitsizli¼gi) (Folland, 1984) 1 � p � 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olmak

üzere f 2 Lp ve g 2 Lq olsun. Bu durumda fg 2 L1�dir ve aşa¼g¬daki eşitsizlik

sa¼glan¬r.

kfgkL1 � kfkLp kgkLq

Eşitlik durumu ancak ve ancak A:B 6= 0 olmak üzere,

A jf(x)jp = Bjg(x)jq

halinde sa¼glan¬r.

p = 2 için L2 uzay¬nda

hf; gi =
Z



f(x)g(x)dx

eşitli¼gi bir iç çarp¬m tan¬mlar. Böylece L2 uzay¬nda Hölder eşitsizli¼gi,

jhf; gij � kfkL2 kgkL2

Cauchy-Schwartz eşitsizli¼gine dönüşür.

Teorem 2.3 (Minkowski Eşitsizli¼gi) (Folland 1984) f; g 2 Lp, 1 � p � 1

olsun. Böylece

kf + gkLp � kfkLp + kgkLp

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Eşitlik durumu ancak ve ancak A:B 6= 0 olmak üzere,

Ajf(x)j = Bjg(x)j

halinde sa¼glan¬r.

Teorem 2.4 (·Integraller için Minkowski Eşitsizli¼gi) (Folland 1984) (X;M; �),

(Y;N; �) �-sonlu ölçüm uzaylar¬ ve f(x; y), X � Y üzerinde (M � N)-ölçülebilir

4



fonksiyon olsun. 1 � p � 1 olmak üzere h.h.h. y için f(:; y) 2 Lp(�) ve y !

jjf(:; y)jjp fonksiyonu L1(�)�de ise bu durumda h.h.h. x için f(x; :) 2 L1(�), x !R
Y

f(x; y)d�(y) 2 Lp(�) ve






Z
Y

f(:; y)d�(y)








Lp

�
Z
Y

jjf(:; y)jjLpd�(y)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 2.5 (Fubini Teoremi) (Folland 1984) (X;M; �), (Y;N; �) �-sonlu ölçüm

uzaylar¬ve f(x; y); X � Y üzerinde (M � N)-ölçülebilir fonksiyon olsun. E¼ger f :

X � Y ! R fonksiyonu �� � ölçümüne göre integrallenebilir ise bu durumda h.h.h.

x 2 X için
R
Y

f(x; y)d�(y) ve h.h.h. y 2 Y için
R
X

f(x; y)d�(x) integralleri sonludur

veZ
X�Y

f(x; y)d(�� �) =

Z
X

0@Z
Y

f(x; y)d�(y)

1A d�(x) =

Z
Y

0@Z
X

f(x; y)d�(x)

1A d�(y)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 2.6 (Lebesque Bask¬n Yak¬nsama Teoremi) (Folland 1984) ffng1n=1,

Rn �de Lebesque anlam¬nda integrallenebilir fonksiyonlar dizisi olsun. E¼ger ffng1n=1
fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna h.h.h. yerde yak¬nsak (veya noktasal yak¬nsak) ve

her n 2 N için jfn(x)j � g(x) olacak biçimde negatif olmayan integrallenebilir bir g

fonksiyonu varsa, o zaman f fonksiyonu da Lebesque anlam¬nda integrallenebilirdir

ve

lim
n!1

Z
Rn

fn(x)dx =

Z
Rn

f(x)dx

sa¼glan¬r.

Tan¬m 2.7 (Lp Uzay¬nda Yak¬nsama) (Folland 1984) ffng1n=1, Lp uzay¬nda

tan¬ml¬ölçülebilir fonksiyonlar dizisi olsun.

lim
n!1

kfn(x)� f(x)kLp = 0

olacak biçimde f 2 Lp fonksiyonu varsa, ffng1n=1 dizisi f fonksiyonuna Lp�de

yak¬nsakt¬r denir.

5



2.2. Giri̧sim (Convolution)

Tan¬m 2.8 (Stein ve Weiss 1971) f; g 2 L1 olmak üzere x; y 2 Rn için F (x; y) =

f(x� y)g(y) fonksiyonu Rn � Rn �de ölçülebilirdir. Ayr¬ca

Z
Rn

Z
Rn

jF (x; y)j dxdy =

Z
Rn

jg(y)j

0@Z
Rn

jf(x� y)jdx

1A dy

= kfkL1 kgkL1 <1

oldu¼gundan Fubini teoremine göre, y ! f(x� y)g(y) fonksiyonu h.h.h. x 2 Rn için

integrallenebilirdir. Bu integral,

(f � g) (x) =
Z
Rn

f(x� y)g(y)dy

ile gösterilir ve f ile g fonksiyonlar¬n¬n girişimi olarak tan¬mlan¬r. Ayr¬ca yukar¬-

daki eşitlikten f; g 2 L1 için f � g 2 L1 oldu¼gu görülebilir.

Tan¬m 2.9 (Klasik Kayma) (Folland 1984) Rn �nin do¼gal (Euclid) kaymas¬� y; (y 2

Rn)

� yf(x) = f(x� y);

şeklinde tan¬mlan¬r. � y kaymas¬na bu çal¬̧smada kolayl¬k olmas¬bak¬m¬ndan � Klasik

kayma� diyece¼giz.

Kayma operatörü � y (y 2 Rn), Lp normunda süreklidir. Yani, f 2 Lp için

lim
y!0

k� yf � fkLp = 0 �d¬r.

Aşa¼g¬daki teoremler, giri̧sim operatörünün Lp uzaylar¬ndaki baz¬özelliklerini

vermektedir.

Teorem 2.10 (Stein ve Weiss 1971, Folland 1984) f; g; h 2 L1 olmak üzere, aşa¼g¬-

daki eşitlikler sa¼glan¬r:

1. f � g = g � f .

2. f � (g � h) = (f � g) � h.

6



3. � y(f � g) = (� yf) � g = f � (� yg).

Teorem 2.11 (Young Eşitsizli¼gi) (Stein ve Weiss 1971, Folland 1984) f 2 L1,

g 2 Lp, 1 6 p 61 olsun. Bu durumda f � g 2 Lp�dir ve

kf � gkLp � kfkL1 kgkLp

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 2.12 (Genelleşmiş Young Eşitsizli¼gi) (Stein ve Weiss 1971, Folland

1984) f 2 Lp, g 2 Lq, 1 � p; q; r � 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 + 1

r
olsun. Bu durumda,

f � g 2 Lr ve

kf � gkLr � kfkLp kgkLq

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. r =1 için 1
p
+ 1

q
= 1, kf � gkL1 � kfkLp kgkLq�dur.

Bu kesimde Fourier Harmonik Analizden bizim için gerekli olacak tan¬m ve

teoremleri hat¬rlataca¼g¬z. Çal¬̧sman¬n devam¬nda � > 0 için ��f(x) = f(�x), f�(x) =
1
�n
f(x=�) = 1

�n
�1=�f(x) ve ef(x) = f(�x) notasyonlar¬n¬kullanaca¼g¬z.

Tan¬m 2.13 (Folland 1984) x; y 2 Rn olmak üzere x ve y vektörlerinin �iç çarp¬m¬�

x � y =
nX
k=1

xkyk

ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.14 (Folland 1984) �1; �2; :::; �n 2 N olmak üzere � = (�1; �2; :::; �n) �ye

multi-indeks denir. j�j =
nP
k=1

�k olup x = (x1; :::; xn) 2 Rn için

x� = x�11 :::x
�n
n ve D� = @�1+:::+�n=@x�11 :::@x

�n
n

�dir.

7



2.3. Fourier Dönüşümü

Tan¬m 2.15 (Stein ve Weiss 1971) f 2 L1 fonksiyonunun Fourier dönüşümü,

(Ff) (�) = f^(�) =

Z
Rn

f(x)e�2�ix:�dx , dx = dx1dx2:::dxn

ile tan¬mlan¬r.

Aşa¼g¬daki teorem, Fourier dönüşümünün temel özelliklerini içermektedir, Fourier

Analizin bu temel özelliklerinin daha iyi anlaş¬labilmesi için teorem, ispat¬ile veril-

mi̧stir. Detaylar için Stein ve Weiss (1971) ile Folland (1984)�a bak¬n¬z.

Teorem 2.16 f; g 2 L1 için aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r:

1. jjf^jjL1 � jjf jjL1.

2. (f + g)^(�) = f^(�) + g^(�) ; (af)^(�) = af^(�) , a - skaler.

3. (Riemann-Lebesque Lemmas¬) f^(�)! 0 , j�j ! 1.0@ lim
jpj!1

Z
Rn

f(x) cos p:xdx = 0 ve lim
jpj!1

Z
Rn

f(x) sin p:xdx = 0

1A
4. (f � g)^(�) = f^(�)g^(�).

5. (� yf)^(�) = e�2�iy:�f^(�).

6. (e2�ix:yf(x))^(�) = (� yf^)(�).

7. (��f)^(�) = 1
�n
(�1=�f

^)(�) = 1
�n
f^1=�(�).

8. @jf 2 L1 ise (@jf)^(�) = 2�i�jf^(�). Ayr¬ca (D�f)^(�) = (2�i�)�f^(�).

9. xjf 2 L1 ise (@jf^)(�) = ((�2�ixj)f(x))^(�) �dir. Bundan başka x�f 2 L1

ve D�f^ <1 ise (D�f^)(�) = ((�2�ix)�f(x))^(�) �dir.

10. ( ef)^(�) = (�1)ng(f^)(�).
11. (f)^(�) = g(f^)(�).

8



·Ispat.

1. f^(�) =
R
Rn
f(x)e�2�ix:�dx oldu¼gundan,

jf^(�)j =

������
Z
Rn

f(x)e�2�ix:�dx

������ �
Z
Rn

jf(x)j dx = kfkL1

ve

kf^kL1 = ess sup
�2Rn

jf^(�)j � kfkL1

elde edilir.

2.

(f + g)^(�) =

Z
Rn

(f + g)(x)e�2�ix:�dx

=

Z
Rn

f(x)e�2�ix:�dx+

Z
Rn

g(x)e�2�ix:�dx

= f^(�) + g^(�):

(af)^(�) =

Z
Rn

(af)(x)e�2�ix:�dx

= a

Z
Rn

f(x)e�2�ix:�dx

= af^(�):

3. Ölçüm uzay¬nda sonlu veya say¬labilir de¼ger alan fonksiyonlara basamak

veya ad¬m fonsiyonlar¬denir. Basamak fonksiyonlar¬L1 uzay¬nda yo¼gundur

ve karakteristik fonksiyonlar¬n lineer bileşimleri olarak ifade edilmektedirler.

Böylece Riemann-Lebesque lemmas¬n¬karakteristik fonksiyonlar için kan¬tla-

mak yeterlidir. ·Ispat¬n = 1 için R�de yapal¬m. Benzer şekilde Rn �de de yap¬l¬r.

f fonksiyonu olarak [a; b] aral¬¼g¬n¬n karakteristik fonksiyonunu alal¬m. Yani,

f(x) = X[a;b](x) =

8<: 1 ; x 2 [a; b]

0 ; di¼ger
olsun. Böylece,

f^(�) =

bZ
a

e�2�ix�dx = � 1

2�i�
e�2�ix�

b

j
a

= � 1

2�i�
(e�2�ib� � e�2�ia�)

9



elde edilir. Buradan � !1 için f^(�)! 0 oldu¼gu görülebilir.

4.

(f � g)^(�) =
Z
Rn

(f � g)(x)e�2�ix:�dx =
Z
Rn

Z
Rn

f(x� y)g(y)e�2�ix:�dydx

elde edilir. Bu eşitlikte z = x� y , dz = dx de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬larak

(f � g)^(�) =

Z
Rn

Z
Rn

f(z)g(y)e�2�i(y+z):�dydz

=

Z
Rn

f(z)

0@Z
Rn

g(y)e�2�iy:�dy

1A e�2�iz:�dz

= f^(�)g^(�)

eşitli¼gi elde edilir.

5.

(� yf)
^(�) =

Z
Rn

(� yf)(x)e
�2�ix:�dx

=

Z
Rn

f(x� y)e�2�ix:�dx

=

Z
Rn

f(x)e�2�i(x+y):�dx

= e�2�iy:�f^(�):

6.

�
e2�ixyf(x)

�^
(�) =

Z
Rn

e2�ix:yf(x)e�2�ix:�dx

=

Z
Rn

f(x)e�2�ix:(��y)dx

= f^(� � y)

= (� yf
^)(�):
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7.

(��f)
^(�) =

Z
Rn

(��f)(x)e
�2�ix:�dx

=

Z
Rn

f(�x)e�2�ix:�dx

=

Z
Rn

f(x)e�2�ix:
�
���ndx

= ��nf^ (�=�)

= f^� (�):

8. n = 1, � = 1 için

(f 0)^(�) =

Z
f 0(x)e�2�i�xdx = f(x)e�2�i�x

1
j
�1
�
Z
f(x)(�2�i�)e�2�i�xdx = 2�i�f^(�)

olur. Genel halde

� = (0; 0; :::; 0; 1|{z}
j: koordinat

; 0; :::; 0)

seçilirse j: de¼gi̧skene göre k¬smi integralleme yap¬larak istenen eşitlikler elde

edilir.

9. Kan¬t¬n = 1, � = 1 için yapal¬m.

(f^)0(�) = lim
h!0

1

h
[f^(� + h)� f^(�)] = ((�2�ix)f(x))^(�)

eşitli¼gini görmek istiyoruz. Fourier dönüşümünün tan¬m¬uygulan¬rsa,

lim
h!0

Z
R

f(x)e�2�ix�
�
e�2�ixh � 1

h
+ 2�ix

�
dx = 0

elde edilir. Bunu gösterelim:����e�2�ixh � 1h
+ 2�ix

���� �
����e�2�ixh � 1h

����+ j2�ixj
�

����cos 2�xh� 1h
� i
sin 2�xh

h

����+ j2�ixj
�

����1h(cos 2�xh� cos 0)
����+ j sin 2�xhjjhj + j2�ixj
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�dir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ilk k¬sma Lagrange Ortalama De¼ger formülü

uyguland¬¼g¬nda, c > 0 için����e�2�ixh � 1h
+ 2�ix

���� � 1

jhj j(� sin 2�xch)j j2�xh� 0j+ 2�jxj
j sin 2�xhj
j2�xhj + j2�ixj

� 1

jhj2�jxj jhj+ 2�jxj+ j2�ixj � cjxj

oldu¼gundan Lebesque bask¬n yak¬nsama teoremi gere¼gince h ! 0 iken

yukar¬daki limit s¬f¬ra gider. Bu ise istenilen eşitli¼gi gösterir. Genel halde, �

multi-indeksi

� = (0; 0; :::; 0; 1|{z}
j: koordinat

; 0; :::; 0)

biçiminde seçilirse, yine Lebesque bask¬n yak¬nsama teoremine göre,

lim
h!0

Z
Rn

f(x)

�
e�2�ix:(�+hej) � e�2�ix:�

h
� (�2�ixj) e�2�ix:�

�
dx = 0

elde edilir.

10.

( ef)^(�) =

Z
Rn

ef(x)e�2�ix:�dx
=

Z
Rn

f(�x)e�2�ix:�dx

=

Z
Rn

f(x)e2�ix:�(�1)ndx

= (�1)nf^(��)

= (�1)ng(f^)(�):
11.

(f)^(�) =

Z
Rn

f(x)e�2�ix:�dx

=

Z
Rn

f(x)e2�ix:�dx

=

Z
Rn

f(x)e2�ix:�dx

= f^(��)

= g(f^)(�):
12



3. MATERYAL VE METOT

3.1. Birimin Yaklaş¬m¬(Approximation Identity)

Tan¬m 3.17 (Folland 1984) fhkg1k=1; L1�de ölçülebilir fonksiyonlar dizisi olsun.

E¼ger her k için khkkL1 = 1 ve her f 2 L1 için f � hk
L1! f , k ! 1 ise fhkg1k=1

dizisine birimin yaklaş¬m¬denir.

Teorem 3.18 (Folland 1984) � 2 L1, � � 0 ve k�kL1 = 1 olsun.

Bu durumda ��(x) = 1
�n
� (x=�), � > 0 olmak üzere f��g�>0 birimin yak-

laş¬m¬d¬r. Yani her f 2 L1 için �� � f
L1! f , �! 0 �d¬r.

·Ispat. k��kL1 =
R
Rn
��(y)dy = 1 oldu¼gundan f(x) =

R
Rn
f(x)��(y)dy olur.

Buradan

(�� � f)(x)� f(x) =

Z
Rn

��(y)f(x� y)dy �
Z
Rn

��(y)f(x)dy

=

Z
Rn

��(y)(f(x� y)� f(x))dy

elde edilir. Böylece

k(�� � f)� fkL1 =

Z
Rn

������
Z
Rn

��(y)(f(x� y)� f(x))dy

������ dx
� 1

�n

Z
Rn

Z
Rn

� (y=�) jf(x� y)� f(x)jdydx

Fubini
=

1

�n

Z
Rn

� (y=�)

0@Z
Rn

jf(x� y)� f(x)jdx

1A dy

� 1

�n

Z
jyj��

� (y=�) k(� yf)� fkL1 dy +
2 kfkL1
�n

Z
jyj>�

� (y=�) dy

�
Z

jzj� �
�

�(z) k(��zf)� fkL1 dz + 2 kfkL1
Z

jzj> �
�

� (z) dz

13



bulunur. Burada �! 0 için � > 0 say¬s¬

k(�� � f)� fkL1 < "

sa¼glanacak şekilde seçilebilir.

Örne¼gin, �(x) = e��jxj
2
fonksiyonunu alal¬m. k�kL1 = 1 �dir. Bu fonksiyonun

�^(�) = e��j�j
2

biçimindeki Fourier dönüşümüGauss-Weierstrass çekirde¼gi olarak bilinir. ��(x) =
1
�n
e��j

x
� j
2

, � > 0 birimin yaklaş¬m¬olmak üzere

(�� � f)(x) =
1

�n

Z
Rn

f(x� y)e��j
y
� j
2

dy

integrali, Gauss-Weierstrass integrali olarak adland¬r¬l¬r ve yukar¬daki teoreme

göre her f 2 L1 için Gauss-Weierstrass integrali �! 0 iken f fonksiyonuna yak¬nsar.

Tan¬m 3.19 (Schwartz Uzay¬) (Folland 1984) Schwartz uzay¬sonsuz türevlenen,

kendisi, türevleri polinomla çarp¬ld¬ktan sonra s¬f¬ra giden test fonksiyonlar uzay¬d¬r.

� ve � multi-indeks olmak üzere

S = S(Rn) = f� 2 C1(Rn) : sup
x2Rn

��x�(D��)(x)
�� <1 ; 8�; � g

ile tan¬mlan¬r.

Not 3 Schwartz uzay¬, 1 � p < 1 olmak üzere Lp uzay¬nda yo¼gundur. Bu yüz-

den test fonksiyonlar uzay¬ad¬n¬al¬r. Fourier dönüşümü, Schwartz uzay¬n¬yine

Schwartz uzay¬na dönüştürür.

3.2. Ters Fourier Dönüşümü

Tan¬m 3.20 (Stein ve Shakarchi 2003, Folland 1984) f 2 S olmak üzere f�nin ters

Fourier dönüşümü,

f_(x) � (F�1f)(x) = f^(�x) ; 8x 2 Rn

ile tan¬mlan¬r.
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Ters Fourier dönüşümü de Fourier dönüşümü ile ayn¬özelliklere sahiptir.

Teorem 3.21 (Stein ve Shakarchi 2003) f; g 2 S içinZ
Rn

f(x)g^(x)dx =

Z
Rn

f^(x)g(x)dx

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat.

Z
Rn

f(x)g^(x)dx =

Z
Rn

f(x)

24Z
Rn

g(y)e�2�ix:ydy

35 dx
Fubini
=

Z
Rn

Z
Rn

f(x)g(y)e�2�ix:ydxdy

=

Z
Rn

g(y)

24Z
Rn

f(x)e�2�ix:ydx

35 dy
=

Z
Rn

f^(y)g(y)dy

S uzay¬L1�de yo¼gun oldu¼gundan eşitlik L1 uzay¬nda da sa¼glan¬r.

Teorem 3.22 (Fourier Inversion Teoremi) (Stein ve Shakarchi 2003, Folland

1984) f 2 S için

(f^)_ = f = (f_)^

�dir. Yani, x 2 Rn için aşa¼g¬daki eşitlik do¼grudur:

f(x) =

Z
Rn

f^(�)e2�i�:xd� :

·Ispat. Bu teoremin kan¬t¬nda �Birimin yaklaş¬m¬�uygulanacakt¬r. Öncelikle

t > 0 ve �; x 2 Rn için

g(�) = e2�i�:xe��jt�j
2
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fonksiyonu tan¬mlans¬n. Teorem 2.16 �n¬n 6. ve 7. özellikleri kullan¬larak,

g^(y) = �x

�
e��jt�j

2
�^
(y)

= �x

�
�te

��j�j2
�^
(y)

= �x

�
t�ne��jy=tj

2
�

= t�ne��j
x�y
t j

2

= �t(x� y)

oldu¼gu görülür. Burada �(x) = e��jxj
2
olmak üzere �t(x) = t�ne��j

x
t j
2

�dir. Teorem

3.21 �e göre

Z
Rn

f^(�)e2�i�:xe��jt�j
2

d� =

Z
Rn

f(y)�t(x� y)dy = (f � �t)(x)

eşitli¼gi elde edilir.
R
Rn
e��jxj

2
= 1 oldu¼gundan Teorem 3.18 �e göre t ! 0 için limite

geçilirse (f � �t)(x)
L1! f ve Lebesque �in bask¬n yak¬nsama teoreminden,

f(x) = lim
t!0

Z
Rn

f^(�)e2�i�:xe��jt�j
2

d�

f(x) =

Z
Rn

f^(�)e2�i�:xd�

olur.

Teorem 3.23 (Parseval Eşitli¼gi) (Folland 1984) f; g 2 S içinZ
Rn

f(x)h(x)dx =

Z
Rn

f^(�)h^(�)d�

�dir.

·Ispat. Teorem 3.21 �deki eşitlikte g = h^ alal¬m.Teorem 2.16 �da verdi¼gimiz

Fourier dönüşümünün 11: özelli¼gine göre g^ = (̂h^)^ elde edilir. Ayr¬ca f_ = ff^
oldu¼gundan g^ = (h^)_ = h bulunur. BöyleceZ

Rn

f(x)h(x)dx =

Z
Rn

f^(x)h^(x)dx

oldu¼gu görülür.
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Teorem 3.24 (Plancherel Teoremi) (Folland 1984) f 2 L1 \ L2 ise

jjf jjL2 = jjf^jjL2 = jjf_jjL2

�dir.

·Ispat. Teorem 3.23 �ten

jjf jj2L2 =
Z
Rn

jf(x)j2dx =
Z
Rn

f(x)f(x)dx =

Z
Rn

f^(x) f^(x)dx =

Z
Rn

jf^(x)j2dx = jjf^jj2L2

elde edilir. jjf_jjL2�nin de di¼gerlerine eşit oldu¼gu benzer şekilde görülebilir.

3.3. Klasik Kuadratik (Square) Fonksiyon

Fourier harmonik analizde çal¬̧s¬lan temel teknik araçlar¬n baş¬nda giri̧sim tipli ope-

ratörler gelmektedir. Maksimal operatörler, Singular integraller bu tip operatörlere

örnek olarak verilebilir. Ayr¬ca Kuadratik (Square) fonksiyonlar tan¬mlan¬rken de

giri̧sim tipli operatörler kullan¬lm¬̧st¬r.

� fonksiyonu Schwartz test fonksiyonlar uzay¬ndan olmak üzere,
R
� = 0 ol-

mas¬halinde f ! S�(f) dönüşümü,

(S�f)(x) =

0@ 1Z
0

j(f � �t)(x)j2
dt

t

1A 1
2

ile tan¬mlanan Kuadratik fonksiyonu belirler. Burada �t(x) = t�n�
�
x
t

�
, t > 0 �d¬r.

Klasik Kuadratik fonksiyon olarak adland¬rmam¬z¬n sebebi ise Klasik kay-

man¬n do¼gurdu¼gu (Laplace diferansiyel operatörünün üretti¼gi) giri̧sim ile tan¬m-

lanmas¬d¬r.

Bu çal¬̧smam¬zda Genelleşmi̧s kayman¬n do¼gurdu¼gu (Bessel diferansiyel ope-

ratörünün üretti¼gi) Kuadratik fonksiyonlar¬ inceleyece¼gimiz için yukar¬da tan¬m-

lad¬¼g¬m¬z Kuadratik fonksiyonu yeri geldikçe Klasik Kuadratik fonksiyon olarak ifade

edece¼giz.

Kuadratik fonksiyonlar¬n L2 uzay¬ndaki tahminleri Plancherel teoremi vas¬-

tas¬yla kolayl¬kla bulunabilmektedir.
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Aşa¼g¬daki teorem, Klasik Kuadratik fonksiyonun L2 uzay¬ndaki s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬

ifade etmektedir.

Teorem 3.25 (Stein 1993-b) � 2 S ve
R
Rn
�(x)dx = 0 olsun. 8t > 0 için �t(x) =

t�n�
�
x
t

�
olmak üzere

(S�f)(x) =

0@ 1Z
0

j(f � �t)(x)j2
dt

t

1A 1
2

Kuadratik fonksiyonu, f 2 L2 için kS�fkL2 � Ajjf jjL2 eşitsizli¼gini sa¼glar.

·Ispat. f 2 L2(Rn) olsun. S¬ras¬yla Fubini teoremi, Plancherel teoremi, Teorem

2.16 �daki 4: özellik ve tekrar Fubini teoremi uygulanarak

kS�fk2L2 =

Z
Rn

1Z
0

j(f � �t)(x)j2
dt

t
dx

=

1Z
0

Z
Rn

j(f � �t)(x)j2 dx
dt

t

=

1Z
0

Z
Rn

j(f � �t)^(x)j2 dx
dt

t

=

1Z
0

Z
Rn

jf^(x)j2 j�^t (x)j
2
dx
dt

t

=

Z
Rn

jf^(x)j2
0@ 1Z
0

j�^t (x)j
2 dt

t

1A dx

elde edilir. Şimdi de
1R
0

j�^t (x)j
2 dt
t
integralini hesaplayal¬m:

�t(x) = t�n�
�
x
t

�
olmak üzere, Teorem 2.16 �daki 7: maddeye göre,

�^t (x) = t�n
�
� 1
t
�
�^
(x) = t�ntn �^ (tx) = �^ (tx)

olur. �-fonksiyonu Schwartz uzay¬ndan oldu¼gundan �^ fonksiyonu da Schwartz uza-

y¬ndand¬r. Bundan başka
R
�(x)dx = 0 oldu¼gundan �^(x) =

R
Rn
�(�) e�2�i�xd� ve

�^(0) = 0 olur. Buradan, x = 0 noktas¬komşulu¼gunda

j�^(x)j � c1jxj
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sa¼glan¬r. Ayr¬ca, �^(x) Schwartz uzay¬ndan oldu¼gundan, jxj ! 1 için �^(x) fonksi-

yonu jxj�1 �den daha h¬zl¬s¬f¬ra gitmektedir. Bundan dolay¬

j�^(x)j � c2jxj�1

�dir.
1R
0

j�^t (x)j
2 dt
t
integraline t = �

jxj ,
dt
t
= d�

�
dönüşümü uygulanarak yukar¬daki iki

eşitsizlik yard¬m¬yla

1Z
0

j�^t (x)j
2 dt

t
=

1Z
0

j�^(tx)j2 dt
t

=

1Z
0

�����^� �

jxjx
�����2 d��

�
1Z
0

c21�
2d�

�
+

1Z
1

c22�
�2d�

�
<1

elde edilir. Buradan

sup
x2R+

1Z
0

j�^t (x)j
2 dt

t
� A2

olur. Sonuç olarak

kS�fk2L2 =

Z
Rn

jf^(x)j2
0@ 1Z
0

j�^t (x)j
2 dt

t

1A dx

= sup
x2R+

0@ 1Z
0

j�^t (x)j
2 dt

t

1AZ
Rn

jf^(x)j2 dx

� A2
Z
Rn

jf^(x)j2 dx

� A2jjf^jj2L2

ve buradan da Plancherel teoreminden

kS�fkL2 � Ajjf jjL2

oldu¼gu görülür.
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

4.1. Genelleşmi̧s Kayma ve Özellikleri

Genelleşmi̧s kayma (Bessel kayma) operatörü R+ = [0;1) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ en

önemli kayma operatörlerindendir. Bessel kaymas¬ kullan¬larak a¼g¬rl¬kl¬Lp uzay-

lar¬nda tan¬ml¬fonksiyonlar¬n özelliklerini incelemek ise Yaklaş¬m (Approximation)

teoresindeki önemli problemlerden birisidir. Öncelikle çal¬̧smam¬z için gerekli olacak

temel tan¬m ve kavramlar¬verelim.

Tan¬m 4.26 (Levitan 1951, Platonov 2009) � reel say¬s¬� > �1
2
koşulunu sa¼glamak

üzere

Bt :=
d2

dt2
+
(2�+ 1)

t

d

dt

diferansiyel operatörüne Bessel diferansiyel operatörü denir.

Not 4 � reel say¬s¬burada ve bundan sonra her yerde � > �1
2
koşulunu sa¼glayacak

şekilde seçilecektir.

Tan¬m 4.27 (Levitan 1951) Birinci çeşit normland¬r¬lm¬̧s Bessel fonksiyonu j�(t),

j�(t) = 2
��(�+ 1)

J�(t)

t�

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada J�(t), Bessel�in birinci çeşit fonksiyonu ve �(x) ise iyi

bilinen Gamma fonksiyonudur. y = j�(t) fonksiyonu Bty+y = 0; y(0) = 1; y
0(0) = 0

diferansiyel denklemini sa¼glar. Bundan başka, j�(t) fonksiyonu sonsuz türevlenen,

çift ve tam analitik bir fonksiyondur.

Tan¬m 4.28 (Levitan 1951) R+ = [0;1) olmak üzere f 2 C(R+) fonksiyonunun

Genelleşmiş kaymas¬(Bessel kaymas¬)

T st f(t) = c�

�Z
0

f
�p

t2 + s2 � 2ts cos �
�
(sin �)2�d�
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ile tan¬mlan¬r. Burada

c� =

0@ �Z
0

(sin �)2�d�

1A�1

=
�(�+ 1)p
��
�
�+ 1

2

�
�dir. Genelleşmiş kayma, aşa¼g¬daki Cauchy probleminin tek türlü belirli çözümüdür:8<: Btu(s; t) = Bsu(s; t)

u(t; 0) = f(t) ; @u
@s
(t; 0) = 0

Bs ve Bt s¬ras¬yla s ve t�ye göre Bessel diferansiyel operatörleridir.

Bu sebepten dolay¬Genelleşmi̧s kayma, Bessel diferansiyel operatörünün do¼gur-

du¼gu kayma olarak bilinir.

Tan¬m 4.29 (Löfstrom ve Peetre 1969, Levitan 1951) 1 � p < 1 olmak üzere

R+�da tan¬ml¬ölçülebilir fonksiyonlar¬n a¼g¬rl¬kl¬Lp uzay¬,

Lp;� = Lp;�(R+) :=

8><>:f : jjf jjLp;� =
0@Z
R+

jf(x)jpx2�+1dx

1A 1
p

<1

9>=>;
ile tan¬mlanan bir Banach uzay¬d¬r. p = 1 için L1 uzay¬R+�da düzgün sürekli

fonksiyonlar¬n Banach uzay¬olup jjf jjL1 := sup
x2R+

jf(x)j biçimindedir.

Not 5 (Löfstrom ve Peetre 1969, Levitan 1951) Schwartz�¬n R+�da tan¬ml¬ çift

fonksiyonlar uzay¬n¬ da bundan sonra S+ = S+(R+) ile gösterece¼giz. Ayr¬ca S+
uzay¬n¬n Lp;� uzay¬nda yo¼gun oldu¼gu bilinmektedir.

Tan¬m 4.30 (Levitan 1951) f(t) 2 L1;� olmak üzere Bessel dönüşümü

(Bf)(�) =
Z
R+

f(t)j�(�t)t
2�+1dt ; � 2 R+

ile tan¬mlan¬r. Bessel dönüşümü için F(f(t)) veya f^(�) gösterimlerini kullanaca¼g¬z.

Birinci çeşit normland¬r¬lm¬̧s Bessel fonksiyonu j�(t) için sa¼glanan

j�(t) =
�(�+ 1)p
��
�
�+ 1

2

� 1Z
�1

(1� u2)��
1
2 cos(tu)du
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eşitli¼ginden 8t 2 R için jj�(t)j � 1 elde edilir. Dahas¬eşitlik hali t = 0 için sa¼glan¬r.

Buradan, Fourier dönüşümüne benzer olan Bessel dönüşümünün aşa¼g¬daki özellikleri

elde edilmektedir.

Teorem 4.31 (Levitan 1951) f(t) 2 L1;� olsun. O halde (Bf)(�) sürekli ve s¬n¬rl¬

olup

jjBf jj1 � jjf jjL1;�

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bundan başka

lim
�!1

(Bf)(�) = 0

�d¬r.

·Ispat. Yukar¬da da bahsedildi¼gi gibi

j�(t) =
�(�+ 1)p
��
�
�+ 1

2

� 1Z
�1

(1� u2)��
1
2 cos(tu)du

eşitli¼gine Riemann-Lebesque lemmas¬uygulan¬rsa, t!1 için j�(t) ve tüm j
(k)
� (t)

türevlerinin s¬f¬ra gitti¼gi görülür. Bundan başka, jj�(�t)j � 1 oldu¼gundan

j(Bf)(�)j �
Z
R+

jf(t)jjj�(�t)jt2�+1dt � jjf jjL1;�

eşitsizli¼gi elde edilir. Buradan jjBf jjL1 � jjf jjL1;� olur. Tekrar Riemann-Lebesque

lemmas¬uygulan¬larak

lim
�!1

(Bf)(�) = 0

oldu¼gunu görülebilir.

Şimdi de Bessel dönüşümünün ileride bizim için gerekli olacak aşa¼g¬daki özel-

li¼gini ispat¬yla verelim.

Teorem 4.32 (Levitan 1951) B(f(t)) = (Bf)(�) ile ifade edilmek üzere,

B(f(at)) = a�2��2(Bf)
�
�

a

�
; a > 0

�d¬r.
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·Ispat. Bessel dönüşümü tan¬m¬nda f(t) yerine f(at) al¬n¬p t = �
a
, dt = 1

a
d�

dönüşümü uygulan¬rsa, � 2 R+ ve a > 0 için

B(f(at)) =

Z
R+

f(at)j�(�t)t
2�+1dt

=

Z
R+

f(�)j�(�
�

a
)�

2�+1

a�(2�+1)a�1d�

= a�2��2
Z
R+

f(�)j�(
�

a
�)d�

= a�2��2(Bf)
�
�

a

�
eşitli¼gi elde edilir.

Aşa¼g¬daki teorem ise Genelleşmi̧s Kayma (Bessel Kaymas¬) �n¬n baz¬özellik-

lerini vermektedir.

Teorem 4.33 (Levitan 1951) t; s; � 2 R+ , f(t); g(t) 2 L1;�(R+) olmak üzere aşa¼g¬-

dakiler sa¼glan¬r:

1. T st j�(�t) = j�(�s)j�(�t):

2.
R
R+
(T st f(t)) g(t) t

2�+1dt =
R
R+
f(t) (T st g(t)) t

2�+1dt:

3. T st f(t) = T tsf(s).

4. T st 1 = 1:

Teorem 4.34 (Trimeche 1986) f 2 Lp;� ; 1 � p � 1 için

kT st fkLp;� � jjf jjLp;�

�d¬r.

·Ispat. Öncelikle [0; �] aral¬¼g¬nda dm(�) = c�(sin �)
2�d� ölçümünü tan¬mla-

yal¬m. Buradaki c� sabiti Tan¬m 4.28 �de verilmi̧stir. Böylece Genelleşmi̧s Kayma

T st f(t) =

�Z
0

f
�p

t2 + s2 � 2ts cos �
�
dm(�)

23



şeklini al¬r. p =1 için

jT st f(t)j � ess sup
t2R+

jf(t)j = jjf jjL1

olur ve

jjT st f jjL1 � jjf jjL1

elde edilir. 1 � p < 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere Hölder eşitsizli¼gi kullan¬larak her

sürekli f(t) fonksiyonu için

jT st f(t)j =

������
�Z
0

f
�p

t2 + s2 � 2ts cos �
�
1dm(�)

������
�

0@ �Z
0

���f �pt2 + s2 � 2ts cos �
����p dm(�)

1A 1
p
0@ �Z
0

dm(�)

1A 1
q

= (T st (jf(t)j
p))

1
p

oldu¼gu görülür. Buradan da

jT st f(t)jp � T st (jf(t)jp)

eşitsizli¼gine ulaş¬l¬r. Şimdi T st f �nin Lp;� normu hesaplanabilir. Bunun için yukar¬daki

eşitsizlik ve Teorem 4.33 �ün 2: ve 4: maddeleri kullan¬larak

kT st f(t)k
p
Lp;�

=

Z
R+

jT st f(t)jpt2�+1dt �
Z
R+

T st (jf(t)j
p)t2�+1dt

=

Z
R+

jf(t)jp (T st 1) t2�+1dt =
Z
R+

jf(t)jp t2�+1dt = jjf jjpLp;�

elde edilir. Buradan

kT st fkLp;� � jjf jjLp;�

oldu¼gu görülür.

Aşa¼g¬da L1;�(R+) �da tan¬ml¬f(t) ve g(t) fonksiyonlar¬için Bessel kaymas¬n¬n

(Genelleşmi̧s kayman¬n) do¼gurdu¼gu Genelleşmi̧s giri̧sim operatörü tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 4.35 (Levitan 1951) f(t) ve g(t), L1;�(R+) �da tan¬ml¬ ölçülebilir fonksi-

yonlar olmak üzere

(f ~ g) (s) :=

Z
R+

T st f(t)g(t)t
2�+1dt
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operatörü, Genelleşmiş girişim olarak bilinir.

Genelleşmi̧s giri̧simin baz¬özellikleri aşa¼g¬da listelenmi̧stir. Bu operatörün Klasik

giri̧sim ile benzer özellikleri sa¼glad¬¼g¬gözlemlenebilir.

Teorem 4.36 (Levitan 1951) f; g; h 2 L1;�(R+) olmak üzere aşa¼g¬daki eşitlikler

sa¼glan¬r:

1. (f ~ g)~ h = f ~ (g ~ h) ;

2. f ~ g = g ~ f;

3. B(f ~ g)(�) = Bf(�)Bg(�):

Sonuncu özellik, Bessel dönüşümünün Genelleşmi̧s giri̧simi çarpmaya dönüştürdü¼gü

şeklinde yorumlanabilir.

Ayr¬ca Lp uzay¬nda klasik giri̧sim için kan¬tlanan Young eşitsizli¼ginin bir ben-

zeri Lp;� uzay¬nda Genelleşmi̧s giri̧sim operatörü için de do¼grudur ve kan¬t¬Hölder

eşitsizli¼gi vas¬tas¬yla yap¬labilir.

Teorem 4.37 (Levitan 1951) f 2 L1;� , g 2 Lp;� ve 1 � p � 1 olmak üzere,

jjf ~ gjjLp;� � jjf jjL1;� jjgjjLp;�

�d¬r.

Aşa¼g¬da, çal¬̧smam¬z¬n bundan sonraki bölümü için bize gerekli olacak Klasik

Plancherel teoreminin bir benzeri olan Bessel Plancherel teoremi verilmi̧stir.

Teorem 4.38 (Bessel Plancherel Teoremi) (Dziri 2012) f 2 L2;�(R+) olmak

üzere

jjBf jjL2;� = jjf jjL2;�

�d¬r.
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4.2. Genelleşmi̧s Kuadratik (Square) Fonksiyon

Çal¬̧smam¬z¬n son bölümünde Bessel diferansiyel operatörünün do¼gurdu¼gu, yani Genel-

leşmi̧s kayman¬n (Bessel kaymas¬n¬n) üretti¼gi Genelleşmi̧s Kuadratik (Square) fonksiyon

tan¬mlanm¬̧st¬r. Klasik halde oldu¼gu gibi Bessel Plancherel teoremi kullan¬larak

Genelleşmi̧s Kuadratik fonksiyonun L2;�(R+) uzay¬ndaki s¬n¬rl¬l¬¼g¬incelenmi̧stir.

Tan¬m 4.39  2 S+(R+) ve
R
R+
 (x)x2�+1dx = 0 olmak üzereGenelleşmiş Kuadratik

fonksiyon

(S f) (x) =

0@ 1Z
0

j(f ~  t)(x)j
2 dt

t

1A 1
2

biçimindedir. Burada, t > 0 için  t(x) = t�2��2 
�
x
t

�
, � > �1

2
�dir.

Fourier Harmonik Analiz�de oldu¼gu gibi Bessel Harmonik Analiz veya Fourier-

Bessel Harmonik Analiz�de de giri̧sim tipli operatörler temel teknik araçlar olarak

kabul edilmektedirler.

Aşa¼g¬daki teorem, Genelleşmi̧s Kuadratik (Square) fonksiyonun L2;� uzay¬n-

daki s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ifade etmektedir ve Bessel Plancherel teoremi yard¬m¬yla elde edilmi̧stir.

Teorem 4.40 f 2 L2;�(R+) için Genelleşmiş Kuadratik fonksiyon

(S f) (x) =

0@ 1Z
0

j(f ~  t)(x)j2
dt

t

1A 1
2

olmak üzere,

jjS f jjL2;� � cjjf jjL2;�

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Burada  2 S+(R+) ,
R
R+
 (x)x2�+1dx = 0 ve t > 0 için  t(x) = t�2��2 

�
x
t

�
,

� > �1
2
�dir.
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·Ispat. f 2 L2;�(R+) olsun.

jjS f jj2L2;� =

Z
R+

0@ 1Z
0

j(f ~  t)(x)j
2 dt

t

1Ax2�+1dx

Fubini
=

1Z
0

Z
R+

j(f ~  t)(x)j
2 x2�+1dx

dt

t

=

1Z
0

k(f ~  t)(x)k
2
L2;�

dt

t

Teorem 4:38
=

1Z
0

kB(f ~  t)(x)k
2
L2;�

dt

t

=

1Z
0

Z
R+

jB(f ~  t)(x)j
2 x2�+1dx

dt

t

Teorem 4:36
=

1Z
0

Z
R+

jBf(x)j2 jB t(x)j
2 x2�+1dx

dt

t

Fubini
=

Z
R+

jBf(x)j2
0@ 1Z
0

jB t(x)j
2 dt

t

1Ax2�+1dx

elde edilir. Şimdi
1R
0

jB t(x)j
2 dt
t
integralini hesaplayal¬m:

 t(x) = t�2��2 
�
x
t

�
olmak üzere, Teorem 4.32 �ye göre

B t(x) = t�2��2B
�
 
�x
t

��
= t�2��2t2�+2(B )(tx)

= (B )(tx)

�tir.  2 S+(R+) oldu¼gundan B 2 S+(R+) �d¬r. (B )(�) =
R
R+
 (t)j�(�t)t

2�+1dt ve

j�(0) = 1 eşitliklerinden

(B )(0) = 0

olur. Böylece

j(B )(�)j � kmin
�
j�j; j�j�1
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eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Buradan

1Z
0

jB t(x)j
2 dt

t
=

1Z
0

j(B )(tx)j2 dt
t

=

1Z
0

����(B )� txjxj
�����2 dtt

=

1Z
0

����(B )� txjxj
�����2 dtt +

1Z
1

����(B )� txjxj
�����2 dtt

=

1Z
0

kt2
dt

t
+

1Z
1

kt�2
dt

t
<1

ve

sup
x2R+

1Z
0

jB t(x)j
2 dt

t
� c2

bulunur. Sonuç olarak

jjS f jj2L2;� =

Z
R+

jBf(x)j2
0@ 1Z
0

jB t(x)j
2 dt

t

1Ax2�+1dx

� sup
x2R+

0@ 1Z
0

jB t(x)j
2 dt

t

1AZ
R+

jBf(x)j2x2�+1dx

� c2jjBf jj2L2;�

ve buradan da Bessel Plancherel teoremi uygulanarak

jjS f jjL2;� � cjjf jjL2;�

eşitsizli¼gi elde edilir.
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5. SONUÇ

Bu çal¬̧smada,  2 S+(R+) ve
R
R+
 (x)x2�+1dx = 0 olmak üzere

(S f) (x) =

0@ 1Z
0

j(f ~  t) (x)j
2 dt

t

1A 1
2

biçimde tan¬mlanan Genelleşmi̧s Kuadratik fonksiyonun L2;�(R+) uzay¬ndaki s¬n¬r-

l¬l¬¼g¬, Bessel Plancherel teoremi yard¬m¬yla ispatlanm¬̧st¬r. Bu teorem aşa¼g¬daki gibidir:

f 2 L2;�(R+) için Genelleşmi̧s Kuadratik fonksiyon

(S f) (x) =

0@ 1Z
0

j(f ~  t)(x)j2
dt

t

1A 1
2

biçiminde olup

jjS f jjL2;� � cjjf jjL2;�

�d¬r. Burada  2 S+(R+) için Z
R+

 (x)x2�+1dx = 0

sa¼glan¬r. Ayr¬ca t > 0 ve � > �1
2
olmak üzere

 t(x) = t�2��2 
�x
t

�
�dir.

Bu çal¬̧sman¬n devam¬olarak Genelleşmi̧s Kuadratik fonksiyonun Lp;� uzay-

lar¬ndaki s¬n¬rl¬l¬¼g¬incelenebilir.
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