
T.C.

AKDEN·IZ ÜN·IVERS·ITES·I

FEN B·IL·IMLER·I ENST·ITÜSÜ

HECKE T·IP·I OPERATÖRLER VE UYGULAMALARI

Aykut Ahmet AYGÜNEŞ
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Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Y¬lmaz Şimşek

Kas¬m 2012, 91 Sayfa

Bu çal¬̧smada, k¬smi Hecke operatörleri ve bu operatörlere ba¼gl¬k¬smi Hecke tipi

operatörler tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu operatörlerin baz¬uygulamalar¬verilmi̧stir. K¬smi

Hecke operatörlerine kaŗs¬l¬k gelen matrisler verilmi̧stir. Özel olarak Bernoulli ve

Euler polinomlar¬n¬içeren iki matris temsili verilmi̧stir. K¬smi Hecke operatörleri

ve genelleştirilmi̧s k¬smi Hecke operatörleri, s¬ras¬yla, Genocchi tipi polinomlara ve

genelleştirilmi̧s Euler tipi polinomlara uygulanarak baz¬ sonuçlar elde edilmi̧stir.

Tp ile gösterilen Hecke tipi operatörleri, matematikte çok önemli yer tutan özel

fonksiyonlara uygulanm¬̧st¬r.
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ÖNSÖZ

Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r. Giri̧s k¬sm¬nda Hecke tipi operatörlerle ilgili

daha önce yap¬lan çal¬̧smalar hakk¬nda bilgiler, baz¬kaynaklardan al¬nt¬lar yap¬larak,

verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde temel kavramlar ve lineer dönüşümler cebiriyle ilgili baz¬temel

kavramlar verilmi̧stir. Modüler formlar, Hecke operatörleri, Weierstrass }- fonksiyo-

nu, Bernoulli ve Euler polinomlar¬gibi baz¬kavramlar hat¬rlat¬lm¬̧st¬r.

Üçüncü bölümde, k¬smi Hecke operatörleri tan¬mlan¬p bu operatörlerle ilgili

baz¬özellikler verildikten sonra, bu operatörlere kaŗs¬l¬k gelen baz¬özel matrisler,

Bernoulli polinomlar¬ve Euler polinomlar¬cinsiden verilmi̧stir. K¬smi Hecke opera-

törleri yard¬m¬yla tan¬mlanan k¬smi Hecke tipi operatörleri için özde¼gerler Hurwitz

zeta fonksiyonunu içermektedir. Ayn¬ zamanda k¬smi Hecke tipi operatörlerine

kaŗs¬l¬k gelen özde¼gerler ise k¬smi zeta fonksiyonunu, Bernoulli say¬lar¬n¬ve Euler

say¬lar¬n¬içermektedir. Ayr¬ca Genocchi tipi polinomlar tan¬mlanarak bu polinom-

lar¬n k¬smi Hecke operatörleri alt¬nda birer özfonksiyon oldu¼gu gösterilmi̧stir. Ek

olarak bu polinomlar¬n üreteç fonksiyonu elde edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, genelleştirilmi̧s Euler tipi polinomlar¬n genelleştirilmi̧s k¬smi

Hecke operatörleri alt¬nda birer özfonksiyon olduklar¬gösterilmi̧stir ve bu polinom-

lar¬n üreteç fonksiyonu elde edilmi̧stir. Genelleştirilmi̧s k¬smi Hecke operatörleri için

genelleştirilmi̧s Euler tipi polinomlara kaŗs¬l¬k gelen özde¼gerler ise Hurwitz zeta ve

k¬smi zeta fonksiyonunu içermektedir.

Beşinci bölümde ise, Hecke tipi operatörler alt¬nda Weierstrass tipi fonksiyon-

lar¬n, genelleştirilmi̧s Dedekind eta fonksiyonunun, Weierstrass �- fonksiyonun, We-

ber ve Weber tipi fonksiyonlar¬n davran¬̧slar¬incelenmi̧stir.

Bu tezin oluşmas¬nda bana katk¬s¬n¬ esirgemeyen, beni çal¬̧smaya özendiren

ve yönlendiren de¼gerli hocam Prof. Dr. Y¬lmaz Şimşek�e sonsuz teşekkürlerimi

sunar¬m.
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1. G·IR·IŞ

Hecke operatörleri, modüler formlar teorisinde önemli bir yere sahiptir. Bu

operatörde ad¬geçen Erich Hecke�nin en önemli çal¬̧smalar¬, Hecke operatörlerinin

cebirsel özelliklerini ve bu operatörlerle ili̧skili Euler çarp¬mlar¬n¬n özelliklerini

keşfetmesiyle, 1936 y¬l¬nda gerçekleşmi̧stir (Schoeneberg 1970-1990). Modüler form-

lar üzerine birçok ünlü matematikçinin (Leonhard Euler, Carl Gustav Jacob Jacobi,

Srinivasa Ramanujan, Erich Hecke, v.s.) çal¬̧smalar¬bulunmaktad¬r.

Modüler formlar ve özel bir modüler form tipi olan cusp (zirve ya da uç) form-

lar, Hecke operatörleri alt¬nda invaryant kal¬rlar; yani bir vektör uzay¬olan modüler

formlar uzay¬ndan seçilen herhangi bir fonksiyona Hecke operatörü uyguland¬¼g¬nda

elde edilen fonksiyon yine modüler formlar uzay¬n¬n bir eleman¬olacakt¬r. Hecke

operatörleri, sadece karmaş¬k analizin önemli ve geni̧s bir dal¬olan modüler formlar

teorisinde de¼gil, ayn¬ zamanda p-adik analiz ve cebir gibi alanlarda da kullan¬l-

maktad¬r. k herhangi bir tek say¬ olmak üzere, k=2 a¼g¬rl¬kl¬modüler formlar¬n

geometrik olarak inşaas¬nda p-adik modüler formlardan yararlan¬l¬r (Ramsey 2004)

ve p-adik modüler formlar uzay¬nda kullan¬̧sl¬olan ve iyi sonuçlar veren Hecke opera-

törleri de tan¬mlanm¬̧st¬r. Hecke ve Hecke tipi operatörleri diferensiyel denklemler

teorisinde de uygulanmaktad¬r. Örne¼gin, lineer düzgün diferensiyel denklemler üze-

rindeki Hecke operatörlerinin özellikleri Min Ho Lee taraf¬ndan incelenmi̧stir (Lee

1996, 1999). Ayn¬zamanda bu operatörlerin herhangi bir asal say¬n¬n kuvvetleri

üzerindeki matris gösterimleri Miyawaki�nin çal¬̧smas¬nda görülmektedir (Miyawaki

1992). Hala Hajj Shehadeh, Samar Jaafar ve Kamal Khuri- Makdisi, Hecke ope-

ratörlerinin, üreteç fonksiyonunu elde etmi̧slerdir (Shehadeh, Jaafar ve Makdisi

2006). Bu üreteç fonksiyonundan faydalanarak Hecke operatörlerinin özelliklerini

incelemek ve yeni ba¼g¬nt¬lar elde etmek mümkündür.

Theta fonksiyonlar¬ ve Eisenstein serileri gibi iyi bilinen baz¬modüler form-

lara Hecke operatörlerini uygulamak mümkündür. Bu konuyla ilgili bir çal¬̧sma Y.

Şimşek ve M. Aç¬kgöz taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r (Şimşek ve Aç¬kgöz 2005). Bunun yan¬

s¬ra, M. I. Knopp Hecke tipi operatörler alt¬nda klasik Dedekind eta fonksiyonunun

logaritmas¬n¬n davran¬̧s¬n¬ incelemi̧stir ve Hecke tipi operatörler alt¬nda Dedekind

toplam¬n¬n özde¼gerlerini elde etmi̧stir (Knopp 1980). Goldberg�in tezinde, klasik

Hecke operatöründen ve Knopp�un tan¬mlad¬¼g¬Hecke operatöründen farkl¬şekilde
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bir Hecke tipi operatör tan¬mlayarak theta fonksiyonunun logaritmas¬n¬n bu ope-

ratörler alt¬ndaki davran¬̧s¬incelenmi̧stir (Goldberg 1975). L. A. Parson ve K. H.

Rosen�in çal¬̧smas¬nda, Knopp taraf¬ndan verilen Hecke tipi operatörlerin Lambert

serilerine etkisi incelenmi̧stir (Parson ve Rosen 1981). Bu tezde ise, Knopp�un tan¬m-

lad¬¼g¬ gibi Hecke tipi operatörleri, matematikte ve matemati¼gin uygulamalar¬nda

oldukça önemli olan baz¬özel fonksiyonlara uygulanacakt¬r.

Klasik Hecke operatörü, Mk ile gösterilen k a¼g¬rl¬kl¬modüler formlar üzerinde

tan¬mlan¬r (Apostol 1976) ve bu operatörlerin Mk üzerindeki cebirsel özellikleri

günümüz matematikçileri taraf¬ndan halen incelenmektedir. K¬smi Hecke operatör-

leri ve k¬smi Hecke tipi operatörleri ise vektör uzay¬ özelli¼gini sa¼glayan herhangi

bir fonksiyonlar kümesi üzerinde tan¬mlanacakt¬r. Örne¼gin, n herhangi bir do¼gal

say¬olmak üzere, derecesi en çok n olan polinomlar¬n oluşturdu¼gu uzay bir vektör

uzay¬d¬r. Bu vektör uzay¬n¬n bir eleman¬olarak Bernoulli ya da Euler polinomlar¬

seçilerek ve bu polinomlarla ilgili Raabe ba¼g¬nt¬s¬ndan yararlanarak, k¬smi Hecke

operatörlerinin bu polinomlar üzerinde özde¼gere ve özfonksiyonlara sahip oldu¼gu

görülür. Bu tezde ise, klasik Bernoulli ve Euler polinomlar¬n¬kapsayan genelleştiril-

mi̧s özel polinomlar üzerinde k¬smi Hecke operatörleri ve dolay¬s¬yla genelleştirilmi̧s

Raabe ba¼g¬nt¬lar¬tan¬mlanarak özde¼ger ve özfonksiyonlar incelenecektir. Hatta, özel

polinomlar¬n üreteç fonksiyonu bulunacakt¬r.

W. Stein ,P. E. Gunnells�le birlikte, Miller taban¬arac¬l¬¼g¬yla klasik Hecke ope-

ratörlerine kaŗs¬l¬k gelen matrislerin bulunmas¬ve bu matrislerin karakteristik poli-

nomlar¬n¬n elde edilmesiyle ilgili baz¬ uygulamalar verilmi̧stir (Stein ve Gunnells

1974). Bu tezde ise, Hecke tipi operatörlerine kaŗs¬l¬k gelen matrisler incelenecek-

tir. m 1�den büyük herhangi bir do¼gal say¬olmak üzere, f1; x; x2; � � � ; xmg ile veri-
len taban üzerindeki k¬smi Hecke operatörlerinden elde edilen sonuçlardan ve k¬smi

Hecke operatörlerinin de¼gi̧sme özelli¼ginden faydalan¬larak, baz¬ özel polinomlar¬n

k¬smi Hecke operatörlerinin birer özfonksiyonlar¬oldu¼gu sonucuna var¬lacakt¬r.

Hecke ve Hecke tipi operatörleri, baz¬matematikçiler taraf¬ndan farkl¬biçimlerde

tan¬mlanm¬̧st¬r. Klasik Hecke operatörleri ilk olarak Hecke taraf¬ndan keşfedilmi̧stir

(Hecke 1983). Daha sonra J. S. Milne, T. Miyake taraf¬ndan Hecke�nin tan¬m¬ndan

farkl¬şekilde tan¬mlar verilmi̧stir (Milne 1990, Miyake 1989).

K. Harada taraf¬ndan, genelleştirilmi̧s permütasyonlar arac¬l¬¼g¬yla �f�g fonksi-

yonu tan¬mlanm¬̧st¬r ve bu fonksiyonun özellikleri incelenmi̧stir (Harada 2010). Bu
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fonksiyonun Hecke tipi operatörler alt¬ndaki davran¬̧slar¬n¬incelemek mümkün ola-

bilir.

Son zamanlarda Hecke operatörlerinin birçok alanda uyguland¬¼g¬görülmektedir.

Bu alanlardan baz¬lar¬aşa¼g¬daki gibi s¬ralan¬r:

Juan B. Gil ve Sinai Robins taraf¬ndan aşa¼g¬da verilen f rasyonel fonksiyon-

lar¬üzerinde Hecke operatörleri tan¬mlanarak bu rasyonel fonksiyonlar¬n katsay¬lar¬

incelenmi̧stir (Gil ve Robins 2003):

f(x) =
A(x)

B(x)
=

1X
n=0

anx
n, (a0 = 0)

ile verilen f rasyonel fonksiyonu,

Upf(x) =
1X
n=0

anpx
n,

�
p 2 Z+

�
ile tan¬mlanan Up operatörünün bir özfonksiyonu ve bu özfonksiyona kaŗs¬l¬k gelen

özde¼ger ise �n 6= 0 olsun. Burada

B(x) =
dY
j=1

(1� 
jx)

olsun. O zaman d�yi bölen bir � tamsay¬s¬ve bir L tamsay¬s¬vard¬r öyle ki 8n � 0
için

an = n��1

d
�X
j=1

Cje
2�ilj
L

n

şeklindedir. Burada f�nin tüm kutuplar¬
j = e
2�ilj
L (lj 2 N) ile verilir ve

Cj 2 C

dir. L say¬s¬na da f fonksiyonunun seviyesi denir.

Gabriele Nebe taraf¬ndan kodlama teorisinde, Kneser- Hecke- operatörleri aşa¼g¬-

daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r (Nebe 2006):

0 � k � n için

dim(C \D) = dim(C)� k

özelli¼gini sa¼glayan C;D 2 F kodlar¬, k-komşuluk olarak tan¬mlan¬r.

C �k D

3



olarak gösterilsin. V ise F �nin elemanlar¬n¬n oluşturdu¼gu tüm denklik s¬n¬�ar¬n¬n

kümesi üzerinde bir C-vektör uzay¬olsun. [C] ve [D] denklik s¬n¬�ar¬ise, V üzerinde

Tk([C]) =
X
D�kC

[D]

ile tan¬mlanan Tk lineer operatörüne F için k-n¬nc¬Ksener-Hecke operatörü denir.

Burada [C] = fC : D �k Cg ile verilir.

Tobias Mühlenbruch taraf¬ndan kongrüans modüler altgruplar alt¬nda periyot

fonksiyonlar¬ için Hecke operatörleri incelenmi̧stir (Mühlenbruch 2006). Burada

periyot fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r:

 : (0;1)! C�;

ve

 = ( i)i2f1;:::;�g

olsun. �0(n) kongrüans modüler altgrubu için periyot fonksiyonu aşa¼g¬daki özellik-

leri sa¼glar:

(i) 8i 2 f1; :::; �g için  i, (0;1) aral¬¼g¬nda analitiktir.
(ii)

 (z) = �(T�1) (z + 1) + (z + 1)�2s�(T 0�1) (
z

z + 1
):

Burada s 2 C ve
� : �(1)! C���

d¬r.

(iii) 8i 2 f1; :::; �g için  i aşa¼g¬daki özelli¼gi sa¼glar:

 i(z) =

�
O(zmaxf0;�2Re(s)g), z # 0
O(zminf0;�2Re(s)g), z !1

dir.

Eiichi Bannai, Koji Kojima ve Tsuyoshi Miezaki taraf¬ndan, g 2 M (Monster

grubu) için �i(g) bir karakter olmak üzere

Tg(z) =
1

q
+

1X
i=1

�i(g)q
i,

�
q = e2�iz

�
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şeklinde Tg(z) McKay-Thompson serisi tan¬mlanm¬̧st¬r ve bu seriye ba¼gl¬olarak,
^
T

Hecke operatörü için

Tg(z) j
^
T n =

1

n

X
ad=n
0�b<d

T (a)m

�
az + b

d

�
=
1

n
Pn(Tg(z))

şeklinde Hecke tipi Faber polinomlar¬tan¬mlanarak bu polinomlar¬n s¬f¬rlar¬ ince-

lenmi̧stir (Bannai, Kojima ve Miezaki 2006).

Lynne H. Walling taraf¬ndan Siegel theta serileri üzerinde Hecke operatörlerinin

etkisi incelenmi̧stir (Walling 2007).

Suzanne Caulk ve Lynne H. Walling taraf¬ndan Hilbert-Siegel modüler formlar

üzerinde Hecke operatörlerinin de¼gerleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r (Caulk ve Walling 2007).

Roelof W. Bruggeman, Roberto J. Miatello taraf¬ndan Hilbert modüler grup-

lar üzerinde Hecke operatörlerinin özde¼gerleri incelenmi̧stir (Bruggeman ve Miatello

2009).

2010 y¬l¬nda Victor H. Moll, Sinai Robins ve Kirk Soodhalter taraf¬ndan Un

lineer operatörü

(Unf)(x) =
X

cnkx
k

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Buradan n j j, n; j 2 N ve p = q + 1 için,

Un(x
j
pFq(a; b; x)) = x

j
n npFnp�1(c; d; x)

ba¼g¬nt¬s¬ kullan¬larak hipergeometrik fonksiyonlar¬n Hecke operatörleri alt¬ndaki

de¼gerleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r (Moll, Robins ve Soodhalter 2010). Burada pFq(a; b; x) hiper-

geometrik fonksiyonu

pFq(a; b; x) =
1X
k=0

(a1)k(a2)k � � � (ap)k
(b1)k(b2)k � � � (bq)k

xk

k!

ile tan¬mlan¬r. Burada

cin+l =
ai+1 + l � 1

n
, 0 � i � p� 1; 1 � l � n

ve

din+l =
bi+1 + l � 1

n
, 0 � i � q; 1 � l � n

dir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Lineer Dönüşümler Cebiri

Bu bölümde lineer dönüşümler ve bunlar¬n baz¬ özellikleri verilecektir. Bu

dönüşümler Hecke tipi operatörler için kullan¬lacakt¬r. Aşa¼g¬daki sonuçlar Kol-

man ve Hill taraf¬ndan al¬nm¬̧s olup herhangi bir lineer cebir kitab¬nda da yer alan

sonuçlard¬r (Kolman ve Hill 2000).

Teorem 2.1.1. V ve W iki vektör uzay¬olsun.

L : V ! W

bir lineer dönüşüm olsun. Bu durumda L(V ), W�nun bir altuzay¬d¬r.

Teorem 2.1.2. L : V ! W , n boyutlu bir V vektör uzay¬ndan m boyutlu W

vektör uzay¬na bir lineer dönüşüm olsun (n 6= 0, m 6= 0). S = fv1; v2; � � � ; vng ve
T = fw1; w2; � � � ; wng de V veW uzaylar¬n¬n, s¬ras¬yla, s¬ral¬bazlar¬olsun. O zaman

m � n tipindeki A matrisinin j-inci sütunu T�ye göre L(vj)�nin [L(vj)]T koordinat

vektörü

8x 2 V için [L(x)]T = A[x]S

özelli¼gine sahiptir. Ayr¬ca, A bu özelli¼ge sahip olan tek matristir.

Tan¬m 2.1.1. V , n boyutlu bir vektör uzay¬olmak üzere bir L : V ! V lineer

dönüşümü verilsin. x 2 V , x 6= 0 olmak üzere

L(x) = �x

eşitli¼gini sa¼glayan � reel say¬s¬na L�nin bir özde¼geri denir. x vektörüne de L�nin

� özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özvektörü denir. Özvektör yerine karakteristik vektör

kavram¬da kullan¬l¬r.

Tan¬m 2.1.2. A, n � n tipinde bir matris olsun. O zaman, �In � A matrisinin

determinant¬na A�n¬n karakteristik polinomu, ayr¬ca

p(�) = det(�In � A) = 0

denklemine de A�n¬n karakteristik denklemi denir.
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Teorem 2.1.3. A, n � n tipinde bir matris olsun. A�n¬n özde¼gerleri karakteristik

polinomunun kökleridir.

Tan¬m 2.1.3. i 6= j için, aij = 0 ise n � n tipindeki A = [aij] matrisine köşegen

matris denir.

Tan¬m 2.1.4. n boyutlu bir V vektör uzay¬üzerinde bir L : V ! V lineer dönüşümü

verilsin. E¼ger V �nin bir S baz¬na göre L�yi temsil eden bir D köşegen matris varsa,

L�ye köşegenleştirilebilir veya köşegenleşebilir matris denir.

Teorem 2.1.4. E¼ger n � n tipindeki bir A matrisinin karakteristik polinomunun

kökleri reel ve hepsi birbirinden farkl¬ise A matrisi köşegenleştirilebilirdir.

Tan¬m 2.1.5. F bir cisim olsun.

F [x] = f�0 + �1x+ � � �+ �nx
n : n 2 Z+ ve �0; �1; � � � ; �n 2 Fg

ile tan¬mlanan F [x] kümesine polinomlar halkas¬denir. p(x) 2 F [x] için p�nin dere-
cesi d(p(x)) olarak gösterilir.

�
p(x) = �0 + �1x+ � � �+ �nx

n 2 F [x]
q(x) = �0 + �1x+ � � �+ �mx

m 2 F [x]
olsun.

(i)

p(x) = q(x), n = m

ve her i = 1; � � � ; n için �i = �i;

(ii)

p(x) + q(x) = 
0 + 
1x+ � � �+ 
nx
n

öyle ki 
i = �i + �i (i = 1; � � � ; n);
(iii) �j = �0�j + �1�j�1 + � � �+ �j�0 için,

p(x)q(x) = �0 + �1x+ � � �+ �n+mx
n+m

dir.

Tan¬m 2.1.6. (Cangül 1994, 1998, 2004) n � n boyutlu bir A matrisinin F cismi

üzerindeki �A minimal polinomu, F cismi üzerinde P (A) = 0 olacak şekildeki birim
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başkatsay¬l¬ve en düşük dereceli P polinomudur. Q(A) = 0 olacak şekildeki bir

başka Q polinomu �A polinomunun bir polinom kat¬d¬r.

2.2. Modüler Formlar

Hecke operatörleri, modüler formlarla yak¬ndan ilgili oldu¼gundan, bu bölümde

modüler formlarla ilgili baz¬temel tan¬m ve teoremler verilecektir.

Tan¬m 2.2.1. (Apostol 1976, Knopp 1970)

f : C [ f1g ! C [ f1g

olsun. a; b; c; d 2 C ve ad� bc 6= 0 olmak üzere

f(z) =
az + b

cz + d

ile tan¬mlanan f fonksiyonuna kesirli do¼grusal dönüşüm (Möbiüs dönüşümü) denir.

M =

�
az + b

cz + d
: a; b; c; d 2 C ve ad� bc 6= 0

�
ile tan¬mlanan M kümesi bileşke i̧slemi ile birlikte bir gruptur.

Tan¬m 2.2.2. (Apostol 1976) ad� bc = 1 olacak biçimdeki a; b; c; d 2 Z için

� 0 =
a� + b

c� + d

ile tan¬mlanan tüm Möbiüs dönüşümlerinin kümesine modüler grup denir. Modüler

grubu � ile gösterece¼giz.

� =

��
a b
c d

�
: a; b; c; d 2 Z ve ad� bc = 1

�
ile verilen �, Möbiüs dönüşümlerinin grubunun bir alt grubudur.

A 2 �() Az =

�
a b
c d

�
z =

az + b

cz + d

dir.

Tan¬m 2.2.3. (Knopp 1970, Katok 1992) SL2(R)�nin ayr¬k bir alt grubuna Fuchsian
grup ad¬verilir.

� modüler grubunun baz¬alt gruplar¬aşa¼g¬daki gibi verilmi̧stir:

�0(n) =

��
a b
c d

�
2 � : c � 0 (modn)

�
;
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�1(n) =

��
a b
c d

�
2 �0(n) : a � d � 1 (modn)

�
;

ve

�(n) =

��
a b
c d

�
2 �1(n) : c � b � 0 (modn)

�
d¬r.

�(n) altgrubuna, � grubunun n-ninci seviyeden temel kongrüans alt grup denir

ve burada

�(n) � �1(n) � �0(n) � �

d¬r (Apostol 1976, Kohnen 2008).

Tan¬m 2.2.4. (Apostol 1976)

H = fz : Im z > 0g

üst yar¬düzlem olsun. � modüler grup olmak üzere aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan f

fonksiyonuna k a¼g¬rl¬kl¬tam modüler form denir ve k a¼g¬rl¬kl¬modüler formlar uzay¬

Mk ile gösterilir.

1. f , H�de analitik fonksiyondur.

2. A =
�
a b
c d

�
olsun. A 2 � için

f (Az) = (cz + d)kf(z)

d¬r.

3. f fonksiyonunun Fourier serisi aşa¼g¬daki şekilde verilir:

f(z) =
1X
n=0

c(n)e2�inz:

E¼ger 3. özellikte f�nin Fourier aç¬l¬m¬n¬n ilk katsay¬s¬c(0) = 0 ise, f�ye cusp(uç

ya da zirve) form ad¬verilir ve cusp formlar ailesi Sk ile gösterilir. f fonksiyonunun

z = i1�daki de¼geri c(0)�d¬r. c(r) 6= 0 olacak biçimdeki en küçük r say¬s¬na, f�nin
z = i1�daki s¬f¬r¬n¬n mertebesi denir.

Eisenstein serilerinin i1�daki de¼geri s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Klein�in modüler fonksiy-
onu, i1�da bir kutba sahip oldu¼gundan, k = 0 a¼g¬rl¬kl¬a¼g¬rl¬kl¬tam olmayan (nonen-
tire) bir modüler formdur.
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S¬f¬r fonksiyonu, her k için k a¼g¬rl¬kl¬bir modüler formdur. S¬f¬rdan farkl¬sabit

fonksiyon, k = 0 a¼g¬rl¬kl¬bir modüler formdur. k = 0 a¼g¬rl¬kl¬her tammodüler forma

modüler fonksiyon ad¬verilir. Her tam modüler fonksiyon, i1 ile birlikte H�nin her
noktas¬nda analitik oldu¼gundan, Louville Teoremi�nden, sabit fonksiyondur.

Şimdi modüler formlar için baz¬örnekler verelim:

Örnek 2.2.1. (Rademacher 1973, Apostol 1976) z 2 H ve k � 2 için,

G2k = G2k(z) =
X

(0;0) 6=(m;n)2Z2

1

(mz + n)2k

ile tan¬mlanan Eisenstein serileri, k a¼g¬rl¬kl¬ bir modüler formdur. Bu durumda,

ad� bc = 1 olacak biçimdeki a; b; c; d tamsay¬lar¬için,

G2k

�
az + b

cz + d

�
= (cz + d)2kG2k(z)

dir.

k � 2 ve z 2 H olsun. Eisenstein serilerinin başl¬ca özellikleri:

1. Eisenstein serilerinin Fourier serisi,

�2k�1(n) =
X
djn

d2k�1

ve

�(s) =
1X
k=1

1

ks
, (Re s > 1)

olmak üzere (Abramowitz ve Stegun 1972, Titchmarsh 1951),

G2k(z) = 2�(2k) +
2(2�i)2k

(2k � 1)!

1X
n=1

�2k�1(n)e
2�inz

dir (Apostol 1976).

2. Eisenstein serileri periyodiktir; yani

G2k(z + 1) = G2k(z)

dir.
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3.

G2k

�
�1
z

�
= z2kG2k(z)

dir. Buradan z�nin yerine, s¬ras¬yla, 2i; i; e2�i=3 de¼gerleri al¬n¬rsa, aşa¼g¬daki

sonuçlar elde edilir:

(i) k � 2 için

G2k

�
i

2

�
= (�4)kG2k(2i)

dir.

(ii) k tek say¬s¬için,

G2k (i) = 0

d¬r.

(iii) k 6� 0(mod 3) için,
G2k(e

2�i=3) = 0

d¬r (Apostol 1976).

Örnek 2.2.2. (Rademacher 1973, Apostol 1976) z 2 H için,

�(z) = e
�iz
12

1Y
n=1

(1� e2�inz)

ile tan¬mlanan fonksiyona Dedekind eta fonksiyonu denir. � fonksiyonu 1=2 a¼g¬rl¬kl¬

bir modüler formdur.

Örnek 2.2.3.

g2(z) = 60G4(z)

ve

g3(z) = 140G6(z)

olsun. Burada

G4(z) =
1X

m;n=�1
(m;n) 6=0

1

(mz + n)4

ve

G6(z) =
1X

m;n=�1
(m;n) 6=0

1

(mz + n)6
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dir. O zaman

�(z) = g32(z)� 27g23(z) = (2�)12�24(z)

fonksiyonu z = i1�da birinci mertebeden s¬f¬ra sahip k = 12 a¼g¬rl¬kl¬ bir cusp

formdur. Ayn¬ zamanda bu fonksiyon bir modüler formdur (Rademacher 1973,

Apostol 1976).

Örnek 2.2.4. (Apostol 1976) Tüm Eisenstein serileri G4 ve G6�n¬n pozitif reel

katsay¬l¬bir polinomu olarak yaz¬l¬r ve m � 4 için

(2m+ 1)(m� 3)(2m� 1)G2m = 3
m�2X
r=2

(2r � 1)(2m� 2r � 1)G2rG2m�2r

dir. Yukar¬daki formülden ve

E2k(z) =
G2k(z)

2�(2k)

ba¼g¬nt¬s¬ndan aşa¼g¬daki özdeşlikler bulunur (Şimşek 2005):

E24 = E8;

E4E6 = E10;

E4E10 = E14;

ve

E6E8 = E14

dir (Rademacher 1973, Apostol 1976).

Teorem 2.2.1. (Apostol 1976) k pozitif çift tamsay¬ ve f , k a¼g¬rl¬kl¬ bir tam

modüler form olsun. 8z 2 H için G0(z) = 1 olsun. O zaman f fonksiyonu aşa¼g¬daki
şekilde tek türlü yaz¬l¬r:

ar 2 C olmak üzere

f =

[k=12]X
r=0

k�12r 6=2

arGk�12r�
r

dir.
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Not 2.2.1. f , 2m (m 2 Z+) a¼g¬rl¬kl¬bir modüler form olsun. Teorem 2.2.1�de

k = 2m al¬n¬rsa ve Örnek 2.2.4�teki ba¼g¬nt¬kullan¬l¬rsa,

f(z) =

[m=6]X
r=0

2m�12r 6=2

arG2m�12r(z)�
r(z)

=

[m=6]X
r=0

2m�12r 6=2

3ar(g
3
2(z)� 27g23(z))r

(2m� 12r + 1)(m� 6r � 3)(2m� 12r � 1)

�
2m�12r�2X

j=2

(2j � 1)(2m� 2j � 1)G2j(z)G2m�12r�2j(z).

elde edilir.

Örnek 2.2.5. Teorem 2.2.1�de k = 12 al¬n¬rsa,

f(z) =
1X
r=0

12�12r 6=2

arG12�12r(z)�
r(z)

= a0G12(z) + a1G0(z)�(z)

bulunur.

Teorem 2.2.2. f , k a¼g¬rl¬kl¬modüler form olsun. O zaman,

f =
X
a;b2N

ca;bG
a
4G

b
6

dir. Burada ca;b 2 C ve a; b 2 N�dir, öyle ki

4a+ 6b = k

d¬r.

Mk, bir vektör uzay¬d¬r. Bu uzay¬n baz¬

fGa4Gb6g4a+6b=k; (a;b2N)

formundad¬r (Apostol 1976).

k a¼g¬rl¬kl¬Mk uzay¬n¬n boyutu:

dim (Mk) =

� �
k
12

�
; k � 2(mod 12)�

k
12

�
+ 1; k 6� 2(mod 12)
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ile tan¬mlan¬r. Burada 4a+ 6b = k �d¬r (Apostol 1976).

Mk�n¬n lineer alt uzay¬olarak cusp formlar uzay¬n¬alal¬m ve bu uzay¬Mk;0 ile

gösterelim. Bu durumda, a0 = 0 oldu¼gundan dolay¬

dimMk;0 = dimMk � 1

dir.

Not 2.2.2. k = 4; 6; 8; 10; 14 için dimMk = 1�dir. k = 12; 16; 18; 20; 22; 26 için

dimMk;0 = 1�dir.

2.3. Hecke Operatörleri

Bu bölümde farkl¬ tipte Hecke operatörleri incelenecektir. Bu operatörlerin

tan¬mlar¬ve baz¬özellikleri verilecektir. Hecke operatörleri, Hecke taraf¬ndan aşa¼g¬-

daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r (Hecke 1983):

8f 2Mk , w1w2 2 H ve n 2 Z
+ için,

f j T (n) = nk�1
X
ad=n

d>0;b(mod d)

f

��
a b
0 d

�
(w1; w2)

�

dir.

Bu operatörler aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar:

1. c 2 C olmak üzere,
c(f j T (n)) = cf j T (n)

ve

f1 j T (n) + f2 j T (n) = (f1 + f2) j T (n)

dir. Sonuç olarak T (n) operatörü lineer bir operatördür.

2. T (n) operatörlerinin kümesini = olarak gösterelim. Bu durumda, = bir

de¼gi̧smeli cebirdir.

Apostol, Hecke�nin tan¬mlad¬¼g¬f j T (n) operatörünü aşa¼g¬daki gibi farkl¬bir
şekilde tan¬mlam¬̧st¬r (Apostol 1976):
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Tan¬m 2.3.1. k sabit bir tamsay¬ve n = 1; 2; � � � olmak üzere Mk üzerinde Tn ile

gösterilen klasik Hecke operatörleri

(Tnf)(z) = nk�1
X
djn

d�k
d�1X
b=0

f

�
nz + bd

d2

�
ile tan¬mlan¬r.

Bu operatörlerin baz¬özellikleri aşa¼g¬daki şekilde verilir:

1. Tn :Mk !Mk ve Tn : Sk ! Sk:

2. m;n 2 Z+ için (m;n) = 1 olsun. Bu durumda,

TmTn = Tmn

dir.

3. p asal ise,

Tpn = Tpn�1Tp � pk�1Tpn�2

dir.

4. Mk üzerinde tan¬mlanan Tn ve Tm Hecke operatörlerini göz önüne alal¬m. Bu

durumda,

TmTn =
X
dj(m;n)

dk�1Tmn
d2

dir.

5. f 2Mk için f(1) = 0 ise Tnf(1) = 0.

Koblitz taraf¬ndan, kafesler üzerinde Hecke operatörleri farkl¬bir biçimde tan¬m-

lanm¬̧st¬r (Koblitz 1984):

Tan¬m 2.3.2�den önce baz¬notasyonlar¬verelim:

F , k a¼g¬rl¬kl¬bir modüler form olsun. L0, Lz�yi kapsayan n indeksli bir kafes

olsun. �L0 kafesi için (w1; w2) baz¬na etkiyen bir matris( n� n tipinde) ve (z1) = �w

olsun. Lz, 1 ve z ile gerilen bir kafes olsun.

Tan¬m 2.3.2. z�den ba¼g¬ms¬z � 2 T için bir T kümesi üzerinde bTn operatörü
bTnf(z) = 1

n

X
�2T

F

�
L��1(z1);

1

N

�
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ile tan¬mlan¬r.

Milne taraf¬ndan, farkl¬tipte Hecke operatörleri aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r

(Milne 1990):

Tan¬m 2.3.3�ten önce baz¬notasyonlar¬verelim:

L ,C�deki tüm kafeslerin kümesi ve D ise L�nin elemanlar¬taraf¬ndan üretilmekte
olan bir serbest abelyen grup olsun. �0 ,n indeksli ��n¬n tüm alt kafeslerinin toplam¬

olsun. n = 1; 2; � � � için T (n) : D ! D ile verilen bir lineer operatörü T (n)[�0] ile

verilsin.

Bu durumda, aşa¼g¬daki tan¬m verilir.

Tan¬m 2.3.3. D�nin bir ni eleman¬ (ni 2 Z), �i 2 L için, Hecke operatörü:X
ni[�i] şeklinde tan¬mlan¬r.

T. Miyake taraf¬ndan, otomor�k formlar uzay¬üzerindeki Hecke operatörlerinin

tan¬m¬farkl¬bir biçimde verilmi̧stir (Miyake 1989):

Tan¬m 2.3.4�ten önce baz¬notasyanlar¬verelim:

� bir Fuchsian grup olsun. � ��n¬n tüm sonlu indeksli altgruplar¬n¬n kümesi ve

� ise
�
��n¬n

�
� � � � � olacak şekildeki bir yar¬altgrubu olsun. �, ��dan al¬nan bir

karakter olsun.

Tan¬m 2.3.4. (Miyake 1989) �1;�2 2 � ve � 2 � için

(f(z) j �1��2) = (det(�))k�1
dX
�=1

�(��)(j(�� ; z))
�kf(�; z)

dir.

Şu ana kadar vermi̧s oldu¼gumuz Hecke tipi operatörler d¬̧s¬nda aşa¼g¬daki Hecke

tipi operatörler de verilebilir (Moll, Robins ve Soodhalter 2010):

q = e2�iz (jqj < 1) ve z 2 H olsun.

1.

Ur

 1X
n=0

anq
n

!
=

1X
n=0

arnq
n,

2.

Vr

 1X
n=0

anq
n

!
=

1X
n=0

an
r
qn,
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3.

D =
d�1X
b=0

f

�
az + b

d

�
=

1X
m=0

damdq
ma

d¬r.

Hecke tipi operatörlerin çok önemli uygulama alanlar¬vard¬r. Özellikle Knopp,

k > 0 için, Hecke tipi operatörler yard¬m¬yla Dedekind toplamlar¬ için aşa¼g¬daki

özdeşli¼gi ispatlam¬̧st¬r (Knopp 1980):X
ad=n
d>0

X
b(mod d)

s (ah+ bk; dk) = �(n)s(h; k)

d¬r. Burada k > 0, h; k 2 Z ve k > 0 için s(h; k)Dedekind toplam¬n¬göstermektedir.
[x], x�ten küçük en büyük tamsay¬olsun. Dedekind toplam¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r

(Rademacher 1973, Apostol 1976, Berndt 1978):

s(h; k) =
kX
�=1

���
k

����h�
k

��
.

Burada, (h; k) = 1 ve h; k 2 Z için,

((x)) =

�
x� [x]� 1

2
; x =2 Z

0; x 2 Z

dir. Dedekind toplamlar¬çok de¼gi̧sik alanlarda çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Berndt 1978, Apostol

1976, Kurt 1990, Şimşek 2003, 2004).

Daha sonra, c > 0 için, Goldberg, Hecke operatörleri yard¬m¬yla Hardy toplam-

lar¬için aşa¼g¬daki özdeşli¼gi bulmuştur (Goldberg 1975, Berndt 1978):

X
ad=n
d>0

d�1X
b=0

si (ah+ 2bk; dk) = �(n)si(h; k)

d¬r. Burada, i = 1; 2; 3; 4; 5 için,

s1(d; c) =

cX
j=1

(�1)[
dj
c ]
��

j

c

��
;

s2(d; c) =

cX
j=1

(�1)j
��

dj

c

����
j

c

��
;

s3(d; c) =
cX
j=1

(�1)j
��

dj

c

��
;
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s4(d; c) =

cX
j=1

(�1)[
dj
c ];

s5(d; c) =
cX
j=1

(�1)j+[
dj
c ]
��

j

c

��
ile tan¬mlan¬r (Hardy 1905, Goldberg 1975, Berndt 1978).

Bunun yan¬ s¬ra Knopp, Hecke tipi operatörlerin Dedekind eta fonksiyonuna

etkisini incelenmi̧stir ve p asal say¬s¬ için aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬kan¬tlanm¬̧st¬r (Knopp

1980):

Tp log �(z) =
�i(p� 1)
24

+ (p+ 1) log �(z), (z 2 H) .

Goldberg aşa¼g¬daki Hecke tipi operatörünü tan¬mlam¬̧st¬r (Goldberg 1975):

(eTnf)(z) = X
ad=n
d>0

d�1X
b=0

f

�
az + 2b

d

�

ile verilen Hecke tipi operatörlerini kullanarak, bu operatörleri theta fonksiyonlar¬na

uygulam¬̧st¬r ve aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬y¬kan¬tlam¬̧st¬r:

eTn log �(z) = �(n) log �(z):

Burada, z 2 H için

�(z) =
1X

n=�1
e�in

2z

dir.

Lambert serileri

Ga(x) =

1X
m=1

1X
n=1

xmn

na
, (jxj < 1; a > 1)

şekilde tan¬mlan¬r (Apostol 1976, Trahan 1981).

1 < q tek tamsay¬olmak üzere, Parson ve Rosen, Lambert serisine klasik Hecke

operatörlerini uygulam¬̧st¬r ve

T (n)(Gq(e
2�i� )) = n�q�q(n)Gq(e

2�i� ),
�
n 2 Z+; � 2 H

�
oldu¼gunu kan¬tlam¬̧slard¬r (Parson ve Rosen 1981).
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Tan¬m 2.3.5. n 2 Z+ olsun. f fonksiyonu için Tn Hecke tipi operatörleri aşa¼g¬daki
gibi tan¬mlan¬r (Apostol 1976):

(Tnf) (z) =
X

ad=n;d>0

d�1X
b=0

f

�
az + b

d

�
. (1)

5. Bölümde, (1)�de tan¬mlanan Hecke tipi operatörler kullan¬lacakt¬r ve elde

edilen sonuçlarda n�nin herhangi bir asal say¬olmas¬durumu göz önüne al¬nacakt¬r.

2.4. Hecke Operatörlerinin Özde¼ger ve Özfonksiyonlar¬

z 2 H ve q = e2�iz olsun. f 2Mk olsun. f fonksiyonunun Fourier aç¬l¬m¬

f(z) =
X

c(m)qm

ise, o zaman Tnf�nin Fourier aç¬l¬m¬:

8n � 1 için

(Tnf)(z) =
X
m=0


n(m)q
m =

X
m=0

8<: X
dj(m;n)

dk�1c
�mn
d2

�9=; qm

ile verilir. Burada, Tnf�nin Fourier katsay¬s¬:

c(n)c(m) = 
n(m) =
X
dj(m;n)

dk�1c
�mn
d2

�
dir (Apostol 1976).

�(n) 2 C ve 0 6= f 2Mk olsun.

Tnf = �(n)f

ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glayan f fonksiyonuna Tn operatörünün özfonksiyonu (özformu), �(n)

say¬s¬na da özde¼geri denir.

Örnek 2.4.1. (Stein ve Gunnells 1974) k � 2 olsun. E2k ile gösterilen k a¼g¬rl¬kl¬

normalize edilmi̧s Eisenstein serilerine Tn operatörünü uygularsak, n � 1 için

Tn(E2k) = �2k�1(n)E2k

elde edilir. Buradan görülür ki, Hecke operatörleri için E2k ile verilen normalize

edilmi̧s Eisenstein serileri birer özfonksiyon ve E2k�lara kaŗs¬l¬k gelen �2k�1(n)�ler ise

birer özde¼gerdir.
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Hecke operatörlerine kaŗs¬l¬k gelen matrisin bulunmas¬yla ilgili aşa¼g¬daki

Yard¬mc¬Teorem, Victor Miller taraf¬ndan verilmi̧stir.

Yard¬mc¬Teorem 2.4.1. (Stein ve Gunnells 1974) Sk uzay¬ff1; f2; � � � ; fdg ta-
ban¬na sahip olsun öyle ki ai(fj) = �i;j�dir. Bu özelli¼gi sa¼glayan ffjg taban¬na Sk
için Miller taban¬ad¬verilir. Burada, i = 1; 2; � � � ; d için fj�nin i-ninci katsay¬s¬
ai(fj)�dir.

Miller taban¬için aşa¼g¬daki örne¼gi verece¼giz:

Örnek 2.4.2. (Stein ve Gunnells 1974) Sk için k = 24 al¬n¬rsa, o zaman d = 2�dir.

k � 0(mod 12) oldu¼gundan, a = b = 0 seçersek,

g1 = �F
2
6 = q � 1032q2 + 245196q3 + 10965568q4 + 60177390q5 � � � �

ve

g2 = �
2 = q2 � 48q3 + 1080q4 � 15040q5 + � � �

elde edilir. Buradan, f2 = g2 ve

f1 = g1 + 1032g2 = q + 195660q3 + 12080128q4 + 44656110q5 � � � �

al¬n¬rsa Miller taban¬n¬Mk�ya geni̧sletilmi̧s olur.

Şimdi, Yard¬mc¬Teorem 2.4.1�i ve (3) ba¼g¬nt¬s¬n¬kullanarak, n = 2 durumunda

M12 üzerinde H2�ye kaŗs¬l¬k gelen matrisi bulal¬m:

d = 2 ve k = 12 olmak üzere,

F4 = 1 + 240q + 2160q
2 + � � �

ve

F6 = 1� 504q � 16632q2 + � � �

bulunur. Bu durumda, M12 için,

F 34 = 1 + 720q � 179280q2 + � � �

ve

� =
F 34 � F 26
1728

= q � 24q2 + � � �

elde edilir.
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F 34 fonksiyonundan 720� ifadesi ç¬kar¬l¬rsa

f0 = 1 + 196560q
2 + � � � ve f1 = q � 24q2 + � � �

bulunur.

an, f0 ya da f1�in n-inci katsay¬s¬n¬göstersin. O zaman,

T2(f0) = H2(1 + 196560q
2 + � � � )

= (a0 + 2
11a0)q

0 + (a2 + 2
11a1=2)q

1 + � � �

= 2049 + 196560q + � � �

ve

T2(f1) = H2(q � 24q2 + � � � )

= (a0 + 2
11a0)q

0 + (a2 + 2
11a1=2)q

1 + � � �

= 0� 24q + � � �

bulunur.

Burada, a1=2 = 0�d¬r.

O halde, f0 ve f1 tabanlar¬na göre T2�ye kaŗs¬l¬k gelen matris:

T2 =

�
2049 196560
0 �24

�
şeklinde yaz¬l¬r.

T2�nin karakteristik polinomu:

(x� 2049)(x+ 24)

şeklindedir.

2.5. Bernoulli ve Euler Polinomlar¬

Bir üreteç fonksiyonunun genel tan¬m¬aşa¼g¬daki gibi verilir:

Tan¬m 2.5.1. jtj < R, R 2 R ve z 2 C için,

F (t; z) =
1X
n=0

gn(z)
tn

n!

olsun. Bu durumda, F (t; z) fonksiyonuna (gn(z)) dizisinin üreteç fonksiyonu denir.

gn(z) dizisinin bütün temel özellikleri F (t; z) fonksiyonu taraf¬ndan bulunabilir (Car-

litz 1969).
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Üreteç fonksiyonu yard¬m¬yla, Bernoulli ve Euler polinomlar¬aşa¼g¬daki şekilde

tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.5.2. Bernoulli polinomlar¬ve Euler polinomlar¬, s¬ras¬yla, n 2 N için,

aşa¼g¬daki üreteç fonksiyonlar¬ile tan¬mlan¬r:

text

et � 1 =
1X
n�0

Bn(x)
tn

n!
, (jtj < 2�)

ve
2ext

et � 1 =
1X
n�0

En(x)
tn

n!
, (jtj < �) :

Bu polinomlar birçok matematikçi taraf¬ndan matemati¼gin de¼gi̧sik alanlar¬nda

çal¬̧sm¬̧slard¬r (Euler 1738, Abramowitz ve Stegun 1972, Carlitz 1959, Comtet 1974,

Srivastava 2011, Shiratani 1975, Şimşek 2004, 2005, 2006, 2010, 2011, Srivastava,

Kim ve Şimşek 2005, Özden ve Şimşek 2008, Agoh ve Dilcher 2009, Özden v.d.

2010):

Bernoulli polinomlar¬ ve Euler polinomlar¬n¬ farkl¬ şekilde ifade etmek

mümkündür (Chang ve Ha 2006). Bu polinomlar daha aç¬k bir şekilde aşa¼g¬daki

gibi verilir (Gould 2010):

Bn(x) =
nX
k=0

1

k + 1

kX
j=0

(�1)j
�
k
j

�
(x+ j)n

ve

En(x) =
nX
k=0

1

2k

kX
j=0

(�1)j
�
k
j

�
(x+ j)n

verilir.

Özel olarak x = 0 için Bn(0) = Bn ve En(0) = En�dir. Burada Bn ve En

say¬lar¬na, s¬ras¬yla, Bernoulli say¬lar¬ve Euler say¬lar¬ad¬verilir.

Bernoulli ve Euler polinomlar¬n¬ elde etmek için aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar da kul-

lan¬labilir (Gould 2010, Abramowitz ve Stegun 1972):

Bn(x) =
nX
k=0

�
n
k

�
xn�kBk

ve

En(x) =

nX
k=0

�
n
k

�
xn�kEk

22



d¬r.

Alt¬nc¬dereceye kadar olan Bernoulli polinomlar¬s¬ras¬yla aşa¼g¬daki gibi verilir:

B0(x) = 1;

B1(x) = x� 1
2
;

B2(x) = x2 � x+ 1
6
;

B3(x) = x3 � 3
2
x2 + 1

2
x;

B4(x) = x4 � 2x3 + x2 � 1
30
;

B5(x) = x5 � 5
2
x4 + 5

3
x3 � 1

6
x;

B6(x) = x6 � 3x5 + 5
2
x4 � 1

2
x2 + 1

42
.

Alt¬nc¬dereceye kadar olan Euler polinomlar¬s¬ras¬yla aşa¼g¬daki gibi verilir:

E0(x) = 1;

E1(x) = x� 1
2
;

E2(x) = x2 � x;

E3(x) = x3 � 3
2
x2 + 1

4
;

E4(x) = x4 � 2x3 + x;

E5(x) = x5 � 5
2
x4 + 5

2
x2 � 1

2
;

E6(x) = x6 � 3x5 + 5x3 � 3x.

Bernoulli polinomlar¬ve Euler polinomlar¬n¬n en önemli özeliklerinden birisi de

Raabe ba¼g¬nt¬s¬d¬r. Bu ba¼g¬nt¬lar aşa¼g¬daki gibi verilir (Raabe 1851, Carlitz 1953,

Abramowitz ve Stegun 1972, Walum 1991):

Bn(x) = mn�1
m�1X
k=0

Bn

�
x+ k

m

�
, (8m � 1;8n 2 N) . (2)

En(x) = mn

m�1X
k=0

(�1)kEn
�
x+ k

m

�
, (8m (tek say¬) � 1;8n 2 N). (3)

En(x) = �
2

n+ 1
mn

m�1X
k=0

(�1)kBn+1
�
x+ k

m

�
, (8m (çift say¬) � 1;8n 2 N). (4)
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Raabe ba¼g¬nt¬lar¬n¬n kan¬tlar¬aşa¼g¬daki gibi verilir:

(2) Ba¼g¬nt¬s¬n¬n Kan¬t¬.

1X
n=0

m�1X
k=0

Bn

�
x+ k

m

�
tn

n!
=

m�1X
k=0

tet(
x+k
m )

et � 1

= m
t
m
e
tx
m

et � 1

m�1X
k=0

�
e
t
m

�k
= m

1X
n=0

Bn(x)

�
t
m

�n
n!

=
1X
n=0

m1�nBn(x)
tn

n!

dir.

(3) Ba¼g¬nt¬s¬n¬n Kan¬t¬.

1X
n=0

m�1X
k=0

(�1)kEn
�
x+ k

m

�
tn

n!
=

m�1X
k=0

(�1)k 2e
t(x+km )

et + 1

=
2e

tx
m

et + 1

m�1X
k=0

�
�e t

m

�k
, (m tek say¬d¬r)

=
1X
n=0

En(x)

�
t
m

�n
n!

=
1X
n=0

m�nEn(x)
tn

n!

dir.

(4) Ba¼g¬nt¬s¬n¬n Kan¬t¬.

1X
n=0

m�1X
k=0

(�1)k (�2)
n+ 1

Bn+1

�
x+ k

m

�
tn

n!
=

m�1X
k=0

(�2) (�1)k
t

tet(
x+k
m )

et � 1

=
�2e txm
et � 1

m�1X
k=0

�
�e t

m

�k
, (m çift say¬d¬r)

=
1X
n=0

En(x)

�
t
m

�n
n!

=
1X
n=0

m�nEn(x)
tn

n!

24



dir.

Özel durumda Euler say¬lar¬n¬veren Frobenius-Euler polinomlar¬aşa¼g¬daki şe-

kilde tan¬mlan¬r:

Tan¬m 2.5.3. (Carlitz 1963) 1 6= u 2 C cebirsel say¬s¬olsun. Bu durumda, Hn(x; u)

ile gösterilen Frobenius-Euler polinomlar¬

1� u

et � u
etx =

1X
n=0

Hn(x; u)
tn

n!
,

�����t+ ln 1u
���� < 2��

ifadesi ile tan¬mlan¬r.

Özel olarak x = 0 ve u = �1 al¬n¬rsa, s¬ras¬yla,Hn(0; u) = Hn(u) veHn(x;�1) =
En(x)�tir. Hn say¬lar¬na, Frobenius-Euler say¬lar¬denir ve Frobenius-Euler say¬lar¬

yard¬m¬yla Frobenius-Euler polinomlar¬aşa¼g¬daki şekilde verilir (Kim 2012):

Hn(x; u) =
nX
j=0

�
n
j

�
xn�jHj(u).

Tan¬m 2.5.3�te verilen üreteç fonksiyonu kullan¬larak,

H0(u) = 1

ve

(H + 1)n � uHn(u) = 0

şeklindeki indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ile hesaplan¬r.

Özel durumda Bernoulli polinomlar¬n¬ veren Apostol-Bernoulli polinomlar¬

aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r:

Tan¬m 2.5.4. (Apostol 1951, Luo ve Srivastava 2005) Bn(x; �) ile gösterilen
Apostol-Bernoulli polinomlar¬

t

�et � 1e
tx =

1X
n=0

Bn(x; �)
tn

n!
, (jtj < jln�j)

ifadesi ile tan¬mlan¬r.

Burada � = 1 için Bn(x; 1) = Bn(x) elde edilir.
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2.6. Weierstrass }-Fonksiyonu

z1
z2
=2 R için, 
 = fm1z1 + m2z2 : z1; z2 2 Cnf0g;m1;m2 2 Zg ile verilen çifte

periyotlar kümesini göz önüne alal¬m.

Tan¬m 2.6.1. (Dutta ve Debnath 1965, Rademacher 1973, Apostol 1976) z 2 C
için,

f(z +m1z1 +m2z2) = f(z)

eşitli¼gini sa¼glayan f fonksiyonuna çifte periyodik fonksiyon denir.

Tan¬m 2.6.2. (Dutta ve Debnath 1965, Rademacher 1973, Apostol 1976) Çifte

periyodik ve meromorf bir fonksiyona eliptik fonksiyon denir.

Eliptik fonksiyonlar teorisinde çok önemli bir yer tutan fonksiyonlardan biri,

Weierstrass taraf¬ndan verilen Weierstrass }-fonksiyonudur. Şimdi bu fonksiyonun

tan¬m¬n¬verelim:

Tan¬m 2.6.3. (Dutta ve Debnath 1965, Rademacher 1973, Apostol 1976) 
� =


nf0g olmak üzere, Weierstrass }-fonksiyonu

}(u; z1; z2) =
1

u2
+
X

�

�
1

(u� (m1z1 +m2z2))2
� 1

(m1z1 +m2z2)2

�
ile tan¬mlan¬r.

Weierstrass }-fonksiyonu, eliptik bir fonksiyondur.

Tan¬m 2.6.4. (Dutta ve Debnath 1965, Rademacher 1973, Apostol 1976) } fonksiy-

onunun z1
2
; z2
2
ve z1+z2

2
yar¬periyotlar¬için,

e1 = }
�z1
2

�
, e2 = }

�z2
2

�
, e3 = }

�
z1 + z2
2

�
ile tan¬mlanan birbirinden farkl¬e1; e2; e3 de¼gerleri 4x3 � g2x � g3 = 0 denkleminin

kökleridir.

Tan¬m 2.6.1�de verilen Weierstrass }-fonksiyonu aşa¼g¬daki diferensiyel denklemi

sa¼glar:

(}0(z))2 = 4}3(z)� g2}(z)� g3

= 4(}(z)� e1)(}(z)� e2)(}(z)� e3).
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Yukar¬daki diferensiyel denklem yard¬m¬yla, ��n¬n e1; e2 ve e3 kökleri cinsinden

aç¬k ifadesi

� = 16(e1 � e2)
2(e2 � e3)

2(e3 � e1)
2

dir. ��n¬n g2 ve g3 de¼gerleri cinsinden aç¬k ifadesi ise,

� = g32 � 27g23

olarak bulunur (Dutta ve Debnath 1965, Rademacher 1973, Apostol 1976).
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3. KISM·I HECKE OPERATÖRLER·I

Bu bölümde k¬smi Hecke operatörleri ve k¬smi Hecke tipi operatörlerinin tan¬m-

lar¬ve temel özellikleri verilecektir. K¬smi Hecke operatörünün Bernoulli , Euler ve

di¼ger özel polinomlara etkisi incelenecektir. Baz¬özel durumlar için k¬smi Hecke tipi

operatörünün uygulamalar¬verilecektir.

3.1. K¬smi Hecke Operatörlerinin Bernoulli-Euler Tipi Polinomlara

Uygulanmas¬ve Matris Gösterimleri

Bu bölümde aşa¼g¬daki notasyon ve tan¬mlar kullan¬lacakt¬r:

a 2 N , N 2 N� = Nnf0g ve �a;N fonksiyonu

�a;N : N! C

ile verilsin. �a;N fonksiyonu, 0 � k � a� 1 için,

�a;N(k) =

�
�kN ; N � 2
1
a
; N = 1

(5)

ile tan¬mlan¬r. Burada, �N = e
2�i
N : N -ninci mertebeden birimin kökleridir. �a;N ,

N ile periyodik bir fonksiyondur; yani

�a;N(x+N) = �a;N(x)

tir.

K¬smi Hecke operatörü T�a;N ile gösterilecektir. Bu operatör aşa¼g¬daki şekilde

tan¬mlan¬r:

Tan¬m 3.1.1. (Bayad, Aygüneş ve Şimşek 2010) Pn;N(x) 2 C[x] için, T�a;N k¬smi
Hecke operatörü

T�a;N (Pn;N(x)) =
a�1X
k=0

�a;N(k)Pn;N

�
x+ k

a

�
ile tan¬mlan¬r.

Burada Pn;N polinomlar¬n¬n derecesi n�dir. Yukar¬daki tan¬mdan,

T�a;N : C[x]! C[x]

yaz¬l¬r. Burada T�a;N operatörü C[x] vektör uzay¬üzerinde lineer bir operatördür.
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Şimdi TN ile gösterilen k¬smi Hecke tipi operatörünün tan¬m¬n¬verelim:

Tan¬m 3.1.2. (Bayad, Aygüneş ve Şimşek 2010) N�ye ba¼gl¬olan k¬smi Hecke tipi

operatörü

TN =
X

a�1(modN)

T�a;N :

ile tan¬mlan¬r.

TN�nin baz¬özellikleri aşa¼g¬da verilmi̧stir:

1. TN operatörleri C[x] üzerinde lineerdir,

2. TN operatörleri Pn;N(x) polinomlar¬n¬n derecesini korur.

Bu bölümdeki temel amaç, T�a;N k¬smi Hecke operatörlerini kullanarak, C[x]
üzerinde bütün birim başkatsay¬l¬(monik) polinomlar¬elde etmektir.

Pn;N(x) 2 C[x] ve a � 1(modN) olsun. O zaman,

T�a;N (Pn;N(x)) = a�nPn;N(x) (6)

fonksiyonel denklemini sa¼glayan birim başkatsay¬l¬(monik) polinomlar vard¬r.

(6) denklemi monik olmayan polinomlar¬da sa¼glar. Aşa¼g¬daki Yard¬mc¬Teorem

ile (6) denklemini sa¼glayan bir tek Pn;N(x) monik polinomunun var oldu¼gu gösterilir.

Yard¬mc¬Teorem 3.1.1. (Bayad, Aygüneş ve Şimşek 2010) a � 1(modN) ve

herhangi bir a;N 2 N� için aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r:
(i) T�a;N operatörü, C[x] kompleks polinomlar halkas¬nda dereceyi korur.
(ii)

T�a;N (x
m) =

8><>:
S0 = 1; m = 0

a�mxm + a�m
m�1X
v=0

�
m
v

�
Sm�v(�a;N)x

v; m � 1

dir. Burada,

Sm�v(�a;N) =

a�1X
k=0

�a;N(k)k
m�v

dir.

(iii) Herhangi bir m 2 N� için

Cm[x] = fP (x) 2 C[x] : derP (x) � mg
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ile verilen Cm�nin kanonik C-taban¬

�m = f1; x; x2; � � � ; xmg

şeklinde olsun. O zaman, �m taban¬nda T�a;N�ye kaŗs¬l¬k gelen M�m(T�a;N ) matrisi

aşa¼g¬daki gibi verilir:

M�m(T�a;N ) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

S0 a�1S1 a�2S2 ... a�mSm

0 a�1S0 2a�2S1 ... a�m
�
m
1

�
Sm�1

0 0 a�2S0 ... a�m
�
m
2

�
Sm�2

0 0 0 ... a�m
�
m
3

�
Sm�3

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
0 0 0 ... a�mS0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

(7)

Burada, Sl = Sl;N(a) =
a�1X
k=0

�a;N(k)k
l , (0 � l � m� 1) şeklindedir.

(iv) a; b � 1 olsun. a � b � 1(modN) için

T�a;NT�b;N = T�b;NT�a;N .

O zaman (6) fonksiyonel denklemini sa¼glayan n-inci dereceden Pn;N polinomlar¬

vard¬r. Hatta, verilen n tamsay¬s¬için (6) ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glayan n-ninci dereceden bir

tek (Pn;N)n2N birim başkatsay¬l¬polinomlar dizisi vard¬r.

Not 3.1.1. 8a � 1 için M�m(T�a;N ) diagonalleştirilebilir bir matris oldu¼gu için,

Cm[x] vektör uzay¬n¬n bir taban¬olan
�
�mvard¬r öyle ki

M�
�m

�
T�a;N

�
=

0BBBBBBBB@

S0 0 0 ... 0
0 a�1S0 0 ... 0
0 0 a�2S0 ... 0
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.
0 0 0 ... a�mS0

1CCCCCCCCA
(8)

dir.
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Teorem 3.1.1. (Bayad, Aygüneş ve Şimşek 2010) a � 1(modN) ve a;N 2 N�

olsun. Bu durumda,

(i) Pn;N ile n-ninci dereceden birim başkatsay¬l¬polinom verilsin. O zaman

T�a;N (Pn;N(x)) = a�nPn;N(x)

eşitli¼gini sa¼glayan bir tek Pn;N 2 Q(�N)[x] polinomlar dizisi vard¬r.
(ii) 8n 2 N için,

TN(Pn;N(x)) = N�n�

�
n;
1

N

�
Pn;N(x)

dir. Burada �(s; x) Hurwitz-zeta fonksiyonunu göstermektedir ve Re s > 1 için,

aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

�(s; x) =
X
k�0

1

(x+ k)s
.

Tan¬m 2.1.3�ten yararlan¬larak, TN operatörlerinin özfonksiyonlar¬n¬n ve

özde¼gerlerinin, s¬ras¬yla, Pn;N(x) ve N�n�
�
n; 1

N

�
oldu¼gu görülür.

(iii) Pn;N(x)�in üreteç fonksiyonu, :

1X
n=0

Pn;N(x)
tn

n!
=

8><>:
tetx

et�1 ; (jtj < 2�) N = 1 için

(�N�1)etx
�Ne

t�1 ;
���t+ 2�i

N

�� < 2�� N � 2 için

şeklindedir.

Bundan sonra Pn;N(x) polinomlar¬na Bernoulli-Euler tipi polinomlar diyece¼giz.

Not 3.1.2. Teorem 3.1.1-(iii)�teki üreteç fonksiyonundan yararlan¬larak, N = 1 için

Pn;1(x) = Bn(x)

bulunur ve N = 2 için

Pn;2(x) = En(x)

bulunur. (6) ba¼g¬nt¬s¬ndan yararlan¬larak, Bernoulli polinomlar¬ve Euler polinom-

lar¬için, s¬ras¬yla (2) ve (3) ile verilen Raabe ba¼g¬nt¬lar¬elde edilir.

Aşa¼g¬daki Yard¬mc¬Teorem, T�a;1 operatörünün matris gösteriminde kullan¬la-

cakt¬r. Yard¬mc¬Teorem 3.1.2�nin çok de¼gi̧sik ispat metodlar¬ vard¬r. Bu ispat

metodlardan sadece biri verilecektir.
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Yard¬mc¬Teorem 3.1.2. (Abramowitz ve Stegun 1972, Srivastava ve Choi 2001)
8m;n 2 N ve n � 1 için,

n�1X
k=0

km =
Bm+1(n)�Bm+1(0)

m+ 1

d¬r.

Kan¬t.
f(t) =

t

et � 1 = �t
1X
m=0

emt,
���et�� < 1�

ve

f(t; n) =
tent

et � 1 = �t
1X
m=0

e(m+n)t,
���et�� < 1�

olsun. Bu durumda,

f(t; n)� f(t) = t
1X
m=0

�
emt � e(m+n)t

�
= t

n�1X
k=0

ekt

dir. Yukar¬daki ba¼g¬nt¬da ekt �nin seri aç¬l¬m¬ndan yararlan¬larak,
1X
m=0

(Bm(n)�Bm)
tm�1

m!
=

1X
m=1

�
Bm+1(n)�Bm+1

m+ 1

�
tm

m!
=

1X
m=0

 
n�1X
k=0

km

!
tm

m!

elde edilir.

Şimdi T�a;1 operatörüne kaŗs¬l¬k gelen matris ile Bernoulli polinomlar¬aras¬ndaki

ili̧skiyi gösteren aşa¼g¬daki Teoremi verelim:

Teorem 3.1.2. (Aygüneş ve Şimşek 2012) �m taban¬na göre T�a;1 operatörüne

kaŗs¬l¬k gelen M�m(T�a;1) matrisi, Bernoulli polinomlar¬arac¬l¬¼g¬yla, aşa¼g¬daki gibi

verilir:

M�m(T�a;1) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

B1(a)�B1(0)
a

B2(a)�B2(0)
2a2

B3(a)�B3(0)
3a3

... Bm+1(a)�Bm+1(0)
am+1(m+1)

0 B1(a)�B1(0)
a2

B2(a)�B2(0)
a3

...
�
m
1

�
Bm(a)�Bm(0)

am+1m

0 0 B1(a)�B1(0)
a3

...
�
m
2

�
Bm�1(a)�Bm�1(0)

am+1(m�1)

0 0 0 ...
�
m
3

�
Bm�2(a)�Bm�2(0)

am+1(m�2)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
0 0 0 ... B1(a)�B1(0)

am+1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

.
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Kan¬t. Lemma 3.1.1�de özel olarak N = 1 olsun. Yard¬mc¬Teorem 3.1.2 �den,

Sl;1(a) =
a�1X
k=0

�a;1(k)k
l =

1

a

a�1X
k=0

kl =
Bl+1(a)�Bl+1(0)

a(l + 1)

bulunur. O halde, Sl;1(a) toplam¬n¬n Bernoulli polinomlar¬ cinsinden ifadesi (7)

matrisinde yerine yaz¬larak, istenen matris elde edilir.

Aşa¼g¬daki Yard¬mc¬Teorem, T�a;2 operatörünün matris gösteriminde kullan¬la-

cakt¬r. Yard¬mc¬Teorem 3.1.3�te Yard¬mc¬Teorem 3.1.2�de verilen ispat metodu

kullan¬lacakt¬r.

Yard¬mc¬Teorem 3.1.3. (Abramowitz ve Stegun 1972, Srivastava ve Choi 2001)

8m;n 2 N ve n � 1 için,

n�1X
k=0

(�1)kkm = Em � (�1)nEm(n)
2

dir.

Kan¬t.

f(t) =
2

et + 1
= 2

1X
m=0

(�1)memt

ve

f(t; n) =
2ent

et + 1
= 2

1X
m=0

(�1)me(m+n)t

olsun. Burada eşitliklerin sa¼g¬ndaki seriler yaln¬zca jetj < 1 ya da t = u + iv

(u; v 2 R) için x < 0 durumunda yak¬nsakt¬r. Bu durumda,

f(t)� f(t; n) = 2
1X
m=0

(�1)m
�
emt � (�1)ne(m+n)t

�
= 2

n�1X
k=0

(�1)kekt

dir. Yukar¬daki ba¼g¬nt¬da, ekt �nin seri aç¬l¬m¬ndan yararlan¬larak,

1X
m=0

(Em � (�1)nEm(n))
tm

m!
=

1X
m=0

 
2

n�1X
k=0

(�1)kkm
!
tm

m!

elde edilir.

Şimdi T�a;2 operatörüne kaŗs¬l¬k gelen matris ile Euler polinomlar¬ aras¬ndaki

ili̧skiyi gösteren aşa¼g¬daki Teoremi verelim:
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Teorem 3.1.3. (Aygüneş ve Şimşek 2012) a herhangi bir tek do¼gal say¬olsun. �m
taban¬na göre T�a;2 operatörüne kaŗs¬l¬k gelenM�m(T�a;2) matrisi, Euler polinomlar¬

arac¬l¬¼g¬yla, aşa¼g¬daki gibi verilir:

M�m(T�a;2) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

E0(0)+E0(a)
2

E1(0)+E1(a)
2a

E2(0)+E2(a)
2a2

... Em(0)+Em(a)
2am

0 E0(0)+E0(a)
2a

E1(0)+E1(a)
a2

...
�
m
1

�
Em�1(0)+Em�1(a)

2am

0 0 E0(0)+E0(a)
2a2

...
�
m
2

�
Em�2(0)+Em�2(a)

2am

0 0 0 ...
�
m
3

�
Em�3(0)+Em�3(a)

2am

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
0 0 0 ... E0(0)+E0(a)

2am

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

.

Kan¬t. Lemma 3.1.1 �de özel olarak N = 2 olsun. Lemma 3.1.3 �ten,

Sl;2(a) =
a�1X
k=0

�a;2(k)k
l =

a�1X
k=0

(�1)kkl = El(0)� (�1)aEl(a)
2

bulunur. Yard¬mc¬Teorem 3.1.1�in koşulu gere¼gince a � 1(mod 2) olur ve a�n¬n

tek oldu¼gu durumlar için, Sl;2(a) toplam¬n¬n Euler polinomlar¬cinsinden ifadesi (7)

matrisinde yerine yaz¬larak, istenen matris elde edilir.

Not 3.1.3.
B1(a)�B1(0)

a
= 1

ve
E0(0) + E0(a)

2
= 1

oldu¼gundan M�m(T�a;1) ve M�m(T�a;2) matrislerine kaŗs¬l¬k gelen özde¼gerlerin

kümesi:

f1; a�1; a�2; � � � ; a�mg

olur. Not 3.1.1�den N = 1 ve N = 2 durumlar¬için, s¬ras¬yla, (2) ve (3) ba¼g¬nt¬lar¬

sa¼gland¬¼g¬ için (8) matrisine kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar da, s¬ras¬yla, Bernoulli

polinomlar¬ve Euler polinomlar¬olarak bulunur.
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3.2. K¬smi Hecke Tipi Operatörlerin Uygulamalar¬

Bu bölümde, N�nin baz¬özel de¼gerleri için TN operatörünün özde¼gerleri ile ilgili

uygulamalar verilecektir. Ayr¬ca k¬smi zeta fonksiyonu ile TN operatörü aras¬ndaki

ili̧ski verilecektir.

·Ilk olarak k¬smi zeta fonksiyonunun tan¬m¬n¬verelim. K¬smi zeta fonksiyonu

H(s; a; F ) olarak gösterilir.

Tan¬m 3.2.1. (Srivastava ve Choi 2001) K¬smi zeta fonksiyonu 0 < a < F , F 2 Z+

ve Re s > 1 için aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

H(s; a; F ) =
X

n�a(modF )
n>0

1

ns
:

Teorem 3.2.1. (Aygüneş ve Şimşek 2012) N 2 N� ve n 2 N için,

TN(Pn;N(x)) = H(n; 1; N)Pn;N(x)

tir.

Kan¬t.

X
n�a(modF )

n>0

1

ns
=

1X
m=0

1

(a+mF )s

=
1

F s
�
�
s;
a

F

�
oldu¼gundan,

�
�
s;
a

F

�
= F sH(s; a; F )

bulunur. Yukar¬daki ba¼g¬nt¬da F = N , s = n ve a = 1 al¬narak ve Teorem 3.1.1-(ii)

kullan¬larak,

TN(Pn;N(x)) = N�n�

�
n;
1

N

�
Pn;N(x)

= H(n; 1; N)Pn;N(x)

elde edilir.
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Aşa¼g¬daki teoremi vermeden önce Riemann zeta fonksiyonunu, Euler say¬lar¬n¬

ve Bernoulli say¬lar¬n¬içeren aşa¼g¬daki özdeşlikleri verelim (Srivastava ve Choi 2001,

2012). Bu özdeşlikler daha sonraki teoremlerin ispat¬nda kullan¬lacakt¬r:

�

�
s;
1

2

�
= (2s � 1)�(s), (9)

�(2n) =
2

2n+ 1

n�1X
k=1

�(2k)�(2n� 2k) (n 2 Nnf1g), (10)

�(2n) =
(�1)n+1(2�)2nB2n

2(2n)!
, (11)

E2n�1(0) =
4(�1)n
(2�)2n

(2n� 1)!(22n � 1)�(2n), (12)

�(2n+ 1) =
(�1)n+1(2�)2n+1
2(2n+ 1)!

1Z
0

B2n+1(t) cot(�t)dt , (13)

ve

� 0(�2n) = (�1)n (2n)!

2(2�)2n
�(2n+ 1) (14)

olarak verilir.

Teorem 3.2.2. (Aygüneş ve Şimşek 2012) 8n 2 N�nf1g için,

T2(E2n(x)) =
(�1)n(22n � 1)�2n
(4n+ 2)(2n)!

(E2n(x))
n�1X
k=1

�
2n
2k

�
B2kB2n�2k

d¬r.

Kan¬t. Teorem 3.1.1-(ii) �de N = 2 al¬n¬rsa ve Pn;2(x) = En(x) oldu¼gu göz önüne

al¬n¬rsa,

T2(En(x)) = 2
�n�

�
n;
1

2

�
En(x)

elde edilir.

(9) ba¼g¬nt¬s¬n¬yukar¬daki denklemde yerine yazarsak,

T2(En(x)) = �(n)(1� 2�n)En(x) (15)

bulunur. n�nin çift oldu¼gu durumlar için,

T2(E2n(x)) = �(2n)(1� 2�2n)E2n(x) (16)

tir.
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(16) ba¼g¬nt¬s¬nda (10) ve (11) ba¼g¬nt¬lar¬n¬kullan¬rsak,

T2(E2n(x)) =
2(1� 2�2n)E2n(x)

2n+ 1

n�1X
k=1

�(2k)�(2n� 2k)

=
2(1� 2�2n)E2n(x)

2n+ 1

n�1X
k=1

(�1)k+1(2�)2kB2k
2(2k)!

(�1)n�k+1(2�)2n�2kB2n�2k
2(2n� 2k)!

=
(�1)n(1� 2�2n)(2�)2nE2n(x)

(4n+ 2)(2n)!

n�1X
k=1

�
2n
2k

�
B2kB2n�2k .

elde edilir.

Teorem 3.2.3. (Aygüneş ve Şimşek 2012) 8n 2 N için,

T2(E2n(x)) =
(�1)n+1(22n � 1)�2n

2(2n)!
B2nE2n(x)

tir.

Kan¬t. (16) ve (11) ba¼g¬nt¬lar¬ndan,

T2(E2n(x)) = �(2n)(1� 2�2n)E2n(x)

=

�
(�1)n+1(2�)2nB2n

2(2n)!

�
(1� 2�2n)E2n(x)

=
(�1)n+1(22n � 1)�2n

2(2n)!
B2nE2n(x)

elde edilir.

Bernoulli say¬lar¬için giri̧sim (convolution) ba¼g¬nt¬s¬n¬n ispat¬de¼gi̧sik yöntem-

lerle verilebilir. Şimdi Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3�ü kullanarak giri̧sim ba¼g¬nt¬s¬n¬

ispatlayaca¼g¬z.

Sonuç 3.2.1. n 2 Nnf1g olsun. Bu durumda Bernoulli say¬lar¬için giri̧sim (convo-

lution) ba¼g¬nt¬s¬

B2n = �
1

2n+ 1

n�1X
k=1

�
2n
2k

�
B2kB2n�2k

ile verilir.

Kan¬t. Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3�teki ba¼g¬nt¬lar¬n sol tara�ar¬eşit oldu¼gu için

sa¼g tara�ar¬da birbirine eşitlenirse,

(�1)n+1(22n � 1)�2n
2(2n)!

B2n =
(�1)n(22n � 1)�2n
(4n+ 2)(2n)!

n�1X
k=1

�
2n
2k

�
B2kB2n�2k
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bulunur. Buradan gerekli düzenlemeler yap¬larak istenen sonuç elde edilir.

Teorem 3.2.4. (Aygüneş ve Şimşek 2012) 8n 2 N için,

T2(E2n(x)) =
(�1)n�2n
4(2n� 1)!E2n�1(0)E2n(x)

tir.

Kan¬t. (12) ba¼g¬nt¬s¬, (16) ba¼g¬nt¬s¬nda kullan¬l¬rsa,

T2(E2n(x)) = �(2n)(1� 2�2n)E2n(x)

=

�
(2�)2nE2n�1(0)

4(�1)n(2n� 1)!(22n � 1)

�
(1� 2�2n)E2n(x)

elde edilir.

Teorem 3.2.5. (Aygüneş ve Şimşek 2012) 8n 2 N için,

T2(E2n+1(x)) = E2n+1(x)
(�1)n+1(1� 2�2n�1)(2�)2n+1

2(2n+ 1)!

1Z
0

B2n+1(t) cot(�t)dt

dir.

Kan¬t. (15) ba¼g¬nt¬s¬nda n�nin tek oldu¼gu durumlar göz önüne al¬n¬rsa,

T2(E2n+1(x)) = �(2n+ 1)(1� 2�2n�1)E2n+1(x) (17)

bulunur. (13) ba¼g¬nt¬s¬, (17) ba¼g¬nt¬s¬nda kullan¬l¬rsa,

T2(E2n+1(x)) = �(2n+ 1)(1� 2�2n�1)E2n+1(x)

=

0@(�1)n+1(2�)2n+1
2(2n+ 1)!

1Z
0

B2n+1(t) cot(�t)dt

1A (1� 2�2n�1)E2n+1(x)
elde edilir.

Teorem 3.2.6. (Aygüneş ve Şimşek 2012) 8n 2 N için,

T2(E2n+1(x)) =
2(�1)n(2�)2n(1� 2�2n�1)

(2n)!
� 0(�2n)E2n+1(x)

tir.
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Kan¬t. (14) ba¼g¬nt¬s¬, (17) ba¼g¬nt¬s¬nda kullan¬l¬rsa,

T2(E2n+1(x)) = �(2n+ 1)(1� 2�2n�1)E2n+1(x)

=

�
2(�1)n� 0(�2n)(2�)2n

(2n)!

�
(1� 2�2n�1)E2n+1(x)

elde edilir.

Teorem 3.2.5 ve Teorem 3.2.6 kullan¬larak aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.2.2. 8n 2 N için,

� 0(�2n) = � �

2(2n+ 1)

1Z
0

B2n+1(t) cot(�t)dt

dir.

Kan¬t. Teorem 3.2.5 ve Teorem 3.2.6�daki ba¼g¬nt¬lar¬n sol tara�ar¬eşit oldu¼gu için

sa¼g tara�ar¬da birbirine eşitlenirse,

(�1)n+1(1� 2�2n�1)(2�)2n+1
2(2n+ 1)!

1Z
0

B2n+1(t) cot(�t)dt =
2(�1)n(1� 2�2n�1)(2�)2n

(2n)!
� 0(�2n)

bulunur. Buradan gerekli düzenlemeler yap¬larak istenen sonuç elde edilir.

Teorem 3.2.7. (Aygüneş ve Şimşek 2012) 8n 2 N için,

T1(B2n(x)) =
(�1)n+122n�1�2n

(2n)!
B2nB2n(x)

tir.

Kan¬t. Teorem 3.1.1-(ii) �de N = 1 al¬n¬rsa ve Pn;1(x) = Bn(x) oldu¼gu göz önüne

al¬n¬rsa,

T1(Bn(x)) = � (n; 1)Bn(x) =

 1X
k=0

1

(k + 1)n

!
Bn(x) = �(n)Bn(x)

ile

T1(Bn(x)) = �(n)Bn(x) (18)

bulunur. n�nin çift oldu¼gu durumlar için,

T1(B2n(x)) = �(2n)B2n(x) (19)
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tir. (11) ba¼g¬nt¬s¬ndan,

T1(B2n(x)) =
(�1)n+1(2�)2nB2n

2(2n)!
B2n(x) (20)

elde edilir.

Teorem 3.2.8. (Aygüneş ve Şimşek 2012) 8n 2 N�nf1g için,

T1(B2n(x)) = B2n(x)
(�1)n(2�)2n
(4n+ 2)(2n)!

n�1X
k=1

�
2n
2k

�
B2kB2n�2k

d¬r.

Kan¬t. (19), (10) ve (11) ba¼g¬nt¬lar¬ndan,

T1(B2n(x)) = �(2n)B2n(x)

=

 
2

2n+ 1

n�1X
k=1

�(2k)�(2n� 2k)
!
B2n(x)

=
2

2n+ 1

 
n�1X
k=1

(�1)k+1(2�)2kB2k
2(2k)!

(�1)n�k+1(2�)2n�2kB2n�2k
2(2n� 2k)!

!
B2n(x)

=
(�1)n(2�)2nB2n(x)
(4n+ 2)(2n)!

n�1X
k=1

�
2n
2k

�
B2kB2n�2k

elde edilir.

Teorem 3.2.9. (Aygüneş ve Şimşek 2012) 8n 2 N için,

T1(B2n(x)) =
(�1)n(2�)2n

4(2n� 1)!(22n � 1)E2n�1(0)B2n(x)

tir.

Kan¬t. (19) ve (12) ba¼g¬nt¬lar¬ndan,

T1(B2n(x)) = �(2n)B2n(x)

=

�
(2�)2nE2n�1(0)

4(�1)n(2n� 1)!(22n � 1)

�
B2n(x)

elde edilir.

Teorem 3.2.7 ve Teorem 3.2.9 kullan¬larak, Bernoulli say¬lar¬ve Euler say¬lar¬

aras¬ndaki ili̧skiyi veren aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.
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Sonuç 3.2.3. 8n 2 N için,

E2n�1(0) =
(1� 22n)B2n

n

dir.

Kan¬t. Teorem 3.2.7 ve Teorem 3.2.9�daki ba¼g¬nt¬lar¬n sol tara�ar¬eşit oldu¼gu için

sa¼g tara�ar¬da birbirine eşitlenirse,

(�1)n+122n�1�2n
(2n)!

B2n =
(�1)n(2�)2n

4(2n� 1)!(22n � 1)E2n�1(0)

bulunur. Buradan gerekli düzenlemeler yap¬larak istenen sonuç elde edilir.

Teorem 3.2.10. (Aygüneş ve Şimşek 2012) 8n 2 N için,

T1(B2n+1(x)) = B2n+1(x)
(�1)n+1(2�)2n+1
2(2n+ 1)!

1Z
0

B2n+1(t) cot(�t)dt

dir.

Kan¬t. (18) ba¼g¬nt¬s¬nda n�nin tek oldu¼gu durumlar göz önüne al¬n¬rsa,

T1(B2n+1(x)) = �(2n+ 1)B2n+1(x) (21)

bulunur ve (13) ba¼g¬nt¬s¬ndan,

T1(B2n+1(x)) =

0@(�1)n+1(2�)2n+1
2(2n+ 1)!

1Z
0

B2n+1(t) cot(�t)dt

1AB2n+1(x)

elde edilir.

Teorem 3.2.11. (Aygüneş ve Şimşek 2012) 8n 2 N için,

T1(B2n+1(x)) =
2(�1)n(2�)2n

(2n)!
� 0(�2n)B2n+1(x)

tir.

Kan¬t. (21) ve (14) ba¼g¬nt¬lar¬ndan,

T1(B2n+1(x)) = �(2n+ 1)B2n+1(x)

=

�
2(�1)n� 0(�2n)(2�)2n

(2n)!

�
B2n+1(x)
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elde edilir.

3.3. K¬smi Hecke Operatörlerinin Genocchi Tipi Polinomlara Uygulan-

mas¬

Bu bölümde k¬smi Hecke operatörlerinin Genocchi tipi polinomlara uygulanmas¬

ve Genocchi tipi polinomlarla ilgili baz¬özellikler verilecektir.

Tan¬m 3.3.1. (Luo 2009) Gn(x) ile gösterilen Genocchi polinomlar¬

2text

1 + et
=

1X
n=0

Gn(x)
tn

n!
, (jtj < �)

ifadesi ile tan¬mlan¬r.

Özel olarak x = 0 için

Gn(0) = Gn

dir. Burada Gn say¬s¬na Genocchi say¬s¬ad¬verilir.

n 2 N için, Genocchi polinomlar¬ile Euler polinomlar¬aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki
ba¼g¬nt¬ile verilir (Luo 2009):

Gn(x) =

�
0; n = 0

nEn�1(x); n � 1:

m � 1 ve m tek say¬olsun. Bernoulli ve Euler polinomlar¬için verilen Raabe

ba¼g¬nt¬lar¬n¬n kan¬tlar¬na benzer şekilde, Genocchi polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu

yard¬m¬yla

1X
n=0

m�1X
k=0

(�1)kGn
�
x+ k

m

�
tn

n!
=

m�1X
k=0

(�1)k 2te
(x+km )t

1 + et

=
1X
n=0

m1�nGn(x)
tn

n!

bulunur. Bu ba¼g¬nt¬dan,

Gn(x) = mn�1
m�1X
k=0

(�1)kGn
�
x+ k

m

�
; (8n 2 N)

elde edilir. Burada m � 1 ve m tek say¬d¬r.

Teorem 3.1.1-(iii)�te verilen üreteç fonksiyonu ile tan¬mlanan Pn�1;N(x) poli-

nomlar¬kullan¬larak, Genocchi tipi polinomlar¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:
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Tan¬m 3.3.2. N 2 N� ve N � 2 olsun. Gn;N(x) ile gösterilen Genocchi tipi
polinomlar¬

Gn;N(x) =
�

0; n = 0
nPn�1;N(x); n � 1

ifadesi ile tan¬mlan¬r. Burada özel olarak N = 2 al¬n¬rsa, Gn;2(x) = Gn(x) ile

Genocchi polinomlar¬elde edilir.

Tan¬m 3.3.2�de görüldü¼gü gibi, Gn;N(x) polinomlar¬n¬n derecesi n� 1�dir.

Teorem 3.3.1. a � 1(modN) ve a; n;N 2 N� (N � 2) olsun. Bu durumda,
(i)

T�a;N (Gn;N(x)) = a1�nGn;N(x)

eşitli¼gini sa¼glayan bir tek (Gn;N)n2N� Genocchi tipi polinomlar dizisi vard¬r.
(ii)

TN(Gn;N(x)) = N1�n�

�
n� 1; 1

N

�
Gn;N(x)

tir. Burada TN operatörlerinin özfonksiyonlar¬ve özde¼gerleri, s¬ras¬yla,

Gn;N(x)

ve

N1�n�

�
n� 1; 1

N

�
dir.

(iii) Gn;N(x)�in üreteç fonksiyonu
1X
n=0

Gn;N(x)
tn

n!
=
(�N � 1)tetx
�Ne

t � 1

şeklindedir.

Kan¬t-(i). Teorem 1.1-(i)�de n yerine n� 1 al¬n¬rsa,

a�1X
k=0

�a;N(k)Pn�1;N

�
x+ k

a

�
= a1�nPn�1;N(x)

elde edilir. Yukar¬daki denklemin her iki taraf¬n¬n ile çarparsak,

T�a;N (Gn;N(x)) =
a�1X
k=0

�a;N(k)nPn�1;N

�
x+ k

a

�
= a1�nnPn�1;N(x) = a1�nGn;N(x)

elde edilir.
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Kan¬t-(ii). TN operatörünün tan¬m¬ndan,

TN(Gn;N(x)) =
X

a�1(modN)
a�0

T�a;N (Gn;N(x)) =

0BB@ X
a�1(modN)

a�0

a1�n

1CCAGn;N(x)
bulunur. Yukar¬daki ba¼g¬nt¬da a = 1 + kN (k 2 Z) al¬n¬rsa,

TN(Gn;N(x)) =
X
k�0

(1 + kN)1�n Gn;N(x)

= N1�n
X
k�0

�
k +

1

N

�1�n
Gn;N(x) = N1�n�

�
n� 1; 1

N

�
Gn;N(x)

elde edilir.

Kan¬t-(iii). Teorem 1.1-(iii) gere¼gince, N � 2 için Pn;N(x)�in üreteç fonksiyonu
1X
n=0

Pn;N(x)
tn

n!
=
(�N � 1)etx
�Ne

t � 1

tir. Yukar¬daki ba¼g¬nt¬da her iki taraf t ile çarp¬l¬rsa,

(�N � 1)tetx
�Ne

t � 1 =
1X
n=0

Pn;N(x)
tn+1

n!

=
1X
n=1

nPn�1;N(x)
tn

n(n� 1)!

bulunur. Buradan gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa istenen elde edilir.
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4. GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ KISM·I HECKE OPERATÖRLER·I

4.1. Genelleştirilmi̧s K¬smi Hecke Operatörlerinin Genelleştirilmi̧s Euler

Tipi Polinomlara Uygulanmas¬

Bu bölümde genelleştirilmi̧s k¬smi Hecke operatörleri tan¬mlanacakt¬r ve bu o-

peratörlerin baz¬özellikleri verilecektir. Daha sonra Euler tipi polinomlar tan¬m-

lanacakt¬r ve bu polinomlar¬n genelleştirilmi̧s Hecke tipi operatörler alt¬ndaki

davran¬̧slar¬verilecektir.

a;M 2 N� ve N1; N2; � � � ; NM 2 N� için

N(M) = (N1; N2; � � � ; NM)

olsun.

·Ilk olarak �a;N(M) fonksiyonunu tan¬m¬n¬verelim:

Tan¬m 4.1.1.

�a;N(M) : N! C

ile verilen �a;N(M) fonksiyonu

�a;N(M)(k) =
MY
j=1

�k(Nj)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada 0 � k � a� 1, j 2 f1; 2; � � � ;Mg ve

�(Nj) = e
2�i
Nj

olmak üzere �(Nj), Nj-ninci mertebeden birimin kökleridir.

�a;N(M) fonksiyonu aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar:

1. �a;N(M) fonksiyonu N1N2 � � �NM ile periyodik bir fonksiyondur.

2. Bu bölümde �a;N(M)(k) 6= 1
a
al¬nacakt¬r. E¼ger

�a;N(M)(k) =
1

a

al¬n¬rsa (5) ba¼g¬nt¬s¬ile verilen �a;1(k) fonksiyonu elde edilir.
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3. N1 � 2 ve N2 = N3 = � � � = NM = 1 al¬n¬rsa

�a;(N1;1;1;��� ;1)(k) = �k(N1)�
k(1)�k(1) � � � �k(1) = �k(N1)

bulunur.

Tan¬m 4.1.1 kullan¬larak genelleştirilmi̧s k¬smi Hecke operatörü aşa¼g¬daki şekilde

tan¬mlan¬r:

Tan¬m 4.1.2. Pn;N(M)(x) 2 C[x] olsun. T�a;N(M)
ile gösterilen genelleştirilmi̧s k¬smi

Hecke operatörü,

T�a;N(M)

�
Pn;N(M)(x)

�
=

a�1X
k=0

�a;N(M)(k)Pn;N(M)

�
x+ k

a

�
ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 4.1.1�de verilmi̧s olan Pn;N(M) polinomu katsay¬lar¬kompleks say¬lar olan

n-ninci dereceden bir polinomdur ve

T�a;N(M)
: C[x]! C[x]

ile verilir. T�a;N(M)
operatörü C[x] vektör uzay¬üzerinde lineer bir operatördür.

Tan¬m 4.1.1 ve Tan¬m 4.1.2 yard¬m¬yla genelleştirilmi̧s k¬smi Hecke tipi opera-

törünün tan¬m¬n¬verelim:

Tan¬m 4.1.3. TN(M) ile gösterilen genelleştirilmi̧s k¬smi Hecke tipi operatörü

TN(M) =
X

a�1(modN1N2���NM )

T�a;N(M)

ile tan¬mlan¬r.

T�a;N(M)
operatörü C[x] vektör uzay¬üzerinde bir lineer operatör oldu¼gundan

TN(M) operatörü de C[x] üzerinde bir lineer operatördür.

Bu bölümde Pn;N(M)(x) 2 C[x] ve a � 1(modN1N2 � � �NM) al¬nacakt¬r. Ayr¬ca,
Teorem 4.1.1 ile, aşa¼g¬daki fonksiyonel denklemin ispat¬verilecektir.

T�a;N(M)

�
Pn;N(M)(x)

�
= a�nPn;N(M)(x). (22)

46



(22) ile verilen fonksiyonel denklemi sa¼glayan Pn;N(M) polinomlar¬birim başkat-

say¬l¬(monik) polinomlard¬r ve T�a;N(M)
operatörü polinomun derecesini korur. (22)

ba¼g¬nt¬s¬n¬n ispat¬için, öncelikle aşa¼g¬daki Yard¬mc¬Teoremi verece¼giz.

Yard¬mc¬Teorem 4.1.1. a � 1(modN1N2 � � �NM) olsun. Herhangi bir a;M 2 N�

ve N1; N2; � � � ; NM 2 N� için aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r:
(i) T�a;N(M)

operatörü, C[x] kompleks polinomlar halkas¬nda dereceyi korur.
(ii)

T�a;N(M)
(xm) =

8><>:
S0 = 1; m = 0

a�mxm + a�m
m�1X
v=0

�
m
v

�
Sm�v

�
�a;N(M)

�
xv; m � 1:

Burada,

Sm�v
�
�a;N(M)

�
=

a�1X
k=0

�a;N(M)(k)k
m�v:

(iii) Herhangi bir m 2 N� için

Cm[x] = fP (x) 2 C[x] : derP (x) � mg

ile verilen Cm�nin kanonik C-taban¬

�m =
�
1; x; x2; � � � ; xm

	
olsun. O zaman, �m taban¬nda T�a;N(M)

�ye kaŗs¬l¬k gelenM�m(T�a;N(M)
)matrisi aşa¼g¬-

daki gibi verilir:

M�m

�
T�a;N(M)

�
=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

S�0 a�1S�1 a�2S�2 ... a�mS�m

0 a�1S�0 2a�2S�1 ... a�m
�
m
1

�
S�m�1

0 0 a�2S�0 ... a�m
�
m
2

�
S�m�2

0 0 0 ... a�m
�
m
3

�
S�m�3

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
0 0 0 ... a�mS�0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

: (23)
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Burada, S�l =
a�1X
k=0

�a;N(M)(k)k
l , (0 � l � m� 1) şeklindedir.

(iv) a; b � 1 olsun. a � b � 1(modN1N2 � � �NM) için

T�a;N(M)
T�b;N(M)

= T�b;N(M)
T�a;N(M)

dir.

O zaman (22) fonksiyonel denklemini sa¼glayan n-ninci dereceden Pn;N(M) poli-

nomlar¬ vard¬r. Hatta, verilen n tamsay¬s¬ için (22) ba¼g¬nt¬s¬n¬ sa¼glayan n-ninci

dereceden bir tek (Pn;N(M))n2N birim başkatsay¬l¬polinomlar dizisi vard¬r.

Kan¬t-(i). (22) ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glayan herhangi bir
�
Pn;N(M)

�
n2N polinomu varsa, o

zaman

S�0 =
a�1X
k=0

�a;N(M)(k) = 1

oldu¼gundan (i) özelli¼gi sa¼glan¬r.

Kan¬t-(ii).
a�1X
k=0

�a;N(M)(k) = 1

oldu¼gundan, m = 0 için

T�a;N(M)
(1) = 1

dir. Genelleştirilmi̧s k¬smi Hecke operatörünün tan¬m¬ndan ,

T�a;N(M)
(xm) =

a�1X
k=0

�a;N(M)(k)

�
x+ k

a

�m
= a�m

a�1X
k=0

�a;N(M)(k)

 
mX
v=0

�
m
v

�
xvkm�v

!

= a�m
mX
v=0

 �
m
v

� a�1X
k=0

�a;N(M)(k)k
m�v

!
xv

elde edilir.

Kan¬t-(iii). m 2 N� olmak üzere

�m = f1; x; x2; � � � ; xmg

taban¬ için T�a;N(M)
operatörünü kullan¬rsak, (ii)�den M�m

�
T�a;N(M)

�
matrisi (23)

arac¬l¬¼g¬yla verilir.
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T�a;N(M)
(xm) = a�m

mX
v=0

 �
m
v

� a�1X
k=0

�a;N(M)(k)k
m�v

!
xv

ba¼g¬nt¬s¬kullan¬larak tümevar¬m yoluyla (23) matrisi aşa¼g¬daki gibi elde edilir:

T�a;N(M)
(x0) =

a�1X
k=0

�a;N(M)(k) = S0
�
�a;N(M)

�
,

T�a;N(M)
(x1) = a�1

1X
v=0

��
1
v

�
S1�v

�
�a;N(M)

��
xv

= a�1S1
�
�a;N(M)

�
+ a�1S0

�
�a;N(M)

�
x,

T�a;N(M)
(x2) = a�2

2X
v=0

��
2
v

�
S2�v

�
�a;N(M)

��
xv

=

�
2
0

�
a�2S2

�
�a;N(M)

�
+

�
2
1

�
a�2S1

�
�a;N(M)

�
x

+

�
2
2

�
a�2S0

�
�a;N(M)

�
x2,

ve

T�a;N(M)
(x3) = a�3

3X
v=0

��
3
v

�
S3�v

�
�a;N(M)

��
xv

=

�
3
0

�
a�3S3

�
�a;N(M)

�
+

�
3
1

�
a�3S2

�
�a;N(M)

�
x+

+

�
3
2

�
a�3S1

�
�a;N(M)

�
x2 +

�
3
3

�
a�3S0

�
�a;N(M)

�
x3.

Bu şekilde devam edilirse, her m = 0; 1; 2; 3; � � � için xm �nin katsay¬lar¬ (23)

matrisinin m-inci sütunu olur.

Kan¬t-(iv). a = 1 için T�a;N(M)
operatörünün matrisi diagonaldir. Çünkü,

T�1;N(M)
(xm) = �1;N(M)(0)x

m

dir. 8a � 2 için M�m

�
T�a;N(M)

�
bir diagonalleştirilebilir matristir ve m + 1 tane

farkl¬özde¼gere sahiptir ve bu özde¼gerler, s¬ras¬yla,

S�0 ; a
�1S�0 ; a

�2S�0 ; � � � ; a�mS�0
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şeklindedir. O zaman, (22) ba¼g¬nt¬s¬sa¼glanacak şekilde
�
Pn;N(M)

�
n2N polinomlar¬

bulunur.

8a � 1 içinM�m

�
T�a;N(M)

�
diagonalleştirilebilir bir matris oldu¼gu için, Cm[x]�in

bir C-taban¬olan
�
�mvard¬r ki

M�
�m

�
T�a;N(M)

�
=

0BBBBBBBB@

S�0 0 0 ... 0
0 a�1S�0 0 ... 0
0 0 a�2S�0 ... 0
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.
0 0 0 ... a�mS�0

1CCCCCCCCA
(24)

ile verilenM�
�m

�
T�a;N(M)

�
matrisi diagonaldir.

C�de n � n tipinde A ve B matrislerinin ayn¬anda diagonalleştirilebilir olmas¬

için gerek ve yeter şart

AB = BA

olmas¬d¬r. T�a;N(M)
ve T�b;N(M)

lineer operatörleri C[x]�in kanonik baz¬ için diago-
naldir. O zaman A ve B�nin ayn¬anda diagonalleştirilebilir olmas¬ için gerek ve

yeter koşul

T�a;N(M)
T�b;N(M)

= T�b;N(M)
T�a;N(M)

olmas¬d¬r. O halde, C[x]�te
�
Pn;N(M)

�
n2N�nin varl¬¼g¬n¬kan¬tlamak için

T�a;N(M)
T�b;N(M)

= T�b;N(M)
T�a;N(M)

oldu¼gunu göstermemiz yeterlidir.

a � b � 1(modN1N2 � � �NM) alal¬m. Bu durumda,

�a;N(M)(k1)�b;N(M)(k2) = �k1(N1)�
k1(N2) � � � �k1(NM)�k2(N1)�k2(N2) � � � �k2(NM)

= �k1b+k2(N1)�
k1b+k2(N2) � � � �k1b+k2(NM)

= �k1+k2a(N1)�
k1+k2a(N2) � � � �k1+k2a(NM)

bulunur.

O halde, P 2 C[x] için,

�a;N(M)(k1)�b;N(M)(k2) = �ab;N(M)(k1b+ k2) = �ab;N(M)(k1 + k2a)
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elde edilir. Buradan,

T�a;N(M)
T�b;N(M)

(P (x)) =
X

0�k1�a�1
0�k2�b�1

�a;N(M)(k1)�b;N(M)(k2)P

�
x+ k1b+ k2

ab

�

=

ab�1X
k=0

�ab;N(M)(k)P

�
x+ k

ab

�
= T�ab;N(M)

(P (x))

= T�ba;N(M)
(P (x))

= T�b;N(M)
T�a;N(M)

(P (x))

bulunur, burada k = k1b+ k2 dir.

Bu durumda, N1; N2; � � � ; NM 2 N� için, (8n 2 N ve 8a � 1(modN1N2 � � �NM))

T�a;N(M)

�
Pn;N(M)

�
= a�nPn;N(M)

olacak biçimde n-ninci dereceden Pn;N(x) 2 C[x] polinomlar¬n¬n varl¬¼g¬n¬kan¬tlam¬̧s
oluruz.

Pn;N(M) 2 Q(�(N1)�(N2) � � � �(NM))[x]

oldu¼gunu göstermek için b0 = 1 ve

Pn;N(M)(x) =
nX
v=0

bvx
n�v

ile herhangi bir
�
Pn;N(M)

�
n2N birim başkatsay¬l¬polinomu tan¬mlayal¬m. Burada,

Pn;N(M)(x) 2 C[x]

tir. O zaman,

a�nPn;N(M)(x) = T�a;N(M)

�
Pn;N(M)(x)

�
=

a�1X
k=0

�a;N(M)(k)Pn;N(M)

�
x+ k

a

�
(25)

elde edilir. Buradan

a�1X
k=0

�a;N(M)(k)
nX
v=0

bv

�
x+ k

a

�n�v
=

a�1X
k=0

�a;N(M)(k)
nX
v=0

bva
v�n

n�vX
�=0

�
n� v
�

�
xn�v��k�

=

nX
v=0

bv

n�vX
�=0

xn�v��av�n
�
n� v
�

� a�1X
k=0

�a;N(M)(k)k
�

!
d¬r. �+ v = r ve

S�
�
�a;N(M)

�
=

a�1X
k=0

�a;N(M)(k)k
�
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al¬n¬rsa,

a�1X
k=0

�a;N(M)(k)

nX
v=0

bv

�
x+ k

a

�n�v
=

nX
v=0

bv

nX
r=0

xn�rav�n
�
n� v
r � v

�
Sr�v

�
�a;N(M)

�
=

nX
r=0

brx
n�ra�n = a�nPn;N(M)(x)

elde edilir. Şimdi xn�r�nin katsay¬lar¬n¬eşitlersek,

nX
r=0

bra
�nxn�r =

nX
r=0

 
nX
v=0

bva
v�n
�
n� v
r � v

�
Sr�v

�
�a;N(M)

�!
xn�r

bulunur. Yukar¬daki eşitlikten

br =

rX
v=0

bva
v

�
n� v
r � v

�
Sr�v

�
�a;N(M)

�
= arbr +

r�1X
v=0

bva
v

�
n� v
r � v

�
Sr�v

�
�a;N(M)

�
bulunur. O halde

(ar � 1)br = �
r�1X
v=0

�
n� v
r � v

�
bva

vSr�v
�
�a;N(M)

�
elde edilir.

Sr�v
�
�a;N(M)

�
=

a�1X
k=0

�a;N(M)k
r�v ) Sr�v(�a) 2 Z[�(N1)�(N2) � � � �(NM)]

oldu¼gundan dolay¬

br 2 Q(�(N1)�(N2) � � � �(NM))

dir.

Pn;N(M)(x) ve Qn;N(M)(x), (25) ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glayan ve derecesi n olan farkl¬iki

birim başkatsay¬l¬polinom olsun.

Varsayal¬m ki, d < n ve A0 6= 0 iken

Pn;N(M)(x)�Qn;N(M)(x) = �d;N(M)(x) = A0x
d + A1x

d�1 + � � �

olsun. (25) ba¼g¬nt¬s¬ndan,

a�1X
k=0

�a;N(M)(k)�d;N(M)

�
x+ k

a

�
= a�n(A0x

d + A1x
d�1 + � � � )

elde edilir. Buradaki ba¼g¬nt¬dan her iki tarafta xd katsay¬lar¬n¬incelersek

A0 = ad�nA0
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oldu¼gu görülür. Bu da bir çeli̧skidir. Çünkü A0 6= 0; d < n ve a � 2�dir. Dolay¬s¬yla
(iv) ispatlanm¬̧s olur.

Not 4.1.1. Yard¬mc¬Teorem 4.1.1-(iii)�ten görülür ki, �m taban¬na göre T�a;N(M)

operatörünün karakteristik polinomu, m 2 N� için, S�0 = 1 ve

Mm(t) =

mY
j=0

�
t� S�0

aj

�
ile verilir. Burada karakteristik polinomun s¬f¬ra eşitlenmesiyle, �m taban¬na göre

T�a;N(M)
operatörüne kaŗs¬l¬k gelen özde¼gerler:�

1; a�1; a�2; � � � ; a�m
	

olarak bulunur. Ayr¬ca bu özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen özvektörler (Pn;N(M))n2N monik

polinomlar dizisidir.

Teorem 4.1.1. a � 1(modN1N2 � � �NM) ve a;N1; N2; � � � ; NM 2 N� olsun. Bu
durumda,

(i) Pn;N(M) ile n-ninci dereceden birim başkatsay¬l¬monik polinom verilsin. O

zaman

T�a;N(M)

�
Pn;N(M)(x)

�
= a�nPn;N(M)(x)

eşitli¼gini sa¼glayan bir tek Pn;N 2 Q(�(N1)�(N2) � � � �(NM))[x] polinomlar dizisi
vard¬r.

(ii) 8n 2 N için,

TN(M)

�
Pn;N(M)(x)

�
=

 
MY
j=1

Nj

!�n
�

 
n;

MY
j=1

1

Nj

!
Pn;N(M)(x)

tir. Burada �(s; x) Hurwitz-zeta fonksiyonunu göstermektedir ve Re s > 1 için,

aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

�(s; x) =
X
k�0

1

(x+ k)s
:

Tan¬m 2.1.3�ten yararlan¬larak, TN(M) operatörlerinin özfonksiyonlar¬n¬n ve

özde¼gerlerinin, s¬ras¬yla, Pn;N(M)(x) ve

(N1N2 � � �NM)�n �
�
n;

1

N1N2 � � �NM

�
elde edilir.
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(iii) Pn;N(M)(x)�in üreteç fonksiyonu:

1X
n=0

Pn;N(M)(x)
tn

n!
=

  
MY
j=1

�(Nj)

!
� 1
!
etx 

MY
j=1

�(Nj)

!
et � 1

,

 �����t+
MX
j=1

2�i

Nj

����� < 2�
!

olarak tan¬mlan¬r.

Bundan sonra Pn;N(M)(x) polinomlar¬na genelleştirilmi̧s Euler tipi polinomlar

diyece¼giz.

Kan¬t-(i). Key� n � 0 ve N1; N2; � � � ; NM � 1 olsun. 8a � 1(modN1N2 � � �NM)
için Yard¬mc¬Teorem 4.1.1�den,

T�a;N(M)

�
Pn;N(M)

�
= a�nPn;N(M)(x)

bulunur. Burada Pn;N(M) 2 Q(�(N1)�(N2) � � � �(NM))[x] monik polinomunun dere-
cesi n�dir ve Pn;N(M) tektir. O halde, Teorem 4.1.1-(i) ispatlanm¬̧s olur.

Kan¬t-(ii).

TN(M)

�
Pn;N(M)(x)

�
=

X
a�1(modN1N2���NM )

a�0

T�a;N(M)

�
Pn;N(M)(x)

�

=

0BB@ X
a�1(modN1N2���NM )

a�0

a�n

1CCAPn;N(M)(x)

olsun. a = 1 + kN1N2 � � �NM (k � 0) için,

TN
�
Pn;N(M)(x)

�
=

X
k�0

(1 + kN1N2 � � �NM)�nPn;N(M)(x)

= (N1N2 � � �NM)�n
X
k�0

�
k +

1

N1N2 � � �NM

��n
Pn;N(M)(x)

= (N1N2 � � �NM)�n �
�
n;

1

N1N2 � � �NM

�
Pn;N(M)(x)

bulunur.

Kan¬t-(iii). FN(M)(x; t) fonksiyonunu aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n:

FN(M)(x; t) =
(�(N1)�(N2) � � � �(NM)� 1)etx
�(N1)�(N2) � � � �(NM)et � 1

.
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FN(M)(x; t)�yi t�nin kuvvetlerine göre açal¬m ve 	n;N(M)(x) polinomunun üreteç

fonksiyonu FN(M)(x; t) olsun; yani

FN(M)(x; t) =
1X
n=0

	n;N(M)(x)
tn

n!
(26)

dir.

	n;N(M)(x) = A
(n;N(M))
0 xn + A

(n;N(M))
1 xn�1 + � � �+ A(n;N(M))

n

olsun. (26) ba¼g¬nt¬s¬nda, x yerine 1
y
ve t yerine ty al¬n¬rsa,

FN(M)

�
1

y
; ty

�
=

(�(N1)�(N2) � � � �(NM)� 1)et
�(N1)�(N2) � � � �(NM)ety � 1

=
1X
n=0

yn	n;N(M)(x)
tn

n!
.

ba¼g¬nt¬s¬elde edilir.

y ! 0 iken,

et =
1X
n=0

A
(n;N(M))
0

tn

n!

elde edilir.

Bu durumda 8n 2 N için
A
(n;N(M))
0 = 1

oldu¼gundan dolay¬	n;N(M)(x) birim başkatsay¬l¬polinomdur.

(26) ba¼g¬nt¬s¬nda x yerine x+ k
a
al¬p �a;N(M)(k) ile çarpt¬ktan sonra

k 2 f0; 1; � � � ; a� 1g

için k üzerinde sonlu toplam al¬n¬rsa,

a�1X
k=0

�a;N(M)(k)
1X
n=0

	n;N(M)

�
x+

k

a

�
tn

n!
=

a�1X
k=0

FN(M)

�
x+

k

a
; t

�
�a;N(M)(k)

=
(�(N1)�(N2) � � � �(NM)� 1)ext
�(N1)�(N2) � � � �(NM)et � 1

�(�(N1)�(N2) � � � �(NM))
a et � 1

�(N1)�(N2) � � � �(NM)e
t
a � 1

elde edilir. Buradan a � 1(modN1N2 � � �NM) ve k 2 N için a = kN1N2 � � �NM + 1
al¬n¬rsa,

1X
n=0

 
a�1X
k=0

�kN	n;N(M)

�
x+

k

a

�!
tn

n!
=
(�(N1)�(N2) � � � �(NM)� 1)ext

�(N1)�(N2) � � � �(NM)e
t
a � 1

(27)
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elde edilir. Şimdi (26) ba¼g¬nt¬s¬nda x yerine ax ve t yerine t
a
al¬n¬rsa,

FN(M)

�
ax;

t

a

�
=

1X
n=0

1

an
	n;N(M) (ax)

tn

n!
=
(�(N1)�(N2) � � � �(NM)� 1)etx

�(N1)�(N2) � � � �(NM)e
t
a � 1

(28)

bulunur.

(27) ve (28) ba¼g¬nt¬lar¬ndaki t
n

n!
�in katsay¬lar¬ndan	n;N(M) (x)�in (22) fonksiyonel

denklemini sa¼glad¬¼g¬sonucunu ç¬karabiliriz.

	n;N(M) (x) monik polinom oldu¼gundan, Teorem 1.1 arac¬l¬¼g¬yla,

	n;N(M) (x) = Pn;N(M)(x)

elde edilir.

Not 4.1.2. M = 1 için Yard¬mc¬Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.1, s¬ras¬yla, Yard¬mc¬

Teorem 3.1.1�e ve Teorem 3.1.1�e indirgenir.

Not 4.1.3. 1 � j �M olacak biçimdeki bir tek j0 2 f1; 2; � � � ;Mg olsun. E¼ger

N1 = N2 = � � � = Nj0�1 = Nj0+1 = � � � = NM = 1

ve Nj0 � 2 ise Pn;N(M)(x) polinomu Pn;Nj0 (x) polinomuna indirgenir. Burada

Pn;Nj0 (x) polinomu Teorem 3.1.1�de tan¬mlan¬r.

Teorem 4.1.1�in baz¬özel durumlar¬n¬verelim:

N1 � 2 ve N2 = N3 = � � � = NM = 1 olsun. Bu durumda,

�a;(N1;1;1;��� ;1)(k) = �k(N1)

bulunur. Burada �a;(N1;1;1;��� ;1)(k) fonksiyonuyla, Bölüm 3.1�de tan¬mlanan �a;N(k) =

�k(N) fonksiyonu elde edilir.

Teorem 4.1.1-(i)�den,

T�a;(N1;1;1;��� ;1)
�
Pn;(N1;1;1;��� ;1)(x)

�
= a�nPn;(N1;1;1;��� ;1)(x)

ya da

T�a;N1 (Pn;N1(x)) = a�nPn;N1(x)

olacak biçimde bir tek (Pn;N1)n2N polinomlar dizisi vard¬r ve

Pn;N1 2 Q(�(N1))[x]

tir. Böylelikle Teorem 4.1.1-(i), Teorem 3.1.1-(i)�e indirgenir.
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Teorem 4.1.1-(ii)�den,8n 2 N için,

T(N1;1;1;��� ;1)
�
Pn;(N1;1;1;��� ;1)(x)

�
= (N1)

�n�

�
n;
1

N1

�
Pn;(N1;1;1;��� ;1)(x)

ya da

TN1 (Pn;N1(x)) = (N1)
�n�

�
n;
1

N1

�
Pn;N1(x)

tir. Böylelikle Teorem 4.1.1-(ii), Teorem 3.1.1-(ii)�ye indirgenir.

Teorem 4.1.1-(iii)�ten, Pn;N(M)(x)�in üreteç fonksiyonu:

1X
n=0

Pn;(N1;1;1;��� ;1)(x)
tn

n!
=
(�(N1)�(1)�(1) � � � �(1)� 1) etx
�(N1)�(1)�(1) � � � �(1)et � 1

ya da
1X
n=0

Pn;N1(x)
tn

n!
=
(�(N1)� 1) etx
�(N1)et � 1

şeklinde tan¬mlan¬r. Böylelikle Teorem 4.1.1-(iii), Teorem 3.1.1-(iii)�e indirgenir.

Teorem 4.1.2.

TN(M)(Pn;N(M)(x)) = H(n; 1; N1N2 � � �NM)Pn;N(M)(x)

ile verilir. Burada H(n; 1; N1N2 � � �NM) fonksiyonu, k¬smi zeta fonksiyonudur. Bu
fonksiyon N1; N2; � � �NM 2 Z+ ve Re s > 1 için aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

H(n; 1; N1N2 � � �NM) =
X

n�1(modN1N2���NM )
n>0

1

ns
.

Kan¬t. K¬smi zeta fonksiyonunun tan¬m¬nda F = N1N2 � � �NM , s = n ve a = 1

al¬n¬rsa ve Teorem 4.1.1-(ii) �den yararlan¬l¬rsa,

TN(M)

�
Pn;N(M)(x)

�
= (N1N2 � � �NM)�n �

�
n;

1

N1N2 � � �NM

�
Pn;N(M)(x)

= H(n; 1; N1N2 � � �NM)Pn;N(M)(x)

elde edilir.

Teorem 4.1.3. TN(M) operatörleri için Pn;N(M)(x) özfonksiyonlar¬na kaŗs¬l¬k gelen

özde¼gerler, her n 2 N (n � 2) için, 
MY
j=1

Nj

!�n�
(�1)n
(n� 1)!

�
dn

dzn
log �(z) jz= 1

N1N2���NM

��
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dir.

Kan¬t. Her r 2 N� için,

(�1)r+1
r!

dr+1

(dz)r+1
log �(z) =

1X
m=0

1

(z +m)r+1
= �(1 + r; z) (29)

dir (Whittaker ve Watson 1963, Washington 1997).

Teorem 4.1.1-(ii)�den ve r = n� 1 için (29) ba¼g¬nt¬s¬ndan yararlanarak,

TN(M)

�
Pn;N(M)(x)

�
=

 
MY
j=1

Nj

!�n
�

 
n;

MY
j=1

1

Nj

!
Pn;N(M)(x)

=

 
MY
j=1

Nj

!�n�
(�1)n
(n� 1)!

�
dn

(dz)n
log �(z) jz= 1

N1N2���NM

��
Pn;N(M)(x).

elde edilir.

4.2. Genelleştirilmi̧s Euler Tipi Polinomlar¬n Baz¬Özellikleri

Bu bölümde, genelleştirilmi̧s Euler tipi polinomlar¬n indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ve baz¬

özel polinomlarla ili̧skileri verilecektir. Genelleştirilmi̧s Euler tipi say¬lar tan¬mla-

narak, genelleştirilmi̧s Euler tipi polinomlar¬n elde edilmesi mümkün olacakt¬r.

Pn;N(M)(x) polinomlar¬n¬n Frobenious-Euler polinomlar¬ile ili̧skisi aşa¼g¬daki teo-

remde verilir.

Teorem 4.2.1. M 2 N� olsun. Her n 2 N için,

Pn;N(M)(x) = Hn

 
x;

MY
j=1

1

�(Nj)

!

dir.

Kan¬t. Teorem 4.1.1-(iii)�ten

1X
n=0

Pn;N(M)(x)
tn

n!
=

1X
n=0

Hn

 
x;

MY
j=1

1

�(Nj)

!
tn

n!

bulunur. Yukar¬daki denklemin her iki taraf¬ndaki t
n

n!
katsay¬lar¬eşitlenirse istenen

sonuç elde edilir.

Pn;N(M)(x) polinomlar¬aşa¼g¬daki diferensiyel denklemi sa¼glar.
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Teorem 4.2.2. M 2 N� olsun. Her n; v 2 N için,

@v

@xv
Pn;N(M)(x) = (n)vPn�v;N(M)(x)

tir. Burada

(n)v = n(n� 1)(n� 2) � � � (n� v + 1)

dir.

Kan¬t. Genelleştirilmi̧s Euler tipi polinomlar¬n üreteç fonksiyonunun x de¼gi̧skenine

göre v kez türevi al¬n¬rsa

1X
n=0

@v

@xv
Pn;N(M)(x)

tn

n!
= tv

0BBBBB@
1�

MY
j=1

1
�(Nj)

et �
MY
j=1

1
�(Nj)

etx

1CCCCCA
elde edilir. Bu ba¼g¬nt¬dan

1X
n=0

@v

@xv
Pn;N(M)(x)

tn

n!
=

1X
n=0

(n)vPn�v;N(M)(x)
tn

n!

bulunur. Yukar¬daki denklemin her iki taraf¬ndaki t
n

n!
katsay¬lar¬eşitlenirse istenen

sonuç elde edilir.

Pn;N(M)(x) polinomlar¬ile Apostol-Bernoulli polinomlar¬aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬-

daki teoremde verilir.

Teorem 4.2.3. M 2 N� olsun. Her n 2 N� için,

Pn�1;N(M)(x) =

 
MY
j=1

�(Nj)� 1
!
1

n
Bn

 
x;

MY
j=1

�(Nj)

!

dir. Burada Bn (x; �) Apostol-Bernoulli polinomunu göstermektedir.

Kan¬t. Genelleştirilmi̧s Euler tipi polinomlar¬n üreteç fonksiyonu aşa¼g¬daki gibi

düzenlenirse,

1X
n=1

Pn�1;N(M)
tn�1

(n� 1)! =

MY
j=1

�(Nj)� 1

et
MY
j=1

�(Nj)� 1
ext:
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bulunur. Yukar¬daki ba¼g¬nt¬dan

1X
n=1

Pn�1;N(M)
tn�1

(n� 1)! =
1X
n=1

 
1

n

 
MY
j=1

�(Nj)� 1
!
Bn

 
x;

MY
j=1

�(Nj)

!!
tn�1

(n� 1)!

bulunur. Yukar¬daki denklemin her iki taraf¬ndaki tn�1

(n�1)! katsay¬lar¬eşitlenirse iste-

nen sonuç elde edilir.

Tan¬m 4.2.1. Pn;N(M)(0) = Pn;N(M) olsun. Pn;N(M) ile gösterilen genelleştirilmi̧s

Euler tipi say¬lar

1X
n=0

Pn;N(M)
tn

n!
=

MY
j=1

�(Nj)� 1

�1 + et
MY
j=1

�(Nj)

ifadesi ile tan¬mlan¬r.

Teorem 4.2.4. M 2 N� olsun. Her n 2 N� için,

Pn;N(M)(x) =
nX
j=0

�
n
j

�
xn�jPj;N(M)

dir.

Kan¬t. Genelleştirilmi̧s Euler tipi polinomlar¬n üreteç fonksiyonunun tan¬m¬ndan,

1X
n=0

Pn;N(M)(x)
tn

n!
=

 1X
n=0

Pn;N(M)
tn

n!

! 1X
n=0

xn
tn

n!

!
bulunur. Yukar¬daki ba¼g¬nt¬dan

1X
n=0

Pn;N(M)(x)
tn

n!
=

1X
n=0

 
nX
j=0

�
n
j

�
xn�jPj;N(M)

!
tn

n!

elde edilir. Yukar¬daki denklemin her iki taraf¬ndaki t
n

n!
katsay¬lar¬eşitlenirse istenen

sonuç elde edilir.

�a;N(M)(0) = �a;N(M)

olarak tan¬mlans¬n. Bu durumda, Pn;N(M) ile gösterilen genelleştirilmi̧s Euler tipi

say¬lar¬n ilk dört tanesi aşa¼g¬da verilir:

P0;N(M) = 1,
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P1;N(M) =
1

��1a;N(M) � 1
,

P2;N(M) =
2�

��1a;N(M) � 1
�2 + 1

��1a;N(M) � 1
,

P3;N(M) =
6�

��1a;N(M) � 1
�3 + 6�

��1a;N(M) � 1
�2 + 1

��1a;N(M) � 1
,

ve

P4;N(M) =
24�

��1a;N(M) � 1
�4 + 36�

��1a;N(M) � 1
�3 + 14�

��1a;N(M) � 1
�2 + 1

��1a;N(M) � 1

bulunur.

Pn;N(M)(x) polinomlar¬n¬n ilk dört terimi aşa¼g¬daki şekilde bulunur:

P0;N(M)(x) = 1,

P1;N(M)(x) = x+
1

��1a;N(M) � 1
,

P2;N(M)(x) = x2 + x

 
2

��1a;N(M) � 1

!
+

0B@ 2�
��1a;N(M) � 1

�2 + 1

��1a;N(M) � 1

1CA ,

P3;N(M)(x) = x3 + x2

 
3

��1a;N(M) � 1

!
+ x

0B@ 6�
��1a;N(M) � 1

�2 + 3

��1a;N(M) � 1

1CA
+

0B@ 6�
��1a;N(M) � 1

�3 + 6�
��1a;N(M) � 1

�2 + 1

��1a;N(M) � 1

1CA
ve

P4;N(M)(x) = x4 + x3

 
4

��1a;N(M) � 1

!
+ x2

0B@ 12�
��1a;N(M) � 1

�2 + 6

��1a;N(M) � 1

1CA
+x

0B@ 24�
��1a;N(M) � 1

�3 + 24�
��1a;N(M) � 1

�2 + 4

��1a;N(M) � 1

1CA
+

0B@ 24�
��1a;N(M) � 1

�4 + 36�
��1a;N(M) � 1

�3 + 14�
��1a;N(M) � 1

�2 + 1

��1a;N(M) � 1

1CA
dir.
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5. HECKE T·IP·I OPERATÖRLER·IN BAZI ÖZEL FONKS·IYONLARA

UYGULANMASI

5.1. Hecke Tipi Operatörlerin Weierstrass Tipi Fonksiyonlar¬na Uygulan-

mas¬

Weierstrass }-fonksiyonu matematikte, �zikte ve mühendislikte önemli bir yere

sahiptir. Weierstrass fonksiyonlar¬n¬ içeren ve }2n ile gösterilen Weierstrass tipi

fonksiyonlar ailesi, C.-H. Chang, H. M. Srivastava ve T. C. Wu taraf¬ndan aşa¼g¬daki

şekilde tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 5.1.1. z1
z2
=2 R için,


 = fm1z1 +m2z2 : z1; z2 2 Cn f0g , m1;m2 2 Zg

ile tan¬mlanan 
, C üzerinde bir latis olsun. 
� = 
n f0g ve n 2 Nnf1g için
Weierstrass tipi fonksiyonlar ailesi

}2n(u) = }2n(u; z1;z2) =
1

u2n
+
X

�

�
1

(u� (m1z1 +m2z2))2n
� 1

(m1z1 +m2z2)2n

�
ile tan¬mlan¬r (Chang ve Srivastava 2007, Chang, Srivastava ve Wu 2008, Wu, Chang

ve Srivastava 2010).

Özel olarak n = 1 al¬n¬rsa,

}(u) = }2(u) =
1

u2
+
X

�

�
1

(u� (m1z1 +m2z2))2
� 1

(m1z1 +m2z2)2

�
ile tan¬mlanan Weierstrass }-fonksiyonu elde edilir.

Herhangi bir n 2 Nnf1g için Weierstrass tipi fonksiyonlar¬, kompleks düzlemde
2n-ninci mertebeden kutup noktas¬na sahip bir eliptik fonksiyonudur.

Weierstrass tipi fonksiyonlar için aşa¼g¬daki özellikler verilir:

1. }2n çift fonksiyondur; yani }2n(u) = }2n(�u)�dur.

2. }02n tek fonksiyondur; yani }
0
2n(�u) = �}02n(u)�dur.

3. }2n (�2n)-ninci mertbeden homojen fonksiyondur; yani

}2n(�u;�w1; �w2) = ��2n}2n(u;w1; w2)

dir.
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Teorem 5.1.1. (Aygüneş ve Şimşek 2011) k 2 N� olsun. p herhangi bir asal say¬
ve pz1 =2 R olsun.

Tp

�
}
(k)
2n

�
u; z1;

1

p

��
= p}

(k)
2n

�
u

p
; z1;

1

p

�
+ }

(k)
2n

�
pu; z1;

1

p

�
dir.

Kan¬t. }2n (u) ve }02n (u) �nun türevleri al¬n¬rsa, s¬ras¬yla,

}
0

2n (u) = �
2n

u2n�1
�

1X
m1=�1

1X
m2=�1

2n

(u� (m1z1 +m2z2))2n�1

ve

}002n (u) =
2n(2n� 1)
u2n�2

+
1X

m1=�1

1X
m2=�1

2n(2n� 1)
(u� (m1z1 +m2z2))2n�2

elde edilir.

Bu şekilde devam edilerek }2n (u)�nun k kez türev al¬n¬rsa,

}
(k)
2n (u) = (�1)k

(2n)!

(2n� k + 2)!

1X
m1=�1

1X
m2=�1

1

(u+m1z1 +m2z2)2n�k
(30)

bulunur.

z 2 C ve k 2 N için,
1X

m=�1

1

(z +m)k
=
(�2�i)k
(k � 1)!

1X
j=1

jk�1e2�ijz

ile verilen Lipschitz formülü (Lipschitz 1889, Rademacher 1973) (30) yard¬m¬yla,

}
(k)
2n (u) = (�1)k (2n)!

(2n� k + 2)!

1X
m1=�1

(�2�i)2n�k

(2n� k � 1)!z2n�k2

�
1X
j=1

j2n�k�1e
2�ij

�
u+m1z1

z2

�
(31)

bulunur.

(1) ba¼g¬nt¬s¬ile verilen Tp Hecke tipi operatörlerinin (31) ba¼g¬nt¬s¬na uygulan-

mas¬yla

Tp

�
}
(k)
2n (u)

�
=

(�1)k(2n)!(�2�i)2n�k

z2n�k2 (2n� k + 2)!(2n� k � 1)!

�
1X

m1=�1

1X
j=1

e
2�ijm1

z1
z2 j2n�k�1Tp

�
e
2�iju
z2

�
: (32)
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Tp�nin tan¬m¬ndan

Tp

�
e
2�iju
z2

�
= e

2�ijup
z2 + e

2�iju
pz2

p�1X
b=0

�
e
2�ij
pz2

�b
ve

p�1X
y=0

�
e
2�ij
pz2

�y
=
e
2�ij
z2 � 1

e
2�ij
pz2 � 1

olmak üzere z2 = 1
p
için (32) ba¼g¬nt¬s¬nda gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa, istenen

ba¼g¬nt¬elde edilir.

5.2. Hecke Tipi Operatörlerin Genelleştirilmi̧s Dedekind Eta Fonksiyo-

nuna Uygulanmas¬

Tan¬m 5.2.1. �N = exp
�
2�i
N

�
; qN = exp

�
2�iz
N

�
olmak üzere z 2 H, N 2 Z+,

(g; h) 2 Z2 için genelleştirilmi̧s Dedekind eta fonksiyonu,

�g;h(N) =

�
exp

�
�iB1

�
h
N

��
(1� ��hN ); g � 0; h 6� 0(N)

1; di¼ger durumlarda

iken aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

�g;h(z;N) = �g;h(N) exp
�
�izB2

� g
N

�� Y
m�g(N)
m>0

(1��hNqmN )
Y

m��g(N)
m>0

(1���hN qmN ): (33)

Burada, B1 ve B2 birinci ve ikinci dereceden Bernoulli fonksiyonlar¬n¬gösterir.

�g;h (z;N) fonksiyonu, z 2 H için, holomorftur ve g, h (modN) �ye ba¼gl¬d¬r. Hatta
her g ve h için,

�g;h (z;N) = ��g;�h (z;N)

ve (g; h) � (0; 0) (modN) için

�g;h (z;N) = �2 (z)

dir (Hecke 1983, Miao 1996, Schoeneberg 1974, Şimşek 2003, Şimşek v.d. 2009).

Teorem 5.2.1. (Aygüneş ve Şimşek 2010) p herhangi bir asal say¬olsun. N j g ise,
o zaman

Tp(log �g;h(z;N)) =
�i(p� 1)
12

+ log �g;h(pz;N) + p log �g;h

�
z

p
;N

�
(34)

dir.
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Kan¬t. (33) ba¼g¬nt¬s¬ndan,

�g;h (z;N) = �g;h (N) exp
�
�izB2

� g
N

�� 1Y
n=1

�
1� �h

N
qg+nN
N

� 1Y
n=1

�
1� ��h

N
q�g+nN
N

�
elde edilir.Yukar¬daki ba¼g¬nt¬n¬n her iki taraf¬n¬n logaritmas¬al¬n¬rsa:

log(�g;h(z;N)) = log�g;h(N) + �izB2(
g

N
)�

1X
n=1

1X
m=1

1

m
exp

�
2�imh

N
+ 2�imz(n+

g

N
)

�
�

1X
n=1

1X
m=1

1

m
exp

�
�2�imh

N
+ 2�imz(n� g

N
)

�
bulunur.

A =

1X
n;m=1

1

m
Tp

�
e
2�imh
N

+2�imz(n+ g
N
)
�

ve

B =
1X

n;m=1

1

m
Tp

�
e�

2�imh
N

+2�imz(n� g
N
)
�

olsun. (1) ba¼g¬nt¬s¬nda, p herhangi bir asal say¬ olmak üzere, n = p seçilirse ve

log(�g;h(z;N)) fonksiyonuna Tp operatörü uygulan¬rsa,

Tp(log �g;h(z;N)) = (p+ 1) log�g;h(N) + Tp

�
�izB2

� g
N

��
� (A+B) ; (35)

elde edilir. Buradan gerekli düzenlemeler yap¬larak

A =

1X
n;m=1

e
2�imh
N

m

 
e2�impz(n+

g
N
) + e

2�imz
p

(n+ g
N
)
p�1X
b=0

�
e
2�im
p
(n+ g

N
)
�b!

ve

B =
1X

n;m=1

e�
2�imh
N

m

 
e2�impz(n�

g
N
) + e

2�imz
p

(n� g
N
)
p�1X
b=0

�
e
2�im
p
(n� g

N
)
�b!

:

elde edilir. Yukar¬daki serileri elde ederken aşa¼g¬daki sonuçlar¬kullan¬lm¬̧st¬r.

p - m(n� g
N
) ise, o zaman

p�1X
b=0

�
e
2�im
p
(n� g

N
)
�b
= 0

ve p j m(n� g
N
) ise, o zaman

p�1X
b=0

�
e
2�im
p
(n� g

N
)
�b
= p
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dir.

Di¼ger taraftan, p - m(n+ g
N
) ise, o zaman

p�1X
b=0

�
e
2�im
p
(n+ g

N
)
�b
= 0

ve p j m(n+ g
N
) ise, o zaman

p�1X
b=0

�
e
2�im
p
(n+ g

N
)
�b
= p

dir.

Sonuç olarak, m = pm0 and n+ g
N
= pk iken, A�daki ikinci çift katl¬toplam

1X
n;m=1;pjm(n+ g

N
)

� � � =
1X

n;m=1;pjm

� � �+
1X

n;m=1;pj(n+ g
N
)

� � � �
1X

n;m=1;pjm;pj(n+ g
N
)

� � �

ifadesine eşittir ve m = pm0, (n� g
N
) = pl iken, B�deki ikinci çift katl¬toplam da

1X
n;m=1;pjm(n� g

N
)

� � � =
1X

n;m=1;pjm

� � �+
1X

n;m=1;pj(n� g
N
)

� � � �
1X

n;m=1;pjm;pj(n� g
N
)

� � �

ifadesine eşittir. Bu durumda,

A+B =
1X

n;m=1

e
2�imh
N

m
e2�impz(n+

g
N
) +

1X
n;m=1

e�
2�imh
N

m
e2�impz(n�

g
N
) +

+
1X

n;m0=1

e
2�ipm0h

N

m0 e2�im
0(n+ g

N
)z +

1X
n;m0=1

e�
2�ipm0h

N

m0 e2�im
0z(n� g

N
) +

+p
1X

n;m=1

e
2�imh
N

m
e2�im(n+

g
N
) z
p + p

1X
n;m=1

e�
2�imh
N

m
e2�im(n�

g
N
) z
p �

�
1X

n;m0=1

e
2�ihpm0

N

m0 e2�im
0(n+ g

N
)z �

1X
n;m0=1

e�
2�ipm0h

N

m0 e2�im
0(n� g

N
)z

bulunur. Buradan, (35) ba¼g¬nt¬s¬kullan¬larak, gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa istenen

sonuç elde edilir.

Not 5.2.1. Teorem 5.2.1�deki ba¼g¬nt¬da (g; h) � (0; 0)(N) al¬n¬rsa,

Tp(log �(z)) =
�i(p� 1)
24

+ (p+ 1) log �(z)

bulunur. Bu sonuç ile Knopp taraf¬ndan verilen klasik Dedekind eta fonksiyonunun

Hecke tipi operatörler alt¬ndaki davran¬̧s¬elde edilir (Knopp 1980).
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Not 5.2.2. Teorem 5.2.1�de g = 0 al¬n¬rsa, p herhangi bir asal say¬olmak üzere,

aşa¼g¬daki sonuca var¬l¬r (Aygüneş ve Şimşek 2010):

Tp(log �0;h(z;N)) = (p+ 1) log�0;h(N) +
�i

6

�
z + pz +

p� 1
2

�
+2

1X
n;m=1

1

m

�
e2�imnpz + pe

2�imnz
p

�
cos

�
2�mh

N

�
:

5.3. Hecke Tipi Operatörlerin Weber Tipi Fonksiyonlara Uygulanmas¬

Tan¬m 5.3.1. z 2 H için q = e2�iz olsun. Weber fonksiyonlar¬(Cox 1989):

f(z) = q�
1
48

1Y
n=1

�
1 + qn�

1
2

�
;

f1(z) = q�
1
48

1Y
n=1

�
1� qn�

1
2

�
;

ve

f2(z) =
p
2q

1
24

1Y
n=1

(1 + qn)

ifadeleri ile tan¬mlan¬r.

Weber fonksiyonlar¬Dedekind �-fonksiyonu arac¬l¬¼g¬yla da aşa¼g¬daki gibi tan¬m-

lan¬r (Cox 1989):

f(z) = ��148
�
�
z+1
2

�
�(z)

;

f1(z) =
�
�
z
2

�
�(z)

;

ve

f2(z) =
p
2
� (2z)

�(z)

dir. Burada

�48 = e
2�i
48

tir.

Teorem 5.3.1. (Aygüneş ve Şimşek 2010) p herhangi bir tek asal say¬ise, o zaman

Tp(log f2(z)) = (p+ 1)(log f2(z)) +
�i(p� 1)
24

dir.
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Teorem 5.3.2. (Aygüneş 2012) p herhangi bir asal say¬ise, o zaman

Tp(log f
�
1(�)) = �

�i(p� 1)
24

+ p log f�1

�
�

p

�
+ log f�1(p�)

d¬r. Burada

f�1(�) = f1(2�)

d¬r.

Kan¬t. Tan¬m 5.3.1�de f�1�¬n logaritmas¬n¬al¬n¬rsa

log f�1(�) = �
�i�

12
�

1X
n;m=1

e2�im(2n�1)�

m

bulunur. log f�1(�) fonksiyonuna Tp operatörünü uygulan¬rsa ve buradan Teorem

5.2.1�in kan¬t¬na benzer şekilde gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa istenen elde edilir.

Teorem 5.3.3. (Aygüneş 2012) p herhangi bir tek asal say¬ise, o zaman

Tp(log f
�(�)) = ��i(p� 1)

24
+ p log f�

�
�

p

�
+ log f�(p�)

d¬r. Burada

f�(�) = f(2�)

d¬r.

Kan¬t. Tan¬m 5.3.1�de f��¬n logaritmas¬n¬al¬n¬rsa

log f�(�) = ��i�
12

+
1X

n;m=1

(�1)m
m

e2�im(2n�1)�

bulunur. log f�(�) fonksiyonuna Tp operatörünü uygulan¬rsa ve buradan Teorem

5.2.1�in kan¬t¬na benzer şekilde gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa istenen elde edilir.

Not 5.3.1. Teorem 5.3.1�in kan¬t¬Knopp�un makalesindeki kan¬ta benzerdir (Knopp

1980). Teorem 5.3.2 ve Teorem 5.3.3�ün kan¬tlar¬ise Teorem 5.2.1�in kan¬t¬na ben-

zerdir.

Tan¬m 5.3.2. (Aygüneş ve Şimşek 2011) g; h 2 Z olsun. Y2;g;h(z;N) ile verilen
Weber tipi fonksiyonu

Y2;g;h(z;N) = 2e
�izB2( gN )

Y
n�g(N)
n>0

(1��hNq2n)(1��hNqn)�1
Y

n��g(N)
n>0

(1���hN q2n)(1���hN qn)�1

(36)
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ile tan¬mlan¬r.

Not 5.3.2. (36) ba¼g¬nt¬s¬nda gerekli düzenlemeler yap¬larak

Y2;g;h(z;N) =
2�g;h(2z;N)

�g;h(z;N)
(37)

bulunur. (37) ba¼g¬nt¬s¬nda g � h � 0(N) al¬n¬rsa,

Y2;0;0(z;N) = f
2
2(z)

elde edilir.

Teorem 5.3.4. (Aygüneş ve Şimşek 2011) p herhangi bir asal say¬olsun. N j g ise,
o zaman

Tp (log Y2;g;h(z;N)) = (p+ 1) log 2 + log

0@�g;h(2pz;N)�pg;h
�
2z
p
; N
�

�g;h(pz;N)�
p
g;h

�
z
p
; N
�
1A

dir.

Kan¬t. (37) ba¼g¬nt¬s¬nda her iki taraf¬n logaritmas¬al¬n¬rsa,

log Y2;g;h(z;N) = log 2 + log �g;h(2z;N)� �g;h(z;N)

bulunur. Buradan her iki tarafa Hecke operatörünü uygulayarak ve Teorem 5.2.1�den

yararlanarak istenen sonuç elde edilir.

Tan¬m 5.3.3. Y1;g;h(z;N) ve Yg;h(z;N) ile verilenWeber tipi fonksiyonlar¬, s¬ras¬yla,

Y1;g;h(z;N) =

p
2�

Y2;g;h
�
z
2
; N
�� 1

2

ve

Yg;h(z;N) =

p
2

Y1;g;h (z;N) (Y2;g;h (z;N))
1
2

ile tan¬mlan¬r.

Not 5.3.3. Tan¬m 5.3.3�teki Weber tipi fonksiyonlar için g � h � 0(N) al¬n¬rsa,

Y1;0;0(z;N) = f1 (z)

ve

Y0;0(z;N) = f (z)
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elde edilir.

Teorem 5.3.5. (Aygüneş ve Şimşek 2011) p herhangi bir asal say¬ve N j g olsun.
Bu durumda,

Tp(log Y1;g;h(z;N)) =
1

2
log

0@�g;h �pz2 ; N� �pg;h
�
z
2p
; N
�

�g;h (pz;N) �
p
g;h

�
z
p
; N
�
1A

ve

Tp(log Yg;h(z;N)) =
1

2
log

0@ �2g;h (pz;N) �
2p
g;h

�
z
p
; N
�

�g;h (2pz;N) �g;h
�
pz
2
; N
�
�pg;h

�
2z
p
; N
�
�pg;h

�
z
2p
; N
�
1A

elde edilir.

Not 5.3.4. Yukar¬daki Weber tipi fonksiyonlar¬n logaritmas¬na Tp operatörü uygu-

lan¬r ve Teorem 5.3.5�in kan¬t¬Teorem 5.3.4�ün kan¬t¬na benzer şekilde yap¬l¬r.

5.4. Hecke Tipi Operatörlerin Weierstrass �- Fonksiyonuna Uygulanmas¬

Tan¬m 5.4.1. Weierstrass �-fonksiyonu sonsuz çarp¬m şeklinde aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlan¬r:

�(z; �) =
1

2�i
e
�2z

2

2 (
p
qz �

p
q� )

1Y
n=1

(1� qn� qz)
�
1� qn�

qz

�
(1� qn� )

:

Burada q� = e2�i� , qz = e2�iz ve �2 = �2(�): ��ya ba¼gl¬bir kompleks say¬d¬r (Cox

1989).

Bundan sonra �(z; �) yerine �(z) alal¬m. Weber fonksiyonlar¬, Dedekind �-

fonksiyonu ve Weierstrass �-fonksiyonu aras¬ndaki ili̧skiler

�

�
1

2

�
=
1

2�
e
�2
8
f2(�)

2

�(�)2
; (38)

�
��
2

�
=

i

2�
e
�2�2
8 q�

1
8
f1(�)

2

�(�)2
(39)

ve

�

�
� + 1

2

�
=
1

2�
e
(�+1)2�2

8 q�
1
8
f(�)2

�(�)2
(40)

ifadeleri ile tan¬mlan¬r (Cox 1989).
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Teorem 5.4.1. (Aygüneş 2012) p tek asal say¬ise, o zaman

Tp

�
��2
8
+ log �

�
1

2
; �

��
= (p+ 1)

�
��2
8
+ log �

�
1

2
; �

��
d¬r.

Kan¬t. (38) ba¼g¬nt¬s¬n¬n her iki taraf¬n¬n logaritmas¬n¬ald¬ktan sonra Tp opera-törü

uygulan¬rsa,

Tp

�
��2
8
+ log �

�
1

2
; �

��
= �(p+ 1) log 2� + 2Tp(log f2(�))� 2Tp(log �(�)):

bulunur. Yukar¬daki ba¼g¬nt¬dan,

Tp

�
��2
8
+ log �

�
1

2
; �

��
= (p+ 1) (� log 2� + 2 log f2(�)� 2 log �(�))

elde edilir. Buradan istenen sonuca ulaş¬l¬r.

Not 5.4.1. Tn(f(�)) = �(n)f(�) ba¼g¬n¬t¬s¬n¬sa¼glayan s¬f¬rdan farkl¬f fonksiyonu

için �(n) kompleks skaleri, Tn Hecke operatörünün bir özde¼geridir ve f fonksiyonu

ise, Tn Hecke operatörünün bir özfonksiyonudur. Teorem 5.4.1 arac¬l¬¼g¬yla,

g(�) = ��2
8
+ log �

�
1

2
; �

�
ile tan¬ml¬g fonksiyonu, Tp Hecke operatorünün bir özfonksiyonudur ve �(p) = p+1

de¼geri de Tp Hecke operatörünün bir özde¼geridir.

Teorem 5.4.2. (Aygüneş 2012) p herhangi bir asal say¬ise, o zaman

Tp

�
��

�
2�
2

2
+ log �(� ; 2�)

�
= ��i(p+ 1)�

2
�5�i(p� 1)

12
+log

 
ip+1(f�1(

�
p
))2p(f�1(p�))

2

(2��2(2�))p+1

!

dir. Burada ��2 = �2(2�)�d¬r.

Kan¬t. (39) ba¼g¬nt¬s¬nda � yerine 2� al¬n¬rsa,

�(� ; 2�) =
i

2�
e
��2�

2

2 e�
�i�
2
(f�1(�))

2

(�(2�))2

bulunur. Yukar¬daki fonksiyonun logaritmas¬al¬n¬rsa,

��
2��2
2
+ log �(� ; 2�) = log

�
i

2�

�
� �i�

2
+ 2 log f�1(�)� 2 log �(2�)
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bulunur. Yukar¬daki ba¼g¬nt¬ya Tp operatörü uygulan¬rsa,

Tp

�
��

2��2
2
+ log � (� ; 2�)

�
= (p+ 1) log

�
i

2�

�
� �i

2
Tp(�)

+2

�
��i(p� 1)

24
+ p log f�1

�
�

p

�
+ log f�1 (p�)

�
�2
�
�i(p� 1)
24

+ (p+ 1) log �(2�)

�
bulunur. Buradan istenen sonuç elde edilir.

Teorem 5.4.3. (Aygüneş 2012) p herhangi bir tek asal say¬ise, o zaman

Tp

�
�(2� + 1)

2��2
8

+ log �

�
2� + 1

2
; 2�

��
= ��i(p+ 1)�

2
� 5�i(p� 1)

12

+ log

 
(f�( �

p
))2p(f�(p�))2

(2��2(2�))p+1

!

dir. Burada

��2 = �2(2�)

d¬r.

Kan¬t. (40) ba¼g¬nt¬s¬nda � yerine 2� al¬n¬rsa,

�

�
2� + 1

2
; 2�

�
=
1

2�
e
(2�+1)2��2

8 e�
�i�
2
(f�(�))2

(�(2�))2

bulunur. �
�
2�+1
2
; 2�
�
fonksiyonunun logaritmas¬al¬n¬rsa,

�(2� + 1)
2��2

8
+ log �

�
2� + 1

2
; 2�

�
= log

�
1

2�

�
� �i�

2
+ 2 log f�(�)� 2 log �(2�)

bulunur. Yukar¬daki ba¼g¬nt¬ya Tp operatörü uygulan¬rsa,

Tp

�
��

�
2(2� + 1)

2

8
+ log �

�
2� + 1

2
; 2�

��
= (p+ 1) log

�
1

2�

�
� �i

2
Tp(�)

+2

�
��i(p� 1)

24
+ p log f�

�
�

p

�
+ log f� (p�)

�
�2
�
�i(p� 1)
24

+ (p+ 1) log �(2�)

�
elde edilir. Buradan istenen sonuç elde edilir.
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SONUÇ

Bu tezde aşa¼g¬daki sonuçlar bulunmuştur:

K¬smi Hecke operatörleri, k¬smi Hecke tipi operatörleri tan¬mland¬. Bu opera-

törlere kaŗs¬l¬k gelen matrislerin Bernoulli polinomlar¬ve Euler polinomlar¬cinsin-

den ifadeleri bulundu. K¬smi Hecke tipi operatörlerin özde¼gerleri ve özfonksiyonlar¬

ayr¬nt¬l¬bir şekilde verildi. Bu özde¼gerlerin Bernoulli say¬lar¬, Euler say¬lar¬, Euler

gama fonksiyonu, k¬smi zeta fonksiyonuyla ili̧skili oldu¼gu baz¬ba¼g¬nt¬lar ispatland¬.

Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3 kullan¬larak, Euler özdeşli¼gi olarak bilinen Bernoulli

say¬lar¬n¬n giri̧sim formülünün farkl¬bir ispat¬verildi. Teorem 3.2.7 ve Teorem 3.2.9

kullan¬larak, Euler say¬lar¬n¬n Bernoulli say¬lar¬cinsinden ifadesinin farkl¬bir ispat¬

verildi.

K¬smi Hecke operatörlerinin Genocchi tipi polinomlara uygulanmas¬verildi. Bu

polinomlar¬n k¬smi Hecke operatörlerinin bir özfonksiyonu oldu¼gu ispatland¬. Teo-

rem 3.3.1�de Genocchi polinomlar¬n¬n Raabe ba¼g¬nt¬s¬genelleştirildi ve Genocchi tipi

polinomlar¬n üreteç fonksiyonu verildi.

Genelleştirilmi̧s k¬smi Hecke operatörleri tan¬mland¬. Bu operatörlerin

genelleştirilmi̧s Euler tipi polinomlar¬na etkisi verildi. Bu operatörlerin özde¼gerleri

ve özfonksiyonlar¬bulundu. Genelleştirilmi̧s Euler tipi polinomlar¬n¬n ve say¬lar¬n¬n

üreteç fonksiyonlar¬tan¬mland¬. Bu polinomlar¬n ve say¬lar¬n baz¬özellikleri veril-

di. Ayr¬ca bu özellikler yard¬m¬yla genelleştirilmi̧s Euler tipi polinomlar¬n¬n ve

say¬lar¬n¬n ilk dört tanesi hesapland¬. Teorem 4.2.1�de, Frobenius-Euler polinom-

lar¬ile bu polinomlar aras¬ndaki ba¼g¬nt¬ispatland¬. Teorem 4.2.3�te, genelleştirilmi̧s

Euler tipi polinomlar¬ ile Apostol-Bernoulli polinomlar¬ aras¬ndaki ba¼g¬nt¬ ispat-

land¬.

Weierstrass }-fonksiyonu, Weierstrass �-fonksiyonu, Eisenstein serileri,

genelleştirilmi̧s Dedekind eta fonksiyonu ve Weber fonksiyonlar¬n¬n Hecke tipi o-

peratörler alt¬ndaki davran¬̧slar¬ verildi. Weber fonksiyonlar¬ genelleştirildi. Bu

genelleştirilmi̧s fonksiyonlar¬n Hecke tipi operatörler alt¬ndaki davran¬̧slar¬incelendi

ve baz¬özellikleri verildi.

Üreteç fonksiyonlar¬, operatörler, Bernoulli polinomlar¬ ve Euler polinomlar¬,

v.s. gibi özel fonksiyonlar¬n başta matematik olmak üzere �zik, mühendislik ve

di¼ger bilim alanlar¬nda önemli bir yere sahip olduklar¬bilinmektedir.
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Hecke operatörünün Mk (modüler formlar) üzerinde invaryant kalmas¬ndan

ötürü, modüler formlar teorisi ile Hecke operatörleri aras¬nda önemli bir ili̧ski vard¬r.

Dolay¬s¬ylaMk üzerindeki Hecke operatörleri ile ilgili özgün sonuçlar¬n elde edilmesi,

modüler formlar teorisine de önemli katk¬lar sa¼glayacakt¬r.

Not 4.1.1� de genelleştirilmi̧s k¬smi Hecke operatörlerine kaŗs¬l¬k gelen Mm(t)

matrisinin karakteristik polinomunun köklerinin tümü farkl¬oldu¼gundan dolay¬, bu

polinomun minimal polinomlar ile ili̧skileri incelenebilir. Çünkü minimal polinomlar

cebirde, üzerinde çal¬̧s¬lan yap¬n¬n yetersiz kald¬¼g¬durumlarda oldukça fayda sa¼gla-

maktad¬r. Bir cebirsel say¬n¬n aç¬k bir şekilde ifade edilememesi durumunda buna

ba¼gl¬özelliklerin çal¬̧s¬lmas¬da mümkün olamamakta, bu tür durumlarda minimal

polinomun özelliklerinin çal¬̧s¬lmas¬da istenen sonuca ulaşmakta yeterli olabilmek-

tedir. Örnek olarak

H(�q) = < R;S j R2 = Sq = I >

temsiliyle verilen Hecke gruplar¬n¬n temel denklik altgruplar¬n¬n çal¬̧s¬lmas¬ndaki bir

yöntem bu gruplar¬n elemanlar¬n¬n n modunda indirgenmesidir. Ancak �q cebirsel

say¬s¬�q = 2 cos(�=q); q 2 N; q � 3 ile verildi¼ginden ilk dört �q say¬s¬n¬net bir

şe-kilde �3 = 1; �4 =
p
2; �5 = (1 +

p
5)=2 ve �6 =

p
3 olarak belirleyip ikinci

dereceden kalanlar yard¬m¬yla bu say¬lar¬n hangi modlarda bir tamsay¬ya dönüşe-

ce¼gini bulabilsek de q > 6 için �q say¬s¬n¬n bu aç¬kl¬kta belirlenmesi mümkün olama-

maktad¬r ve bu nedenle �q say¬s¬n¬n Q üzerindeki minimal polinomunun n modunda

indirgenmesinden faydalan¬lmaktad¬r. Bu yöntemle H(�q) Hecke gruplar¬n¬n bölüm

gruplar¬üzerine epimor�zmlerinin çekirdeklerini hesaplay¬p bu gruplar¬n temel den-

klik altgruplar¬n¬n belirlenmesi sa¼glanabilmektedir (Cangül 1994, 1998, ·Ikikardeş

v.d. 2009).
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Ş·IMŞEK, Y. 2006. Hardy character sums related to Eisenstein series and theta

functions. Advanced Studies in Contemporary Mathematics, 12 (1): 39-53.
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