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ONSOZ

Bu tez beg boliimden olusmaktadir. Girig kisminda Hecke tipi operatorlerle ilgili
daha 6nce yapilan calismalar hakkinda bilgiler, baz kaynaklardan alintilar yapilarak,

verilmigtir.

Ikinci boliimde temel kavramlar ve lineer doniistimler cebiriyle ilgili bazi temel
kavramlar verilmigtir. Modiiler formlar, Hecke operatorleri, Weierstrass - fonksiyo-

nu, Bernoulli ve Euler polinomlar: gibi baz kavramlar hatirlatilmigtir.

Uciincii boliimde, kismi Hecke operatorleri tanimlanip bu operatorlerle ilgili
baz1 ozellikler verildikten sonra, bu operatorlere karsilik gelen bazi 6zel matrisler,
Bernoulli polinomlar: ve Euler polinomlar: cinsiden verilmigtir. Kismi Hecke opera-
torleri yardimiyla tanimlanan kismi Hecke tipi operatorleri igin 6zdegerler Hurwitz
zeta fonksiyonunu icermektedir. Aymi zamanda kismi Hecke tipi operatorlerine
kargilik gelen ozdegerler ise kismi zeta fonksiyonunu, Bernoulli sayilarin1 ve Euler
sayilarini icermektedir. Ayrica Genocchi tipi polinomlar tanimlanarak bu polinom-
larin kismi Hecke operatorleri altinda birer 6zfonksiyon oldugu gosterilmistir. Ek

olarak bu polinomlarin iirete¢ fonksiyonu elde edilmistir.

Dordiincii boliimde, genellestirilmig Euler tipi polinomlarin genellegtirilmig kismi
Hecke operatorleri altinda birer 6zfonksiyon olduklar: gosterilmistir ve bu polinom-
larin iireteg fonksiyonu elde edilmistir. Genellestirilmis kismi Hecke operatorleri icin
genellestirilmis Euler tipi polinomlara karsilik gelen 6zdegerler ise Hurwitz zeta ve

kismi zeta fonksiyonunu igermektedir.

Beginci boliimde ise, Hecke tipi operatorler altinda Weierstrass tipi fonksiyon-
larin, genellestirilmis Dedekind eta fonksiyonunun, Weierstrass o- fonksiyonun, We-

ber ve Weber tipi fonksiyonlarin davraniglar: incelenmigtir.
Bu tezin olugmasinda bana katkisini esirgemeyen, beni calismaya 6zendiren
ve yonlendiren degerli hocam Prof. Dr. Yilmaz Simsek’e sonsuz tesekkiirlerimi

sunarim.
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1. GIRIS

Hecke operatorleri, modiiler formlar teorisinde 6énemli bir yere sahiptir. Bu
operatorde adi gecen Erich Hecke’nin en énemli ¢aligmalari, Hecke operatorlerinin
cebirsel o6zelliklerini ve bu operatorlerle iligkili Euler carpimlarinin o6zelliklerini
kesfetmesiyle, 1936 yilinda gergeklesmigtir (Schoeneberg 1970-1990). Modiiler form-
lar iizerine birgok iinlii matematikginin (Leonhard Euler, Carl Gustav Jacob Jacobi,

Srinivasa Ramanujan, Erich Hecke, v.s.) caligmalar1 bulunmaktadir.

Modiiler formlar ve 6zel bir modiiler form tipi olan cusp (zirve ya da u¢) form-
lar, Hecke operatorleri altinda invaryant kalirlar; yani bir vektor uzay: olan modiiler
formlar uzayindan secilen herhangi bir fonksiyona Hecke operatorii uygulandiginda
elde edilen fonksiyon yine modiiler formlar uzayimin bir elemani olacaktir. Hecke
operatorleri, sadece karmagik analizin 6nemli ve genis bir dali olan modiiler formlar
teorisinde degil, ayn1 zamanda p-adik analiz ve cebir gibi alanlarda da kullanil-
maktadir. k& herhangi bir tek say1 olmak iizere, k/2 agirhikl modiiler formlarin
geometrik olarak ingaasinda p-adik modiiler formlardan yararlanilir (Ramsey 2004)
ve p-adik modiiler formlar uzayinda kullanigh olan ve iyi sonuglar veren Hecke opera-
torleri de tanmimlanmigtir. Hecke ve Hecke tipi operatorleri diferensiyel denklemler
teorisinde de uygulanmaktadir. Ornegin, lineer diizgiin diferensiyel denklemler iize-
rindeki Hecke operatorlerinin 6zellikleri Min Ho Lee tarafindan incelenmistir (Lee
1996, 1999). Aym zamanda bu operatorlerin herhangi bir asal sayimn kuvvetleri
tizerindeki matris gosterimleri Miyawaki’nin galigmasinda goriilmektedir (Miyawaki
1992). Hala Hajj Shehadeh, Samar Jaafar ve Kamal Khuri- Makdisi, Hecke ope-
ratorlerinin, iireteg fonksiyonunu elde etmiglerdir (Shehadeh, Jaafar ve Makdisi
2006). Bu iireteg fonksiyonundan faydalanarak Hecke operatérlerinin &zelliklerini

incelemek ve yeni bagintilar elde etmek miimkiindiir.

Theta fonksiyonlar1 ve Eisenstein serileri gibi iyi bilinen bazi modiiler form-
lara Hecke operatorlerini uygulamak miimkiindiir. Bu konuyla ilgili bir caligma Y.
Simgek ve M. Agikgoz tarafindan yapilmigtir (Simsek ve Agikgoz 2005). Bunun yan
sira, M. I. Knopp Hecke tipi operatorler altinda klasik Dedekind eta fonksiyonunun
logaritmasinin davranigini incelemistir ve Hecke tipi operatorler altinda Dedekind
toplaminin 6zdegerlerini elde etmistir (Knopp 1980). Goldberg’in tezinde, klasik

Hecke operatoriinden ve Knopp’un tanimladigi Hecke operatoriinden farkh gekilde



bir Hecke tipi operator tanimlayarak theta fonksiyonunun logaritmasinin bu ope-
ratorler altindaki davramg incelenmistir (Goldberg 1975). L. A. Parson ve K. H.
Rosen’in ¢aligmasinda, Knopp tarafindan verilen Hecke tipi operatorlerin Lambert
serilerine etkisi incelenmigtir (Parson ve Rosen 1981). Bu tezde ise, Knopp’'un tanim-
ladig1 gibi Hecke tipi operatorleri, matematikte ve matematigin uygulamalarinda

oldukca onemli olan baz1 6zel fonksiyonlara uygulanacaktir.

Klasik Hecke operatorii, My, ile gosterilen k agirlikli modiiler formlar iizerinde
tanmmlanir (Apostol 1976) ve bu operatorlerin My iizerindeki cebirsel ozellikleri
giiniimiiz matematikgileri tarafindan halen incelenmektedir. Kismi Hecke operator-
leri ve kismi Hecke tipi operatorleri ise vektor uzayr ozelligini saglayan herhangi
bir fonksiyonlar kiimesi iizerinde tamimlanacaktir. Ornegin, n herhangi bir dogal
say1 olmak {izere, derecesi en ¢ok n olan polinomlarin olugturdugu uzay bir vektor
uzayidir. Bu vektor uzayimmin bir elemani olarak Bernoulli ya da Euler polinomlar:
segilerek ve bu polinomlarla ilgili Raabe bagintisindan yararlanarak, kismi Hecke
operatorlerinin bu polinomlar iizerinde 6zdegere ve dzfonksiyonlara sahip oldugu
goriiliir. Bu tezde ise, klasik Bernoulli ve Euler polinomlarimi kapsayan genellestiril-
mis 6zel polinomlar tizerinde kismi Hecke operatorleri ve dolayisiyla genellestirilmis
Raabe bagintilar1 tanimlanarak ézdeger ve dzfonksiyonlar incelenecektir. Hatta, 6zel

polinomlarin iirete¢ fonksiyonu bulunacaktir.

W. Stein ,P. E. Gunnells’le birlikte, Miller tabani araciligiyla klasik Hecke ope-
ratorlerine karsilik gelen matrislerin bulunmasi ve bu matrislerin karakteristik poli-
nomlarmin elde edilmesiyle ilgili baz1 uygulamalar verilmigtir (Stein ve Gunnells
1974). Bu tezde ise, Hecke tipi operatorlerine kargilik gelen matrisler incelenecek-
tir. m 1’den biiyiik herhangi bir dogal say1 olmak {izere, {1,z, 22, --- , 2™} ile veri-
len taban iizerindeki kismi Hecke operatorlerinden elde edilen sonuglardan ve kismi
Hecke operatorlerinin degisme ozelliginden faydalanilarak, bazi ¢zel polinomlarin

kismi Hecke operatorlerinin birer 6zfonksiyonlar: oldugu sonucuna varilacaktir.

Hecke ve Hecke tipi operatorleri, bazi matematikciler tarafindan farkl bigimlerde
tanimlanmigtir. Klasik Hecke operatorleri ilk olarak Hecke tarafindan kegfedilmistir
(Hecke 1983). Daha sonra J. S. Milne, T. Miyake tarafindan Hecke’nin tanimindan
farkl sekilde tanmimlar verilmistir (Milne 1990, Miyake 1989).

K. Harada tarafindan, genellestirilmig permiitasyonlar aracihgyla n., fonksi-

yonu tanimlanmgtir ve bu fonksiyonun 6zellikleri incelenmigtir (Harada 2010). Bu
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fonksiyonun Hecke tipi operatorler altindaki davraniglarini incelemek miimkiin ola-
bilir.
Son zamanlarda Hecke operatorlerinin birgok alanda uygulandigi goriilmektedir.

Bu alanlardan bazilar1 asagidaki gibi siralanir:

Juan B. Gil ve Sinai Robins tarafindan agagida verilen f rasyonel fonksiyon-
lar1 tizerinde Hecke operatorleri tanimlanarak bu rasyonel fonksiyonlarin katsayilar:

incelenmigtir (Gil ve Robins 2003):

f( x Zan»f y CL()—O)

n=0
ile verilen f rasyonel fonksayonu,
Upf<x) = Z anpxna (p € Z+)
n=0

ile tanimlanan U, operatoriiniin bir 6zfonksiyonu ve bu 6zfonksiyona karsilik gelen

ozdeger ise A\, # 0 olsun. Burada

d
=0 -2
7j=1

olsun. O zaman d’yi bélen bir x tamsayisi ve bir L tamsayis1 vardir 6yle ki Vn > 0
icin

d

i 2mil

_ J
a, =n" 15 Cije "

j=1

27

seklindedir. Burada f'nin ttim kutuplari v; = e T (l € N) ile verilir ve
Cj eC
dir. L saywisina da f fonksiyonunun seviyesi denir.

Gabriele Nebe tarafindan kodlama teorisinde, Kneser- Hecke- operatorleri agagi-
daki gibi tanimlanmigtir (Nebe 2006):
0 <k <nigin
dim(C N D) =dim(C) — k

ozelligini saglayan C, D € F kodlar1, k-komsuluk olarak tanimlanir.
C ~Ek D

3



olarak gosterilsin. ) ise F ’nin elemanlarinin olugturdugu tiim denklik siniflarinin

kiimesi tizerinde bir C-vektor uzay: olsun. [C] ve [D] denklik siiflar ise, V tizerinde

Doy C

ile tanimlanan 7}, lineer operatoriine F igin k-ninci Ksener-Hecke operatorii denir.

Burada [C] = {C : D ~j C} ile verilir.

Tobias Miihlenbruch tarafindan kongriians modiiler altgruplar altinda periyot
fonksiyonlar1 igin Hecke operatorleri incelenmigtir (Miihlenbruch 2006). Burada

periyot fonksiyonlari agagidaki gibi tanimlanmigtar:

i (0,00) — C,

ve
Y= (¢z‘)z‘e{1 ..... u}

olsun. T'y(n) kongriians modiiler altgrubu igin periyot fonksiyonu asagidaki 6zellik-
leri saglar:

(i) Vi € {1, ..., u} icin ¢;, (0, 00) araliginda analitiktir.

(i)
z

V(=) = p(T )+ 1) + (2 + 1) p(T )0 (- 1

Burada s € C ve

).

p:T(1) — Cr¢
dir.
ii) Vi € {1, ... icin ¢, asagdaki ozelligi saglar:
(iii) {1, ..., pu} i¢in ¥, asag gi sag

O(zmax{O,—2Re(s)}), P l 0
%(2) - { O(Zmin{O,—QRe(S)}), 2 — 00

dir.
Eiichi Bannai, Koji Kojima ve Tsuyoshi Miezaki tarafindan, g € M (Monster
grubu) icin x,(g) bir karakter olmak iizere

Ty(2) = Ly Z xi(9)d's  (g=¢€"7)



A
seklinde T, (z) McKay-Thompson serisi tanimlanmigtir ve bu seriye bagh olarak, T’
Hecke operatorii icin

1) 11— 10 (C) = L)

ad=n
0<b<d

seklinde Hecke tipi Faber polinomlar: tanimlanarak bu polinomlarin sifirlar1 ince-

lenmigtir (Bannai, Kojima ve Miezaki 2006).

Lynne H. Walling tarafindan Siegel theta serileri tizerinde Hecke operatorlerinin

etkisi incelenmigtir (Walling 2007).

Suzanne Caulk ve Lynne H. Walling tarafindan Hilbert-Siegel modiiler formlar

iizerinde Hecke operatorlerinin degerleri aragtirilmistir (Caulk ve Walling 2007).

Roelof W. Bruggeman, Roberto J. Miatello tarafindan Hilbert modiiler grup-
lar iizerinde Hecke operatorlerinin 6zdegerleri incelenmistir (Bruggeman ve Miatello
2009).

2010 yilinda Victor H. Moll, Sinai Robins ve Kirk Soodhalter tarafindan U,

lineer operatorii

seklinde tammmlanmigtir. Buradan n | j, n,j7 € N ve p = ¢ + 1 igin,
U (27, F,(a,b, 7)) = x%onnp_l(c, d, )

bagintis1 kullanilarak hipergeometrik fonksiyonlarin Hecke operatorleri altindaki
degerleri aragtirilmistir (Moll, Robins ve Soodhalter 2010). Burada ,F,(a, b, ) hiper-
geometrik fonksiyonu

[e o]

)= 5 e o
ile tanimlanir. Burada
Cm+z=%l_1, 0<i<p-—-1,1<i<n
ve
dm+z=b’“2l_1, 0<i<ql<l<n
dir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1 Lineer Doniistimler Cebiri

Bu boliimde lineer doniisiimler ve bunlarin bazi 6zellikleri verilecektir. Bu
doniisiimler Hecke tipi operatorler icin kullanilacaktir. Asagidaki sonuglar Kol-

man ve Hill tarafindan alinmig olup herhangi bir lineer cebir kitabinda da yer alan

sonuglardir (Kolman ve Hill 2000).
Teorem 2.1.1. V ve W iki vektor uzay: olsun.
L:V—-W
bir lineer déniistim olsun. Bu durumda L(V'), W’nun bir altuzayidir.

Teorem 2.1.2. L : V — W, n boyutlu bir V' vektor uzayindan m boyutlu W
vektor uzayma bir lineer dontigiim olsun (n # 0, m # 0). S = {vy,ve, -+ ,v,} Ve
T = {wy,ws, - ,w,} de V ve W uzaylarmin, sirasiyla, sirali bazlari olsun. O zaman
m x n tipindeki A matrisinin j-inci siitunu 7’ye gore L(v;)’'nin [L(v;)]r koordinat
vektori

VeeV ign [L(z)lr = Alz]s

ozelligine sahiptir. Ayrica, A bu 6zellige sahip olan tek matristir.

Tanim 2.1.1. V, n boyutlu bir vektor uzay1 olmak iizere bir L : V' — V lineer

doniigiimii verilsin. = € V', x # 0 olmak iizere
L(z) = \x

esitligini saglayan A reel sayisina L’nin bir 6zdegeri denir. x vektoriine de L’nin
A 6zdegerine karsiik gelen ozvektorii denir. Ozvektor yerine karakteristik vektor

kavrami da kullanilir.

Tanim 2.1.2. A, n X n tipinde bir matris olsun. O zaman, \l,, — A matrisinin

determinantina A'nin karakteristik polinomu, ayrica
p(A) =det(Al, — A) =0

denklemine de A’nin karakteristik denklemi denir.



Teorem 2.1.3. A, n X n tipinde bir matris olsun. A’nin 6zdegerleri karakteristik

polinomunun kokleridir.

Tamm 2.1.3. ¢ # j icin, a;; = 0 ise n x n tipindeki A = [a;;] matrisine kosegen

matris denir.

Tanim 2.1.4. n boyutlu bir V' vektor uzayi tizerinde bir L : V' — V lineer doniigiimii
verilsin. Eger V'nin bir S bazina gore L’yi temsil eden bir D kogegen matris varsa,

L’ye kosegenlestirilebilir veya kogegenlesebilir matris denir.

Teorem 2.1.4. Eger n x n tipindeki bir A matrisinin karakteristik polinomunun

kokleri reel ve hepsi birbirinden farkl ise A matrisi kosegenlegtirilebilirdir.
Tanim 2.1.5. F' bir cisim olsun.
Flz] ={ay+ a1z + -+ az" :n€Z" ve ap, s, ,a, € F}

ile tanimlanan F'|x] kiimesine polinomlar halkas1 denir. p(z) € F[z] igin p’nin dere-

cesi d(p(x)) olarak gosterilir.

{ p(x) = ap + a1z + - - + apa™ € Flz]
q(x) = By + 1z + - + B,2™ € Flx]

olsun.

(1)

veheri=1,--- ,ni¢ino; = f

(ii)

i)
n

p(r) +q(@) = v+ o+ + oy,

Oylekl 72:&l+ﬁz (Z:L 7”)7
(iii) 6; = aof; + By + -+ + a3, igin,

p(x)q(z) = 6o+ b1 + - - + 5n+m$"+m
dir.

Tanim 2.1.6. (Cangiil 1994, 1998, 2004) n x n boyutlu bir A matrisinin F' cismi

tizerindeki ;14 minimal polinomu, F' cismi iizerinde P(A) = 0 olacak gekildeki birim



bagkatsayili ve en diigiik dereceli P polinomudur. @Q(A) = 0 olacak sekildeki bir

bagka () polinomu p 4 polinomunun bir polinom katidir.
2.2. Modiiler Formlar

Hecke operatorleri, modiiler formlarla yakindan ilgili oldugundan, bu boéliimde

modiiler formlarla ilgili baz1 temel tanim ve teoremler verilecektir.
Tanim 2.2.1. (Apostol 1976, Knopp 1970)
f:CU{o0} = CU {00}

olsun. a,b,c,d € C ve ad — bc # 0 olmak {izere

_az—i—b
oz +d

f(2)

ile tanimlanan f fonksiyonuna kesirli dogrusal doniigiim (Mobiiis doniigtimii) denir.

M:{az+b:a,b,c,dECvead—bc%O}
cz+d

ile tamimlanan M kiimesi bilegke iglemi ile birlikte bir gruptur.

Tanim 2.2.2. (Apostol 1976) ad — be = 1 olacak bi¢imdeki a, b, ¢, d € Z igin

, _at+b
cT +d

ile tanmimlanan tiim Mobiiis doniisiimlerinin kiimesine modiiler grup denir. Modiiler

grubu I' ile gosterecegiz.

F:{<a b):a,b,c,dEZvead—bc:l}
c d

ile verilen I', Mobiiis doniigtimlerinin grubunun bir alt grubudur.

a b az+b
AeF<:>Az_<C d)z_cz—i—d

dir.

Tamm 2.2.3. (Knopp 1970, Katok 1992) S L,(R)’nin ayrik bir alt grubuna Fuchsian

grup adi verilir.

I’ modiiler grubunun baz alt gruplar1 agsagidaki gibi verilmigtir:

r0<n):{(z Z) EF:CEO(modn)},

8



ve

I(n) = {( ’ fl) €Ty(n):c=b=0 (modn)}
dur.

['(n) altgrubuna, I' grubunun n-ninci seviyeden temel kongriians alt grup denir

ve burada

I'(n) <Ti(n) <To(n) <T

dir (Apostol 1976, Kohnen 2008).

Tanim 2.2.4. (Apostol 1976)
H={z:Imz> 0}

iist yar1 diizlem olsun. I' modiiler grup olmak iizere agagidaki kogullar1 saglayan f
fonksiyonuna k agirlikli tam modiiler form denir ve k£ agirlikli modiiler formlar uzay:

M, ile gosterilir.
1. f, H’de analitik fonksiyondur.

a b ..
2.A—<C d)olsun.AGFu;m

f(A2) = (e + d)* f(2)
dir.

3. f fonksiyonunun Fourier serisi asagidaki gekilde verilir:

f(z)= Z c(n)e?™n?,

n=0

Eger 3. ozellikte f’nin Fourier acilminin ilk katsayisi ¢(0) = 0 ise, f’ye cusp(ug
ya da zirve) form adi verilir ve cusp formlar ailesi Sy ile gosterilir. f fonksiyonunun
z = ioo’daki degeri ¢(0)’dir. ¢(r) # 0 olacak bi¢imdeki en kiigiik r sayisina, f’nin
z = io0’daki sifirmin mertebesi denir.

Eisenstein serilerinin 700’daki degeri sifirdan farklidir. Klein’in modiiler fonksiy-
onu, 7oo’da bir kutba sahip oldugundan, & = 0 agirhikh agirhikl tam olmayan (nonen-

tire) bir modiiler formdur.



Sifir fonksiyonu, her % igin k agirlikli bir modiiler formdur. Sifirdan farkh sabit
fonksiyon, £ = 0 agirlikli bir modiiler formdur. k£ = 0 agirlikli her tam modiiler forma
modiiler fonksiyon adi verilir. Her tam modiiler fonksiyon, 700 ile birlikte H’nin her

noktasinda analitik oldugundan, Louville Teoremi’nden, sabit fonksiyondur.
Simdi modiiler formlar i¢in baz1 6rnekler verelim:

Ornek 2.2.1. (Rademacher 1973, Apostol 1976) z € H ve k > 2 i¢in,

G = GZk(Z) = Z !

(0,0)% (m,n) €22 (mz +n)

ile tanimlanan FEisenstein serileri, &£ agirlikli bir modiiler formdur. Bu durumda,

ad — bc = 1 olacak bigimdeki a, b, c,d tamsayilar igin,

az+b

dir.

k > 2 ve z € H olsun. Eisenstein serilerinin baglica 6zellikleri:

1. Eisenstein serilerinin Fourier serisi,

02k—1(n) _ Z d2k—1

dln
ve

= 1
C(s) = ZE’ (Res > 1)
k=1
olmak tizere (Abramowitz ve Stegun 1972, Titchmarsh 1951),
2(2m1) % & :
ng(z) = 2((2k3) + (—)‘ Z ng_l(n)e2mm

dir (Apostol 1976).

2. Eisenstein serileri periyodiktir; yani
G2k<2 -+ 1) = G%(z)

dir.

10



dir.

sonuclar elde edilir:

(i) £ > 2 i¢in

dir.

(ii) k tek saywsi igin,

dir.

Buradan z’nin yerine, sirasiyla, 2i,4,e2™/3 degerleri alinirsa, asagidaki

(iii) & # 0(mod 3) i¢in,

dir (Apostol 1976).

GQk(eZWi/?)) =0

Ornek 2.2.2. (Rademacher 1973, Apostol 1976) z € H icin,

o0

n(z) = [J(1 =)

n=1

ile tamimlanan fonksiyona Dedekind eta fonksiyonu denir. 7 fonksiyonu 1/2 agirhiklh

bir modiiler formdur.

Ornek 2.2.3.

ve

olsun. Burada

ve

11



dir. O zaman
A(z) = g5(2) — 27g3(2) = (2m) 0™ (2)
fonksiyonu z = ioo’da birinci mertebeden sifira sahip & = 12 agirlikli bir cusp

formdur. Aymi zamanda bu fonksiyon bir modiiler formdur (Rademacher 1973,

Apostol 1976).

Ornek 2.2.4. (Apostol 1976) Tiim Eisenstein serileri Gy ve Gg'nin pozitif reel

katsayili bir polinomu olarak yazilir ve m > 4 icin
m—2
(2m 4+ 1)(m = 3)(2m — 1)Gap = 3> _(2r — 1)(2m — 2r — 1)Go,Gam_2r
r=2

dir. Yukaridaki formiilden ve

GQk(Z)
2¢(2k)

bagintisindan agagidaki 6zdeglikler bulunur (Simsgek 2005):

Egk(z) =

E} = Eg,
E4E6 == E107
E4E10 == E147
ve
EeEg = Fiy

dir (Rademacher 1973, Apostol 1976).

Teorem 2.2.1. (Apostol 1976) k pozitif ¢ift tamsayr ve f, k agirlikli bir tam
modiiler form olsun. Vz € H i¢in Go(z) = 1 olsun. O zaman f fonksiyonu agagidaki
sekilde tek tiirlii yazilir:

a, € C olmak tizere
[k/12]

E aer 127“

k— 12r¢2

dir.

12



Not 2.2.1. f, 2m (m € Z%) agirhkh bir modiiler form olsun. Teorem 2.2.1'de

k = 2m alimirsa ve Ornek 2.2.4’teki bagint1 kullanilirsa,

[m/6]
f(Z) - Z arGQm—12r(z)Ar(Z>
2m1T8r7£2

[m/6] r
_ Z 3ar(g5(2) — 27g3(2))
—~  (2m—12r +1)(m — 6r — 3)(2m — 12r — 1)
2m—12r#2
2m—12r—2

X Z (2] — 1)(2m — 2] — 1)G2j(2)G2m712r72j<2)~

=2

elde edilir.

Ornek 2.2.5. Teorem 2.2.1’de k = 12 alnirsa,
1
) = ) aGhnan(2)A(2)
12f1:29~;é2
= CloGlg(Z) + alGo(Z)A(Z’)

bulunur.

Teorem 2.2.2. f, k agirhikli modiiler form olsun. O zaman,

f= Z Ca,bGZGg
a,beN
dir. Burada c,; € C ve a,b € N'dir, oyle ki
4a +6b =k
dir.

M, bir vektor uzayidir. Bu uzayin bazi

{G1GE} sarobmt, (apeny)

formundadir (Apostol 1976).

k agirlikli M; uzayimin boyutu:

‘ B £ k = 2(mod 12)
dim (M;) = { %g] +1, k#2(modl12)

13



ile tanimlanir. Burada 4a + 6b = k ’dir (Apostol 1976).
Mj’nmin lineer alt uzay1 olarak cusp formlar uzayini alahm ve bu uzay1 My ile

gosterelim. Bu durumda, ag = 0 oldugundan dolay1
dim Mk:,O = dim Mk —1
dir.

Not 2.2.2. k = 4,6,8,10,14 i¢in dim M, = V'dir. £k = 12,16, 18,20, 22,26 icin
dim M}, ¢ = 1'dir.

2.3. Hecke Operatorleri

Bu boliimde farkli tipte Hecke operatorleri incelenecektir. Bu operatorlerin
tanimlar1 ve baz1 6zellikleri verilecektir. Hecke operatorleri, Hecke tarafindan agagi-
daki gibi tanimlanmigtir (Hecke 1983):

Ve M, g—;el[—]lveneZJr icin,

irm=nt S ((f o) )
405 med d)
dir.

Bu operatorler agagidaki ozellikleri saglar:

1. ¢ € C olmak iizere,
c(f [ T(n)) =cf|T(n)
ve

[l T() + o | T(n) = (fr + f2) | T(n)

dir. Sonug olarak 7'(n) operatorii lineer bir operatordiir.

2. T(n) operatorlerinin kiimesini & olarak gosterelim. Bu durumda, < bir

degismeli cebirdir.

Apostol, Hecke'nin tammmladigi f | T'(n) operatoriinii agagidaki gibi farkl bir
sekilde tanimlamigtir (Apostol 1976):

14



Tanim 2.3.1. k sabit bir tamsay1 ve n = 1,2, --- olmak iizere M iizerinde T, ile

gosterilen klasik Hecke operatorleri

(Tf)(z) = St Z f (“j bd)

din

ile tamimlanir.
Bu operatorlerin baz ozellikleri asagidaki sekilde verilir:
1. T, : M, — M, ve T, : S;, — Si.
2. m,n € Z* i¢in (m,n) = 1 olsun. Bu durumda,
T2 T, = Thn
dir.
3. p asal ise,
Ty = Tyn-sTpy — P T2
dir.

4. My, tizerinde tamimlanan 7}, ve T;, Hecke operatorlerini goz oniine alalim. Bu

durumda,

o k—1
T.Tn= Y d Ty
d|(m,n)

dir.
5. f € My igin f(o0) =0 ise T),f(c0) = 0.

Koblitz tarafindan, kafesler iizerinde Hecke operatorleri farkl bir bicimde tanim-
lanmugtir (Koblitz 1984):

Tanim 2.3.2’den 6nce baz1 notasyonlar: verelim:

F, k agirhikli bir modiiler form olsun. L', L.’yi kapsayan n indeksli bir kafes
olsun. 7L’ kafesi i¢in (wy, ws) bazina etkiyen bir matris( n x n tipinde) ve (§) = Tw

olsun. L., 1 ve z ile gerilen bir kafes olsun.

Tamm 2.3.2. z’den bagimsiz 7 € T icin bir T" kiimesi tizerinde T, operatorii

. 1 1
T.f(z) = - Y F (LTlm, N)

T€T
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ile tanimlanir.

Milne tarafindan, farkli tipte Hecke operatorleri asagidaki gibi tanimlanmigtir
(Milne 1990):

Tanim 2.3.3’ten 6nce baz1 notasyonlar: verelim:

L ,C’deki tiim kafeslerin kiimesi ve D ise £’'nin elemanlar: tarafindan iiretilmekte
olan bir serbest abelyen grup olsun. A’ ,n indeksli A’nin tiim alt kafeslerinin toplam
olsun. n = 1,2,--- i¢gin T(n) : D — D ile verilen bir lineer operatorii T'(n)[A'] ile
verilsin.

Bu durumda, agagidaki tanim verilir.

Tanim 2.3.3. D’nin bir n; elemam (n; € Z), A; € L icin, Hecke operatorii:
Z n;[A;] seklinde tanimlanir.

T. Miyake tarafindan, otomorfik formlar uzay iizerindeki Hecke operatorlerinin
tanimu farkl bir bigimde verilmigtir (Miyake 1989):

Tanim 2.3.4’ten 6nce baz1 notasyanlar: verelim:

I' bir Fuchsian grup olsun. = I''nin tiim sonlu indeksli altgruplarinin kiimesi ve
A ise f’mn 1’: D A D I' olacak gekildeki bir yar1 altgrubu olsun. y, A’dan aliman bir

karakter olsun.

Tanim 2.3.4. (Miyake 1989) I'1,I's € = ve a € A igin

d

(f(2) [ T1als) = (det(@) " > x(ew)(G(ay, 2)) * f(a, 2)

v=1

dir.

Su ana kadar vermis oldugumuz Hecke tipi operatorler diginda asagidaki Hecke
tipi operatorler de verilebilir (Moll, Robins ve Soodhalter 2010):
q = €% (|g| < 1) ve z € H olsun.



dir.

Hecke tipi operatorlerin ¢ok énemli uygulama alanlar1 vardir. Ozellikle Knopp,

k > 0 icin, Hecke tipi operatorler yardimiyla Dedekind toplamlar: igin agagidaki
ozdegligi ispatlamigtir (Knopp 1980):

> Y s(ah+bk,dk) = o(n)s(h, k)

ad=n b(mod d)
dir. Burada k > 0, h,k € Z ve k > 0igin s(h, k) Dedekind toplamini géstermektedir.
[x], z’ten kiigiik en biiyiik tamsay1 olsun. Dedekind toplam agagidaki gibi tanimlanir
(Rademacher 1973, Apostol 1976, Berndt 1978):
00 =3 ((5) ()
’ o k k '
Burada, (h,k) =1 ve h,k € Z igin,

9:—[33]—%, x &7
oy ={ e e

dir. Dedekind toplamlar1 ¢ok degisik alanlarda gahgilmigtir (Berndt 1978, Apostol
1976, Kurt 1990, Simsek 2003, 2004).

Daha sonra, ¢ > 0 i¢in, Goldberg, Hecke operatorleri yardimiyla Hardy toplam-
lar1 i¢in agagidaki 6zdesligi bulmugtur (Goldberg 1975, Berndt 1978):

> i si (ah + 20k, dk) = o(n)s;(h, k)

ad=n b=0
d>0

dir. Burada, ¢ = 1,2, 3,4, 5 icin,

sxddzig—w<(%> «?)»
s3(d, ¢) = é(—l)j ((d;j)) ’



wd.d) = S (1) (<%>)

Jj=1

ile tanimlanir (Hardy 1905, Goldberg 1975, Berndt 1978).

Bunun yani sira Knopp, Hecke tipi operatorlerin Dedekind eta fonksiyonuna
etkisini incelenmigtir ve p asal sayisi i¢in agagidaki bagint1 kanitlanmistir (Knopp
1980):

mi(p — 1)

o +(p+1)logn(z), (z€H).

Tylogn(z) =

Goldberg agagidaki Hecke tipi operatoriinii tanimlamigtir (Goldberg 1975):

e =SS (“zj;%)

ad=n b=0
d>0

ile verilen Hecke tipi operatorlerini kullanarak, bu operatorleri theta fonksiyonlarina

uygulamigtir ve agagidaki bagintiy1 kanitlamigtir:
T log0(z) = o(n)log6(z).

Burada, z € H i¢in

0(z) = i e
dir. S
Lambert serileri
Golz) = ii “””:n (2 < 1,a> 1)
m=1n=1

sekilde tanimlanir (Apostol 1976, Trahan 1981).
1 < ¢ tek tamsay1 olmak iizere, Parson ve Rosen, Lambert serisine klasik Hecke

operatorlerini uygulamigtir ve
T(n)(Gq(e%”)) = n_qaq(n)Gq(e%”), (n ezt re H)

oldugunu kamitlamiglardir (Parson ve Rosen 1981).
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Tamim 2.3.5. n € Z* olsun. f fonksiyonu i¢in 7;, Hecke tipi operatorleri agagidaki
gibi tanimlanir (Apostol 1976):

@)= 3 iff(”jb). 1)

ad=n,d>0 b=0
5. Boliimde, (1)’de tamimlanan Hecke tipi operatorler kullanilacaktir ve elde

edilen sonuclarda n’nin herhangi bir asal say1 olmasi durumu goz éniine alinacaktir.

2.4. Hecke Operatérlerinin Ozdeger ve Ozfonksiyonlar:

2miz

z € H ve ¢ = e*™ olsun. f € My, olsun. f fonksiyonunun Fourier agilimi

ise, o zaman T, f'nin Fourier agilimi:

Vn > 1 i¢in

(TN = Y ulma™ =32 3 d e () pa”

m=0 | d|(m.n)

ile verilir. Burada, T}, f'nin Fourier katsayisi:

c(n)e(m) =7, (m) = Y d e (D]
2 a7 ()
dir (Apostol 1976).
A(n) € Cve 0# f € My olsun.
Tnf = An)f

bagintisin saglayan f fonksiyonuna 7, operatoriiniin 6zfonksiyonu (6zformu), A(n)

sayisina da ¢zdegeri denir.

Ornek 2.4.1. (Stein ve Gunnells 1974) k > 2 olsun. FEy ile gosterilen k agirlikh

normalize edilmig Eisenstein serilerine T, operatoriinii uygularsak, n > 1 icin
T (Ea) = oop—1(n) B

elde edilir. Buradan goriiliir ki, Hecke operatorleri icin Ey ile verilen normalize
edilmis Eisenstein serileri birer 6zfonksiyon ve Fyy’lara kargilik gelen oor_1(n)’ler ise

birer 6zdegerdir.
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Hecke operatorlerine karsilik gelen matrisin  bulunmasiyla ilgili agsagidaki

Yardimer Teorem, Victor Miller tarafindan verilmistir.

Yardimci Teorem 2.4.1. (Stein ve Gunnells 1974) Sy uzay1 {f1, f2, -, fa} ta-
banina sahip olsun oyle ki a;(f;) = 0, ;’dir. Bu ozelligi saglayan {f;} tabanina Sy
icin Miller tabani adi verilir. Burada, ¢ = 1,2,--- ,d i¢in f;nin 4-ninci katsayisi
a;(f;) dir.

Miller taban i¢in agagidaki ¢rnegi verecegiz:

Ornek 2.4.2. (Stein ve Gunnells 1974) Sy igin k = 24 alinirsa, o zaman d = 2’dir.
k = 0(mod 12) oldugundan, a = b = 0 segersek,

g1 = AFZ = g —1032¢% + 245196¢> + 10965568¢" + 60177390¢° — - - -

ve

go = A? = ¢* — 48¢® + 1080¢* — 15040¢° + - - -

elde edilir. Buradan, f; = g5 ve
f1 = g1 +1032g, = ¢ + 195660q° + 12080128¢* + 44656110¢° — - - -
alimirsa Miller tabanimi M} ya genisletilmis olur.

Simdi, Yardimcr Teorem 2.4.1’1 ve (3) bagmntisin kullanarak, n = 2 durumunda
M5 lizerinde Hs’ye karsilik gelen matrisi bulalim:

d = 2 ve k = 12 olmak iizere,
Fy =1+ 240q 4 2160¢> + - - -

ve

Fs=1—504q — 16632¢> + - - -

bulunur. Bu durumda, M, i¢in,
F? =1+ 720q — 1792804 + - - -

ve
F3— 2

A = 6 — g — 240+ ...
1728 1T

elde edilir.
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F} fonksiyonundan 720A ifadesi gikarilirsa
fo=1+196560¢> +--- ve f,=q—24¢*+---

bulunur.

an, fo ya da fi’in n-inci katsayisini gostersin. O zaman,

Th(fo) = H2(1+196560q2+-..)
= (ag+2"%a0)q" + (as + 211a1/2)q1 T
= 2049 4 196560q + - - -

ve
To(f1) = Hao(qg—24¢"+---)
_ <a0+211a0)q0+(a2+211a1/2)q1+...
= 0—24qg+---
bulunur.

Burada, a;/, = 0’dar.

O halde, fy ve f; tabanlarina gore T5’ye karsilik gelen matris:

T 2049 196560
2 0 —24

seklinde yazilir.

Ty’nin karakteristik polinomu:
(x — 2049)(x + 24)
seklindedir.
2.5. Bernoulli ve Euler Polinomlar:
Bir iireteg fonksiyonunun genel tanimi agagidaki gibi verilir:

Tanim 2.5.1. |t| < R, R € R ve z € C i¢in,

o0

F(ta Z) = Zgn(z)

n=0

tn
n!

olsun. Bu durumda, F'(¢, z) fonksiyonuna (g,(z)) dizisinin iireteg fonksiyonu denir.
gn(z) dizisinin biitiin temel 6zellikleri F'(t, z) fonksiyonu tarafindan bulunabilir (Car-
litz 1969).

21



Uretec fonksiyonu yardimiyla, Bernoulli ve Euler polinomlar: asagidaki sekilde

tammlanir.

Tanim 2.5.2. Bernoulli polinomlar1 ve Euler polinomlari, sirasiyla, n € N igin,

asagidaki iirete¢ fonksiyonlar: ile tanimlanir:

text & tn
=S B, (il <2m)
n>0

ve
2

et

ert > n
T L (T)

n>0

Bu polinomlar birgok matematikci tarafindan matematigin degisik alanlarinda
caligmuglardir (Euler 1738, Abramowitz ve Stegun 1972, Carlitz 1959, Comtet 1974,
Srivastava 2011, Shiratani 1975, Simsek 2004, 2005, 2006, 2010, 2011, Srivastava,
Kim ve Simsek 2005, Ozden ve Simsek 2008, Agoh ve Dilcher 2009, Ozden v.d.
2010):

Bernoulli polinomlar1 ve FKEuler polinomlarimi farkli sekilde ifade etmek
miimkiindiir (Chang ve Ha 2006). Bu polinomlar daha agik bir sekilde agagidaki
gibi verilir (Gould 2010):

k=0 7=0
ve
n 1 k ‘
B0 =3 Y () @y
k=0 7=0
verilir.

Ozel olarak = = 0 icin B,(0) = B, ve E,(0) = E,’dir. Burada B, ve E,
sayilarina, sirasiyla, Bernoulli sayilar1 ve Euler sayilar1 adi verilir.

Bernoulli ve Euler polinomlarini elde etmek icin asagidaki bagintilar da kul-

lanilabilir (Gould 2010, Abramowitz ve Stegun 1972):

By(z) = zn: ( Z ) 2" F By,

E,(z) = Xn: ( Z ) 2" F B,



dir.

Altinc dereceye kadar olan Bernoulli polinomlar: sirasiyla agagidaki gibi verilir:

By(z) =a2* —x + ¢,
Bi(z) = 2% — 322 + 1z,
By(x) = a* — 22% + 2% — 55,

5 5 1
Bs(x) = x® — 22t + 20° — ¢,

Bg(z) = 2% — 32° + 22 — 122 + L.

Altinc dereceye kadar olan Euler polinomlar: sirasiyla asagidaki gibi verilir:

Eo(l'> == 1,
Ei(z)=xz— 3,
EZ(:E) = ‘/L‘2 -,

Ey(z) = 2* — 22°% + z,

Es(z) = a° — Sa* + 522 — 1

Fg(x) = 25 — 32° + 523 — 3.

Bernoulli polinomlar1 ve Euler polinomlarinin en énemli 6zeliklerinden birisi de
Raabe bagmtisidir. Bu bagintilar agagidaki gibi verilir (Raabe 1851, Carlitz 1953,
Abramowitz ve Stegun 1972, Walum 1991):

m—1
By(z) =m™! B, (x il k) , (Ym>1,¥n eN). (2)
k=0 m
m—1 T + k’
E,(z) =m" Z(—l)kEn ( > ,  (Vm (tek say1) > 1,Vn € N). (3)
k=0
2 i r+k
E,.(z) = o lm” (—=1)*B,41 ( - > . (Ym (¢ift say1) > 1,Vn € N). (4)
k=0



Raabe bagintilarinin kanitlar1 agagidaki gibi verilir:

(2) Bagintisimin Kaniti.

f:m lB (:c—l—k

n=0 k=0

dir.
(3) Bagintisinin Kaniti.

o0 mzol(—l)kEn <x;;k) t

n=0 k=

dir.

(4) Bagimntisimin Kaniti.

tTL

)i

n=0
S e
P et +1
2em ml( ¢ )k
—em ) ., (m tek sayidir)
t
el +1 —
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dir.

Ozel durumda Euler sayilarini veren Frobenius-Euler polinomlar: asagidaki se-

kilde tanimlanir:

Tanim 2.5.3. (Carlitz 1963) 1 # u € C cebirsel sayisi1 olsun. Bu durumda, H,(z, )

ile gosterilen Frobenius-Euler polinomlar:

ifadesi ile tanimlanir.

Ozel olarak © = 0 ve u = —1 alinirsa, sirasiyla, H,,(0,u) = H,(u) ve H,(x, —1) =
E,(x)’tir. H, sayilarmma, Frobenius-Euler sayilar1 denir ve Frobenius-Euler sayilar

yardimiyla Frobenius-Euler polinomlar: agagidaki sekilde verilir (Kim 2012):
H,(x,u) = . 2" H(u).
=3 (5 ) H

Tanim 2.5.3’te verilen iireteg fonksiyonu kullanilarak,
Ho('u,) =1

ve

(H +1)" — uH,(u) =0

seklindeki indirgeme bagintisi ile hesaplanir.

Ozel durumda Bernoulli polinomlarmi veren Apostol-Bernoulli polinomlar:

asagidaki sekilde tanimlanir:

Tanim 2.5.4. (Apostol 1951, Luo ve Srivastava 2005) B,(x,\) ile gosterilen

Apostol-Bernoulli polinomlar:

A tn
xer =1 = 2 Bale Ny (< )

ifadesi ile tamimlanir.

Burada A =1 i¢in B, (z, 1) = B,(z) elde edilir.

25



2.6. Weierstrass p-Fonksiyonu

a ¢ R igin, Q = {myz; + mozs : 21,29 € C\{0},mq,my € Z} ile verilen gifte

periyotlar kiimesini gtz oniine alalim.

Tamim 2.6.1. (Dutta ve Debnath 1965, Rademacher 1973, Apostol 1976) z € C
i¢in,
f(z4+myz1 + maz) = f(2)

esitligini saglayan f fonksiyonuna cifte periyodik fonksiyon denir.

Tanim 2.6.2. (Dutta ve Debnath 1965, Rademacher 1973, Apostol 1976) Cifte

periyodik ve meromorf bir fonksiyona eliptik fonksiyon denir.

Eliptik fonksiyonlar teorisinde ¢ok ¢nemli bir yer tutan fonksiyonlardan biri,
Weierstrass tarafindan verilen Weierstrass p-fonksiyonudur. Simdi bu fonksiyonun

tanumm verelim:

Tamim 2.6.3. (Dutta ve Debnath 1965, Rademacher 1973, Apostol 1976) Q* =

O\{0} olmak iizere, Weierstrass p-fonksiyonu

( )=+ > 1 :
U2, 2o) = _
v 21, 22 u? -~ (u— (m1z1 +maz2))2  (Myz1 + Ma2o)?

ile taniumlamr.

Weierstrass p-fonksiyonu, eliptik bir fonksiyondur.

Tamim 2.6.4. (Dutta ve Debnath 1965, Rademacher 1973, Apostol 1976) o fonksiy-

z1 22 z1+2z2
onunun 27 9 ve .

21 ) Z1+ 22
a0 (2) amn(3) eam o

ile tammlanan birbirinden farkl ey, ey, e3 degerleri 42® — gy — g3 = 0 denkleminin

kokleridir.

yar1 periyotlar: icin,

Tanim 2.6.1’de verilen Weierstrass p-fonksiyonu agagidaki diferensiyel denklemi

saglar:

(¢'(2))° = 49°(2) — g29(2) — g3
= 4(p(z) —e1)(p(2) — e2)(p(2) — e3).
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Yukaridaki diferensiyel denklem yardimiyla, A’'nin e, e5 ve ez kokleri cinsinden
acik ifadesi
A= 16(61 — 62)2(62 - 63)2(63 — 61)2

dir. A’'nin g9 ve g3 degerleri cinsinden acik ifadesi ise,
A = g5 —27g3

olarak bulunur (Dutta ve Debnath 1965, Rademacher 1973, Apostol 1976).
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3. KISMi HECKE OPERATORLERI

Bu boéliimde kismi Hecke operatorleri ve kismi Hecke tipi operatorlerinin tanim-
lar1 ve temel ozellikleri verilecektir. Kismi Hecke operatoriiniin Bernoulli , Euler ve
diger 6zel polinomlara etkisi incelenecektir. Bazi 6zel durumlar icin kismi Hecke tipi

operatoriiniin uygulamalar: verilecektir.

3.1. Kismi Hecke Operatorlerinin Bernoulli-Euler Tipi Polinomlara

Uygulanmasi1 ve Matris Gosterimleri

Bu boliimde agagidaki notasyon ve tanimlar kullanilacaktir:

a €N, NN =N\{0} ve x, v fonksiyonu
Xan ' N — C

ile verilsin. y, y fonksiyonu, 0 <k < a — 1 igin,

k., N>2
NGRS )
27mi

ile tammlanir. Burada, {y = e~ : N-ninci mertebeden birimin kokleridir. x, y ,

N ile periyodik bir fonksiyondur; yani
Xa,N(x + N) = Xa,N ($)
tir.

Kismi Hecke operatorii T,  ile gosterilecektir. Bu operator agagidaki sekilde

tanimlanir:

Tanim 3.1.1. (Bayad, Aygiines ve Simsgek 2010) P, y(z) € Clz] igin, Ty, , kismi

Hecke operatorii

a

Teo (Pr()) = :Z::xaw)m (“3 + ’f)

ile tanimlanir.

Burada P, x polinomlarimin derecesi n’dir. Yukaridaki tanimdan,

T,

Xa,,N

: Clz] — Clz]

yazilir. Burada 7). operatorii Clz] vektor uzay iizerinde lineer bir operatordiir.

a,N
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Simdi T}y ile gosterilen kismi Hecke tipi operatoriiniin tanimini verelim:

Tanim 3.1.2. (Bayad, Aygiines ve Simgek 2010) N’ye bagh olan kismi Hecke tipi

operatorii

Ty = Z Ty, x-

a=1(mod N)
ile tanimlanir.

T'v’nin baz ozellikleri agagida verilmistir:

1. Ty operatorleri C[z] tizerinde lineerdir,

2. Ty operatorleri P, y(z) polinomlarmim derecesini korur.

Bu bolimdeki temel amag, T,  kismi Hecke operatorlerini kullanarak, Clx]
iizerinde biitiin birim bagkatsayili (monik) polinomlar: elde etmektir.

P, n(z) € Clz] ve a = 1(mod N) olsun. O zaman,

Iy, n(Pon(2)) = a”" By (2) (6)

fonksiyonel denklemini saglayan birim bagkatsayili (monik) polinomlar vardir.
(6) denklemi monik olmayan polinomlar1 da saglar. Asagidaki Yardimec1 Teorem

ile (6) denklemini saglayan bir tek P, y(z) monik polinomunun var oldugu gosterilir.

Yardimc: Teorem 3.1.1. (Bayad, Aygiines ve Simsek 2010) a = 1(mod N) ve
herhangi bir a, N € N* i¢in agagidaki 6zellikler saglanir:

(i) Ty,  operator, C|x] kompleks polinomlar halkasinda dereceyi korur.

(ii)

So = 1, m =20
Ty, x(@™) = - - - m
“N a """ 4+ am Z y Sm—v(Xan)z’s m>1
v=0
dir. Burada,
a—1
Sm*U(Xa,N) = Z Xa,N(k>kmiv
k=0
dir.

(iii) Herhangi bir m € N* i¢in
Cplz] ={P(x) € Clz] : der P(z) < m}
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ile verilen C,,,’nin kanonik C-tabam
= {1,%,1’2, e 7xm}

seklinde olsun. O zaman, j,, tabaninda T, ’ye karsihk gelen Mg (T, Xa. ) matrisi

asagidaki gibi verilir:

S() a*151 CLiQSQ CLimSm

0 a_lsg 2a_251 eooa "

Mg, (Ty, v) = (7)
m
0 0 0 a ™ 3 Sim—3
0 0 0 a ™Sy
Burada, S; = S; n( Zxa N (0 <1< m—1) seklindedir.

(iv) a,b> 1 olsun. a = b = 1(mod N) igin

T, . =1, T

Xb,N Xb,N = Xa,N "

T.

Xa,N

O zaman (6) fonksiyonel denklemini saglayan n-inci dereceden P, y polinomlar:
vardir. Hatta, verilen n tamsayisi i¢in (6) bagimtisini saglayan n-ninci dereceden bir

tek (P, n)nen birim bagkatsayili polinomlar dizisi vardir.

Not 3.1.1. Va > 1 ic¢in Mg, (T,, ) diagonallestirilebilir bir matris oldugu icin,

Cyn[x] vektor uzayimin bir tabani olan (,,vardir dyle ki

So 0 0 0
0 CL_ls() 0 0
0 0 aiQSo 0
M; () = (®)
0 0 0 a~™Sy

dir.
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Teorem 3.1.1. (Bayad, Aygiines ve Simgek 2010) a = 1(mod N) ve a, N € N*
olsun. Bu durumda,

(i) P, n ile n-ninci dereceden birim bagkatsayili polinom verilsin. O zaman

Iy, n(Pon(2)) = a™" By n(2)

esitligini saglayan bir tek P, v € Q(&y)[z] polinomlar dizisi vardir.
(i) Vn € N igin,
T 1
Tl(Pu(e) = N6 (. ) P
dir. Burada ((s,z) Hurwitz-zeta fonksiyonunu gostermektedir ve Res > 1 igin,

asagidaki gibi tanimlanir:

1
((s,2) = Zm

k>0
Tanim 2.1.3’ten yararlanilarak, 7Ty operatorlerinin 6zfonksiyonlarimin ve
ozdegerlerinin, sirasiyla, P, y(z) ve N™"(C (n, %) oldugu goriiliir.

(iii) P, n(z)’in iireteg fonksiyonu, :

el (|t] < 2m) N =1 i¢in

et—17

o0 tn
2 Pa@)y =

(?};\;3@51’ (‘t + %‘ < 27r) N > 2 igin

seklindedir.

Bundan sonra P, y(x) polinomlarina Bernoulli-Euler tipi polinomlar diyecegiz.
Not 3.1.2. Teorem 3.1.1-(iii) teki iireteg fonksiyonundan yararlamlarak, N = 1 i¢in
P,1(x) = By(x)

bulunur ve N = 2 icin

P, o(x) = Ey(x)

bulunur. (6) bagintisindan yararlamlarak, Bernoulli polinomlar1 ve Euler polinom-

lar1 igin, sirasiyla (2) ve (3) ile verilen Raabe bagintilar: elde edilir.

Asagidaki Yardimecr Teorem, T\ | operatoriiniin matris gosteriminde kullamila-
caktir. Yardimci Teorem 3.1.2'nin ¢ok degisik ispat metodlar1 vardir. Bu ispat

metodlardan sadece biri verilecektir.

31



Yardimci: Teorem 3.1.2. (Abramowitz ve Stegun 1972, Srivastava ve Choi 2001)
Vm,n € N ven > 1 icin,

S k= Biy1(n) — Bums1(0)
— m+1
dir.
Kanit. . o
0= gt = e (<)
ve o
f(t,n) = te"t — _tz p(mn)t (letl < 1)
’ et — 1 — ’
olsun. Bu durumda,
00 n—1
ft,n)— f(t)=t Z (et — ettty = tz e
m=0 k=0

dir. Yukaridaki bagintida e* 'nin seri acilimindan yararlanilarak,

- =l &8 [ Brga(n) = B\ 1" = e ¢m
B - B,)—— = R m | Z_
T;)( m(n) m) m! mz1 < m+1 m)! 7;) kz:; k m)!

elde edilir.

Simdi T | operatoriine karsihk gelen matris ile Bernoulli polinomlar: arasindaki

iligkiyi gosteren asagidaki Teoremi verelim:

Teorem 3.1.2. (Aygiines ve Simgek 2012) f3,, tabanna gére T, , operatoriine
kargihk gelen Mg (TXa,1> matrisi, Bernoulli polinomlar1 araciligiyla, asagidaki gibi

verilir:
Bi(a)—=B1(0)  Bz(a)—B2(0) Bs(a)—Bs(0) Bm+1(a)—Bm41(0)
a 2a? 3a3 amt+1(m+1)
0 Bi@)-Bi(0)  Ba(a)-Ba(0) ( m ) B (a)~Bun(0)
a? a3 1 amtlim
a)— m m—1(a)—Bm—
0 0 2R ( 2 ) S
Mle (TXa,1> =
™M \ By,_2(a)=Bm—
0 0 0 < 3 ) afn(+)1(m_2)2(0)
0 0 0 . B B0)
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Kanit. Lemma 3.1.1° de 6zel olarak N = 1 olsun. Yardimci1 Teorem 3.1.2 den,

-1

B — B141(0
Sia(a ZXal . Z 111(a l+ ;+1()

k:

bulunur. O halde, S;;(a) toplammm Bernoulli polinomlar: cinsinden ifadesi (7)

matrisinde yerine yazilarak, istenen matris elde edilir.

Asagidaki Yardimcr Teorem, T\ , operatoriiniin matris gosteriminde kullanila-
caktir. Yardimci Teorem 3.1.3'te Yardimci Teorem 3.1.2°de verilen ispat metodu

kullanilacaktar.

Yardimci: Teorem 3.1.3. (Abramowitz ve Stegun 1972, Srivastava ve Choi 2001)
Vm,n € N ven > 1 icin,

n—1
E,—(—-1)"E
2

k=0
dir.
Kanzit. -

2
t) = =2 —1)"me™

) = g =2 e

ve

olsun. Burada esitliklerin sagindaki seriler yalmzca || < 1 ya da t = u + i

(u,v € R) igin x < 0 durumunda yakinsaktir. Bu durumda,

—_

[e.9]

F) = ftn) =2 (~1)" (™ — (=1)rel™m) =2 (1)t

0

3

=
Il

m=0

dir. Yukaridaki bagintida, e** 'nin seri aciimindan yararlanilarak,

> (B (-1 Bul) o -3 (22 km>
elde edilir.

Simdi T, , operatoriine karsihk gelen matris ile Euler polinomlar arasindaki

iligkiyi gosteren agagidaki Teoremi verelim:
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Teorem 3.1.3. (Aygiines ve Simgek 2012) a herhangi bir tek dogal say1 olsun. 3,
tabanina gore T, operatoriine karsilik gelen Mg (Txa,z) matrisi, Euler polinomlar:

araciligiyla, asagidaki gibi verilir:

Eo(0)+Eo(a) Ei1(0)+Ei(a) E2(0)+2Ez(a) Em(0)+Em(a)
2 2a 2a A 2a™m
0 Eo(0)+Eo(a) E1(0)+Ei(a) Em—1(0)+Em_1(a)
2a a? ' 2a™
0 0 E0(0)2:2Eo(a) ( ;ﬂ ) Em_o OQ);—TnEm 2(a)
M,Bm (TXQ,2> =
0 0 0 ( gn’ > Ep— 3 :{;nEmfli(a)

ety

2a77L

Kanmit. Lemma 3.1.1 ’de 6zel olarak N = 2 olsun. Lemma 3.1.3 ’ten,

St = S = S ape - OB

||
—~
|
—
~—

=
Eon

—
I

bulunur. Yardimci Teorem 3.1.1'in kogulu geregince a = 1(mod2) olur ve a’nin
tek oldugu durumlar igin, S;2(a) toplaminim Euler polinomlar: cinsinden ifadesi (7)

matrisinde yerine yazilarak, istenen matris elde edilir.

Not 3.1.3.
Bi(a) — B,(0)

a

=1

e Eo(()) + Eo(a)
2

oldugundan Mg (T, ) ve Mg (T, ,) matrislerine karsiik gelen o6zdegerlerin

=1

kiimesi:

{1,@7170172, e 7aim}

olur. Not 3.1.1’"den N =1 ve N = 2 durumlari igin, sirasiyla, (2) ve (3) bagmntilar:
saglandig1 igin (8) matrisine kargilik gelen 6zfonksiyonlar da, sirasiyla, Bernoulli

polinomlar1 ve Euler polinomlar: olarak bulunur.
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3.2. Kismi Hecke Tipi Operatorlerin Uygulamalari

Bu boliimde, N’nin baz1 6zel degerleri i¢in T operatoriiniin 6zdegerleri ile ilgili
uygulamalar verilecektir. Ayrica kismi zeta fonksiyonu ile T operatorii arasindaki
iligki verilecektir.

Ik olarak kismi zeta fonksiyonunun tanimini verelim. Kismi zeta fonksiyonu

H(s,a, F') olarak gosterilir.

Tanim 3.2.1. (Srivastava ve Choi 2001) Kismi zeta fonksiyonu 0 < a < F, F € Z*

ve Res > 1 i¢in agagidaki gibi tanimlanir:

H(s,a,F) = Z %

n=a(mod F)
n>0

Teorem 3.2.1. (Aygiines ve Simgek 2012) N € N* ve n € N igin,

TN(PWN(ZL’)) = H(n, 1, N)PmN(.l’)

tir.
Kanit.
O S
n=a(mod F) ’ m=0 <a * mF)S
n>0
1 a
- 7¢(>F)
oldugundan,
¢ (s, %) = F°H(s,a,F)

bulunur. Yukaridaki bagintida F' = N, s = n ve a = 1 alinarak ve Teorem 3.1.1-(ii)

kullanilarak,

Tn(Pon(z)) = N¢C <n %) P, n(x)
= H(n,1,N)P, y(2)

elde edilir.
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Asagidaki teoremi vermeden once Riemann zeta fonksiyonunu, Euler sayilarini
ve Bernoulli sayilarini igeren agagidaki 6zdeslikleri verelim (Srivastava ve Choi 2001,

2012). Bu 6zdeglikler daha sonraki teoremlerin ispatinda kullanilacaktir:

¢ (s3) = 2= 1600 )
o) = 522 D C@kICEn —2K)  (neN\{1)), (10)
k=1

otom) = e, (1)
Bauea (0) = 5 (2 = 112" — 1)) (12)
C@n+1) = (—12)(’;?;))!“ / Bonea () cot(mt)dt | (13)

e , . (2n)!
Ce2m) = (1P g+ ) (1)

olarak verilir.

Teorem 3.2.2. (Aygiines ve Simsek 2012) Vn € N*\{1} i¢in,

lEnlo) = S I m o) Y (5 ) Buben

dir.

Kanit. Teorem 3.1.1-(ii) 'de N = 2 alinirsa ve P, 5(z) = E,(z) oldugu goz 6niine

alinirsa,
1
ToEu(a) = 27¢ (3 ) Eu)
elde edilir.
(9) bagntisin1 yukaridaki denklemde yerine yazarsak,

Ty(En(x)) = ¢(n)(1 = 27") En(x) (15)
bulunur. n’nin ¢ift oldugu durumlar icin,
Ty(Ezn(w)) = ((2n)(1 — 27°") Eny (x) (16)
tir.
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(16) bagmtisinda (10) ve (11) bagintilarim kullanirsak,

2(1 — 272) Fyy ()

To(Fon(z)) = T Zg (2k)C(2n — 2K)
2127 By (o) G (=DM @M By (<1)" T (21) % By,
B 2n+1 kz_: 2(2k)! 2(2n — 2k)!

(—1)"(1 — 2727)(27)2" By (2) <= [ 2n
- (4n +2)(2n)! 2 ( ) ParBon-arc

elde edilir.

Teorem 3.2.3. (Aygiines ve Simgek 2012) Vn € N igin,

(_1>n+1(22n _ 1)7T2n

To(Ean(w)) = 2(2n)!

BZnEQn (ZL’)

tir.

Kanit. (16) ve (11) bagmtilarindan,

( n+1 27'(' 2nB2n>

Ty(Ean(r)) = ((2n)(1—27"")Enp(x)
(1—27") Epn(2)
(=

1 n+1 22n _ 1)7T2n
= B nE n
2(2n)! an Eon (1)

elde edilir.

Bernoulli sayilar igin girigim (convolution) bagintisinin ispat1 degisik yontem-
lerle verilebilir. Simdi Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3’ii kullanarak girigim bagintisini

ispatlayacagiz.

Sonug 3.2.1. n € N\{1} olsun. Bu durumda Bernoulli sayilar i¢in girigim (convo-

lution) bagintist
n—1

By, = — By Bay,—
g (o ) P

ile verilir.

Kamit. Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3’teki bagintilarin sol taraflar esit oldugu icin

sag taraflar1 da birbirine esitlenirse,

,_.

(_1)n+1(22n _ 1)71'2"
2(2n)!

(1@ &
(4n + 2)(2n)!

2
Bay = ( o > BotBan-an

i

1
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bulunur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilarak istenen sonug elde edilir.
Teorem 3.2.4. (Aygiines ve Simsek 2012) Vn € N igin,

— 1)
(=1) !Egn,l(O)Egn(x)

Ty (Ean(x)) = 1@ = 1)

tir.
Kanit. (12) bagintisi, (16) bagintisinda kullanilirsa,

Ty(Ean(z)) = ((20)(1 —27"") Eny ()

(27)*" Ey,1(0) .
B (4(—1)”(2n — 1) - 1)) (1 =277 Eon(2)

elde edilir.
Teorem 3.2.5. (Aygiines ve Simsek 2012) Vn € N igin,

(_1)n+1(12<_2§;n1_)!)<2ﬂ) " /an+1(t) cot(mt)dt

T3(Eant1(z)) = Eopya ()

dir.

Kanit. (15) bagintisinda n’nin tek oldugu durumlar goz 6niine alinirsa,
Ta(Egnia(x)) = C2n +1)(1 = 27" Egppa (@) (17)

bulunur. (13) bagintisi, (17) bagintisinda kullanilirsa,

T3(Bania(2)) = ((2n+1)(1 =277 By ()

(_12):2;:?7;))!% /BQn—i—l(t) cot(mt)dt | (1 —272"") Eypyr ()

0

elde edilir.

Teorem 3.2.6. (Aygiines ve Simsek 2012) Vn € N igin,

Ty By (1)) = 2(‘1”2”222()1! “2) (o) By (0)

tir.
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Kanit. (14) bagintisi, (17) bagintisinda kullanilirsa,

To(Eania()) = (@2n+ 11 =27 By (2)
( ( ) <(<2n)| )( ) ) (1 _ 2_2n_l)E2n+1((E)

elde edilir.
Teorem 3.2.5 ve Teorem 3.2.6 kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.2. Vn € N i¢in,

C(=2m) = _m / Bonsr (1) cot(t)dt

dir.

Kanit. Teorem 3.2.5 ve Teorem 3.2.6’daki bagintilarin sol taraflar1 esit oldugu i¢in

sag taraflar1 da birbirine esitlenirse,

(=" (12<_23;n1_)‘)<2ﬂ) i /anﬂ(t) cot(mt)dt =

0

2(=1)"(1 =271 (2m)™
(2n)!

¢'(—2n)

bulunur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilarak istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.2.7. (Aygiines ve Simsek 2012) Vn € N igin,

(_1>n+122n71ﬂ.2n

(2n)!

Ty (Ban(z)) = BapBan ()
tir.

Kanit. Teorem 3.1.1-(ii) ’de N = 1 almirsa ve P, ;(z) = B,(z) oldugu goz 6niine

aliirsa,

T(B,(x)) = ¢ (n, ) (Z

k=0

ile
Ty(Bn(x)) = ((n)Bu(x) (18)

bulunur. n’nin ¢ift oldugu durumlar i¢in,

T1(Ban(x)) = ¢(2n) Ban () (19)
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tir. (11) bagmtisindan,

(—1)"*"1(27)?" By,
2(2n)!

T1(Ban(2)) = Ban () (20)
elde edilir.

Teorem 3.2.8. (Aygiines ve Jimgek 2012) Vn € N*\{1} igin,

27‘(‘ o M 1
Tl(an(l’)) = BZn( (4n + 2 , Z ( > By, Bon ok,
dir.

Kanit. (19), (10) ve (11) bagmtilarindan,

Ti(Ban(x)) = ((2n)Ban(v)

— <2n+ - Zg (2k)¢(2n — 2k)> Boy ()

o 2 (_1)k+1(2ﬂ.)2k32 ( 1)n7k+1(27r)2n72k32n_2
 2n+1 (kl 2(2k)! k 2(2n — 2k)! k) By, ()
(—1)"(27)2* By (z) <= [ 2n
(4n + 2)(2n)! Pt ( 2%k ) Bay Ban—ak

elde edilir.

Teorem 3.2.9. (Aygiines ve Simsek 2012) Vn € N igin,

(=1)"(2m)*"
4(2n — 1)1(22» — 1)

Ty (Ban(z)) = Eon-1(0) By ()
tir.

Kanit. (19) ve (12) bagmtilarindan,

Ti(Ban(x)) = (2n)Ban(z)

(2m)2" Esy,—1(0)
- (4(_1)"(271 —1)!(22n — 1)) By, ()

elde edilir.

Teorem 3.2.7 ve Teorem 3.2.9 kullanilarak, Bernoulli sayilar1 ve Euler sayilar

arasindaki iligkiyi veren agagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 3.2.3. Vn € N icin,

dir.

Kanit. Teorem 3.2.7 ve Teorem 3.2.9’daki bagintilarin sol taraflar1 esit oldugu i¢in
sag taraflar1 da birbirine esitlenirse,
(—1)nHig2n—1iz2n
(2n)!

(=1 (2m)*
4(2n — 1)1(220 — 1)

B2n = E2n71(0)

bulunur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilarak istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.2.10. (Aygiines ve Simsek 2012) Vn € N igin,

1

/ BZn—l—l COt Wt)dt
0

( n+1 27T 2n+1

T1(Bans1(z)) = Banya(z)

2(2n + 1)!
dir.
Kanit. (18) bagintisinda n'nin tek oldugu durumlar goz éniine alinirsa,

T (Bans1()) = ¢(2n 4 1) Bopya1 () (21)

bulunur ve (13) bagintisindan,

(_12):22237;))!% /anJrl(t) cot(nt)dt | Bony1(x)

0

Ti(Ban (7)) =

elde edilir.

Teorem 3.2.11. (Aygiines ve Simsek 2012) Vn € N igin,

2(=1)"(2m)*"

Tl(B2n+l(x)) = (27”&)'

C/(_Zn)BQ’n"Fl (.CE)
tir.

Kanit. (21) ve (14) bagmtilarindan,

T1(Banti(z)) = ((2n+1)Bania(z)
2(=1)"¢'(=2n)(2m)*"
< (2n)! ) Bani1(z)
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elde edilir.

3.3. Kismi Hecke Operatorlerinin Genocchi Tipi Polinomlara Uygulan-

masi

Bu boliimde kismi Hecke operatorlerinin Genocchi tipi polinomlara uygulanmasi

ve Genocchi tipi polinomlarla ilgili baz1 6zellikler verilecektir.

Tanim 3.3.1. (Luo 2009) G,,(x) ile gosterilen Genocchi polinomlar:

2 S G, (<)

ifadesi ile tanimlanir.
Ozel olarak z = 0 igin
G.(0) =G,

dir. Burada G,, sayisina Genocchi sayis1 ad1 verilir.

n € N igin, Genocchi polinomlari ile Euler polinomlar: arasindaki iligski agagidaki
bagint ile verilir (Luo 2009):

0, n=20
Cinl) = { nE,_1(z), n>1

m > 1 ve m tek say1 olsun. Bernoulli ve FEuler polinomlar: i¢in verilen Raabe
bagintilarinin kanitlarina benzer gsekilde, Genocchi polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu

yardimiyla

3

> x+k\ t" = k2te<%
A L ek
Z ( m ) n! Z< ) 1+et

n=0 k:O k=0
= 1-n "
= Z m"Gy(z)—
n!
n=0
bulunur. Bu bagintidan,
m—1
k
Gu(z) =m" 1y (=1)*G, <x7—; ) ,(Vn e N)
k=0

elde edilir. Burada m > 1 ve m tek sayidir.

Teorem 3.1.1-(iii)’te verilen iirete¢ fonksiyonu ile tanmimlanan P, ; y(z) poli-

nomlar1 kullanilarak, Genocchi tipi polinomlar: agagidaki gibi tanimlanir:
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Tanim 3.3.2. N € N* ve N > 2 olsun. G, n(x) ile gosterilen Genocchi tipi

polinomlari
0, n=>0
Gnn(T) = { nP,_ 1 n(z), n>1
ifadesi ile tamimlanir. Burada ozel olarak N = 2 ahmirsa, G,2(x) = G,(z) ile

Genocchi polinomlar: elde edilir.

Tamm 3.3.2°de goriildiigii gibi, G,, x(x) polinomlarinin derecesi n — 1’dir.

Teorem 3.3.1. a = 1(mod N) ve a,n, N € N* (N > 2) olsun. Bu durumda,
(i)
Tyon (Gun(2)) = a' "G v (2)

esitligini saglayan bir tek (G, n)nen+ Genocchi tipi polinomlar dizisi vardir.

(ii)
Tn(Gnn(x)) = N'T"¢ (n -1, %) Gn,N(T)

tir. Burada Ty operatorlerinin 6zfonksiyonlar1 ve 6zdegerleri, sirasiyla,

gnyN(x)

Ni=¢ (n -1, %)

(iii) G, n(z)’in iireteg fonksiyonu

ve

dir.

o e (Ey — Dte™
G (1) = = =F————

n! Eyet —1

seklindedir.

Kanit-(i). Teorem 1.1-(i)’de n yerine n — 1 alinirsa,

a—1

x+k o
> Xan (k) Pacin < - ) = a' " Py ()
k=0

elde edilir. Yukaridaki denklemin her iki tarafim1 n ile carparsak,

a—1
r+k —n —n
Ty (Gun (@) =Y Xan(k)nPossy ( - > =a"""nPy 1 n(z) = a "G, N ()
k=0

elde edilir.
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Kanit-(ii). 7 operatoriiniin tanimindan,

Ty(Gun() = D Ty (Gun(x)) = > a7 | Gan()

a=1(mod N) a=1(mod N)
a>0 a>0

bulunur. Yukaridaki bagintida a =1+ kN (k € Z) ahnirsa,

Tn(Gnn(x)) = Y (1+kN)"Gyn(2)

k>0

1-n
_ Ny <k: ; %) Gu(z) = N'¢ (n -1 %) Grv()

k>0

elde edilir.

Kanit-(iii). Teorem 1.1-(iii) geregince, N > 2 icin P, y(x)’in iireteg fonksiyonu

o tn (fN o 1)€tz
Pon(@)— = ~———

n! Enet —1

tir. Yukaridaki bagintida her iki taraf ¢ ile ¢arpilirsa,

(fN _ 1)tet:r 0 ntl
SN TR P,
Enet —1 HZ:O (@) n!
- inpn—l N(x)n<nti 1)!
n=1

bulunur. Buradan gerekli islemler yapilirsa istenen elde edilir.
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4. GENELLESTIRILMIiS KISMi HECKE OPERATORLERI

4.1. Genellestirilmis Kismi Hecke Operatorlerinin Genellestirilmis Euler

Tipi Polinomlara Uygulanmasi

Bu boliimde genellestirilmis kismi Hecke operatorleri tanmimlanacaktir ve bu o-
peratorlerin bazi ozellikleri verilecektir. Daha sonra Euler tipi polinomlar tanim-
lanacaktir ve bu polinomlarin genellestirilmis Hecke tipi operatorler altindaki

davraniglar1 verilecektir.
a, M € N* ve Ny, Ny,--- , Ny € N* icin
N(M) = (N17N27 e 7NM)

olsun.

Ik olarak Xa,n(v) fonksiyonunu tanimin verelim:

Tanmim 4.1.1.
Xa,N(M) * N—C
ile verilen x, n(pp) fonksiyonu

M

Xa,N(M) (k) = H Sk(Nj)

j=1
seklinde tanimlanir. Burada 0 <k <a—1,j € {1,2,--- , M} ve

2mi

EN) = e
olmak tizere £(NN;), N,-ninci mertebeden birimin kokleridir.
Xo,n(v) fonksiyonu agagidaki ozellikleri saglar:
L. X, N(M) fonksiyonu N1 Nj - - - Ny ile periyodik bir fonksiyondur.

2. Bu boliimde x, v (k) # L almacaktir. Eger

Xa,N(M) (k) = a

almirsa (5) bagntisi ile verilen x,, ; (k) fonksiyonu elde edilir.
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3. Ny >2ve Ny= N3z =---= Ny =1 alirsa

Xa,(N1,1,1, 1) (K) = ERNDEMD)ER(L) -+ €5 (1) = €8 ()
bulunur.

Tanim 4.1.1 kullanilarak genellestirilmis kismi Hecke operatorii agagidaki sekilde

tanimlanir:

Tanim 4.1.2. P, vy (x) € Clz] olsun. T,

Xevar 1€ gosterilen genellegtirilmis kismi

Hecke operatorii,

a—1
r+k
TXa,N(]W) (Pn,N(M) (x)) = ZXa,N(M)(k’)Pn,N(M) ( )
k=0

a

ile tanimlanir.

Tamm 4.1.1’de verilmis olan P, n(ns) polinomu katsayilar: kompleks sayilar olan

n-ninci dereceden bir polinomdur ve

T.

Xa,N(M)

: Clz] — Clz]

ile verilir. 7\ operatorii Clz] vektor uzayi iizerinde lineer bir operatordiir.

Xa,N(M)

Tanim 4.1.1 ve Tanim 4.1.2 yardimiyla genellestirilmig kismi Hecke tipi opera-

toriiniin tanimini verelim:

Tanmim 4.1.3. Ty ile gosterilen genellestirilmis kismi Hecke tipi operatorii

TN(M) - Z TXE,N(M)

aEl(mod N1N2~~N]\4)

ile tanimlanir.

T

Xev(ay OPeratori Clx] vektor uzay1 iizerinde bir lineer operator oldugundan

T'n(ury operatorii de Clz] iizerinde bir lineer operatordiir.

Bu boliimde P,y (z) € Clz] ve a = 1(mod Ny Ny - - - Njs) alimacaktir. Ayrica,

Teorem 4.1.1 ile, asagidaki fonksiyonel denklemin ispat1 verilecektir.

Ty, oy (Panan () = ™" Ponoany (). (22)
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(22) ile verilen fonksiyonel denklemi saglayan P, () polinomlar birim bagkat-
saylll (monik) polinomlardir ve Ty, operatorii polinomun derecesini korur. (22)

bagintisinin ispati i¢in, oncelikle agagidaki Yardimci Teoremi verecegiz.

Yardimci Teorem 4.1.1. a = 1(mod N1 N, - - - Nys) olsun. Herhangi bir a, M € N*
ve N1, No, --- , Ny € N* igin agagidaki 6zellikler saglanir:

(i) ~on operatorii, Clz] kompleks polinomlar halkasinda dereceyi korur.

(ii)

SO = 17 m = 0
m—1
T. ") =
Xavan (27) a "™ +a™ Z ( T ) Sm—v (Xavan) 25 m = 1.
v=0
Burada,
Sm—v (Xa, N(M Z Xa.v () (K)E™".

(iii) Herhangi bir m € N* i¢in
Cplz] = {P(x) € Clz] : derP(x) < m}
ile verilen C,,,’nin kanonik C-tabam
B = {l,m,xQ,--- ,xm}

olsun. O zaman, 3, tabaninda 7}, ) 'ye karsilik gelen Mg (Txa, N M)) matrisi agagi-
daki gibi verilir:
Sy a™'Sy a™S; .. a~"Sr

0 a'S% 2a728F .. a™ ( T)S;”

0 0 a?2S .. am™ ( g”)s;_z
My, (T = ()

0 0 0 . a ™Sy
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a—1
Burada, S; = X, nn(k)E , (0 <1< m — 1) seklindedir.

k=0
(iv) a,b > 1 olsun. a = b = 1(mod N1 N - - - Nyy) igin

Xa,N(M)TXb,N(M) = TXb,N(M)TXa,N(M)

dir.
O zaman (22) fonksiyonel denklemini saglayan n-ninci dereceden P, () poli-
nomlar1 vardir. Hatta, verilen n tamsayisi i¢in (22) bagmtisini saglayan n-ninci

dereceden bir tek (P, n(a))nen birim bagkatsayili polinomlar dizisi vardir.

Kamit-(i). (22) bagmtisiu saglayan herhangi bir (P, x( M))neN polinomu varsa, o

zaman )
= ZXa,N(M)(k) =1
k=0

oldugundan (i) 6zelligi saglanir.

Kanit-(ii).

a—1
ZXa,N(M)(k) =1
k=0

oldugundan, m = 0 i¢in

TXa,N(M) (1) =1

dir. Genellestirilmis kismi Hecke operatériiniin tanimindan

" rz+k
Xa,N(M)<£U ) = ZXGN(M) ( )

elde edilir.
Kanit-(iii). m € N* olmak {izere
- {1,$,Jf2, T 7'rm}

tabani i¢in T operatoriinii kullanirsak, (ii)’den Mg (T ) matrisi (23)

a,N (M) Xa,N (M)

araciligiyla verilir.
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m a—1
m —m m m—uv v
TXa,N(M) ('I ) =a Z (( v > Xa,N(M)(k)k > T

v=0 k=0

bagmtisi kullanilarak tiimevarim yoluyla (23) matrisi agagidaki gibi elde edilir:

a—1
Txa,N(M) (930) = Z Xa,N(M)(k') = So (Xa,N(M)) ;
k=0

ve

3
_ 3 v
TXa’N(M)(:z:?’) = a 32 (< v ) S3_y (Xa,N(M)>) x

v=0

3 3 3 _
= < 0 ) a 353 (Xa,N(M)) + ( 1 ) a=>Sy (XG,N(M)) T+

3 _ 3 _
" ( 2 )a "8t (Xann) ©° + ( 3 > a”*50 (Xavean) @

Bu gekilde devam edilirse, her m = 0,1,2,3,--- igin ™ ’nin katsayilar (23)

matrisinin m-inci siitunu olur.

Kanit-(iv). a = 1 i¢in T} operatoriiniin matrisi diagonaldir. Ciinkii,

N (M)

m

TXl,N(M) ($m> = X1,N(M) (O)SU

dir. Va > 2 i¢in Mg <Txa, N(M)> bir diagonallegtirilebilir matristir ve m + 1 tane

farkli 6zdegere sahiptir ve bu 6zdegerler, sirasiyla,
Sy atSy a8y, a” ™S,
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seklindedir. O zaman, (22) bagmtis1 saglanacak sekilde (Pn7N(M))n€N polinomlar:
bulunur.

Va > 1igin Mg <T

XaN(a 4)) diagonallegtirilebilir bir matris oldugu i¢in, C,,[z]’in

bir C-tabani olan Emvardlr ki

S; 00 0
0 a'S5 0 0
0 0 a2S; 0
M (Tenan) = | - - S . (24)
0 0 0 . A

ile verilen M[Ni (T

Xa.N (D) ) matrisi diagonaldir.

C’de n x n tipinde A ve B matrislerinin ayn1 anda diagonallestirilebilir olmasi
icin gerek ve yeter sart
AB = BA

ve T,

XN () lineer operatorleri C[z]’in kanonik baz i¢in diago-

olmasidir. T, ..,
naldir. O zaman A ve B’nin aym anda diagonallestirilebilir olmasi i¢in gerek ve

yeter kogul
Xa,N(M)TXb,N(M) = TXb,N(M)TXa,N(M)

olmasidir. O halde, C[z]'te (P, n(ur)),  nin varhgim kamtlamak icin

neN

T

Xa,N(M)TXb,N(M) =

T

Xb,N(M)TXa,N(M)

oldugunu gostermemiz yeterlidir.

a =b=1(mod N;N; - -+ Nys) alahm. Bu durumda,

Xanon FO)Xo vy (k2) = € (N)ER (Ny) - - €M (Nag )€ (N1)ER2 (Ny) - - - €72 (N )
— §k16+/€2 (Nl)fk1b+k2(N2) . _€k1b+k2 (NM)
= gt (N g TR gy

bulunur.

O halde, P € C[z] igin,

Xa.n(0) (K1) Xo (1) (F2) = Xap vany (B1b + k2) = Xop vy (k1 + k20a)
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elde edilir. Buradan,

T.

Xa,N(M)

r+ kb+k
TXb,N(M) (P(x)) = Z Xa,N(M)(kl)Xb,N(M)(k2)P (#)

0<k1<a—-1
0<ka<b—1

= ZXab,N(M)(k)P (x(;k>
= Txab N(A4)(P($))
= TXba,N(NI)(P('r))

Xb N(M)TXa N(M) (P(QJ))

I
’ﬂ

bulunur, burada k& = kb + ko dir.
Bu durumda, Ny, No, -+, Ny € N* icin, (Vn € N ve Va = 1(mod N1 Ny - - - Nyy))

Ty, vy (Prnveny) = a™"Ponan)

olacak bigimde n-ninci dereceden P, y(z) € C[z] polinomlarimin varhgim kanitlamig

oluruz.
my € QE(N1)E(N2) -+ - E(Nr)) []

oldugunu gostermek icin by = 1 ve

n

Ponon(x) =) by

v=0

ile herhangi bir (Pn, N( M))nEN birim bagkatsayili polinomu tanimlayalim. Burada,

Pn,N(M) (l’) - C[ZL’]

tir. O zaman,

r+k
a™" Ponan () = Ty, viary (Prvon( ZXaN nN(M)( . ) (25)

elde edilir. Buradan

a—1 k n S B
> Xann(k Zb (x—l- ) = ZXa N(M )(k)Zb "y ( " A\ ! ) " AR
k=0

dir. A\ +v=rve

a—1

Sx (Xa,N(M)) = Z Xa,N(M)(k)k)\

k=0
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aliirsa,

a—1 n n—uv n n
S o (3 b, (f” o ) T ( o ) Se-v (Xawvian)
k=0 v=0 =

elde edilir. Simdi 2" "’nin katsayilarini egitlersek,

S =3 (0 (170 ) S

r=0 r=0 v=0

bulunur. Yukaridaki esitlikten

r—1
b = zb o (170 ) S ) =t o (520 ) S Craan)

bulunur. O halde

elde edilir.
S XaN ZXaN )kr_v = ST—U(Xa) € Z[S(N1>€(N2>§<NM>}

oldugundan dolay1
br € QE(N1)E(N2) - - E(Nar))
dir.
Ponony(x) ve Qv (), (25) bagitisini saglayan ve derecesi n olan farkl iki

birim bagkatsayili polinom olsun.

Varsayalim ki, d < n ve Ay # 0 iken
Pn,N(M)(.T) - Qn,N(M)(x) = Ad,N(M)(-T) = ond + All’d_l 4.

olsun. (25) bagmtisindan,

k
ZXaN AdN ($+ ) :a_”(AOxd+A1xd—1+...)

a

elde edilir. Buradaki bagintidan her iki tarafta 2 katsayilarini incelersek
AO = adanO
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oldugu goriiliir. Bu da bir geligkidir. Ciinkii Ag # 0, d < n ve a > 2’dir. Dolayisiyla

(iv) ispatlanmig olur.

Not 4.1.1. Yardimc: Teorem 4.1.1-(iii)’ten goriiliir ki, /3,, tabanina gore 7,

Xa,N(M)

operatoriiniin karakteristik polinomu, m € N* i¢in, S; =1 ve

. ()

j=0
ile verilir. Burada karakteristik polinomun sifira esitlenmesiyle, 3, tabanina gore
T

Xev(n) OP€TAtOItne karsilik gelen ¢zdegerler:

-1 -2 -m
{1,@ y @y, a }

olarak bulunur. Ayrica bu dzdegerlere karsilik gelen 6zvektorler (B, n(ir))nen monik

polinomlar dizisidir.

Teorem 4.1.1. a = 1(mod NyNy--- Ny) ve a, N1, Ny, -+, Ny € N* olsun. Bu
durumda,
(i) Pu,n(v) ile n-ninci dereceden birim bagkatsayili monik polinom verilsin. O

zamarn

Tyovan (Panan(r)) = a™" Poxon (@)

esitligini saglayan bir tek P, ny € Q(&E(N1)E(Ng)---&(Na))[z] polinomlar dizisi
vardir.

(i) ¥n € N igin,

M -n M 1
Tneary (Pnvon(x)) = (H Nj) ¢ (nH ﬁ> Py o ()

tir. Burada ((s,x) Hurwitz-zeta fonksiyonunu gostermektedir ve Res > 1 igin,

asagidaki gibi tanimlanir:

1
((s,2) = Zm

k>0
Tamm 2.1.3’ten yararlamlarak, Ty operatorlerinin 6zfonksiyonlarmin ve

ozdegerlerinin, sirasiyla, P, y(r)(z) ve

1
A 0 Sl P —
(Nilz--- Ny) C(n’NlNQ...NM>

elde edilir.
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(iii) P, n(ar)(x)’in tireteg fonksiyonu:

) )

nl M
(Hf(Nj)) et —1

- 271
N;

j=1

< 2#)

Bundan sonra P, y(u)(z) polinomlarima genellestirilmis Euler tipi polinomlar

Z Pn,N(M) ()
n=0

olarak tanmimlanir.

diyecegiz.

Kanit-(i). Keyfi n > 0 ve Ny, No,--- ,Nyy > 1 olsun. Va = 1(mod N1 Ny - - Nyy)

icin Yardimci Teorem 4.1.1°den,
TXa,N(M) (PnaN(M)) = ainanN(M)Qr)

bulunur. Burada P, nr)y € Q(§(N1)E(Na) -+ - £(Nar))[x] monik polinomunun dere-

cesi n'dir ve P, y(ar tektir. O halde, Teorem 4.1.1-(i) ispatlanmug olur.
Kanit-(ii).

Ty (Panan(@) = > Ty, vony (Panan (@)

aEl(mod N1N2-~~N]\/[)
a>0

= >, a”" | Ponn(2)

aEl(mOdN1N2~~~N]L{)
a>0

olsun. @ =1+ kNyNy--- Ny (k > 0) igin,

TN (Pan(M)([L')) = Z(l—f—kNlNgNM)_n n,N(M)(x)

k>0

1 —n
— (N Ny N1 " E - P
(o M) Z( +N1N2---J\fM) v (2)

k>0

= (N{Ny---Ny) "¢ < P, o ()

m N1N2"'NM)

bulunur.

Kanit-(iii). Fy((x,t) fonksiyonunu agagidaki gibi tanimlansin:

(E(N1)E(N2) -+ - E(Nag) — 1)el”
E(N1)E(N2) - - E(Npr)et —1

o4

FN(M)(ZL’,t) =




Fyun (2, t)’yi t'nin kuvvetlerine gére acalim ve W,, y(ar)(2) polinomunun iireteg

fonksiyonu Fy () (x,t) olsun; yani

Fxan(,t) = ) Unnon(z) (26)
dir.
\I/n,N(M)(f) :A(()n’N(M))fn—|—Agn’N(M))$n_1—|—---—|—A7(1n’N(M))

olsun. (26) bagintisinda, x yerine 1% ve t yerine ty alinirsa,

1 _ (E(NY)E(No) -+ - E(Nyy) — 1)et
FN(M)< 7ty) T E(NDE(N,) - E(Npy)ety — 1

oo . tn
= Zy ‘I’n,N(M)(JC)—'-
n!
n=0
bagintisi elde edilir.
y — 0 iken,
PN Nt
¢ = Z Ay n
n=0

elde edilir.
Bu durumda Vn € N i¢in

A(()n,N(M)) _q
oldugundan dolay1 ¥,, y(ar)(x) birim bagkatsayili polinomdur.

(26) bagmtisinda z yerine z + £ alip x,, ~( (k) ile carptiktan sonra
ke{0,1,---,a—1}

i¢in k iizerinde sonlu toplam alinirsa,

a— a—1

1 o]
kY k
> Xanon(k) D Yanon <=’L’ + g) = = > Fvay (w t t) Xa,v(ar) (K)
’ k=0

k=0 n=0
(E(N1)E(Ng) -+ - E(Nag) — 1)et
E(N1)E(N2) -+ - &(Nas)et — 1
L EVDE(Ns) - E(Nr)) e — 1
E(N1)E(N2) - - '£<NM>€£ —1
elde edilir. Buradan @ = 1(mod N1 Ny --- Ny;) ve k € Nigin a = kN{Ny--- Ny + 1

alinirsa,

= (5 o BV} £ (EN)EN) - () — Ve
Z(%“‘“’W)( +a>) TR AR E e W

n=0
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elde edilir. Simdi (26) bagmtisinda x yerine ax ve t yerine 2 alinirsa,

t

Yl E(N1)E(Na) - - §(Npr)en — 1

bulunur.
(27) ve (28) bagmtilarindaki £ in katsayilarimdan ¥, y(as) (x)'in (22) fonksiyonel
denklemini sagladigi sonucunu glkarablhrlz.

W, v(v) () monik polinom oldugundan, Teorem 1.1 aracihigiyla,

v, N (z) = PmN(M)(x)

elde edilir.

Not 4.1.2. M =1 i¢in Yardimc1 Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.1, sirasiyla, Yardimci

Teorem 3.1.1°e ve Teorem 3.1.1’e indirgenir.
Not 4.1.3. 1 < j < M olacak bicimdeki bir tek jo € {1,2,---, M} olsun. Eger
N]-:NZ:'": jOleNJ()‘Fl:...:NM:]‘

ve Nj, > 2 ise P, nqu(z) polinomu P,y (r) polinomuna indirgenir. Burada
P, n,, (z) polinomu Teorem 3.1.1’de tanimlanir.
Teorem 4.1.1’in baz1 6zel durumlarini verelim:

Ny >2ve Ny = N3=---= Ny =1 olsun. Bu durumda,

Xa,(Nl,l,l,---,l)(k) = fk(Nl)

bulunur. Burada X, (n; 1,1, 1 (k) fonksiyonuyla, Béliim 3.1’de tanimlanan x, (k) =
§k(N ) fonksiyonu elde edilir.
Teorem 4.1.1-(i)’den,

TXa,(N1,1,1,~~~ ,1) (Pn’(valvlv'" 71) (l‘)) = a_nPn:(valvly"' 71) (.7;)
ya da
TXa,N1 (Ple ($)) =a " n,N1 (33)
olacak bicimde bir tek (P, Nl)neN polinomlar dizisi vardir ve

oy € Q(E(N1))]7]

tir. Boylelikle Teorem 4.1.1-(i), Teorem 3.1.1-(i)’e indirgenir.
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Teorem 4.1.1-(ii)’den,Vn € N igin,

1
T(N1,1,1,-..,1) (Pn,(N1,1,1,-..,1)($)) = (Nl)_nC (TL’ F) Pn,(N1,1,1,.--,1)($)
1
ya da
_n 1
T, (Pos (1)) = (N2) ¢ (n E) P, (1)

tir. Boylelikle Teorem 4.1.1-(ii), Teorem 3.1.1-(ii)’ye indirgenir.

Teorem 4.1.1-(iii) 'ten, P, n(ar)()’in tireteg fonksiyonu:

P EN)EDED) €1 — 1)t
ZPM“ = e ee) - eye — 1

ya da

o0

" (&(N1) —1)€
RZ:OPTL,N1("E)H = {(Nl)et—l

seklinde tanimlanir. Boylelikle Teorem 4.1.1-(iii), Teorem 3.1.1-(iii)’e indirgenir.

Teorem 4.1.2.

Tnony (Ponony () = H(n, 1, NyNy - - - Nag) P noany ()

ile verilir. Burada H(n,1, NyNs--- Ny,) fonksiyonu, kismi zeta fonksiyonudur. Bu

fonksiyon Ny, No,--- Ny € Z* ve Res > 1 i¢in agagidaki gibi tamimlanir:

1
H(n,1,NyNy---Ny) = > —.

s
n=1(mod N1 Naz---Nyps)
n>0

Kanit. Kismi zeta fonksiyonunun taniminda F' = Ny{Ny--- Ny, s =nvea =1

alimirsa ve Teorem 4.1.1-(ii) ’den yararlanilirsa,

n 1
Tnony (Panvan () = (NiNy---Nap) "¢ (7% m) P, Ny ()
= H(n,1,NyNy--- NM)Pn,N(M)(x)
elde edilir.

Teorem 4.1.3. Ty () operatorleri i¢in P, y(ar(x) ozfonksiyonlarna karsihik gelen

ozdegerler, her n € N (n > 2) icin,

(f10) (i v}
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dir.

Kanit. Her » € N* icin,

(—1)!7”r (j;;ﬂ logl'(z) = Z ﬁ =C(14r2) (29)

m=0

dir (Whittaker ve Watson 1963, Washington 1997).

Teorem 4.1.1-(ii)’den ve r = n — 1 i¢in (29) bagintisindan yararlanarak,

(H Nj) ¢ ("HNL) P v ()

=1

i (ﬁ Nj) S (5t i) vt

Tneary (P ()

elde edilir.
4.2. Genellestirilmis Euler Tipi Polinomlarin Baz Ozellikleri

Bu boliimde, genellegtirilmis Fuler tipi polinomlarin indirgeme bagintis1 ve bazi
ozel polinomlarla iligkileri verilecektir. Genellestirilmis Euler tipi sayilar tanimla-
narak, genellestirilmis Euler tipi polinomlarin elde edilmesi miimkiin olacaktir.

P, n(u(x) polinomlarimin Frobenious-Euler polinomlar ile iligkisi asagidaki teo-

remde verilir.

Teorem 4.2.1. M € N* olsun. Her n € N icin,

Frvan(e) = (m 11 5(z1vj>>

Jj=1

dir.

Kanit. Teorem 4.1.1-(iii)’ten

2 Prvan(@)y = D My <x 1 W) nl

n=0 j=1

bulunur. Yukaridaki denklemin her iki tarafindaki %n, katsayilar1 egitlenirse istenen

sonug elde edilir.

P, vy (x) polinomlar1 agagidaki diferensiyel denklemi saglar.
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Teorem 4.2.2. M € N* olsun. Her n,v € N igin,

av

@PWN(M)@) = (n)an—v,N(M)(x>

tir. Burada
n)y=nn—-1)n-2)---(n—v+1)
dir.

Kanit. Genellegtirilmis Euler tipi polinomlarin iireteg fonksiyonunun = degiskenine

gore v kez tiirevi alinirsa

M
1
o ) 1-11 a4
S b (@) = |
‘ grv WNADE M )
n= t_
H £(Ny)
j=1
elde edilir. Bu bagintidan
i —UPn N(M) (x)ﬁ = i(n>vpn—v N(M)(x)ﬁ
et oxv n! et ’ n!

bulunur. Yukaridaki denklemin her iki tarafindaki % katsayilar1 egitlenirse istenen

sonug elde edilir.

Py n(uy(x) polinomlar ile Apostol-Bernoulli polinomlar: arasindaki iligki agagi-

daki teoremde verilir.

Teorem 4.2.3. M € N* olsun. Her n € N* icin,

Po_1invon(x) = <H§(Nj) - 1) %Bn <$7H5(Nj)>

dir. Burada B, (z, A\) Apostol-Bernoulli polinomunu gostermektedir.

Kanit. Genellegtirilmis Euler tipi polinomlarin iirete¢ fonksiyonu asagidaki gibi
diizenlenirse,

M
[[ev
=1

J

i) —1
e [Jev;) -1

j=1

tn_l

Pn—l,NM =
; D = 1)1

et
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bulunur. Yukaridaki bagintidan

ZP" LN(M n_ll) => (% (H §(Ny) — 1> B, (%Hf(%))) (ntn__ll)!

n=1 =1 j=1

bulunur. Yukaridaki denklemin her iki tarafindaki (f:T_ll), katsayilar1 egitlenirse iste-

nen sonu¢ elde edilir.

Tanim 4.2.1. P, nar)(0) = P,y olsun. P, no) ile gosterilen genellestirilmis

Euler tipi sayilar

ifadesi ile tanimlanir.

Teorem 4.2.4. M € N* olsun. Her n € N* icin,
Ponony(x) = Z i P N
=0

dir.

Kanit. Genellestirilmis Euler tipi polinomlarin iirete¢ fonksiyonunun tanimindan,

n=0

bulunur. Yukaridaki bagintidan
o n tn’
P, nip; —
Sy 55 (525 )

elde edilir. Yukaridaki denklemin her iki tarafmdakl katsayllarl esitlenirse istenen

sonug elde edilir.

Xa,N(M)(O) = Xa,N(M)
olarak tammmlansin. Bu durumda, P, n() ile gosterilen genellegtirilmis Euler tipi

sayilarin ilk dort tanesi agagida verilir:

Ponon = 1,
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Pinany = — ,
Xa,}V(M) 1
2 1
P novry = + — :
(M) D) T .
<X;}V(M) — 1) Xa,N(M)
6 6 1
P3 nony = ) s + , 5+ X’l -
(Xa,N(M) - 1) (Xa N(M) — 1) a,N (M)
ve
Pynny = » 7+ - 3 T+ » 5 + - :
(Xa,N(M) - 1) (Xa,N(M) - 1) (Xa N(M) — 1) a,N (M)
bulunur.
P, vy (x) polinomlarmin ilk dort terimi agagidaki sekilde bulunur:
Ponan(z) =1,
1
P1,N(M)($) =T+ —"7,
Xanar) — 1
P2’N(M)(x):$2+x<—1—1> + R e
Xa,N(M) ~ (X;,}V(M) B 1) Xan(at) —
P37N(M)($) = 2’ 4a° <1—1> +x 53+ —3 1
XaN(a) — (X;}V(M) - 1) Xa,N(01) ~
6 6 1
+ 3 T + » 5 + o —
(Xa,N(M) - ]‘) (Xa,N(M) - 1) a,N(M)
ve
4 12 6
Pynon(z) = m4+m3< 1 _1>+x2 N W]
Xa,N (M) (X;}V(M) 1) Xa,N(M)
x - 5 _
-1 1 - 1
<Xa:N(M) 1) <Xa N(M) — 1) Xa,N (M)
+ . yian » 3 T - 5 + X*I -
<Xa,N(M) o 1) (Xa,N(M) - 1) (Xa N(M) — 1) a,N(M)
dir.
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5. HECKE TiPi OPERATORLERIN BAZI OZEL FONKSiYONLARA
UYGULANMASI

5.1. Hecke Tipi Operatorlerin Weierstrass Tipi Fonksiyonlarina Uygulan-

masi

Weierstrass p-fonksiyonu matematikte, fizikte ve miithendislikte 6nemli bir yere
sahiptir. Weierstrass fonksiyonlarini iceren ve (o, ile gosterilen Weierstrass tipi
fonksiyonlar ailesi, C.-H. Chang, H. M. Srivastava ve T. C. Wu tarafindan agagidaki

sekilde tanimlanmigtar.
Tanmm 5.1.1. 2 ¢ R igin,
Q= {mlzl + Mozy : 21, %2 c C\ {0}, my, Moy c Z}

ile tamimlanan 2, C {izerinde bir latis olsun. Q* = Q\ {0} ve n € N\{1} igin

Weierstrass tipi fonksiyonlar ailesi

1 1 1
@2n(u) = @2n(u, Z1,Z2) = W + ; <(u — (m121 n m2z2))2n — (m121 n m222)2n>

ile tanimlamir (Chang ve Srivastava 2007, Chang, Srivastava ve Wu 2008, Wu, Chang

ve Srivastava 2010).

Ozel olarak n = 1 alinirsa,

1 1 !
pu) = pa(u) = = + Z <<u — (myz1 +maz))? (maz + WQV)

ile tanimlanan Weierstrass p-fonksiyonu elde edilir.
Herhangi bir n € N\{1} icin Weierstrass tipi fonksiyonlari, kompleks diizlemde
2n-ninci mertebeden kutup noktasina sahip bir eliptik fonksiyonudur.

Weierstrass tipi fonksiyonlar icin agagidaki ozellikler verilir:
1. o cift fonksiyondur; yani g, (1) = @9, (—u)’dur.
2. b, tek fonksiyondur; yani pf), (—u) = —g), (u)’dur.
3. o, (—2n)-ninci mertbeden homojen fonksiyondur; yani
©on (Au; Ay, Aws) = A" 09, (u; w1, wo)
dir.
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Teorem 5.1.1. (Aygiines ve Simsek 2011) & € N* olsun. p herhangi bir asal say1

ve pz1 ¢ R olsun.
1 K 1 ) 1
T, ( o) <U;Zla_>) Pey. ( ;2 ,—) + 09, | PU; 21, —
p( 2 p \p 2 P

Kanit. o, (u) ve @), (v) nun tiirevleri alinirsa, sirasiyla,

dir.

o0 [e.e]

P2n (u) = uQn 1 Z Z u— m1z1+m222))2" !

mi]=—00 Ma=—00

ve

/!
ot () = 2120V mZ_ Y P
1=—00 Ma=—00

elde edilir.

Bu gekilde devam edilerek o, (u)nun k kez tiirev alinirsa,

o0 o0

(k) — (_1)k
©2n (U) ( ) (2’)’L — k? + 2 Z Z U +miz1 + m222)2" k (30)

mi)=—00 Mma=—00

bulunur.

z € C ve k € N icin,

o0

1 _2 Tijz
Z (z+m) (K m'z‘yk12j

m=—0o0

ile verilen Lipschitz formiilii (Lipschitz 1889, Rademacher 1973) (30) yardimyla,

B ) — (1) (2n)! > (—27i)2nFk
O (1) (1) 2=k 1o > (

2n—k+2)! & (2n—k—1)l5"*

XZJ% k—1 27r2] u+m1z1) (31)

bulunur.
(1) bagintis: ile verilen 7, Hecke tipi operatorlerinin (31) bagmtisina uygulan-

masiyla

(k) _ (=1)*(2n)Y(=2mi)**
Ty <92" (“)> 2R on -k +2)!2n -k —1)!

o o0

% Z Ze2mjm122]2n k— 1T < 27;%) (32)

mi=—o0 j=1
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T,’nin tammindan

p—1
2miju 2mijup 2miju 2mij \ b
Tp<e 23 ):@ 22 4 e P22 g (@pzz)
b=0
ve -
1 mij
4 2mij \ Y e 2 —1
E (6 pz2 ) = g
y:O e rz2 — 1
olmak iizere z, = % icin (32) bagmtisinda gerekli diizenlemeler yapihirsa, istenen

p
bagint1 elde edilir.

5.2. Hecke Tipi Operatorlerin Genellestirilmis Dedekind Eta Fonksiyo-

nuna Uygulanmasi

Tanmim 5.2.1. (, = exp (%) ,qN = €Xp (2”%) olmak iizere z € H, N € Z*,

(g,h) € Z* i¢in genellegtirilmis Dedekind eta fonksiyonu,

oy n(N) = exp (m’El (%)) (1—-¢N"Y), g=0,h#0(N)
g:h 1, diger durumlarda

iken agagidaki gibi tanimlanir:
.= g m —h,_m
Tz N) = (N exp (wizBs (%)) TT =chaip) TT Q=CFrap)- (39)
m=g(N) m=—g(N)

m>0 m>0

Burada, B, ve B, birinci ve ikinci dereceden Bernoulli fonksiyonlarimi gosterir.
Ngn (2; N) fonksiyonu, 2 € H i¢in, holomorftur ve g, h (mod N) ’ye baghdir. Hatta
her g ve h icin,

Ngn (2, N) =n_g_ (2, N)

ve (g,h) = (0,0) (modN) i¢in
Mg (2, N) =1 (2)
dir (Hecke 1983, Miao 1996, Schoeneberg 1974, Simgek 2003, Simsek v.d. 2009).

Teorem 5.2.1. (Aygiines ve Simgek 2010) p herhangi bir asal say1 olsun. N | g ise,

O Zalmnan

mi(p — 1)

z
+k%%ﬁ@4N%Hw%%ﬁ<aN) (34)
dir.
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Kanit. (33) bagintisindan,

Ngn (2, N) = agn (N) exp (m’zEQ (%)) ﬁ (1 — CZqi*”N) ﬁ (1 — C;hq;g“”v)

n=1 n=1

elde edilir. Yukaridaki bagintinin her iki tarafinin logaritmas: alinirsa:

1 2mimh
log(ny (2, N)) = logag,h(N)+7”232 ;T;EGXP( W]Z\T[n —|—27m'mz(n+%))
00 oo 1 9 h
— Z Z — exp (— mim + 2mimz(n — —))
n=1 m=1
bulunur.
> 1 2wimh i 9
— Z -T (6 N +7rzmz(n+N)>
m p
n,m=1
ve ~
— Z iT < MJr27mmz(nf—)>
n,m=1 m ’

olsun. (1) bagmtisinda, p herhangi bir asal say1 olmak iizere, n = p segilirse ve

log(n, (2, IV)) fonksiyonuna T}, operatorii uygulanirsa,

Ty (logn, 4(2, N)) = (p+ 1) log ags(N) + T, (mﬁz (%)) —(A+B), (35)

elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilarak

p—1
; b
. 27im g 2
<?2mmpZ(n+Jg\]f) _|_ e 7rp 2(” N 2 : ( "”” n+ ) )

27rzmh

n,m=1 b=—0
ve
o0 e 271';,'th o , p—l . , b
B= primpein) 4 08 3 (0= R0) )
n,m=1 b=0
elde edilir. Yukaridaki serileri elde ederken asagidaki sonuclari kullanilmigtir.
p{m(n— ¥) ise, o zaman
p—1 b
(e ) =0
b=0
ve p | m(n — &) ise, o zaman
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dir.

Diger taraftan, p { m(n + £) ise, o zaman

-1
4 2mim (n_,'_l) b
<e P N ) =0
b=0
ve p | m(n + %) ise, o zaman
1l
Tim g
<e P (MN)) =P
b=0

dir.
Sonug olarak, m = pm' and n + ¥ = pk iken, A’daki ikinci ¢ift kath toplam

o0 oo o0 oo
n,m=1,plm(n+%) n,m=1,p|m n,m=1p|(n+%) n,m=1,plm,p|(n+%)

ifadesine esittir ve m = pm’, (n — &) = pl iken, B’deki ikinci ¢ift kath toplam da

0 o o o0
nm=1plm(n—%) nm=1,plm nm=1p|(n—£) nm=1plm.p|(n—%)

ifadesine esittir. Bu durumda,

o0 2mimh 27rzmh
N .
A+B = 2 6 27rzmpz (n+%) + E 27rzmpz(n—%) +
m
n,m=1 n,m=1
00 27r7lpm h 27r7,pm h
e N ’ ! g
27rzm (n+% 27sz z(n—%)
+ ) ‘o E +
n,m’=1 n,m/=1
[o'e) 2mimh 27rzmh
e N 2mm(n+ 27rim(nfi)3
+p Y —— P4 E ¥y —
m
n,m=1 n,m=1
27rzhpm o0 _ 27'ripm/h
. E : 27rim’(n+%)z _ E € N eZﬂim’(nfﬁ)z
m/
n,m/=1 n,m/=1

bulunur. Buradan, (35) bagintis1 kullanilarak, gerekli diizenlemeler yapilirsa istenen

sonug elde edilir.

Not 5.2.1. Teorem 5.2.1’deki bagintida (g, h) = (0,0)(N) alinirsa,

mi(p —1)

T, (log (=) = 2

+ (p+ 1) logn(z)

bulunur. Bu sonug ile Knopp tarafindan verilen klasik Dedekind eta fonksiyonunun

Hecke tipi operatorler altindaki davranigi elde edilir (Knopp 1980).
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Not 5.2.2. Teorem 5.2.1’de g = 0 alimirsa, p herhangi bir asal say1 olmak iizere,

agagidaki sonuca varihr (Aygiines ve Simgek 2010):

6 2

> 1 . 2mimnz 27Tmh
) Z - <€2mmnpz +pe r > Ccos < ) .
m N

n,m=

T —1
T,(lognon(z,N)) = (p+1)logagn(N)+ — <z +pz + p_)

5.3. Hecke Tipi Operatorlerin Weber Tipi Fonksiyonlara Uygulanmasi

Tamim 5.3.1. 2 € H igin ¢ = ¢*™* olsun. Weber fonksiyonlar1 (Cox 1989):

n=1
hz)=q¢=]] (1 —q" 5) ;
n=1
ve o
fa(2) = Vg [T (144"
n=1

ifadeleri ile tanimlanir.
Weber fonksiyonlar1 Dedekind n-fonksiyonu araciligiyla da asagidaki gibi tanim-
lanir (Cox 1989):

()
f( >_ 48 n(z) ’
RIC)
AR
. = a(22)
R =V
dir. Burada
C48:€%
tir.

Teorem 5.3.1. (Aygiines ve Simsgek 2010) p herhangi bir tek asal say1 ise, o zaman

mi(p — 1)

Ty(logfa(2)) = (p+ 1)(log f2(2)) + o

dir.
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Teorem 5.3.2. (Aygiines 2012) p herhangi bir asal say1 ise, o zaman
13 ftogi(r)) = =" 2 4 prog () +logi )
dir. Burada
fi(r) = f1(27)
dir.

Kamit. Tanmim 5.3.1’de §j'in logaritmasim alinirsa

. TiT o0 627rim(2n71)7—
log f1(7) = T =

n,m=1

bulunur. logfi(7) fonksiyonuna T, operatoriinii uygulanirsa ve buradan Teorem

5.2.1’in kanitina benzer gekilde gerekli diizenlemeler yapilirsa istenen elde edilir.

Teorem 5.3.3. (Aygiines 2012) p herhangi bir tek asal say1 ise, o zaman
* 7Tl(p - ]') « [T *
Ty(log§(7)) = ——5 = +plogf" | — | + log{"(p7)
24 P
dir. Burada
fr(r) = §(27)
dir.

Kanit. Tanim 5.3.1’de {*'1in logaritmasini alinirsa

* T - (_1)m mim(2n—1)T
logf (7') = —E—F Z TGQ (2n—1)

n,m=1

bulunur. logf*(7) fonksiyonuna 7, operatoriinii uygulanirsa ve buradan Teorem

5.2.1’in kanitina benzer gekilde gerekli diizenlemeler yapilirsa istenen elde edilir.

Not 5.3.1. Teorem 5.3.1’in kanit1 Knopp’un makalesindeki kanita benzerdir (Knopp
1980). Teorem 5.3.2 ve Teorem 5.3.3’iin kanitlar ise Teorem 5.2.1’in kanitina ben-

zerdir.

Tamm 5.3.2. (Aygiines ve Simsek 2011) g,h € Z olsun. Y5, (2, N) ile verilen
Weber tipi fonksiyonu

Yagn(z N) = 275:(2) T (1-cha?1-Cha™) ™ T (-Gia®)(—Cita™)™

n=g(N) n=—g(N)
n>0 n>0

(36)
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ile tanimlanir.

Not 5.3.2. (36) bagintisinda gerekli diizenlemeler yapilarak

277g,h(227 N)
T]g,h(z7 N)

bulunur. (37) bagmtisinda g = h = 0(V) alinirsa,

Y2797h(z7 N) =

Yao0(z, N) = f3(2)
elde edilir.

Teorem 5.3.4. (Aygiines ve Simsek 2011) p herhangi bir asal say1 olsun. N | g ise,

O zaman
ng,h(2pza N)Ug,h (%7 N)

Wg,h(PZ, N)T’Z,h <§7 N)

T, (logYagn(2,N)) = (p+1)log2+log

dir.
Kanit. (37) bagintisinda her iki tarafin logaritmas: alimirsa,
log Y 4(2, N) = log2 + logn, (22, N) = n,,(2, N)

bulunur. Buradan her iki tarafa Hecke operatoriinii uygulayarak ve Teorem 5.2.1’den

yararlanarak istenen sonug elde edilir.

Tanim 5.3.3. Y7 ,,(2, N) ve Y, (2, N) ile verilen Weber tipi fonksiyonlari, sirasiyla,

V2
(Y%gﬁ (g’ N))

V2
Yign (2, N) (Yogn (2, N))

}/i,g,h<2, N) =

[NIES

ve

Yg7h<2> N) =

N

ile tamimlanir.
Not 5.3.3. Tamm 5.3.3’teki Weber tipi fonksiyonlar i¢in g = h = 0(N) alinirsa,
Yipo(z, N) =1 (2)

ve

Yoo(z, N) =f(2)
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elde edilir.

Teorem 5.3.5. (Aygiines ve Simgek 2011) p herhangi bir asal say1 ve N | g olsun.

Bu durumda,

1 Urn (%7]\7) ”p,h <217N>
T,(log Y1 (2, N)) = = AT

ve

1
T,(log Y, n(z,N)) = 5 log

elde edilir.

Not 5.3.4. Yukaridaki Weber tipi fonksiyonlarin logaritmasina 7}, operatorii uygu-

lanir ve Teorem 5.3.5’in kanit1 Teorem 5.3.4’tin kanitina benzer sekilde yapilir.
5.4. Hecke Tipi Operatorlerin Weierstrass o- Fonksiyonuna Uygulanmasi

Tanim 5.4.1. Weierstrass o-fonksiyonu sonsuz carpim seklinde asagidaki gibi

tanimlanir:
1 ez 99~ ( qz)
O'(Z,T)—2—7m,€ 2 \/q_T U (1_q¢) .
Burada ¢, = ¥, q. = ¥™* ve 1, = 1ny(7): 7’ya bagh bir kompleks sayidir (Cox
1989).

Bundan sonra o(z,7) yerine o(z) alalim. Weber fonksiyonlari, Dedekind 7-

fonksiyonu ve Weierstrass o-fonksiyonu arasindaki iligkiler

o (1) - %e’?‘(?(T)Q (38)

T B 7 728712 _% fl(T)
7 (5) T or 1 n(r)? (39)
ve ,
1 1 1% 2
o (T‘; > —~ %e( s q—sz((?)Q (40)

ifadeleri ile tanimlanir (Cox 1989).
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Teorem 5.4.1. (Aygiines 2012) p tek asal say1 ise, o zaman

T, (—% +logo (%7)) =(p+1) (—% +logo (%TD

Kanit. (38) bagintisinin her iki tarafinin logaritmasim aldiktan sonra 7, opera-torii

dir.

uygulanirsa,

T, (—% +logo GT)) = —(p+1)log 2r + 2T} (log f2(r)) — 2T, (log (7).

bulunur. Yukaridaki bagintidan,

1
T, (—% +logo <§, 7')) =(p+1)(—log2m + 2log (1) — 2logn(T))
elde edilir. Buradan istenen sonuca ulagilir.

Not 5.4.1. T,,(f(7)) = A(n)f(7) bagimtisim saglayan sifirdan farkli f fonksiyonu
icin A\(n) kompleks skaleri, T,, Hecke operatoriiniin bir 6zdegeridir ve f fonksiyonu

ise, T,, Hecke operatoriiniin bir 6zfonksiyonudur. Teorem 5.4.1 araciligiyla,

1
g(7) = —% +logo (5,7)

ile tanimh ¢ fonksiyonu, 7, Hecke operatoriiniin bir 6zfonksiyonudur ve A(p) = p+1

degeri de 7T, Hecke operatoriiniin bir 6zdegeridir.

Teorem 5.4.2. (Aygiines 2012) p herhangi bir asal say1 ise, o zaman

T (_757'2 N 10ga(7’,27')> B _m'(p+ 1)7’_57rz'(p — 1)—|—log <ip+ (ﬁ(%)) P(f1(p7)) )

p

2 B 2 12 (27n2(27))PHt
dir. Burada n} = n,(27)’dur.

Kanit. (39) bagintisinda 7 yerine 27 aliirsa,

) "7*72 TIT * 2
0'(7"27-) = Le%@_TM

27 (n(27))?

bulunur. Yukaridaki fonksiyonun logaritmasi alinirsa,

T
2

+logo(r,27) = log <%) — % + 2log fi(r) — 2logn(27)
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bulunur. Yukaridaki bagintiya 7, operatorii uygulanirsa,

1 )

T, (_722773 + log o (7,27)) = (p+1)log (%) _ ETp(T)

42 (_% + plogf] (%) + log ] (pT))

-2 (—m(];; 1 +(p+1)log 77(27'))

bulunur. Buradan istenen sonug elde edilir.

Teorem 5.4.3. (Aygiines 2012) p herhangi bir tek asal say ise, o zaman

I (_ (27 +81)2n; tlogo <272+ 172T>) _ _m'(p;r 7 57rz'(f2— 1)
log ((f*(i))z”(f*(m))?)
(2mn?(27))P+1
dir. Burada
13 = 12(27)
dir.

Kanit. (40) bagintisinda 7 yerine 27 alimirsa,

- 2 % . * 2
U(27+1’27> 1 e g ((7))

2 ) Tw ey

bulunur. o (@, 27') fonksiyonunun logaritmasi alinirsa,

21 + 1)%n; 27+ 1 1 '
2t U 3 L +1oga< e ’27) = log (%> — 5~ + 2log f*(7) — 2logn(2r)

bulunur. Yukaridaki bagintiya 7}, operatorii uygulanirsa,

327 + 1) 2r+1 B 1Y m
Tp( s +logo 5 ,2T = (p+1)log o 2Tp(T)

492 <_% + plog * (%) + log f* (PT)>

-2 (% +(p+1)log 77(27-))

elde edilir. Buradan istenen sonug elde edilir.
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SONUC
Bu tezde asagidaki sonuclar bulunmustur:

Kismi Hecke operatorleri, kismi Hecke tipi operatorleri tanimlandi. Bu opera-
torlere kargilik gelen matrislerin Bernoulli polinomlar: ve Euler polinomlar: cinsin-
den ifadeleri bulundu. Kismi Hecke tipi operatorlerin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar:
ayrintili bir sekilde verildi. Bu 6zdegerlerin Bernoulli sayilari, Euler sayilari, Euler
gama fonksiyonu, kismi zeta fonksiyonuyla iligkili oldugu bazi bagintilar ispatland.
Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3 kullanilarak, Euler 6zdegligi olarak bilinen Bernoulli
sayilariin girigim formiiliiniin farkli bir ispat1 verildi. Teorem 3.2.7 ve Teorem 3.2.9
kullanilarak, Euler sayilarinin Bernoulli sayilar1 cinsinden ifadesinin farkl bir ispati

verildi.

Kismi Hecke operatorlerinin Genocchi tipi polinomlara uygulanmas: verildi. Bu
polinomlarin kismi Hecke operatorlerinin bir ¢zfonksiyonu oldugu ispatlandi. Teo-
rem 3.3.1’de Genocchi polinomlarimin Raabe bagintisi genellestirildi ve Genocchi tipi

polinomlarin iirete¢ fonksiyonu verildi.

Genellestirilmis kismi Hecke operatorleri tamimlandi. Bu operatorlerin
genellestirilmis Euler tipi polinomlarina etkisi verildi. Bu operatorlerin 6zdegerleri
ve dzfonksiyonlar: bulundu. Genellegtirilmis Euler tipi polinomlarinin ve sayilarinin
iirete¢ fonksiyonlar: tanimlandi. Bu polinomlarin ve sayilarin bazi ¢zellikleri veril-
di. Ayrica bu ozellikler yardimiyla genellestirilmis Euler tipi polinomlarimin ve
sayilarinin ilk dort tanesi hesaplandi. Teorem 4.2.1’de, Frobenius-Euler polinom-
lar1 ile bu polinomlar arasindaki baginti ispatlandi. Teorem 4.2.3’te, genellegtirilmis
Euler tipi polinomlar: ile Apostol-Bernoulli polinomlar:1 arasindaki baginti ispat-

landa.

Weierstrass p-fonksiyonu, Weierstrass o-fonksiyonu, FEisenstein serileri,
genellestirilmis Dedekind eta fonksiyonu ve Weber fonksiyonlarinin Hecke tipi o-
peratorler altindaki davraniglar1 verildi. Weber fonksiyonlar1 genellestirildi. Bu
genellestirilmig fonksiyonlarin Hecke tipi operatorler altindaki davraniglar: incelendi

ve baz1 ozellikleri verildi.

Urete¢ fonksiyonlari, operatoérler, Bernoulli polinomlar: ve Euler polinomlari,
v.s. gibi 6zel fonksiyonlarin basgta matematik olmak {iizere fizik, miihendislik ve

diger bilim alanlarinda ¢nemli bir yere sahip olduklar1 bilinmektedir.
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Hecke operatoriiniin M), (modiiler formlar) {izerinde invaryant kalmasindan
otiirii, modiiler formlar teorisi ile Hecke operatorleri arasinda énemli bir iligki vardir.
Dolayisiyla Mj, tizerindeki Hecke operatorleri ile ilgili 6zgiin sonuclarin elde edilmesi,

modiiler formlar teorisine de tnemli katkilar saglayacaktir.

Not 4.1.1° de genellestirilmis kismi Hecke operatorlerine kargilik gelen M,,(t)
matrisinin karakteristik polinomunun koéklerinin tiimii farkli oldugundan dolayi, bu
polinomun minimal polinomlar ile iligkileri incelenebilir. Ciinkii minimal polinomlar
cebirde, iizerinde caligilan yapinin yetersiz kaldigi durumlarda oldukca fayda sagla-
maktadir. Bir cebirsel saymin agik bir gekilde ifade edilememesi durumunda buna
bagl ozelliklerin caligilmasi da miimkiin olamamakta, bu tiir durumlarda minimal
polinomun ozelliklerinin ¢aligilmasi da istenen sonuca ulagsmakta yeterli olabilmek-

tedir. Ornek olarak
HMN)= <RS|R*=8"=1>

temsiliyle verilen Hecke gruplarinin temel denklik altgruplarinin ¢alisilmasindaki bir
yontem bu gruplarin elemanlarinin n modunda indirgenmesidir. Ancak ), cebirsel
sayist A\, = 2cos(m/q), ¢ € N, ¢ > 3 ile verildiginden ilk dort A, sayisini net bir
se-kilde A\s = 1, Ay = V2, A5 = (1 ++/5)/2 ve A\¢ = /3 olarak belirleyip ikinci
dereceden kalanlar yardimiyla bu sayilarin hangi modlarda bir tamsayiya doniige-
cegini bulabilsek de ¢ > 6 icin )\, sayisimin bu agiklikta belirlenmesi miimkiin olama-
maktadir ve bu nedenle \; sayisinin () tizerindeki minimal polinomunun n modunda
indirgenmesinden faydalamlmaktadir. Bu yoéntemle H(),) Hecke gruplarnin bsliim
gruplar iizerine epimorfizmlerinin ¢ekirdeklerini hesaplayip bu gruplarin temel den-
klik altgruplarmm belirlenmesi saglanabilmektedir (Cangiil 1994, 1998, Ikikardes
v.d. 2009).

74



KAYNAKLAR

ABRAMOWITZ, M. and STEGUN, I. A. 1972. Handbook of Mathematical Func-

tions. Dover Publications, New York.

AGOH, T. and DILCHER, K. 2009. Shortened recurrence relations for Bernoulli
numbers. Discrete Mathematics, 309: 887-898.

APOSTOL, T. M. 1951. On the Lerch zeta function. Pacific Journal of Mathe-
matics 2 (1): 161-167.

APOSTOL, T. M. 1976. Modular functions and Dirichlet series in Number Theory.
Berlin, Heidelberg and New York, Springer-Verlag.

AYGUNES, A. A. 2012. Weber functions and generalized theta-functions associ-
ated with Hecke operators. Advanced Studies in Contemporary Mathematics,

22: 451-458.

AYGUNES, A. A. 2012. Weber functions and Weierstrass sigma function associ-
ated with Hecke operators. Numerical Analysis and Applied Mathematics AIP
Conference Proceedings 1479: 356-359.

AYGUNES, A. A. and SIMSEK, Y. 2010. Hecke Operators related to the general-
ized Dedekind eta functions and applications. Numerical Analysis and Applied

Mathematics AIP Conference Proceedings 1281: 1098-1101.

AYGUNES, A. A. and SIMSEK, Y. 2011. The action of Hecke operators to families
of Weierstrass-type functions and Weber-type functions and their applications.

Applied Mathematics and Computation, 218 (3): 678-682.

AYGUNES, A. A. and SIMSEK, Y. 2012. Matrix representation of partial Hecke
type operators and their applications. International Congress in Honour of

Professor Hari M. Srivastava at Uludag University (Bursa, Turkey; August
23-26).

BANNALIL E., KOJIMA, K. and MIEZAKI, T. 2008. On the zeros of Hecke-type
Faber polynomials. Kyushu Journal of Mathematics, 62: 15-61.

75



BAYAD, A., AYGUNES A. A. and SIMSEK, Y. 2010. Hecke operators and gen-
eralized Bernoulli-Euler polynomials. Journal of Algebra, Number Theory:

Advances and Applications, 3 (2): 111-122.

BERNDT, B. 1978. Analytic Eisenstein series, theta-functions, and series rela-
tions in the spirit of Ramanujan. Journal Fur Die Reine Und Angewandte
Mathematik, 303/304: 332-365.

BRUGGEMAN, R. W. and MIATELLO, R. J. 2009. Eigenvalues of Hecke opera-
tors on Hilbert modular groups. arXiv:0912.1692v1.

CANGUL, I. N. 1994. Normal Subgroups of the Hecke Groups. University of
Southampton, PhD Thesis.

CANGUL, I. N. and SINGERMAN, D. 1998. Normal subgroups of Hecke groups
and regular maps. Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society, 123: 59-74.

CARLITZ, L. 1953. A note on the multiplication formulas for the Bernoulli and
Euler polynomials. Proceedings of the American Mathematical Society, 4: 184-
188.

CARLITZ, L. 1959. Eulerian numbers and polynomials. Mathematics Magazine,
32: 247-260.

CARLITZ, L. 1963. The product of two eulerian polynomials. Mathematics Mag-
azine, 36: 37-41.

CARLITZ, L. 1969. Generating functions. Fibonacci Quarterly, 7: 359-393.

CAULK, S. and WALLING, L.H. 2007. Hecke operators on Hilbert-Siegel modular
forms. arXiv:0710.4224v1.

CHANG, C.- H. and HA, C. W. 2006. A multiplication theorem for the Lerch zeta
function and explicit representations of the Bernoulli and Euler polynomials.

Journal of Mathematical Analysis and Applications, 315: T58-T67.

CHANG, C.- H. and SRIVASTAVA, H. M. 2007. A note on Bernoulli identities
associated with the Weierstrass p-function. Integral Transforms and Special

Functions, 18: 245-253.

76



CHANG, C.- H., SRIVASTAVA, H. M. and WU, T.- C. 2008. Some families of
Weierstrass-type functions and their applications. Integral Transforms and

Special Functions, 19: 621-632.

COMTET, L. 1974. Advanced Combinatorics: The Art of Finite and Infinite
Expansions. Reidel, Dordrecht and Boston, (Translated from the French by J.
W. Nienhuys).

COX, D. A. 1989. Primes of the form x? + ny®. John Wiley & Sons, New York.

DUTTA, M. and DEBNATH, L. 1965. Elements of the Theory of Elliptic and
Associated Functions with Applications. The World Press Private, Calcutta
(Kolkata), India.

EULER, L. 1738. Methodus generalis summandi progressiones. Novi Commentarii

Academiae Scientiarum Imperalis Petropolitanae, 6: 68-97.

GIL, J. B. and ROBINS, S. 2003. Hecke operators on rational functions.
arXiv:math/0309244v2.

GOLDBERG, L. A. 1975. PHD Thesis, Transformations of Theta-Functions and
Analogues of Dedekind Sums. Vassar College.

GOULD, H. W. 2010. Table for Combinatorial Numbers and Associated Identities:
Table 2, From the seven unpublished manuscripts of H-W. Gould. Edited and
Compiled by Jocelyn Quaintance.

HECKE, E. 1983. Lectures on Dirichlet Series, Modular Functions and Quadratic
Forms. Vandenhoeck&Ruprecht.

HECKE, E. 1983. Mathematische Werke. Vandenhoeck & Ruprecht in Goéttingen.

HARADA, K. 2010. "Moonshine" of Finite Groups. The Ohio State University

Lecture Notes.

HARDY, G. H. 1905. On certain series of discontinues functions, connected with
the modular functions. Quarterly Journal of Mathematics, 36: 93-123 (Col-
lected papers, vol.IV, pp. 362-392. Clarendon Press Oxford, 1969).

7



IKIKARDES, S., SAHIN, R. and CANGUL, I. N. 2009. Principal congruence
subgroups of the Hecke groups and related results. Bulletin of the Brazilian
Mathematical Society, New Series, 40 (4): 479-494.

KATOK, S. 1992. Fuchsian Groups. The University of Chicago Press.

KIM, T. 2012. Identities involving Frobenius-Euler polynomials arising from non-

linear differential equations. arXiv:1201.5088v1.

KOBLITZ, N. 1984. Introduction to Elliptic Curves and Modular Forms. Springer-
Verlag, New York Berlin Heidelberg.

KOLMAN, B. and HILL, D. R. 2000. Elementary Linear Algebra. Prentice Hall.

KNOPP, M. 1. 1970. Modular Functions in Analytic Number Theory. Markham
Publishing Company, Chicago.

KNOPP, M. 1. 1980. Hecke operators and identity for Dedekind sums. Journal of
Number Theory, 12: 2-9.

KOHNEN, W. 2008. Hecke Operators and Orthogonality on I'y[N]. Universitét
Heidelberg.

KURT, V. 1990. On Dedekind sums. Indian Journal Pure and Applied Mathemat-
ics, 21 (10): 893-896.

LEE, M. H. 1996. Differential equations and Hecke operators. Applied Mathematics
Letters, 9 (5): 5-9.

LEE, M. H. 1999. Hecke operators on linear ordinary differential equations. Acta
Applicadae Mathematicae, 59: 203-213.

LIPSCHITZ, R. 1889. Untersuchung der eigenschaften einer gattung von un-
endlichen reihen. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik , CV:

127-156.

LUO, Q.- M. 2009. Fourier expansions and integral representations for Genocchi

polynomials. Journal of Integer Sequences, 12: Article 09.1.4.

LUO, Q.- M. and SRIVASTAVA, H. M. 2005. Some relationships between the
Apostol-Bernoulli and Apostol-Euler polynomials. Computers & Mathematics
with Applications, 10: 631-642.

78



MIAO, L. C. 1996. A study of Hecke operators. Soochow Journal of Mathematics,
22 (4): 573-581.

MILNE, J. S. 1990. Modular Functions and Modular Forms. University of Michi-

gan Lecture Notes.
MIYAKE, T. 1989. Modular Forms. Springer-Verlag.

MIYAWAKI, 1. 1992. Numerical examples of Siegel cusp forms of degree 3 and
their zeta-functions. Memoirs of the Faculty of Science, Kyushu University
Serie A, 46 (2): 307-339.

MOLL, V. H., ROBINS, S. and SOODHALTER, K. 2010. The action of Hecke

operators on hypergeometric functions. arXiv:1005.2946v1.

MUHLENBRUCH, T. 2006. Hecke operators for period functions for congruence
subgroups. arXiv:math/0603566v1.

NEBE, G. 2006. Kneser-Hecke-operators in coding theory. arXiv:math/0509474v2.

OZDEN, H. and SIMSEK, Y. 2008. A new extension of ¢-Euler numbers and poly-
nomials related to their interpolation functions. Applied Mathematics Letters,
21: 934-939.

OZDEN, H., SIMSEK, Y. and SRIVASTAVA, H. M. 2010. A unified presentation
of the generating functions of the generalized Bernoulli, Euler and Genocchi

polynomials. Computers € Mathematics with Applications, 60: 2779-2787.

PARSON, L. A. and ROSEN, K. H. 1981. Hecke operators and Lambert series.
Mathematica Scandinavica, 49: 5-14.

RAABE, J. L. 1851. Zuriickfithrung einiger summen and bestimmten integrale
auf die Jacob Bernoullische function. Journal fiir die reine und angewandte

Mathematik, 42: 348-376.

RADEMACHER, H. 1973. Topics in Analytic Number Theory. Springer-Verlag
Berlin Heidelberg New York.

RAMSEY, N. A. 2004. PHD Thesis (Thesis Advisor: Barry Mazur), Geomet-
ric and p-adic Modular Forms of Half-Integral Weight. Harvard University,
Cambridge, Massachusetts.

79



SCHOENEBERG, B. 1970-1990. Biography in Dictionary of Scientific Biography
(New York).

SCHOENEBERG, B. 1974. An introduction elliptic modular functions. New York,
Heidelberg and Berlin, Springer-Verlag.

SHEHADEH, H., JAAFAR, S. and MAKDISI, K. K. 2006. Generating functions
for Hecke operators. arXiv:math/0610962v1.

SHIRATANI, K. 1975. On Euler numbers. Mem. Fac. Sci. Kyushu University,
27: 1-5.

SRIVASTAVA, H. M. 2011. Some generalizations and basic (or ¢-) extensions
of the Bernoulli, Euler and Genocchi polynomials. Applied Mathematics €
Information Sciences, 5: 390-444.

SRIVASTAVA, H. M. and CHOI, J. 2001. Series Associated with the zeta and
Related Functions. Dordrecht/ Boston/ London, Kluwer Academic Publishers.

SRIVASTAVA, H. M. and CHOI, J. 2012. Zeta and ¢-Zeta Functions and Asso-
ciated Series and Integrals. Elsevier Science Publishers, Amsterdam, London

and New York, 2012.

SRIVASTAVA, H. M., KIM, T. and SIMSEK, Y. 2005. g¢-Bernoulli numbers
and polynomials associated with multiple g-zeta functions and basic L-series.

Russian Journal of Mathematical Physics, 12: 241-268.

STEIN, W. and GUNNELLS, P. E. 1974. Modular Forms a Computational Ap-
proach. Graduate Studies in Mathematics 79.

SIMSEK, Y. 2003. Relations between theta-functions Hardy sums Eisenstein series
and Lambert series in the transformation formula of logn,,(2). Journal of

Number Theory, 99: 338-360.

SIMSEK, Y. 2004. On twisted generalized Euler numbers. Bulletin of the Korean
Mathematical Society, 41 (2): 299-306.

SIMSEK, Y. 2004. On Weierstrass p(z) function Hardy sums and Eisenstein series.
Proceedings of Jangjeon Mathematical Society, 7 (2): 99-108.

80



SIMSEK, Y. 2004. Generalized Dedekind sums associated with the Abel sum
and the Eisenstein and Lambert series. Advanced Studies in Contemporary

Mathematics, 9 (2): 125-137.

SIMSEK, Y. 2005. Theorems on twisted L-function and twisted Bernoulli numbers.
Advanced Studies in Contemporary Mathematics, 11 (2): 205-218.

SIMSEK, Y. 2005. g-Analogue of the twisted I-Series and ¢-twisted Euler numbers.
Journal of Number Theory, 100 (2): 267-278.

SIMSEK, Y. 2005. On normalized Eisenstein series and new theta functions. Pro-
ceedings of Jangjeon Mathematical Society, 8 (1): 25-34.

SIMSEK, Y. 2006. Hardy character sums related to Eisenstein series and theta
functions. Advanced Studies in Contemporary Mathematics, 12 (1): 39-53.

SIMSEK, Y. 2006. Twisted (h, q)-Bernoulli numbers and polynomials related to
twisted (h, ¢)-zeta function and L-function. Journal of Mathematical Analysis

and Applications, 324 (2): 790-804.

SIMSEK, Y. 2010. Complete sum of products of (h, q)-extension of Euler poly-
nomials and numbers. Journal of Difference Equations and Applications, 16

(11): 1331-1348.

SIMSEK, Y. 2011. Generating functions for generalized Stirling type numbers, Ar-
ray type polynomials, Eulerian type polynomials and their application. arxiv:

1111.3848v2.2011.

SIMSEK, Y. and ACIKGOZ, M. 2005. Remarks on Dedekind eta function, theta
functions and Eisenstein series under the Hecke operators. Advanced Studies

in Contemporary Mathematics, 10: 15-24.

SIMSEK, Y., ACIKGOZ, M., CANGUL, I. N. and KIM, D. 2009. Applications
of Hecke operator to generalized Dedekind eta functions. Numerical Analysis

and Applied Mathematics AIP Conference Proceedings, 1168: 568.

TITCHMARSH, E. C. 1951. The theory of the Riemann Zeta-Function. Clarendon
(Oxford University) Press, Oxford and London.

81



TRAHAN, D. H. 1981. Regions of convergence for a generalized Lambert series.
Mathematics Magazine, 54 (1): 28-32.

WALLING, L. H. 2007. Action of Hecke operators on Siegel theta series II.
arXiv:0710.

WALUM, H. 1991. H. Walum, Multiplication formulae for periodic function. Pa-
cific Journal of Mathematics, 149: 383-396.

WASHINGTON, L. C. 1997. Introduction to Cyclotomic Fields. Springer-Verlag
New York, 1997.

WHITTAKER, E. T. and WATSON, G. N. 1963. A Course of Modern Analysis:
An Introduction to the General Theory of Infnite Processes and of Analytic
Functions; with an Account of the Principal Transcendental Functions. Fourth
Edition (Reprinted), Cambridge University Press, Cambridge, London and
New York.

WU, T.- C., CHANG, C.- H. and SRIVASTAVA, H. M. 2010. A unified presenta-
tion of identities involving Weierstrass-type functions and their applications.

Applied Mathematics Letters, 23: 864-870.

82



OZGECMIS

Aykut Ahmet Aygiines, 1981 yihnda Ankara’da dogdu. Ilk 6grenimini
Ankara’da, orta ve lise 6grenimini ise Antalya’da tamamladi. 2000 yilinda girdigi
Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliimiinden, bir sene Hazirlik egitimi
dahil, 2005 yilinda mezun oldu. 2005 - 2008 yillar1 arasinda, Akdeniz Universitesi,
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dalinda yiiksek lisansini tamamladik-
tan sonra, 2008 yilinda yine aynmi boliimde doktora 6grenimine bagladi. Halen,

matematik anabilim dalinda Aragtirma Gorevlisi olarak gorev yapmaktadir.



