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OZET

KATEGORI TEORIDE LIiMIiT KAVRAMI
Naci ER

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Danisman: Do¢. Dr. Mustafa ALKAN
Temmuz 2014, 78 sayfa

Bu tezde kategori teorisi ve temel kavramlari, temel kaynak olarak Adamek, Herr-
lich ve Strecker (1990), Anderson ve Fuller (1992), Lane (1998) alinarak incelenmis ve
matematigin 1yi bilinen baz1 kavramlarina, kategorik olarak bakilarak bu kavramlarin ge-
nellestirmesi incelenmistir.

fkinci boliimde gerekli &n bilgiler verilmis, vektdr uzaylarindaki taban kavrami
evrensellik 6zelligiyle incelenmistir.

Uciincii boliimde, kategori tanimi verilmis, ayrica kiimeler {izerinde tanimlanan
birebir, 6rten fonksiyon, kartezyen carpimi, ayrik birlesim, esitleyici gibi kavramlar kate-
gorik olarak incelenmistir.

Dordiincii boliimde funktor kavrami tanitilmis ve bazi temel 6zellikleri incelen-
mistir. Bunun yardimiyla farkli kategoriler arasindaki iliskiler incelenmis, iki kategorinin
izomorf olmasi ve denk olmasi kavramlari incelenmistir.

Besinci boliimde, diyagram ve dogal doniisiim kavramlar1 incelenmistir. Bunun
yardimiyla farkli funktorlar arasindaki iliskiler incelenmis ve matematigin 6nemli konula-
rindan biri olan limit kavramina kategorik olarak bakilmistir. Ugiincii boliimde bahsedilen
carpim, esitleyici ve modiil teoride kullanilan direkt limit ve ters limit gibi kavramlarin,
kategorik limit ve dual limitin 6zel halleri oldugu gosterilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Kategori Teorisi, Funktor, Direkt Limit, Ters Limit.

JURI: Dog. Dr. Mustafa ALKAN (Danisman)
Yrd. Dog. Dr. Nesrin TUTAS
Yrd. Dog. Dr. Sevda BARUT



ABSTRACT

LIMIT IN CATEGORY THEORY
Naci ER

MSc Thesis in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mustafa ALKAN
July 2014, 78 pages

In this thesis, the elementary concepts of category theory are investigated taking
as reference Adamek, Herrlich and Strecker (1990), Anderson and Fuller (1992), Lane
(1998). Then some well-known concepts of mathematics are considered from a categorical
point of view and generalizations of these concepts are studied.

In the second section, some preliminary information concerning category theory,
which will be used in this thesis frequently, is given.

In the third section, the definition of categories is given. Then, generalizations of
some set-related concepts are studied.

In the fourth chapter, the concept of functors are examined with their basic proper-
ties. Using functors, we also give some relationships between different categories. Lastly,
isomorphism and equivalence of two categories are studied.

In the fifth section, the concepts of diagram and natural transformations are intro-
duced. Using natural transformations, relationships between two functors are discussed
and limit, an important notion of mathematics, is studied from a categorical point of view.
Then, the concepts introduced in the third section such as product and equalizer in addi-
tion to direct and inverse limit used in module theory are shown to be special cases of
categorical limit and colimit.

KEYWORDS: Category Theory, Functor, Direct Limit, Inverse Limit.
COMMITTEE: Assoc. Prof. Dr. Mustafa ALKAN (Supervisor)

Asst. Prof. Dr. Nesrin TUTAS
Asst. Prof. Dr. Sevda BARUT
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ONSOZ

Kategori teorisi, matematigin anabilim dallarinin ortak temel 6zelliklerini alarak
olusturulan ve biitiin anabilim dallarina indirgenebilen, biitiin anabilim dallarin1 kapsayan
soyut bir teoridir.

Kategori teorisi, farklt matematiksel yapilar arasinda iliski kurmak ve bir alanda
elde edilen sonuglarin bagka alanlara da taginabilmesini saglamak amaciyla ortak bir mate-
matiksel dil olusturmaya ¢alisir. Bunu yaparken matematiksel objelerin yapisini aralarin-
daki doniisiimleri inceleyerek anlamaya ¢alisir. Bu yiizden kategori teorisinde objelerden
¢ok aralarindaki morfizm denen doniisiimler incelenir.

Fakat genel olarak morfizmleri doniisiimlerden ibaret gormek de dogru degildir.
Mesela, sonlu boyutlu vektdr uzaylari arasindaki lineer doniistimleri matrislerle ifade et-
mek miimkiindiir. Bu da morfizmlerin sadece fonksiyonlardan ibaret goriilmemesinin bir
sebebidir. Ciinkil vektor uzaylari arasindaki iliskiler matrisler yardimiyla da incelenebilir.

Kategori teorisi, matematiksel yapilar1 kiime, grup, vektor uzayi, topolojik uzay
gibi kategorilere ayirip her bir kategoriyi kendi i¢ginde inceler. Bunu yaparken her bir ka-
tegoriye ait objelerin ve morfizmlerin neler oldugunu belirleyip, bu morfizmler arasinda
bir kompozisyon tanimlar. Daha sonra bu objeleri ve morfizmleri, kompozisyonu da bir
sekilde koruyarak, baska kategorilerin baska obje ve morfizmlerine doniistiirmenin yo-
lunu arar. Bu sayede bir kategoride ¢6ziilmesi zor olan bir problem baska bir kategoride
daha kolay ¢6ziilebilir. Mesela bir matrisin tersini hesaplamak bir lineer doniisiimiin tersini
hesaplamaktan daha kolaydir.

Kategoriler, funktorlar ve dogal doniisiimler, Samuel Eilenberg ve Saunders Mac-
Lane tarafindan 1945 yilinda ortaya atilmistir. Baslangicta topolojide, 6zellikle cebirsel
topolojide, geometrik ve sezgisel bir kavram olan homolojiden aksiyomatik bir yaklagim
olan homoloji teorisine gegiste dnemli bir adimdir.

Hi¢ kuskusuz, matematigin en 6nemli konularindan biri de limit kavramidir. Bu
tezde, limit kavraminin, kategori teorideki karsilig1 olan limit ve dual limit kavramlar1 ve
bunlar yardimi ile elde edilen bazi kavramlar incelenecektir.

Kategori teorisinde bir¢ok kavram dualiyle tanimlanmistir. Cogu zaman bu kav-
ramlar, isminin basina 'dual' ifadesi getirilerek adlandirilacaktir; dual ¢arpim, dual limit,
dual esitleyici gibi. Bazen de kavram kargasasina mahal vermemek i¢in; pullback, pushout
gibi ingilizce terimleri aynen kullanacagiz. Terimlerin Tiirk¢e karsiliklart i¢in Mucuk'u
(2010) esas alacagiz. Cokca kullanilan kategori adlar1 da, standarda uymasi i¢in, ingilizce
adlarinin ilk birkag harfi ile kisaltilacaktir.
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1. GIRIS

Kategori teorisi, farkli matematiksel yapilar arasinda iligki kurmak ve bir alanda
elde edilen sonuclarin bagka alanlara da taginabilmesini saglamak amaciyla ortak bir mate-
matiksel dil olusturmaya ¢alisir. Bunu yaparken matematiksel objelerin yapisini aralarin-
daki dontisiimleri inceleyerek anlamaya calisir. Bu yilizden kategori teorisinde objelerden
cok aralarindaki morfizm denen doniisiimler incelenir.

Kategori teorisi, matematiksel yapilar1 kiime, grup, vektor uzayi, topolojik uzay
gibi kategorilere ayirip her bir kategoriyi kendi i¢inde inceler. Bunu yaparken her bir ka-
tegoriye ait objelerin ve morfizmlerin neler oldugunu belirleyip, bu morfizmler arasinda
bir kompozisyon tanimlar. Daha sonra bu objeleri ve morfizmleri, kompozisyonu da bir
sekilde koruyarak, baska kategorilerin baska obje ve morfizmlerine doniistiirmenin yo-
lunu arar. Bu sayede bir kategoride ¢6ziilmesi zor olan bir problem baska bir kategoride
daha kolay ¢oziilebilir. Mesela bir matrisin tersini hesaplamak bir lineer doniisiimiin tersini
hesaplamaktan daha kolaydir.

Bu tezde, limit ve dual limit kavramlar1 ve bunlar yardimi ile elde edilen bazi kav-
ramlar kategori teorisi kullanilarak incelenecektir.

Kategori teorisinde bir¢cok kavram dualiyle tanimlanmistir. Cogu zaman bu kav-
ramlar, isminin basina 'dual' ifadesi getirilerek adlandirilacaktir; dual ¢arpim, dual limit,
dual esitleyici gibi. Bazen de kavram kargasasina mahal vermemek i¢in; pullback, pushout
gibi ingilizce terimleri aynen kullanacagiz. Terimlerin Tiirk¢e karsiliklart icin Mucuk'u
(2010) esas alacagiz. Cokca kullanilan kategori adlar1 da, standarda uymasi i¢in, ingilizce
adlarmin ilk birkag harfi ile kisaltilacaktir.



2. ON BILGILER

Bu béliimde, tezde kullanilacak temel bilgiler, Anderson ve Fuller (1992), Dummit
ve Foote (2003), Hungerford (2003), Kasch (1983), Rotman (2002) temel kaynak alinarak
verilecektir.

2.1. Sirali Kiimeler
Tanim 2.1.1

(1) P bostan farkl bir kiime ve < de P iizerinde bir baginti olsun. Eger yansima ve
gecisme ozelliklerini saglarsa (P, <) ikilisine yari siral kiime ve < bagintisina da
yari siralama bagintisi denir.

(2) (P, <) bir yari siraly kiime olsun. Eger her i,j € P i¢ini,j < u olacak sekilde
bir u € P varsa, (P, <) ikilisine yonlendirilmis yari sirali kiime denir.

Ornek 2.1.2

(1) Sonlu kiimeler tizerinde "A'min eleman sayisi B'nin eleman sayisindan fazla de-
gilse A < B'dir" seklinde tamimlanan < bagintist bir yari siralama bagintisidir.

(2) R bir tamhik bolgesi olmak iizere a,b € R i¢in a < b < b|a seklinde tanimlansin.
(R, <) bir yart swrali kiimedir.

(3) (X, 1) bir topolojik uzay ve a,b € X olmak iizere, "b'nin her komsulugu a'nin da
komsulugu oluyorsa a < b" seklinde tamimlansin. (X, <) bir yari sirali kiimedir.

Tanim 2.1.3 (P, <) bir yart sirali kiime olsun. Her a,b € P i¢cina < bve b < a iken
a = b oluyorsa (P, <) ikilisine kismi sirali kiime denir.

Ornek 2.1.4

(1) Tam sayilar iizerindeki < siralama bagintisi ile (Z, <) kismi sirali bir kiimedir.
(2) Dogal sayilar iizerindeki boliinebilme bagintisi bir kismi siralama bagintisidir.

2.2. Cebirsel Yapilar
Tanim 2.2.1

(1) M bostan farkl bir kiime, (-) : M x M — M bir islem olsun. Eger (-) islemi
birlesme ve birimlilik ozelliklerini saglyorsa (M, ) ikilisine monoid denir.

(2) (M, ) birimi ey ve (N, -) de birimi ey olan iki monoid olmak iizere, her a,b € M
icin f (axb) = f(a)- f(b)ve f(en) = en ozelliklerini saglayan bir fonksiyona
monoid homomorfizmast denir.

Ornek 2.2.2

(1) M = {e} kiimesi iizerinde e - ¢ = e seklinde tamimlanan (-) islemiyle M birimi e
olan bir monoiddir.



(2) N dogal sayilar kiimesi toplama islemiyle birlikte, birimi O olan bir monoiddir.
Ayni zamanda ¢arpma islemiyle de birimi 1 olan bir monoiddir.
@ (m) = 2™ seklinde tammlr ¢ : (N,+) — (N, ) fonksiyonu monoid homomor-
fizmasidir.

(3) n € Z* olmak iizere M, (R) matrislerdeki ¢carpma iglemi ile birimi I,, birim mat-
risi olan bir monoiddir.

Ornek 2.2.3 ¥ = {a,b,..., 2} kiimesi Tiirk¢edeki 29 harf ve bu harflerle olusturulabi-
lecek, anlamli ya da anlamsiz, bos kelime dahil biitiin kelimelerin kiimesi >* olsun. >*
kiimesi kelimelerin birlestirilmesi islemi ile bir monoiddir.

Y* daki kelimeler ashinda (abcf g) , (asd) , (ak) , (deniz) , (li) gibi sirali kiimelerdir. Bun-
larin birlestirilmesiyle yine >* a ait olan baska kelimeler olusturabiliriz.

Birlesme:

(ab...c)((zy...2)(aB...7))=(ab...c) (zy...zafB...7)
=(ab...cxy...zaf...7)
(ab...cxy...z)(af...7)
((ab...c)(zy...2)) (aB...7)
Birimlilik: () bos kelime olmak iizere, (ab...c) () = (ab...c) = () (ab...c) oldugundan
() birimdir.

Tamm 2.2.4 (M, -) birimi e olan bir monoid ve o« € M olsun.

(1) Eger o/ - o = e (o - o = e) olacak sekilde bir o/ € M varsa o/ elemanna «
elemaninin sol (sag) tersi denir.

(2) Eger o/, a elemaninin sol ve sag tersi ise o elemanina o elemaninin tersi denir,
ve o~ ! seklinde gosterilir:

Teorem 2.2.5 Bir monoidde bir elemanin hem sag hem de sol tersleri varsa esittirler.

Ispat. o/ - @ = e = a - @” olsun. Bu durumda
O/:O/~€:O/~(O(-O//>:(O/'Oz)~0//:€-0//:a//

olup sol ters ile sag ters esittir. m

Sonuc 2.2.6 Bir monoidde bir elemanin tersi varsa tektir.

Ispat. o/ ve ", a'min iki tersi olsun. O zaman o - o« = e = « - " olur. Buradan o/ = "
elde edilir m

Fakat bir elemaninin sadece sag ya da sadece sol tersi varsa ayni durum gecerli de-
gildir. Ornek olarak S bir kiime ve S* de S'den S'ye tanimli fonksiyonlar kiimesi olmak
iizere, (5, 0) monoidinde f (z,y) = x seklinde tanimalanan f : R x R — R fonksi-
yonu i¢in g () = (z,0) seklinde tanimlanan g : R — R x Rve h (x) = (x,1) seklinde
tanimlanan A : R — R x R iki ayr1 sag terstir.
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Tamm 2.2.7
(1) (G,-) birimi e olan bir monoid olmak iizere, her o € G igina™ -a=e=a-a™!
olacak sekilde o' € G varsa (G, -)'ve grup denir.
(2) (G, ) bir grup olmak iizere, her o, f € G igin - f = -« oluyorsa (G, -) grubuna
degismeli grup ya da Abel grubu denir.

2.2.1. Modiiller

M bir Abel grubu olmak tizere, End (M) endomorfizmalar kiimesi birimli bir hal-
kadir. Dolayisiyla M'nin her endomorfizmasi bir halkanin elemanidir. Diger taraftan bi-
rimli bir R halkasinin her elemanini M nin bir endomorfizmasi olarak diisiinmek miimkiin
olabilir mi? Eger bu miimkiinse M'ye sol R-modiil denir.

Tanim 2.2.8 R birimi 1 olan bir halka ve M de toplamsal bir Abelyen grup olmak iizere,
-t Rx M — M g¢arpma islemi her r,s € Rve a,b € M icin asagidaki sartlar: saglarsa
bu ¢arpma islemiyle birlikte M 've bir sol R-modiil denir.

M r(a+b)=ra+rb
My: (r+s)a=ra+ sa
Ms: r(sa) = (rs)a

My la=a

Benzer sekilde sag R-modiil de carpimmn M x R — M seklinde gosterilmesiyle
tanimlanabilir. R degismeli ise sag ve sol R-modiil yapilar1 ayni olup sadece R-modiil
denir. Ozel olarak R bir cisim ise M'ye R iizerinde vektdr uzay1 denir.

Ornek 2.2.9 Birimli her R halkast ayni zamanda bir sag ve sol R-modiildiir:

Ornek 2.2.10 R birimli bir halka olsun.
(1) I, R'nin sol idealiyse I bir sol R-modiildiir.

(2) I, R'nin sag idealiyse I bir sag R-modiildiir.
(3) I, R'nin idealiyse I bir sol ve sag R-modiildiir.

Ornek 2.2.11 Her Abelyen grup bir Z-modiildiir.

Boylece modiil kavrami; vektor uzayi, Abelyen grup ve ideal kavramlarinin genel-
lemesi olarak diisiiniilebilir.

Tanim 2.2.12 M bir sol R-modiil ve N de onun bir alt grubu olmak tizere, N de M deki
carpmaya gore bir sol R-modiil oluyorsa N 've M 'nin alt R-modiilii denir.

Teorem 2.2.13 M bir sol R-modiil ve N de onun bir alt grubu olsun. N 'nin M 'nin alt
modiilii olmast i¢in gerek ve yeter sart her r € R ve her n € N i¢in rn € N olmasudur.
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Tamm 2.2.14 M, N sol R-modiiller ve ¢ : M — N grup homomorfizmas: olmak iizere,
herr € Rveherm € M i¢in p (rm) = ro (m) oluyorsa p : M — N homomorfizmasina
sol R-homomorfizma ya da sol R-modiil homomorfizmasi denir. M den N 've biitiin sol
R-homomorfizmalarin kiimesi Hompg (M, N) ile gosterilir.

Teorem 2.2.15 M, N birer sol R-modiil olmak iizere, R degismeli ise Hompg (M, N) bir
sol R-modiildiir.

Ispat. Homp (M, N) nin bir Abelyen grup oldugu asikardir. Ayrica her r, s € R ve her
¢ € Hompg (M, N) igin (ry) (x) = ¢ (rz) seklinde tanimlanan rp € Hompg (M, N)
carpimi; M;,M5,M, aksiyomlarini saglar.

Mg: ((rs) @) (z) = ((s7) ¢) (2) = ¢ ((s7) ) = ¢ (s (rz)) = (s9) (rz) = (r (s)) (x)
olup R degismeli ise Hompg (M, N) de bir sol R-modiildiir.

Tamim 2.2.16 M sag, N sol R-modiiller olsun.

(1) Her m € M icgin fi,,(n) := f(m,n) seklinde tammlanan, f,,, : N — X
bir sol R-modiil homomorfizmasi ve her n € N igin fo,, (m) := f (m,n) seklinde
tammlanan, fo, : M — X bir sag R-modiil homomorfizmastise f : M x N — X
fonksiyonuna bilineer doniisiim denir.

(2) M x N 5 T bilineer doniisiim olsun. Her M x N L X bilineer doniistimiine
karsilik f = g o u olacak sekilde bir tek T < X, R-modiil homorfizmas: varsa
T've M ile N 'nin tensér ¢arpimi denir ve M ® N ile gosterilir.

Tensor carpimi hakkinda detayli bilgi icin Anderson ve Fuller'e (1992) bakilabilir.
2.2.2. Vektor uzaylarn

Tamim 2.2.17 V' bir K-vektor uzayt ve X C V olsun. Asagidaki sartlar saglarsa X
kiimesine V 'nin bir (Hamel) taban: denir.

Germe: Her v vektorii, X 'in sonlu lineer kombinasyonu ile ifade edilebilmelidir.

Lineer bagimsizlik: Her {v;|i = 1,...,n} C X sonlu alt kiimesi igin, > k;v; = 0 olmasi
i=1
ancak her v =1, ... ,n i¢in k; = 0 olmasiyla miimkiin olmalidir.

Yukaridaki tanimda germe aksiyomu X kiimesinin V'deki her vektorii ifade edebi-
lecek kadar genis olmasini ve lineer bagimsizlik da X'de gereksiz eleman bulunmamasini
garanti eder. Sayet bir vy eleman1 X'in diger elemanlarindan bazilarinin sonlu bir lineer
kombinasyonu olsayd: yani gereksiz olsaydi X lineer bagimli olurdu.

Teorem 2.2.18 (Evrensellik Ozelligi) V' bir vektor uzay: olsun. X C V'nin bir taban
olmasi igin gerek ve yeter sart; her W vektor uzayi ile f : X — W fonksiyonunun bir
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L 'V — W lineer doniisiimiine tek tiirlii genisletilebilir olmasi, yanii : X — V icerme
fonksiyonu olmak iizere f = L o1 olmasidwr.

l

N

X

,
L

w

Ispat.
(=) X, V'nin bir tabani ve f : X — W de bir fonksiyon olsun.

Varlik: V'nin her v vektorii v = ) k;v; seklinde bir tek yazilisa sahip oldugun-
7=1

dan, L (v) = L (Z > Z k;f (v;) iyi tammh bir fonksiyondur ve

j:

herv; € X i¢in L (i (v;)) = (v]) f (vj) oldugundan f = L o i dir.

Lineerlik: Her E kjv;, Z Kv; € Vvek € K igin,

7=1
L (Z ijj + k’ Z k;-?ﬁ) = L (Z (kj —+ kk;) Uj)
j=1 j=1 j=1

n

= Z (k; + k) f (v))

Jj=1

= > kif () kYK f (v))
j=1 Jj=1
= L (i kj”j) + kL (i k?;’Uj>
=1 =1

Teklik: Bir baska L' : V. — W lineer doniisiimii icin f = L' o i olsa, her
> kjv; € Viigin
j=1

olur.

I/ (Z kjvj) = Z /{ZjL’ (Uj) = Z kjf (Uj) =1L (Z k?jl)j)

olup L' = L olurdu.

(<) Her f : X — W fonksiyonu f = L o i olacak sekilde bir L : V. — W lineer
dontistimiine tek tiirlii genigletilebilir olsun.
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Lineer bagimsizlik: X lineer bagimh olsaydi, k,, # 0 olmak iizere ) kjv; = 0
j=1

olacak sekilde {k;|j = 1,...,n} C K var olurdu. Ozel olarak W = K ala-
Imve f : X — K fonksiyonunu da f (v;) = 6, seklinde secelim. Buradan,

0=L(0)=1L (ikﬂj) Izn:kjf(vj)zzn:kﬂjw:kw#o

celiskisi bulunur. Dolayisiyla X lineer bagimsiz olmalidur.

Germe: X C V oldugundan V 'nin bir A alt uzayi i¢cin V= (X) @ A olur. Simdi
A = 0 oldugunu gosterelim. A # 0 olsa bir 0 # v € Ave A’ C A igin
A= (v)® A, buradan da V = (X) & (v) ® A" olurdu. L : V. — W

lineer doniigiimiinii L | Y~ kju; +kv+a | = > k;f (vj) seklinde tanim-
=1 j=1

larsak f = Lo olur Ayrica 0 #+ w € W alalm ve L' : 'V — W lineer

doniigiimiinii L' kivi+kv+a | = > kif (vj) + kw seklinde tanim-
=1 =1

layalim. f = L' oive L # L' olur. Boylece f : X — W 'nin iki farkl
genislemesi elde edildi. Dolayisiyla A # 0 kabulii yanlhistir. O halde A = 0

ve V = (X) olmaldr.

Bir fonksiyonun tanim kiimesi bos kiime olabilir. Bdyle bir fonksiyonun, uygula-
nacagi bir eleman olmadigindan kurali da yoktur. Bu 6zel fonksiyona bos fonksiyon denir.

Onerme 2.2.19 0 uzayinn tabani bos kiimedir:

Ispat. Bos kiimeden herhangi bir kiimeye bir tek bos fonksiyon tanimlanabilir. Dolayisyla
her W uzayi igin W tek elemanl bir kiimedir. Yine 0 uzaymdan herhangi bir W uzayina
da bir tek lineer doniisiim tanimlanabilir. Dolayisiyla Hom (0,W) da tek elemanli bir
kiimedir. Buradan Hom (0, W) = W olup, 6nceki sonug geregi (), 0 uzaymin tabanidir.
]

Simdi vektor uzaylari ile tabanlari arasindaki iligkiyi inceleyelim.

Teorem 2.2.20 Her vektor uzayinin bir tabani vardur.

Ispat. V bir vektor uzayi ve A da V'deki biitiin lineer bagimsiz kiimelerin ailesi olsun.
0 lineer bagimsiz oldugundan A bostan farkhdir. C = {I; € A|l; C I 11}, zincirini
alalim. | 1; de lineer bagimsizdur. Ciinkii sonlu her B C | 1; i¢in B C I; olacak sekilde
i€l i€l
bir j € I vard, ve I; lineer bagimsiz oldugundan B de lineer bagimsizdr. Boylece | J I,
i€l
da lineer bagimsizdw. Dolayistyla C'nin bir tist sunirt vardw. Zorn lemmadan A nin bir X
maksimal elemant vardir. V' de X'in sonlu lineer kompozisyonu olarak yazilamayan bir

7



v elemani olsa X U {v} lineer bagimsiz olurdu ve bu X'in maksimal olmasiyla celisirdi.
Dolayistyla X hem lineer bagimsiz, hem de V''yi gerer, bir tabandir. m



3. KATEGORILER

X bir kiime olsun. X'in verilen bir P 6zelligine sahip biitiin elemanlarindan olugan
{z € X | P(z)} alt kiimesi tanimlanabilir. Fakat {z | P(x)} ifadesi her zaman bir kiime
tanimlamaz. Mesela biitiin kiimelerin kiimesi olarak &/ = {X | X kiimedir} seklinde bir
kiime tanimlanamaz. Ciinkii ¢/ bir kiime olsaydi onun A = {X € U | X ¢ X} seklinde
alt kiimesi de olurdu ve iki durum s6z konusu olurdu: A € Ayada A ¢ A.Eger A € A
olsa A'nin tanimu geregi A ¢ A olmaliydi. Eger A ¢ A olsa bu sefer de A € A olmaliydi.
Yani A € A < A ¢ A geliskisi bulunurdu (Russel paradoksu).

Biitiin kiimelerin kiimesi olmadigina gore, mesela bir kiimeyi kuvvet kiimesine
doniistliren fonksiyon nasil tanimlanabilir? Bunun i¢in fonksiyonlarin tanimli oldugu ele-
manlarin bir kiimeye ait olmas1 gerektigi sart1 kaldirilip, yerine sinif kavrami tanimlan-
mistir.

Her grup bir kiime olduguna gore biitiin gruplar sinifi /'nun bir alt sinifidir. Benzer
sekilde topolojik uzaylar sinifi, vektdr uzaylari sinif vs. de U'nun birer alt sinifidir ve kiime
degildirler. Bununla beraber her kiime bir siniftir. Kiime olan siniflara kii¢iik sinif denir.
Bir kiime teskil edemeyen siniflara da genis sinif denir. Genis siniflar arasinda da kiimeler
arasindaki gibi fonksiyonlar, bagintilar, birlesim ve kesisim gibi iglemler tanimlanabilir.
Bu kavramlar i¢in, temel kaynak olarak Adamek, Herrlich ve Strecker (1990), Anderson
ve Fuller (1992), Lane (1998) alinarak incelemeye devam edelim.

Bu caligmada terimlerin Tiirkgeleri igin Mucuk (2010) kaynak alinmustur.

Tanim 3.0.21 (Kategori) Asagidaki sekilde ifade edilen (Ob, Hom, Id, o) dortliisiine ka-
tegori denir. Burada;

Ob: elemanlarina obje denen bir sinif olmalidir.
Hom: her A, B objesine karsilik, elemanlarina A'dan B'ye morfizmler denen ve

(A,B) # (A, B") iken Hom (A, BN Hom (A", B") = ()

olan Hom (A, B)'dir.

Id: her A objesine karsilik birim morfizm denen Idy € Hom (A, A) morfizmidir.

o: her A, B, C objesi ile her « € Hom(A, B) ve f € Hom(B, C') morfizmi igin
foa € Hom(A,C) olacak sekilde kompozisyon denen ve asagidaki sartlar: sag-
layan bir islemdir.

(1) her « € Hom(A, B), 3 € Hom(B,C),y € Hom(C, D) i¢in;
Yyo(foa)=(yof)oa
(2) hera € Hom (A, B) igin I[dgoa = a = ao Idy

Tamim 3.0.22 Obje sinifi kiime olan kategoriye kiigiik kategori denir. Obje sinifi kiime
olmayan kategoriye de genis kategori denir.

Cogu zaman kategoriler (Ob, Hom, Id, o) gibi sirali dortliiler seklinde degil de K
gibi bir sembolle gosterilir. Bu durumda;



(1) K kategorisinin objeler sinift Ob (K) seklinde gosterilir ve A € Ob (K) ise A'ya

KC-obje denir.

(2) A, B birer K-obje olmak izere A dan B'ye morfizmler kiimesi Homy (A, B) sek-
linde gosterilir ve &« € Homy (A, B) ise a'ya K-morfizm denir. Biitiin K-mor-
fizmler sinifi da Mor (K) ile gosterilir.

(3) Eger karigiklik olmayacaksa KC-obje ve K-morfizm yerine sadece obje ve morfizm,
Homy (A, B) yerine de sadece Hom (A, B) yazilabilir.

a € Hom (A, B) ise a/nin A'dan B'ye bir morfizm oldugunu gdstermek i¢in ge-

nellikle, A = B veya B & A gosterimi kullanilir. Buradan o'nin her zaman fonksiyon
oldugu diistintilmemelidir.

Teorem 3.0.23 Her monoid tek objeli bir kategoridir.

Ispat. (M, -) birimi e olan bir monoid olsun.

Ob: tek objesi M 'nin herhangi bir * elemanu,
Hom: Hom (*,x) = M kiimesi,
Id: Id, =e,
o : kompozisyon da (-) islemi olsun.
Bu durumda ({x} , M, e, -) asagidaki sartlar1 saglar;

(1) hera, B,y € Migin, - (B-v) = (a- ) -y

(2) herae Migin,e-a=a=a-e
Dolayisiyla da ({x}, M, e, -) bir kategoridir. m
Teorem 3.0.24 Tek objeye sahip bir kategori monoiddir.

Ispat. ({x}, Hom, Id, o) tek objeye sahip bir kategori olsun. Bu durumda,
her o, f € Hom(x*, %) i¢in, 5 o o« € Hom(*, ) olur. Buradan;

Birlesme: her a, 8,7 : % — *i¢in, - (B -y) = (- ) -y

Birimlilik: her av : * — *i¢in, Id, -a=a = « - Id,
olup (Hom, o) birimi /d, olan bir monoiddir.

Yukaridaki iki teoremden kategorinin monoidin genellemesi oldugu sdylenebilir.

Teorem 3.0.25 Herhangi bir kategorinin objeleri iizerinde A < B < Hom (A, B) # ()
seklinde tanimlanan baginti, bir yari siralama bagintisidir.

Ispat.
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Gegisme: Her A, B, C objesii¢in, A < Bve B < C'ise
Hom (A, B) # ve Hom (B,C) # (olupa € Hom (A, B)ve 5 € Hom (B, C)
vardir. Buradan 8o o € Hom (A, C') de var olup Hom (A, C') # () dolayisiyla da
A < Colur.

Yansima: Her A objesi igin Ids € Hom (A, A) olup Hom (A, A) # (, dolayisiyla da
A < Aolur.

Ornek 3.0.26 (P, <) yari sirali kiime olmak iizere, asagidaki yapilar ile, (P, Hom, Id, N)
bir kiigiik kategoridir.

Ob: objeleri P'nin elemanlari,
<
Hom: P'nin her a, b objesi i¢in, Hom (a,b) = { éa — b} ’Z % 2 seklinde en fazla bir
elemana sahip kiime,
Id: P'nin her a objesi i¢in, a < a oldugundan birim morfizm Id, = (a — a) ve
Nz hera — bve b — cigin kompozisyon (b — ¢) A (a — b) = a — c seklinde tanimlan-

sin.

(1) her (a —b),(b— c),(c — d) igin

(c=>d)AN(b—=c)AN(a—Db)=(c—d)N(a—c)=(a—d)
(c=d)ANb—=c)AN(a—=b)=0b—>d) AN(a—Db)=(a—d)

(2) hera — bigin (b - b) A (a—b)=(a—b)=(a—b)A(a—a)

Ornek 3.0.27 R bir tamlik bolgesi olmak iizere, elemanlart arasinda Ornek 2.1.2'deki
yart siralama bagintist ile (R, Hom, Id, \) bir kategoridir.

Herhangi bir topolojik uzaydaki egrileri birer morfizm olarak diigiinebiliriz. Bunun
icin, dnce kompleks uzaydaki egri tanimini verelim.

Tanim 3.0.28 [ C R bir kapalr aralik olmak iizere, v : I — C siirekli doniigiimiine egri
denir.
I = [a,b] ise, v (a) noktasina ~y egrisinin baslangig, -y (b) noktasina da bitis noktast denir.

Ornek 3.0.29 7 C R bir kapali aralik ve zy € C olmak iizere;

(1) Her x € I i¢in v (x) = zy seklinde tammli v : I — C sabit fonksiyonu, siirekli
oldugundan bir egridir.

(2) Her x € I icin vy (x) = x seklinde tanmimly vy : I — C birim fonksiyonu, siirekli
oldugundan bir egridir.

Simdi de egriler arasindaki kompozisyonu karmasik analizdeki egrilerin toplami
gibi tanimlayalim.
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vy : I1 = Cvey, : I5 — Ciki egri olsun. Reel uzayda her kapali aralik birbirine
homeomorf oldugundan, a; : [0, 1] — [; ve a : [1,2] — I sitirekli doniigiimleri vardir.
(79 +71) : [0,2] — C doniigimiini

(Y2 + 1) (2) = { (vio)(x) ,z€[0,1]

seklinde tanimayalim.

Iki siirekli déniisiimiin bileskesi de siirekli oldugundan, bu déniisiimiin siirekli
olup bir egri tanimlayabilmesi i¢in 1 noktasinda siirekli olmasi yeterlidir. Bunun i¢in de
(y10a1)(1) = (y20a2) (1) yani 7, (a1 (1)) = 7, (az (1)) olmahdir. Eger v, egrisi-
nin bitis ve -y, egrisinin baglangi¢ noktalar1 ortak olarak segilirse (v, + ;) : [0,2] — C
doniisiimii de stirekli olur ve bdylece bir egri belirtir.

Benzer sekilde v : I3 — C egrisi igin, I3 ile [2, 3] de homeomorf oldugundan,
ag : [2,3] — I3 stirekli doniigimii vardir. Dolayisiyla (5 + 75) @ [1, 3] — C donisiimii;

{ (72 oa2) (CL’) T € [1’2]

(a+72) (8) =) (1 0 as) (2) .z € (23]

seklinde tanimlanabilir. Buradan,

s+ Gt = { Q2rnl) re 0l
(’7100‘1) (:E) , T € [071)

= (’72 O aQ) (i) T € [17 2)

(v3oaz)(r) 7z € (2,3

- { (o aelon

(Vs +72) (x) ,z €1,3]

= ((13+72) + 1) ()
olup v5 + (7o +71) = (73 + 7o) + 71 Ozelligi vardir.

Son olarak I bir kapali aralik olmak iizere, her zy € C i¢in Id,, (x) = 2, seklinde
tanimli /d,, : I — C sabit fonksiyonunu goriintiisii { zy } tek nokta kiimesi olan bir egridir.
Boylece agagidaki 6rnekte verilen kompleks egriler kategorisini olusturabiliriz.

Ornek 3.0.30 Asagidaki yapilarla birlikte, (C, Hom, Id, +) bir kategoridir.

Hom: her zy, z1 noktast icin Hom(zg, z1), 2o noktasini z, noktasina baglayan egriler,

Id: her zg noktast i¢in birim morfizm olarak goriintiisii { zo } seklinde tek noktadan olugan
Id,, egrisi,

o: hera € Hom (zy,21), 0 € Hom (21, 22) egrisi i¢in, bu egrilerin u¢ uca eklenmesiyle
olusturulan B + o egrisi
asagidaki ozellikleri saglar, dolayisiyla (C, Hom, Id, +) bir kiigiik kategoridir.
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(1) her o« € Hom (29, 21),0 € Hom (21, 22) ,v € Hom (22, 23) egrisi igin
T+B+a)=0+p)+a

(2) her o« € Hom (20, 21) egrisiigin Id,, + « = a = a + Id,,

Ornek 3.0.31 (Mat) Asagidaki yapilaria birlikte, Mat = (Z+, Hom, I, ) bir kiiciik ka-
tegoridir.

Hom: her m,n pozitif tamsayist icin Hom(m,n) = Mz (R) kiimesi,
Id: her m € Z7 igin I, birim matrisi birim morfizm ve
o: kompozisyon da matrislerdeki ¢arpma islemi olan - iglemi.

Bir kategoride herhangi iki obje arasinda morfizm olmak zorunda degildir. Fakat
her objeden kendisine en az bir morfizm (birim morfizm) vardir. Boylece verilen bir ob-
jeler smifi tizerinde kurulabilecek en basit kategori, birim morfizmlerden baska morfizmi
olmayan kategoridir.

Ornek 3.0.32 X herhangi bir sinif olmak iizere, objeleri X 'in elemanlari ve morfizmleri
de sadece birim morfizmler olan C (X') kategorisini olusturabiliriz.

Ozel olarak X = ) alimirsa C () kategorisine bos kategori denir ve X = {0}
almirsa C ({0}) kategorisine de bitis kategorisi denir ve 1 seklinde gosterilir:

3.1. Kiimeler Uzerinde Tanimh Kategoriler

Cogu matematiksel yap1 bir kiime tizerine insa edilir. Dolayisiyla objeleri kiime-
lerden ve morfizmleri de fonksiyonlardan olusan kategoriler, daha aligkin oldugumuz ya-
pilardir. Simdi bu kategorileri inceleyecegiz.

Ornek 3.1.1 (Set) Asagidaki yapilarla birlikte, (U, Hom, Id, o) dortliisii kategori ézel-
liklerini saglar. Bu kategoriye kiimeler kategorisi denir.

Ob: U biitiin kiimeler sinifi,
Hom: Hom (A, B) tamim kiimesi A, deger kiimesi B olan fonksiyonlar kiimesi,
Id: Id4 : A — A birim fonksiyon ve

o: fonksiyonlar arasindaki o (bileske) islemi, her A > B LoD icin su ozellikleri
saglar.

(1) yo(Boa)=(yop)oa
(2) ldgoa=a=aoldy

Her fonksiyonun bir tek tanim kiimesi ve bir tek deger kiimesi vardir. Mesela,

exp : C — C fonksiyonu ile bunun R'ye kisitlanisi olan exp : R — C fonksiyonu ve
exrp : R — R fonksiyonu farkli ti¢ morfizmdir. Bu sayede kategori tanimindaki

(A,B) # (A', B") iken Hom (A, B) N Hom (A’, B') = ()
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sart1 yerine gelmis olur.

Set kategorisine benzer sekilde, objeleri kiimelerden ve morfizmleri de fonksi-
yonlardan olusan bagka kategoriler tanimlamak miimkiindiir. Fonksiyonlarin bilegkesi her
zaman birlesmeli oldugundan, birim fonksiyon ve iki morfizmin bileskesi her zaman o ka-
tegoride bir morfizm oluyorsa, sadece objeler sinifi ve morfizmler sinifi verilerek kategori
tanimlanabilir.

Ornek 3.1.2 (Grp) Asagidaki yapilarla birlikte, (G, Hom, Id, o) dértliisii bir kategoridir.
Bu kategoriye gruplar kategorisi denir

Ob: G biitiin gruplar sinifi,

Hom: her G ve H grubui¢cin Hom (G, H) de G'den H 've grup homomorfizmalari kiimesi,

Id: Idg : G — G birim fonksiyonu,

o: Iki grup homomorfizmasinin bileskesi de grup homomorfizmast oldugundan fonksi-
yonlardaki bileske iglemidir.

Benzer sekilde asagidaki yapilarin da birer kategori oldugu goriilebilir.

Ornek 3.1.3 (Ab) Objeleri Abel gruplart ve morfizmleri de grup homomorfizmalar: olan
vapt bir kategoridir. Bu kategoriye Abel gruplar kategorisi denir ve Ab seklinde géosterilir.

Ornek 3.1.4 (Rng) Objeleri halkalar, morfizmleri halka homomorfizmalar: olan yapi bir
kategoridir. Bu kategoriye halkalar kategorisi denir ve Rng seklinde gosterilir.

Genel olarak birimli halkalar arasindaki her halka homomorfizmasi, birimi koru-
maz. Mesela ¢ (m) = 3m seklinde tanimli ¢ : Z — Zg fonksiyonu birimli iki halka
arasinda bir homomorfizma oldugu halde ¢ (1) = 3 # 1 olur. Fakat bu homomorfizma-
lardan, sadece birimi koruyanlar: alarak farkli bir kategori elde edebiliriz. Bu kategori ile
Rng kategorisi arasindaki farki vurgulamak i¢in bu kategori Ring diye isimlendirilmek-
tedir.

Ornek 3.1.5 (Ring) Objeleri birimli halkalar, morfizmleri birimi koruyan halka homo-
morfizmalari olan yapi bir kategoridir. Bu kategoriye birimli halkalar kategorisi denir ve
‘Ring seklinde gosterilir.

Ornek 3.1.6 (CRing) Objeleri birimli ve degismeli halkalar, morfizmleri birimi koruyan
halka homomorfizmalar: olan yapt bir kategoridir. Bu kategoriye degismeli birimli halka-
lar kategorisi denir ve CRing seklinde gosterilir.

Ornek 3.1.7 (Vec) Objeleri reel vektor uzaylar: ve morfizmleri lineer doniisiimler olan
vapt bir kategoridir. Bu kategoriye vektor uzaylar kategorisi denir ve Vec seklinde gos-
terilir.

Ornek 3.1.8 (R-Mod) R birimli bir halka olmak iizere objeleri sol R-modiiller ve mor-
fizmleri sol R-modiil homomorfizmalari olan yap: bir kategoridir. Bu kategoriye sol R-mo
diiller kategorisi denir ve R-M od seklinde gosterilir.
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Ornek 3.1.9 (Top) Objeleri topolojik uzaylar ve morfizmleri siirekli doniisiimler olan
vapt bir kategoridir. Bu kategoriye topolojik uzaylar kategorisi denir ve Top seklinde
gosterilir.

Ornek 3.1.10 (Rel) X,Y birer kiime, 3, X iizerinde ve ' de X' iizerinde birer bagint:
olmak iizere, objeleri (X, 3) seklinde ikililer ve morfizmleri de f : (X,3) — (X', 3')
seklindeki baginti koruyan yani x 3y iken f (x) 8’ f (y) olan fonksiyonlar olsun.

Birim fonksiyon ve baginti koruyan iki fonksiyonun bileskesi de baginti korudu-
gundan bu yapr bir kategoridir. Bu kategoriye bagintilar kategorisi denir ve Rel seklinde
gosterilir.

Ornek 3.1.11 (Pos) Objeleri kismi sirali kiimeler ve morfizmleri x < y iken f (z) <
f (y) olan fonksiyonlar olan yapu, bir kategoridir. Bu kategoriye kismi sirali kiimeler ka-
tegorisi denir ve Pos seklinde gosterilir.

Yukaridaki Set, Grp, Ab, Rng, Ring, Vec, R-Mod, Rel ve Pos kategorileri birer
genis kategoridir.

Bu biiliimiin devaminda, bir kategorideki 6zel objeler ve morfizmleri inceleye-
cegiz. Tanim ve teoremlerde gegen, biitiin obje ve morfizmler ayni kategorinin obje ve
morfizmleri olacaktir.

3.2. Objelerin Denkligi

Tamim 3.2.1 A = B bir morfizm olsun. 5 o o = Ids ve a o 8 = Idp olacak sekilde bir

B = A morfizmi varsa, o morfizmine izomorfizm ve [3 morfizmine de o morfizminin tersi
denir ve o~ ! seklinde gosterilir. A ile B arasinda bir izomorfizm varsa A ile B izomorftur
denir ve A = B seklinde gosterilir.

Ornek 3.2.2

(1) Set kategorisindeki izomorfizmler birebir ve érten fonksiyonlardir. Dolayisiyla iki
kiimenin birbirine izomorf olmasi demek kardinalitelerinin ayni olmasi demektir.

(2) T op kategorisinde izomorfizmalar homeomorfizmalardir. Siirekli doniigiimiin bire-
bir ve orten olmasi yeterli degil, ayni zamanda tersinin de stirekli doniisiim olmasi
gerekir.

(3) Grp, Ab, Ring, Rng, Vec, R-M od kategorilerindeki izomorfizmalar birebir orten
homomorfizmalar olup bu cebirdeki alisilmis tanima denktir. Ciinkii bir homomor-
fizmann tersi varsa o da homomorfizmadir.

(4) (Z*, Hom, I, -) kategorisinde izomorfizmler determinanti sifirdan farkls kare mat-
rislerdir.

(5) (M, ) bir monoid olmak iizere herhangi bir x elemaniyla olusturulan ({x} , M e, )
kategorisinin izomorfizmleri monoidin terslenebilen elemanlaridir. Dolayisiyla
(M, -) bir grupsa ({x}, M, e, -) kategorisinin her morfizmi izomorfizmdir.

(6) Kompleks egrilerle olusturulan (C, Hom, Id, +) kategorisin her morfizmi bir izo-
morfizmdir.
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Ornek 3.2.3 (P, <) bir yart sirali kiime ve a,b € P olmak iizere, (P, Hom, Id, \) kate-
gorisinde a ile b'nin izomorf olmast i¢in a < bve b < a olmast yeterlidir.

Herhangi iki obje arasinda en fazla bir morfizm bulundugundan, a < bve b < a ise
(a—=b)AN(b—a)e Hom(b,b) ={Idy} ve (b —a) A (a—b) € Hom (a,a) = {Id,}
olup (a — b) A (b —a) = Id, ve (b — a) A (a — b) = Id, olur. Boylece a — b bir
izomorfizma olur. Eger < kismi siralama ise antisimetri ozelligi geregi P'nin her elemani
sadece kendisine izomorf olur. Eger < denklik bagintist ise simetri ozelligi geregi her
morfizm izomorfizmdir.

Teorem 3.24 o : A — Bve 3,7 : B — A birer morfizm olmak tizere f o o« = Id4 ve
aoy=Idgise S =7

Ispat. 3 =Boldg=pBo(aoy)=(Boa)oy=Idjoy=7. m
Sonug 3.2.5 Bir morfizmin hem sag hem de sol tersi varsa izomorfizmdir.

Ispat. Bir morfizmin varsa sag ve sol tersleri esit oldugundan izomorfizm olma sartlarini
saglar. m

Sonug 3.2.6 Bir izomorfizmin tersi varsa tektir.

Ispat. Bir izomorfizmin sol tersi ile sag tersi esit olduklarindan, iki ayr1 sol ters olsa bunlar
sag terse esit olup buradan da birbirlerine esittirler. m

Teorem 3.2.7

(1) Birim morfizm bir izomorfizmdir.
(2) Bir izomorfizmin tersi de bir izomorfizmdir.
(3) Iki izomorfizmin bileskesi de bir izomorfizmdir.

Ispat.

(1) Her A objesi i¢in Id4 = Id o Id4 oldugundan Id 4 bir izomorfizmdir.
(2) A% B bir izomorfizm ve o' : B — A da tersi olmak iizere, v o = = Idp ve
a~loa = Idyolup a~! de bir izomorfizmdir.

3)ASB 2, ¢ iki izomorfizm olmak lizere;
(atop™Mo(Boa)=a'o(f'opB)oa=aoldgoa=a'oa=1ds
(Boa)o(a o™ )=Bo(acat)op " =Boldsof  =pBop ! =1Idg
olup 8 o a da izomorfizmdir.

Sonug 3.2.8 Bir kategorinin objeler sinifi iizerindeki izomorf olma bagntisi bir denklik
bagintisidir.
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Ispat.

Yansima: Her A objesi i¢in Id4 : A — A izomorfizma oldugundan, A ile A izomorftur.
Gegisme: Her A, B, C objesi icin A ile B izomorf ise bir A = B izomorfizmasi vardir.

Bile C'izomorfise de B ﬁ> C izomorfizmasi vardir. Tki izomorfizmanin bileskesi
de izomorfizma oldugundan 5 o o : A — C de izomorfizma olup A ile C' de
izomorftur.

Simetri: Her A, B objesi i¢in A ile B izomorf ise bir A = B izomorfizmas1 vardir. Her
izomorfizmanin tersi de izomorfizma oldugundan, o' : B — A da izomorfizma
olup B ile A da izomorftur.

|
3.3. Bitis ve Baslangic Objeleri

Z halkasindan birimli bir R halkasina birimi koruyan tek homomorfizma oldugu
1yi biliniyor. Simdi bu kavramin kategori teorisindeki genellemesini inceleyecegiz.

Tanim 3.3.1

(1) T bir obje olmak iizere, her X objesinden 'I' objesine bir tek morfizm varsa T
objesine bitis objesi denir.

(2) Bir I objesinden her X objesine bir tek morfizm varsa I objesine baslangi¢ objesi
denir.

(3) Hem bitis hem de baslangi¢ objesi olan objeye sifir objesi denir ve 0 ile gosterilir.
0 objeye sahip bir kategoride her X ve'Y objesiicin X — 0 — Y seklinde morfizm
var ve tektir. Bu morfizme sifir morfizm denir.

T'nin bitis objesi olmastyla her X objesi i¢in Hom (X, T)'nin tek elemanl bir
kiime olmasi denktir. Bu tek morfizm X — 7" seklinde gosterilebilir. Benzer sekilde /'nin
baslangi¢ objesi olmasiyla Hom (I, X )'in tek elemanli bir kiime olmasi denktir. Bu tek
morfizm [ — X seklinde gosterilebilir.

Ornek 3.3.2

(1) Set kategorisindeki tek baslangi¢ objesi bos kiimedir. Bos kiimeden herhangi bir
kiimeye fonksiyon tanimlanabilir ve asikar olarak bu fonksiyon tektir. Bu fonksi-
yona bos fonksiyon denir.

(2) Set kategorisindeki tek elemanli kiimeler bitis objeleridir. Ciinkii bostan farkl bir
kiimeden tek elemanli bir kiimeye sabit fonksiyon vardiwr ve bu fonksiyon tektir. Ay-
rica bos kiime baglangi¢ oldugundan, bos kiimeden bos kiimeye de bir tek fonksiyon
vardr.

(3) Grp kategorisinde birim grup sifir objedir. Benzer sekilde Vec kategorisinde 0
uzay sifir objedir.

(4) Ring kategorisinde 7. baslangi¢ objesidir. Ctinkii her R birimli halkasi i¢in birimi
koruyan ¢ : 7. — R homomorfizmast ¢ (m) = ¢ (m1l) = my (1) = m1p seklinde
vardir ve tektir.
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(5) (P, <) bir yari sirali kiime olmak iizere en biiyiik elemani varsa bitis objesidir.
Benzer sekilde en kiigiik elemani varsa baglangi¢ objesidir.

(6) Tamsayilar iizerinde a — b < b|a seklinde béliinebilme bagintist ile olusturulan
kategoride bitis objeleri £1 ve baslangi¢ objesi de O tamsayisidir.

Teorem 3.3.3

(1) T bir bitis objesi olmak tizere, bir T" objesinin de bitis objesi olmasi igin gerek ve
yeter sart T’ ile izomorf olmasidir.

(2) I bir baslangi¢ objesi olmak iizere, bir I' objesinin de baslangi¢ objesi olmasi i¢in
gerek ve yeter sart 1 ile izomorf olmasidir.

Ispat.

(1) T ve T’ bitis objeleri olsun.
Bu durumda Hom (T",T) = {a'} ve Hom (T, T") = {a} olacak sekilde o/ ve
a vardir. 7" bitis objesi oldugundan

ooae Hom (T, T') = {Idr}

ve o o = Idp elde edilir.

Benzer sekilde T bitis objesi oldugundan o o o/ € Hom (T,T) = {Idr} olup
a o o = Idy olur. Boylece v izomorfizma olup T ile T” izomorftur.

Tersine T bitis objesi ve k : 7" — T izomorfizm olsun. 7 bitis objesi oldugundan,
her X objesi icin Hom (X,T) = {x} olacak sekilde bir = vardir. Boylece 2’ :=
k™' oz € Hom (X, T") morfizmi vardir. Ayrica 2" € Hom (X, T") morfizmi igin
kox" € Hom(X,T) = {x} oldugundan k o 2" = x elde edilir. Dolayisiyla

' =kToz=kTo(koa")= (k7' ok)oa" = Idpoa" = 1"

oldugundan da Hom (X, T") = {«'} olup T" de bitis objesidir.

(2) I ve I’ baslangi¢ objeleri olsun.
Bu durumda Hom (I,1') = {a'} ve Hom (I',I) = {«a} olacak sekilde o’ ve
« vardir. [ baslangic objesi oldugundan

aod € Hom (I,1)={Id;}

ve oo o = Id; elde edilir.

Benzer sekilde I’ baslangi¢ objesi oldugundan o/ o « € Hom (I',I') = {Idp}
olup o/ o o = Idy olur. Bdylece « izomorfizma olup [’ ile I izomorftur.

Tersine [ bitis objesi ve k : I — I’ izomorfizm olsun. I baslangi¢ objesi oldu-
gundan, her X objesi i¢in Hom (I, X)) = {x} olacak sekilde bir = vardir. Boylece
r' :=zok™' € Hom (I', X) morfizmi vardir. Ayrica z” € Hom (I', X) morfizmi
icinz” ok € Hom (I, X) = {x} oldugundan z” o k = z elde edilir. Dolay1siyla

' =zok'=("ok)okT =a"0 (kok™) =a"oldp = 2"
oldugundan da Hom (I, X') = {2’} olup I’ de baglangi¢ objesidir.
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Yukaridaki teoremden Onceki 6rneklerden de anlagilacag: gibi bir kategoride bitis
objesi veya baglangi¢ objesi tek olmayabilir. Fakat varsa izomorfizma farkiyla tektir. Bu
ylizden bir tane bitis objesi ve bir tane baslangi¢ objesi, varsa, bulmak yeterlidir. Mesela
Set kategorisindeki bitig objeleri tek elemanli kiimelerden ibarettir.

Sonug¢ 3.3.4 0 bir sifir obje olmak iizere, bir objenin sifir objesi olmasi igin gerek ve yeter
sart 0 ile izomorf olmasidir.

3.4. Objelerin Carpim

Bir kategorideki 6zel obje ve morfizmler genelde degismeli diyagramlarla tanim-
lanir. Bir A objesinden bir B objesine morfizmi A'dan B'ye bir ok ile gdsterip, kompozis-
yonu da bu oklarin birbirine eklenmesiyle gosterebiliriz. Kategori aksiyomlarindaki mor-
fizmlerin birlesme 6zelligi sayesinde ikiden fazla okun ug uca eklenmesi de miimkiin olur.
Bu sekilde bir gosterimde, 6zellikle gerekmedikge, birim morfizmler gosterilmez. Cilinkii
her A objesi icin bir tek /d4 morfizmi her zaman vardir. Benzer sekilde iki morfizmin
kompozisyonu da, gerekmedikge, gosterilmez.

Bir diyagramdaki her A objesinden her B objesine var olan oklarin kompozisyonu
esitse bu diyagrama degismeli diyagram denir. Degismeli diyagrami asagidaki tanimla
daha agik olarak verelim.

Tamm 3.4.1 A% B 5 C A o g ﬂ; C ve A 2 C morfizmler olsun.

(1) Eger 3o a = (' od oluyorsa asagidaki diyagram degismelidir denir:

«

A

B

B

B’ 5
(2) Eger (3 o o = 7y oluyorsa asagidaki diyagram degismelidir denir.

N

Dogal sayilardaki carpma ile toplama islemleri ve kiimelerdeki kartezyen ¢arpimi
ile ayrik birlesim arasinda benzerlik vardir. Aslinda kategorik olarak bunlar ayni1 kavram-
lardir. Kategori teorisinde bu kavramlar ¢carpim ve dual ¢arpim olarak genellenir.

A

B

B

C
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Tanim 3.4.2 A, B iki obje olmak iizere;

(1) Her X objesi ile her <A Lxs B> morfizmleri igin, asagidaki diyagram degis-

meli olacak sekilde bir tek 0 : X — P morfizmi varsa (A 2p= B) ve A ile
B objelerinin ¢arpimi, P'ye de A ile B'nin ¢arpim objesi denir.
X

/N
A B
TA B

(2) Her X objesi ile her <A Lx & B) morfizmleri icin, agsagidaki diyagram degis-

meli olacak gekilde bir tek 0 : () — X morfizmi varsa <A Y Q & B) 've dual
carpim, QQ'va da A ile B'nin dual ¢arpim objesi denir.

4

X

A———Q—B

1A B

Tanim 3.4.3

(1) Bir kategoride herhangi iki objenin ¢arpim objesi her zaman varsa, o kategori ikili
carpimlara sahiptir denir. Eger ikili carpimlara sahip bir kategori bitis objeye de
sahipse sonlu ¢arpimlara sahiptir denir.

(2) Bir kategoride herhangi iki objenin dual carpim objesi her zaman varsa, o kategori
ikili dual ¢arpimlara sahiptir denir. Eger ikili dual ¢arpimlara sahip bir kategori
baslangi¢ objeye de sahipse sonlu dual ¢carpimlara sahiptir denir.

Ornek 3.4.4 Set kategorisi sonlu ¢carpimlara sahiptir.

A, B iki kiime olsun. A x B kartezyen ¢carpimiile w4 (a,b) = ave wg (a,b) = b seklinde
tammli (A 2 AxBX8 B) fonksiyonlarimin ¢arpim oldugunu gosterelim.

Her (A Lxs B) Sfonksiyonlart igin 0 (x) = (f (z),g(x)) seklinde tammli
0 : X — A X B fonksiyonu, her x € X igin;

A0 (x)) =ma(f(2),9(x)) = f(2)
B = ,9(7)) =g(z)

esitliklerinden w4 0 0 = f ve mg 0 0 = g olup ¢carpim diyagrami degismelidir.
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Ayrica bir baska ' : X — A x B fonksiyonuicinms o060 = fvenwgol = gise,
her x € X i¢in

0' (z) = (ma (¢’ (), 75 (6 (2))) = (f (2) 9 (x)) = 0 (x)
elde edilir ve 0'nin tek oldugu goriiliir.

Dolayisiyla Set kategorisi ikili carpimlara sahiptir. Ayrica tek elemanli kiimeler
bitis objesi oldugundan Set kategorisi sonlu ¢arpimlara sahiptir.

Ornek 3.4.5 Set kategorisi sonlu dual carpimlara sahiptir.

A, B iki kiime olsun.
AUB={(a,0),(b,1) e (AUB) x{0,1}:a € A,b € B}

seklinde tammli ayrik toplam ile iy (a) = (a,0) ve ig(b) = (b,0) seklinde tanimh
(A AAUBE B) fonksiyonlarmin dual ¢arpim oldugunu gésterelim.

Her (A Lx g B) Sonksiyonlart i¢in 0 (x,y) = { g((;c)) 75 i (1) seklinde ta-

mimlanan 0 : AU B — X fonksiyonu 0 oiq = f ve 0 oig = g ozelligini saglar ve bu
ozellikte tek fonksiyondur.

Ayrica bos kiime baslangi¢ objesi oldugundan Set kategorisi sonlu dual ¢carpim-
lara sahiptir.

Ornek 3.4.6 (1) Ring kategorisinde bitis obje olmadigindan, Ring kategorisi sonlu
carpimlara sahip degildir. Fakat ikili ¢arpimlara ve sonlu dual ¢arpimlara sahip-
tir.

(2) Grp kategorisi sonlu ¢carpim ve dual ¢carpima sahiptir.

Ornek 3.4.7 Bir tamlik bolgesinde Ornek 2.1.2'deki gibi béliinebilme bagintist ile olus-
turulan kategoride;

(1) ¢arpim objesi okektir.
(2) dual ¢carpim objesi obebtir.

a,b € R olmak iizere;

(1) k = okek (a,b) olsun. a|k ve blk oldugundan (a < k — b) morfizmleri vardw.
Verilen her (a <— x — b) morfizmleri igin a|x ve b|x oldugundan, okek tanimi ge-
regi k|x olur. Buradan x — k morfizmi vardir. Ayrica bu kategoride herhangi iki
obje arasinda morfizm varsa tek oldugundan x — k morfizmi de tektir. Dolayistyla
(a < k — b) ¢arpum ve okek (a, b) da ¢arpim objesidir.
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(2) d := obeb (a,b) olsun. d|a ve d|b oldugundan (a — d < b) morfizmleri vardir. Ve-
rilen her (a — x <— b) morfizmleri igin x|a ve x|b oldugundan, obeb tanimi geregi
x|d olur. Buradan d — x morfizmi vardir. Ayrica bu kategoride herhangi iki obje
arasida morfizm varsa tek oldugundan d — x morfizmi de tektir. Dolayisiyla
(a — d < b) dual ¢arpim ve obeb (a,b) da dual ¢arpim objesidir.

Ornek 3.4.8 Objeleri A, B, C ve morfizmleri de sadece (A < B — C) olan kategoride
A ile C'nin ¢arpimi B'dir. Fakat A ile B'nin ¢arpimi yoktur. Ciinkii ¢arpim objesinden
A ve B objesine birer morfizm bulunmasi gerekir. Fakat boyle bir morfizm bu kategoride
yoktur. Dolayisiyla bu kategori ikili ¢arpimlara sahip degildir.

Yukaridaki 6rnekte oldugu gibi, bir kategoride verilen her A, B objesi i¢in ¢arpim
objesi var ve tek olmayabilir. Fakat varsa izomorfizm farkiyla tektir. Mesela kiimeler ka-
tegorisinde iki kiimenin ¢arpimi kartezyen ¢arpimi olmak zorunda degildir. Aslinda sonlu
iki kiimenin ¢arpim objesi eleman sayis1 A ile B'nin eleman sayilarinin ¢arpimina esit olan
herhangi bir kiimedir. Asagidaki teorem bunun ispatidir.

Teorem 3.4.9 A, B iki obje olmak iizere,

(1) Aile B'nin ¢arpim objesi, varsa, izomorfizm farkiyla tektir.
(2) Aile B'nin dual ¢carpim objesi, varsa, izomorfizm farkwyla tektir.

Ispat.

(1) A ile B'nin iki garpim objesi P ile P’ olsun. Bu durumda;

P carpim objesi oldugundan soldaki diyagramin alt tarafi degismeli olacak sekilde
bir tek 6 : P/ — P morfizmi vardur.

P’ garpim objesi oldugundan da diyagramin {ist tarafi degismeli olacak sekilde bir
tek 6 : P — P’ morfizmi vardhr.

ma0(fof) = (mach)ol =740l =my
o (o) = (npof)old =ngol =mp
oldugundan distaki diyagram da degismelidir.

Aynizamanda 7y = moidp ve g = mpgoidp oldugundan ve tanimdaki teklikten
0 o6 =idpolur.
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Benzer sekilde de 0" o § = idp: oldugu goriilebilir. Buradan da 6 : P’ — P bir
izomorfizmdir ve P ile P’ de izomorftur.
Tersine P ¢arpim objesi ve k : P’ — P izomorfizm olsun. P ¢arpim objesi oldu-

gundan, her <A Lxs B) morfizmleri i¢gin m4 0§ = f ve mg 0 § = g olacak
sekilde bir tek 6 : X — P morfizmi vardir. Buradan 7’y := w40 k, 7l ;=g ok
ve 0 := k~! o § seklinde tanimlansm. O halde,

ol = (maok)o (ko) =ma0idpol=ms00=f

ol =(rpok)o (k™ of) =mpoidpof=mpof=g

olup asagidaki diyagramin dis1 degismelidir.

X
0
f ! g
P
V k&
Ae——p B
T4 TR

Bir baska 0" morfizmi igin /4 0 6" = f ve 73 0 0" = g olsun.

mao(kol")=(mpok)ol =n'y00" = f
mpo(kol’)=(rpok)ol' =n500" =g

olup 6 morfizminin tekliginden k o §” = 6 olur. Buradan
0" =idp ot = (k" ok)ol" =k o(kot)=k"0l=0

oldugundan ¢’ tektir. O halde P’ de ¢arpim objesidir.
(2) Aile B'nin iki dual ¢arpim objesi ) ile )’ olsun. Bu durumda;

¢ “
v |
in Qi ian g i
N
A" Qe —BA——Q— B
1A B 1A B

() dual ¢arpim objesi oldugundan soldaki diyagramin alt tarafi degismeli olacak
sekilde bir tek 6 : Q — Q" morfizmi vardir. ) dual ¢arpim objesi oldugundan
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da diyagramin iist tarafi degismeli olacak sekilde bir tek &' : Q — Q" morfizmi
vardir.

(Q/OQ)O’iA:9/0(602'14):6/02'14:2'14

(0 0f)oig=00o(foig)=0ociy=1ip

olup asagidaki diyagramin dist degismelidir.

Ayni zamanda i 4 = ids 014 Ve ig = tdp o 15 oldugundan ve tanimdaki teklikten
6" 0 = idg olur.

Benzer sekilde de 6’ o 6 = idg oldugu goriilebilir. Buradan da 0 : Q' — Q bir
izomorfizmdir ve @ ile Q' de izomorftur.

Tersine () dual carpim objesi ve k : Q — Q' izomorfizm olsun. ) dual ¢arpim

objesi oldugundan, her (A Lx & B> morfizmleriiginfoiy = fvefoig =g
olacak sekilde bir tek 6 : Q — X morfizmi vardir. Buradan ¢y := k o iy, il 1=
koigved = 0ok~ ! seklinde tanimlansimn. O halde,

0 oi’y=(0ok ™ ")o(kois) =00 (k" ok)ois=00idgois=00is=f
0 oiy=(0ok™)o(koig)=0o0(k'ok)oig=0oidgoip=0oip=g

esitliginden asagidaki diyagramin dis1 degismeli oldugu goriiliir.

X
0
f | g
Q
VN
A QB
7 B

Bir bagka 6" morfizmi i¢in 6" o i’y = f ve 6" o i’y = g olsa,

(0" ok)oin=0"0(koin)=0"0iy=Ff
(0" ok)oig=0"0(koip)=0"0iy=g

olup 6 morfizminin tekliginden §” o k = 6 olur. Buradan
0" = 0" cidg =6"o (k: o k_l) = (0" ok)ok ' =0ok =0

oldugundan 6’ tektir. O halde @’ de dual garpim objesidir.

24



3.5. Ayiric1 Objeler

Tamm 3.5.1 Her farklir,s : X — Y morfizm ¢ifti i¢in;

(1) r o h # s o holacak sekilde bir S END's morfizmi varsa S objesine ayirici denir.

(2) hor # ho s olacak sekilde bir Y NVe! morfizmi varsa C' objesine dual ayirici
denir.

Teorem 3.5.2

(1) Bir kategoride baslangi¢ obje, ayirici olamaz.
(2) Bir kategoride bitis obje, dual ayirict olamaz.

Ispat.

(1) 1 Mo Xover baslangi¢ obje olmak iizere, r,s : X — Y farkli morfizmler olsun.
roh,soh &€ Hom (I,Y)ve Hom (1,Y) tek elemanli oldugundan r o h # so h
olamaz. Dolayisiyla I ayirici obje degildir.

2 Y A TveT bitis obje olmak iizere, r, s : X — Y farkli morfizmler olun. A o
r,hos € Hom(X,T) ve Hom (X, T) tek elemanli oldugundan h o r # ho's
olamaz. Dolayisiyla 7" dual ayirici obje degildir.

]
Ornek 3.5.3 Set kategorisindeki ayirici objeler bostan farkli kiimelerden ibarettir.

Iddiay1, kiimenin eleman sayisina gore iki kisimda inceleyecegiz,

(1) Bos kiime baglangi¢ objesi oldugundan Teorem 3.5.2'den ayirici obje degildir.

(2) Her farkli r;s : X — Y fonksiyon ¢ifti icin, r (x) # s(x) olacak sekilde bir
x € X vardw: Bostan farkly bir S kiimesinden bu X kiimesine h (a) = x seklinde
h : S — X sabit fonksiyonu tanimlansin. Béylece

(roh)(a) =r(h(a)) =r(x) #s(x) =s(h(a)) = (soh)(a)

oldugundan r o h # s o h elde edilir. Bu da bostan farkli her S kiimesinin ayirict
obje oldugunu gosterir.

Ornek 3.5.4 Set kategorisindeki dual ayirict objeler en az iki elemanli kiimelerden iba-
rettir.

Iddiayi, kiimenin eleman sayisina gére ii¢ kisumda inceleyecegiz;
(1) Bos kiimeye sadece bos kiimeden fonksiyon tanimlanabileceginden bos kiime dual

ayirict degildir.
(2) Tek elemanli her kiime bitis obje oldugundan Teorem 3.5.2'den dual aywrici olamaz.
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(3) C en az iki elemanli bir kiime ve a # b olmak iizere a,b € C olsun.
Farkli r,s : Y — X morfizm ¢ifti i¢in v (y) # s (y) olacak sekilde bir y € Y

vardir. h : X — C morfizmi h (z) = { Z ’i ; 77: Eg% seklinde tammlansin. O
halde;

(hor)(y) =h(r(y)) =a#b="h(s(y) =(hos)(y)
oldugundan h o r # h o s elde edilir.

Dolayisiyla en az iki elemanl her kiime dual aywrici objedir.

Ornek 3.5.5 Vec kategorisinde ayirici ve dual ayirict objeler 0 uzayindan farkls uzaylar-
dr.

Iddiay, iki kisimda inceleyecegiz;

(1) 0 bitis ve baslangi¢ objesi oldugundan ayirici veya dual ayirici olamaz.
(2) V. # 0ve 3= {p,;},c; da V 'nin bir tabani olsun. Her farklir,s : X —Y lineer
doniisiimii i¢in, r (x) # s (x) olacak sekilde bir x € X vardwr ve

077 (z) —s(x)=(r—s)(2)

olur.
Heri € I i¢in h (B;) = x seklinde tanimlansin.

r(h(8;)) —s(h(B) = (r =) (h(B;)) = (r =) (x) #0

oldugundan r o h # s o h olup V' ayirict objedir.
(r —s) (z) # 0 oldugundan b’ ((r — s) (z)) # 0 olacak sekilde i : Y — V lineer
doniistimii vardir. Buradan,

07K ((r—s) () =W (r(z)=s) =h(r(x) —h'(s (@)

ve b (r(x)) # h' (s (z)) olup ' o r # h' o s bulunur. Dolayisiyla V' dual ayiric
objedir.

3.6. Monmorfizm ve Epimorfizmler

Bu boliimde, fonksiyonlardaki birebirlik ve ortenlik kavramlarinin kategori teori-
sindeki genellemesi olan monomorfizmler ve epimorfizmler incelenecektir.

Tanim 3.6.1 A 5 B bir morfizm olmak iizere;
(1) her r;s : X — A morfizm ¢ifti icin a« or = « o s itken r = s oluyorsa (yani o
soldan sadelesebiliyorsa) o morfizmine monomorfizm denir.

(2) her r;s : B — X morfizm ¢ifti i¢cin r o o = s o « iken r = s oluyorsa (yani o
sagdan sadelesebiliyorsa) o morfizmine epimorfizm denir.

Ornek 3.6.2 Set kategorisinde;
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(1) monomorfizmler birebir fonksiyonlardan ibarettir.
(2) epimorfizmler de orten fonksiyonlardan ibarettir.

a1 A — B bir fonksiyon olmak iizere;

(1) o monomorfizm ve o (a) = « (b) olsun. Her x € X i¢inr () = aves(z) = b
seklinde r, s : X — A sabit fonksiyonlart vardw. Ayrica

a(r(z)) = afa) = ad) = a(s(z))

oldugundan o o r = « o s olur. a monomorfizm oldugundan r = s, buradan da
a = b olup « birebir fonksiyondur.
Tersine « birebir ve r, s : X — A morfizm ¢ifti i¢in a o r = « o s olsun.
Buradan her v € X i¢in o (r (x)) = « (s (x)) olur. « birebir oldugundan r (z) =
s (x), buradan da r = s bulunur. Dolayisiyla o monomorfizmdir.

(2) « epimorfizm olsun. Kabul edelim ki o 6rten olmasin. Yani birb € Bigina (a) = b
olacak sekilde a € A bulunmasin. Bu durumda
r(x):{ (1) xig ves(x) = (2) iig
tammlanabilir. Buradan her a € A i¢in « (a) # b oldugundan, v (o (a)) = 0 =
s(a(a)) olur. Fakat r # s oldugundan bu o'mn epimorfizm olmasiyla ¢elisir.
Dolayisiyla o orten fonksiyondur.
Tersine o orten ve v, s : B — X morfizm ¢ifti icin r o« = s o a olsun. r # s
oldugunu kabul edelim. Yani birb € B iginr (b) # s (b) olsun. o drten oldugundan
a(a) = b olacak sekilde bir a € A vardir. v o a = s o o oldugundan r (b) =
r(a(a)) = s(a(a)) = s(b) elde edilir. Ancak, r (b) # s(b) oldugunu kabul
etmistik. Dolayisiyla o epimorfizmdir.

seklinder,s : B — 7 fonksiyonlari

Ornek 3.6.3 Grp, Ab, Rng, Vec, R-Mod, T op, Rel kategorisindeki monomorfizmler bi-
rebir fonksiyon olan morfizmler ve epimorfizmler de orten fonksiyon olan morfizmlerdir.

Ornek 3.6.4 Cisimler kategorisindeki her morfizm monomorfizmdir.

a : Fy — Fy bir homomorfizma olmak tizere her r,s : Fy — F; homomorfizmalart
icin a(r(x)) = a(s(x)) olsun. O halde 0 = a(r (x)) — a(s(x)) = a(r(z) —s(z))
oldugundanr (r)—s (z) € Ker (a) = {0} elde edilir. Buradanr (x) = s (x) oldugundan
r = s dolayistyla da o monomorfizmdir.

Ring kategorisinde her halka epimorfizmasi bir epimorfizmdir. Fakat agagidaki
ornekte goriilecegi gibi bunun tersi dogru degildir.

Ornek 3.6.5 Ring kategorisinde © (m) = m seklinde tanimlanan ¢ : 7. — Q epimor-
fizmdir. Ciinkii her R birimli halkasi ve r,s : Q — R birimi koruyan homomorfizmalart
icinrop = sopise, herm/n € Q igin
r(m/n) = r(p(m)/en)=r(p(m)(r(pn)) "
-1
= s(e(m)) (s(p(n)) =s(e(m)/e(n)) =s(m/n)
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olur. Buradan r = s olur. Dolayisiyla ¢ : 7. —Q epimorfizmdir. Fakat p orten olmadi-
gindan halka epimorfizmasi degildir.

Teorem 3.6.6 A > B £> C morfizmler olmak iizere;

(1) B o« monomorfizm ise o da bir monomorfizmdir.
(2) B o« epimorfzm ise 3 da bir epimorfizmdir.

Ispat.
(1) r,s : X — A morfizm ¢ifti i¢in o o r = « o s olsun. O halde

(Boa)or=po(aor)=po(aos)=(foa)os

olur. 5 o @ monomorfizm oldugundan r» = s olur. Boylece o da bir monomorfizm-
dir.
(2) r,s: A — X morfizm ¢ifti i¢in 7 o § = s o 3 olsun. O halde

so(Boa)=(sof)oa=(rof)oa=ro(foa)
olur. # o a epimorfzm oldugundan r = s olur. Bdylece 5 da bir epimorfizmdir.

Teorem 3.6.7 A% B % C morfizmler olmak iizere;

(1) « ve [ monomorfizma ise 3 o o da monomorfizmdir.
(2) « ve [ epimorfzma ise [ o « da epimorfizmdir.

Ispat.

(1) 7,8 : X = Amorfizm ¢iftii¢in (5 o @)or = (8 o )os olsun. O halde fo(aor) =
B o (aos)olur. 5 ve « monomorfizm olduklarindan, « o 7 = cvo s ve r = s elde
edilir. Boylece 5 o o da monomorfizmadir.

(2) r,s : C — X morfizm ¢ifti igin r o (S o a) = so (8 o «) olsun. O halde (r o ) o
a = (sof) o« olur. a ve § epimorfizm olduklarindan, r o v = soaver = s
elde edilir. Boylece 5 o a da epimorfizmdir.

]
3.6.1. Ekstremal morfizmler

Genel olarak bir morfizmin hem monomorfizm hem de epimorfizm olmas1 izomor-
fizm olmasini gerektirmez. Ornek 3.6.5'teki epimorfizm monomorfizmdir, fakat izomor-
fizm degildir. Buna ragmen bazi 6zel durumlarda bir monomorfizmin epimorfizm olmasi,
izomorfizm olmasi i¢in yeterli olur. Simdi bu 6zel morfizmleri inceleyecegiz.

f o e monomorfizm ise e de monomorfizmdir. Genel olarak e'nin ayni zamanda
epimorfizm olmasi izomorfizm olmasini gerektirmez.
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Tamim 3.6.8 A = B bir morfizm olmak iizere;

(1) o monomorfizm olsun. « = f o e ve e epimorfizm iken e izomorfizm oluyorsa o
morfizmine ekstremal monomorfizm denir.

(2) « epimorfizm olsun. « = e o f ve e monomorfizm iken e izomorfizm oluyorsa o
morfizmine ekstremal epimorfizm denir.

Teorem 3.6.9 A = B bir monomorfizm olmak iizere ;

(1) « epimorfizm ve ekstremal monomorfizm ise izomorfizmdir.
(2) o monomorfizm ve ekstremal epimorfizm ise izomorfizmdir.

Ispat.

1) oo = Idp o o oldugundan Idgp o o ekstremal monomorfizm ve o« epimorfizm oldu-
g P
gundan ekstremal monomorfizm tanimi geregi o izomorfizmdir.

(2) o = ao Idy oldugundan o o 1d 4 ekstremal epimorfizm ve o monomorfizm oldu-
gundan ekstremal epimorfizm tanimi geregi o izomorfizmdir.

Teorem 3.6.10 A % B 2 ¢ morfizmler olmak iizere;

(1) B o « ekstremal monomorfizm ise o da ekstremal monomorfizmdir.
(2) B o « ekstremal epimorfzm ise 3 da ekstremal epimorfizmdir.

Ispat.

(1) a = foeve e epimorfizm olsun. Bu durumda foa = fo(f oe) = (5 o f)oeolur.
Buradan 3 o a ekstremal monomorfizma oldugundan e izomorfizma, dolayisiyla
« da ekstremal monomorfizmadir.

(2) B = eo f ve e monomorfizm olsun. Bu durumda foa = (eo f)oa=eo(f o)
olur. Buradan (3 o a ekstremal epimorfizm oldugundan e izomorfizma, dolayisiyla
B da ekstremal epimorfizmdir.

Teorem 3.6.11 Bir A objesiicin, 1d 4 ekstremal monomorfizm ve ekstremal epimorfizmdir.
Ispat.

(1) r,s: X — Amorfizm ¢iftiigin Idy or = Idyosiser =Idyor =Idyos=s
oldugundan, /d, monomorfizmdir.
Ayrica Idy = f o e ve e epimorfizmise [dgoe =e =eoldy =eo(foe) =
(e o f)oe elde edilir. e epimorfizm oldugundan /dp = e o f olur ve e izomorfizm
oldugu goriiliir. Dolayisiyla da Id 4 ekstremal monomorfizmdir.
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(2) r,s: A— X morfizm¢iftiiginr o [dy = soldsiser =roldys =solds=s
oldugundan, Id 4 epimorfizmdir.
Ayrica Idy = eo f ve e monomorfizmaise eo Idg = e = Idyoe = (eo f)oe =
eo( f o e) elde edilir. e monomorfizm oldugundan Idg = foe olur ve e izomorfizm
oldugu goriiliir. Dolayisiyla da /d 4 ekstremal epimorfizmdir.

Sonuc 3.6.12 Her izomorfizm ekstremal monomorfizm ve epimorfizmdir.

Ispat. a izomorfizm ve Idy = o a ve Idg = a o /3 olsun.

(1) B oa = Ida ekstremal monomorfizm oldugundan « da ekstremal monomorfizm-
dir.
(2) a o B = Idp ekstremal epimorfizm oldugundan « da ekstremal epimorfizmdir.

3.6.2. Diizenli morfizmler

Tamim 3.6.13 «, o’ : A — B birer morfizm olmak iizere,

(1) Asagidaki iki sarti saglayan e : E — A morfizmine o, & morfizm ¢iftinin esitleyi-
cisi denir.
Dogallik: aoce=da'oe

Evrensellik: o f = o/ o f olan her X N morfizmi igin, asagidaki diyagram
degismeli olacak sekilde bir tek 0 : X — E morfizmi vardir.

(2) Asagidaki iki sarti saglayan e : A — Q) morfizmine «, &' morfizm ¢iftinin dual
esitleyicisi denir.
Dogallik: eoa=eo o/
Evrensellik: foa = foa' olanher f : A — X morfizmi igin, asagidaki diyagram
degismeli olacak sekilde bir tek 0 : () — X morfizmi vardir.

X

HX

: @]
QeA,
(0%

B
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Ornek 3.6.14 Set kategorisindeki iki o, o/ : A — B fonksiyonu igin
E={a€eA:a(a)=d(a)}

olmak iizere i - E — A icerme fonksiyonu esitleyicidir.

X

f’\
(8%

E

B

ao f=a o folan her X EN A fonksiyonuna karsilik, [’ : X — FE fonksiyonu f' (z) :=
f (z) seklinde tamimlansin. Her x € X igin

a(f'(z)) =a(f(2) =(ao f)(z)=(aof)(x)=0a(f(z)) = (f ()
oldugundan f' (x) € FE olup f': X — FE fonksiyonu iyi tammlidir ve i o f' = f olur.

Ayrica bir baska 0 : X — FE morfizmi icinde f = i 0 6 olsa her v € X igin
f(x)=f(x)=(io0)(z) =1(0(x)) = 0 (x) oldugundan f' = 0 olurdu. Dolayisiyla
bu f': X — Etekolupi: E — A icerme fonksiyonu esitleyicidir.

Ornek 3.6.15 Benzer sekilde Grp, Ab, Rng, Vec, R-Mod, T op kategorilerinde de iki o, o/
A — B morfizminin esitleyicisi, E = {a € A: «a(a) = o (a)} olmak iizere i : E — A
icerme fonksiyonudur.

Teorem 3.6.16

(1) e : E — Abira,o : A — B morfizm ¢iftinin esitleyicisi olmak iizere, €' :
E' — A de esitleyici olmast i¢in gerek ve yeter sart ¢ = e o 6 olacak sekilde bir
0 : E' — E izomorfizminin var olmasidur.

(2) e : A — FEbira,d : B — A morfizm ¢iftinin dual esitleyicisi olmak iizere,
e : A — FE' de dual esitleyici olmasi igin gerek ve yeter sart ¢ = 0 o e olacak
sekilde bir 0 : E — E' izomorfizmi var olmasidur.

ispat.

(1) e: E — Aesitleyici oldugundan, soldaki diyagramin alt1 degismeli olacak sekilde
birtek # : £’ — E morfizmi vardir. ¢’ : E/ — A da esitleyici oldugundan, asagida
soldaki diyagramin iistii degismeli olacak sekilde bir tek 6’ : £ — E’ morfizmi
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vardir.

E E
" |
: e | e
£’ IdEi
v Q v: 07
E A B F A B
e Oé/ e O/

eo(fof)=(eoh)ol =e'0f = eoldugundan diyagramin digi da degismelidir.
Ayrica e o Idg = eve e : EE — A esitleyici oldugundan, Idg'nin tekliginden
0 o6 = Idy elde edilir.

Benzer sekilde sagdaki diyagramdan da 6’ o @ = Idy oldugu gosterilir. Buradan
0 : E' — FE bir izomorfizm ve ¢’ = e o § olur.

Tersine e : £ — A esitleyici ve k : E' — E da e’ = e o k seklinde izomorfizm

olsun. Bu durumda v o f = o' o f olan her X Jy A morfizmi icin@ ==k 1o
olmak tizere,

¢off =co(kob)=(dok)oh=col=f
elde edilir. O halde diyagramin dis1 degismelidir ve
aoe =ao(eok)=(aoe)ok=(a'oe)ok=0do(eok)=ao¢.
Simdi 6 morfizminin tekligini gésterelim. Bir ¢ morfizmi igin ¢’ 0 8" = f olsun,
co(kod)=(cok)ot =¢ o =f
elde edilir. §'min tekliginden de k o §” = 6 olur. Buradan
0" = idp ot = (k' o k)0t =k o (ko) =k of =0

olur ve ¢/ : E' — A morfizmi de esitleyici oldugu elde edilir.

X
0!
' f
E
kx
E—— A “— B
e O/

(2) e : A — FE dual esitleyici oldugundan, asagida soldaki diyagramin alt1 degismeli
olacak sekilde bir tek 6 : £ — E’ morfizmi vardir. ¢’ : A — E’ da dual esitleyici
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oldugundan, asagida soldaki diyagramin iistii degismeli olacak sekilde bir tek 6 :
E’" — E morfizmi vardir.

; b
¢
; e

(0’ 0cf)oe=00(0 oe) =0oe' = eoldugundan diyagramin dig1 da degismelidir.
Ayrica [dgoe = evee: E — A dual esitleyici oldugundan /dg'nin tekliginden
0’ 0 § = Idy elde edilir.

Benzer sekilde sagdaki diyagramdan da 0 o 0’ = Idp elde edilir ve ¢’ = f o e olur.
Tersine e : A — E dual esitleyicive k : E — E’da¢e’ = koe seklinde izomorfizm
olsun. Bu durumda foa = foca'olanher f : A — X morfizmiigin 6 := o k!

olmak tizere,
0'oe = (0ok™)oe' =00 (ko) =0oe=Ff
elde edilir. O halde diyagramin dis1 degismelidir.
doa=(foe)oa=ho(coa)=fo(coa)=(foe)oa =¢ od.
Simdi ¢’ morfizminin tekligini gdsterelim. Bir §” morfizmi igin #” o ¢/ = f olsun,
(0" ok oe=0"0(koe)=0"od = f
elde edilir. f'mn tekliginden de " o k = 6 olur. Buradan
0" =0"oidp =0"0 (kok™) =(0"ck)ok™ =0ok™ =0

olur ve ¢/ : £/ — A morfizmi de dual esitleyici oldugu elde edilir.

X
0!

| /
E

3 X
£ A
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Teorem 3.6.17

(1) Bir morfizm ¢iftinin esitleyicisi olan morfizm monomorfizmdir.
(2) Bir morfizm ¢iftinin dual esitleyicisi olan morfizm epimorfizmdir.

Ispat.

(1) e: E— Abira,a’ : A — B morfizm ¢iftinin esitleyicisi olsun. e'nin monomor-

)

fizm oldugunu gosterelim. r, s : X — F morfizm ¢ifti i¢in e o r = e o s oldugunu
kabul edelim. O halde «vo (eo7r) = (woe)or = (a’oe)or =a’o(eor) olur.
Buradan, e o r = e o 6§ olacak sekilde bir tek 6 : X — FE vardir. Buradan » = 6
olur. Ayricaeo s = eor = e o f oldugundan s = 6 = r elde edilir. Boylece e
monomorfizmdir

e: A — Ebira,d : B — A morfizm ¢iftinin dual esitleyicisi olsun. e'nin
epimorfizm oldugunu gosterelim. r, s : £ — X morfizm giftiiginroe = soe
oldugunu kabul edelim. O halde (r 0 e)oa = ro(eoc ) = ro(eo ) = (roe)od’
olur. Buradan, r o e = 6 o e olacak sekilde bir tek 6 : £ — X vardir. Buradan
r = 6 olur. Ayrica soe = roe = 6 o e oldugundan s = 6 = r elde edilir. Boylece
e epimorfizmdir.

Yukaridaki teoremden bir o, o' : A — B morfizm ¢iftinin esitleyicisinin her za-

man monomorfizm ve dual esitleyicisinin de epimorfizm oldugunu gordiik. Fakat bunun
tersi her zaman dogru degildir. Yani bir morfizm ¢iftinin esitleyicisi veya dual esitleyicisi
olmayan morfizmler de vardir. Mesela Ornek 3.6.5'teki ¢ : Z — Q epimorfizmi dual
esitleyici olamaz. Ciinkii /d : Z — Z morfizmi i¢in /d = 6 o ¢ olacak sekilde § : Q — 7Z
homomorfizmasi yoktur.

1
0 d

B

7
Q 7

¥ o

Tanim 3.6.18

(1) Bir morfizm ¢iftinin esitleyicisi olan morfizme diizenli monomorfizm denir.
(2) Bir morfizm ¢iftinin dual esitleyicisi olan morfizme diizenli epimorfizm denir.

Teorem 3.6.19 A % B % C morfizmler olmak tizere;

(1) B diizenli ve o ekstremal monomorfizmler ise 3 o a da ekstremal monomorfizmdir.
(2) « diizenli ve (3 ekstremal epimorfizmler ise § o o da ekstremal epimorfizmdir.

Ispat.
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(1) g bir r,s : C' — X morfizm c¢iftinin esitleyicisi ve e epimorfizm olmak iizere
£ o a = h o e olsun. Buradan

(roh)oe=ro(hoe)
—ro(Bea)=(rof)oa
—(sof)ea=so(foa)
=so(hoe)=(soh)oe

buradan e epimorfizm oldugundan r o A = s o h olur. § morfizmi 7, s ikilisinin
esitleyicisi oldugundan h = Sok olacak sekilde bir tek £ morfizmi vardir. Buradan
fo(koe)=(Bok)oe= hoe= foave monomorfizm oldugundan koe = «
olur. Ayrica « ekstremal oldugundan da e izomorfizmadir.

(2) abirr,s : X — A morfizm ¢iftinin dual esitleyicisi ve e monomorfizma olmak
tizere § o a = e o h olsun.

eo(hor)=(eoh)or
=(Boa)or=fo(aor)

Bo(aos)=(Boa)os

eo(hos)=eo(hos)

buradan e monomorfizma oldugundan i or = h o s olur. & morfizmi r, s ikilisinin
dual esitleyicisi oldugundan h = k o « olacak sekilde bir tek & morfizmi vardir.
Buradan (eok)oa =eo (koa) =eoh = [ oa ve a epimorfizm oldugundan
e o k = [ olur. Ayrica (3 ekstremal oldugundan da e izomorfizmadir.

Sonug 3.6.20

(1) Her diizenli monomorfizm ekstremal monomorfizmdir
(2) Her diizenli epimorfizm ekstremal epimorfizmdir.

Ispat. A % B morfizm olmak iizere;

(1) « diizenli monomorfizma olsun. /d 4 ekstremal monomorfizma oldugundan o =
« o Id 4 ekstremal monomorfizmadir.

(2) « diizenli epimorfizm olsun. /dp ekstremal epimorfizm oldugundan o = Idp o «
ekstremal epimorfizmdir.

Sonug¢ 3.6.21

(e . . . . . .
(1) A — B epimorfizm ve diizenli monomorfizm ise izomorfizmdir.

[0} . . . . . .
(2) A — B monomorfizm ve diizenli epimorfizm ise izomorfizmdir.

Teorem 3.6.22 A 5 B i C morfizmleri i¢in;
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(1) B bir monomorfizm ve fo« diizenli monomorfizm ise « da diizenli monomorfizmdir.
(2) « bir epimorfizm ve o « diizenli epimorfizm ise [ da diizenli epimorfizmdir.

Ispat.

X Bof

0 \

A—,—B 3 C :

(1) B o a diizenli monomorfizm olsun. Bu durumda /3 o a, bir r, s : C' — D morfizm

¢iftinin esitleyicisidir. Buradan (r o f)oa = ro(foa) = so(foa) = (so o
olur. Ayrica her X 4, B morfizmi icin (rof)of=(sof)ofisero(fof)=
so(B o f)olup o« morfizmi r, s morfizmlerinin esitleyicisi oldugundan o f =
(B o «v) o k olacak sekilde bir tek & morfizmi vardir. Buradan S o f = o (a0 k)
ve 8 monomorfizm oldugundan f = « o k olur.

Bir baska &’ i¢in f = aok’olsaBo f = Bo(aok') = (Boa)ok'olupk =k
elde edilir. Yani k& tek dolayisiyla da o morfizmi r o 8 ve s o 8 morfizmlerinin
esitleyicisi, dolayisiyla da diizenli monomorfizmdir.

(2) B o «a diizenli epimorfizm olsun. Bu durumda g o o, bir r, s : D — C' morfizm

¢iftinin dual esitleyicisidir. Buradan 5 o (aor) = (Boa)or = (foa)os =
f o (aos) olur. Ayrica her B 4, X morfizmi icin fo(aor) = fo(aos)ise
(foa)or = (foa)osolup foamorfizmi r, s morfizmlerinin dual esitleyicisi
oldugundan f o a = ko (5 o ) olacak sekilde bir tek k£ morfizmi vardir. Buradan
foa=(kof)oave«aepimorfizm oldugundan f = k o ( olur.

Bir bagka &’ i¢in f = k' o folsa foa = (K of)oa =k o(Boa)olup k =F
elde edilir. Yani k& tek dolayisiyla da 5 morfizmi a o r ve o o s morfizmlerinin
esitleyicisi, dolayisiyla da diizenli epimorfizmdir.

Tamim 3.6.23 A 5 B bir morfizm olmak iizere;

(1) aile A — 0 — B morfizminin esitleyicisine o morfizminin ¢ekirdegi denir. Bir

morfizmin ¢ekirdegi olan morfizme normal monomorfizma denir.

(2) aile A — 0 — B morfizminin dual esitleyicisine o morfizminin dual ¢ekirdegi

denir. Bir morfizmin dual ¢ekirdegi olan morfizme normal epimorfizm denir.

3.6.3. Parcalanmis morfizmleri

Modiil teoride, bir 0 — A LM % B = 0kisa tam dizisi icin, M'nin A ile B'nin

direkt toplami olarak yazilabilmesi igin gerek ve yeter sart f' o f = Id, olacak sekilde

M i/> A homomorfizmasinin ya da buna denk olarak go ¢’ = Idp olacak sekilde B i; M
homomorfizmasinin bulunmasidir. Kategori teoride de bu tanim, sol ters veya sag tersin
varlig1 seklinde genellenir.
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Tamm 3.6.24 A % Bve B 5 Aiki morfizm olmak tizere, oo = 1d 4 ise, yani asagidaki
diyagram degismeli ise;
Y

B

A/5

A

Id

(1) o morfizmine [3 morfizminin kesiti denir.
(2) B morfizmine o morfizminin dual kesiti ve A objesine de B objesinin retrakti denir.

Bir morfizmin kesit olmasi sol terslenebilir (veya sag ters) olmasi demektir. Sag
ters yerine kesit teriminin kullanilmasinin sebebi bir morfizmin kesitinin her zaman tek
olmamasidir. Mesela Set kategorisinde, f,(z) = (z, a) seklinde tammli f, : X — X x Y
fonksiyonu ile f,(z) = (x,b) seklinde tanimli f;, : X — X X Y fonksiyonu h(zx,y) = =
seklinde tanimli h : X X Y — X fonksiyonu i¢in iki ayr1 kesittir. Ayn1 sekilde dual kesit
de tek olmak zorunda degildir.

Ornek 3.6.25 (1) Set kategorisindeki kesitler bos fonksiyon haricindeki birebir fonk-
siyonlar ve dual kesitler de orten fonksiyonlardir.
(2) Ab kategorisindeki kesitler, goriintiisii deger kiimesinin direkt toplanani olan mo-
nomorfizmler ve dual kesitler de bir projeksiyon doniistimii ile bir izomorfizmanin
bileskesi olarak ifade edilebilen homomorfizmlerdir.

Teorem 3.6.26 A > B £> C morfizmleri igin,

(1) Boa:A— C birkesitise « : A — B da bir kesittir.
(2) aof:C — A birdual kesit ise o : B — A da bir dual kesittir.

Ispat.
(1) Bir C' % A morfizmi igin, Idy = yo (Boa)ise Idy = vyo(foa)= (yof)oa
olup « bir kesittir.
(2) Bir A 2 C morfizmi igin, Idy = (a0 8)oyise Idy = (a0 B) oy =ao (o)

olup « bir dual kesittir.

Teorem 3.6.27

(1) Iki kesitin bileskesi de bir kesittir.
(2) Iki dual kesitin bileskesi de bir dual kesittir.

Ispat.
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(Hh)AS B € iki kesit olsun, bu durumda o o o« = Id4 ve 3 o B = Idp olacak
sekilde o : B — A ve 8’ : C — B morfizmleri vardir. Buradan

(@’of)o(Boa)=ad o(foB)oa=doldgoa=a"oa=1Idy

olup 3 o « bir kesittir.

2) a: B — Avefp : C — B iki dual kesit olsun, bu durumda o o o/ = Id4 ve
B o B = Idg olacak sekilde o/ : A — B ve 8 : B — C morfizmleri vardur.
Buradan

(0605)0(6/00/):&o(ﬁoﬁ’)oa’:ao[dAoO/:aoO/:[dA

Teorem 3.6.28

(1) Her kesit bir diizenli monomorfizmdir.
(2) Her dual kesit bir diizenli epimorfizmdir.

ispat.
(1) A S B kesit olsun. Bu durumda 3 o o = Id 4 olacak sekilde B 2oA morfizmi
vardir. Simdi a'min o o 3 ile Idg morfizmlerinin esitleyicisi oldugunu gésterelim.
X
f
0 \
aof3

A B
« Idg

B

Dogallik: (0o f)oa=ao(foa)=aoldy=I1dgo«

Evrensellik: X % B morfizmi i¢in (o ) o f = Idg o [ olsun. Bu durumda
ao (fof) = foldugundan 6 : X — A morfizmini 0 = [ o f seklinde
tammlanirsa, oo 6 = f olur.

Ayrica baska bir 0" : X — A morfizmi icinde f = a0 0’ olsa,
Qzﬁof:ﬁo(ogoﬁl) = (ﬁO@)OGIIIdAOG/IGI
elde edilir. Dolayisiyla 0 tektir. Boylece o diizenli monomorfizmdir.

(2) A > B dual kesit olsun. Bu durumda o o f = Idg olacak sekilde B L
morfizmi vardwr. Simdi o'nin o ile Idg morfizmlerinin dual esitleyicisi oldugunu
gosterelim.

ﬁ S e}
A B

Ida
0
N

X

A
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Dogallik: o (foa)=(aof)oa=Idgoa=aoldy

Evrensellik: f : A — X morfizmi i¢in f o (f o «) = f o Id olsun. Bu durumda
(fopB)oa = foldugundan 0 : B — X morfizmini 0 = f o [ seklinde

tammlarsak 6 o o = f olur.

Ayrica baska bir 0' - B — X morfizmi igcin de f = 0 o « olsa,
O=fof=0oa)of=00o(aocB)=01Tdg="0
elde edilir. Dolayisiyla 0 tektir. Boylece o diizenli epimorfizmdir.

Sonug 3.6.29

(1) AS B epimorfizm ve kesit ise izomorfizmdir.
(2) A B monomorfizm ve dual kesit ise izomorfizmdir.

Ispat.

(1) A 3 B kesit oldugundan diizenli monomorfizm, dolayisiyla da ekstremal mono-
morfizmdir. Ayrica epimorfizm oldugundan, Teorem 3.6.9'den izomorfizmdir.

(2) A > B dual kesit oldugundan diizenli epimorfizm, dolayisiyla da ekstremal epi-
morfizmdir. Ayrica monomorfizm oldugundan, Teorem 3.6.9'den izomorfizmdir.

Sonug¢ 3.6.30 A % B izomorfizm olmas icin gerek ve yeter sart kesit ve dual kesit olma-
sudr.

Ispat. A % B izomorfizm ise kesit ve dual kesittir. Tersine her kesit monomorfizm oldu-
gundan onceki sonug geregi izomorfizmdir. m

Teorem 3.6.31 A % B izomorfizm olmasi icin gerek ve yeter sart;

(1) monomorfizm ve ekstremal epimorfizm olmasidir.
(2) epimorfizm ve ekstremal monomorfizm olmasidur.

Ispat. Her izomorfizm dual kesit ve kesittir.

(1) Her kesit monomorfizm ve her dual kesit de ekstremal epimorfizmdir. Dolayisiyla
A S B izomorfizm ise monomorfizm ve ekstremal epimorfizmdir.
Tersine Teorem 3.6.9'den A = B monomorfizm ve ekstremal epimorfizm ise izo-
morfizmdir.

(2) Her dual kesit epimorfizm ve her kesit de ekstremal monomorfizmdir. Dolayisiyla
A 3 B izomorfizm ise epimorfizm ve ekstremal monomorfizmdir.
Tersine Teorem 3.6.9'den A = B epimorfizm ve ekstremal monomorfizm ise izo-
morfizmdir.
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Yukaridaki teorem bir monomorfizmin izomorfizm olmasi i¢in gerek ve yeter sarti
Verir.

Sonug olarak bir epimorfizmin izomorfizm olmasi i¢in, monomorfizm olmasinin
her zaman yeterli olmadigini1 daha 6nce gordiik. Fakat bir epimorfizmin (monomorfizmin)
izomorfizm olmasi i¢in kesit (dual kesit), diizenli veya ekstremal monomorfizm (epimor-
fizm) olmas: yeterlidir. Ozetle, asagidaki ¢izelge 6zel monomorfizmler ve epimorfizmler
arasindaki kapsama bagintisidir.

Cizelge 3.1. Ozel monomorfizmler ve epimorfizmler arasindaki kapsama bagntist

1zomor fizm
e N\
kesit dual kesit
] 3
diizenli monomor fizm diizenli epimor fizm
\J 1
ekstremal monomor fizm  ekstremal epimor fizm
! 2
monomor fizm epimor fizm

3.7. Injektif Objeler

Bir fonksiyonun tanim kiimesinin, yapisin1 koruyarak genisletilebilmesi, matema-
tikteki dnemli problemlerden biridir. Bunun modiil teorideki karsilig1 injektiflik kavrami-
dir. Simdi injektifligin kategori teorisindeki genellemesini inceleyelim.

h : A — B bir morfizm olmak lizere, her g : B — X morfizmi i¢in kompozisyon
iyi tanimli oldugundan h* (g9) = g o h seklinde bir h* : Hom (B, X) — Hom (A, X)
fonksiyonu vardir.

Bir X objesiile h : A — B morfizmi i¢in bu h* : Hom (B, X) — Hom (A, X)
fonksiyonu orten ise her f : A — X morfizmi, h morfizmi {izerinden f = g o h seklinde
bir g : B — X morfizmine genisletilebilir demektir. Eger her f : A — X morfizmi her
h : A — B monomorfizmi iizerinden genisletilebiliyorsa X objesine injektif obje denir.
Simdi injektif obje tanimini daha agik verelim.

Tamm 3.7.1 H C Mor (K) ve A bir obje olsun.
Her X L A morfizmi ile her (h : X — YY) € H morfizmi i¢in asagidaki diyagram degis-
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meli olacak sekilde bir g : Y — A morfizmi varsa A objesine H-injektif denir.
A

f

Y

X
heH

Ozel olarak # biitiin monomorfizmler olarak alinirsa -injektif yerine sadece in-
jektif obje denir.

Teorem 3.7.2 H C Mor (K) olmak iizere, her bitis objesi H-injektif objedir.

Ispat. T bitis objesive A A BeH A 2 T olsun. T bitis objesi oldugundan Hom (A, T')

ve Hom (B, T) birer elemanlidir. Buradan Hom (A, T) = { f} olur. Ayrica Hom (B, T) =
{g} olsun. go h € Hom (A, T) = {f} oldugundan f = g o h olur. Boylece T objesi

‘H-injektif objedir. m

Teorem 3.7.3 H-injektif bir objenin her retrakti da H-injektiftir.

Ispat. A, H-injektif ve A = B bir dual kesit olsun. Bu durumda v o s = Idg olacak
sekilde bir B > A vardr. Her X ENyS morfizmi ile (X KR Y) €Higinsof : X - A

ve A, H-injektif oldugundan so f = goh olacak sekilde Y 2> A morfizmi vardwr. Buradan
f=1Idgof=(rosjof=ro(sof)=ro(goh)=(rog)oh

olur. Dolayisiyla B de H-injektiftir. m

Teorem 3.7.4 H bir K kategorisindeki biitiin kesitler sinifi olsun. Bu durumda her K-obje
‘H-injektiftir.

ispat. Her X % A morfizmive X 7 Y kesitiicin, koh = Idy olacak sekilde bir Y = X
morfizmi vardir. Buradan g := fokalinirsa f = fo(koh) = (fok)oh=gokolur
Boylece A, H-injektiftir. m

Yukaridaki teoremden dolay1 bir objenin injektif oldugunu gostermek i¢in, kesit
olmayan monomorfizmler sinifina bakmak yeterlidir.

Ornek 3.7.5 Ab kategorisinde injektif objeler béliinebilir Abel gruplaridir.

A boliinebilir Abel grubu olsun. Her Abel grubu bir Z-modiildiirv. Dolayisiyla modiiller
icin injektiflik kriteri olan Baer kriterini uygulayalim. n € 7Z i¢in, f : nZ — A homo-
morfizma olsun. A = nA oldugundan f (n) = nb olacak sekilde b € A vardir. Buradan
[ Z — A homomorfizmasi f (1) = b seklinde tammlanabilir ve her na € nZ i¢in,
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f(i(na)) = f(na) = nab = f (na) olur. Boylece Z'nin her idealinden A'va tanimli her
homomorfizma Z'den A'ya bir homomorfizmaya genisletilmis oldu. Dolayisiyla A injektif
objedir.

Ornek 3.7.6 Ornek 3.1.2'deki Grp kategorisinde tek injektif obje bitis objesi olan birim
gruptur.

A'min birimden farkli, injektif bir grup oldugunu kabul edelim. Bu durumda birimden
Sarkli bir w € A vardwr ve f (m) = w™ seklinde bir f : 7. — A homomorfizmasi tanim-
lanabilir. k > N bir kardinal say1 ve A, da kardinalitesi k olan kiimenin sonlu alterne
grubu olmak iizere, h : 7. — A, monomorfizmasi i¢in A injektif oldugundan f = go h
olacak sekilde bir g : A, — A homomorfizmast vardw. Buradan e # w = f (1) =
g(h(1)) olup h (1) ¢ Ker (g) olur. Galois teoreminden A, basit grup, Ker (g) < A,
ve Ker(g) # Ay oldugundan Ker (g) = {e} olur. Béylece g : A, — A monomor-
fizma olur ve buradan da Kard (A,) < Kard (A) dir. Halbuki k > Kard (A) segilirse
Kard(Ay) > k > Kard (A) geliskisi olusur. Bu ¢eliski A'nin birimden farkli, injektif bir
grup oldugu kabuliinden ¢iktigina gére boyle bir grup olamaz.

Modiil teorideki genis alt modiil kavraminin genellemesi olarak asagidaki tanim
verilebilir.

Tanim 3.7.7 H C Mor (K) ve <A 5 B> € H olsun. Her B : B — X morfizmi igin

Boa € Hiken 3 € H oluyorsa o morfizmine H—genis morfizm denir. Ozel olarak H
monomorfizmler sinifi alinirsa H—genis yerine genis morfizm denir.

Teorem 3.7.8 A% B % C birer ‘H-genis morfizm ise [ o o da H-genis morfizmdir.

ispat. C & D morfizmi i¢in y o (foa) = (yo3) o a € H olsun. Buradan o ve 3
sirastyla H-genis olduklarindan yo 5 € ‘H ve v € H elde edilir. Boylece o o da H-genis
morfizmdir. m

Teorem 3.7.9 A % B 2 C birer morfizm olsun. 3 o « genis ise 3 da genis morfizmdir.

ispat. C 5 D morfizmi i¢in v o 8 monomorfizm olsun. 3 o o genis oldugundan mo-
nomorfizm olur. Béylece o da monomorfizm olur. Buradan (vy o ) o = yo (o «) da
monomorfizmdir. oo genis oldugundan v monomorfizm olur. Béylece [3 da genis morfizm
olur. m

Teorem 3.7.10 Her izomorfizm genis morfizmdir.

Ispat. A 5 B izomorfizm, 3 o o monomorfizm ve o r = 3 o s olsun. Bu durumda
(Boa)o(a™tor)=(Boa)o(atos)olur. 8oamonomorfizm oldugundan, o=t or =
a~!o s, buradan da r = s bulunur. Bdylece 3 da monomorfizm olur. Dolayisiyla o genis

morfizmdir. m
Ornek 3.7.11 Vec kategorisindeki genis morfizmler izomorfizmlerden ibarettir.
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a V. — W birebir lineer doniisiim olsun. o'mn orten olmadigint kabul edelim. O
zaman bir w € W ve her v € V igin o (v) # w olur. Bu durumda W = (w) & W' olacak
sekilde W' alt uzayr vardur.

Ayrica Im (o) € W olur: Ciinkii bir vg € V i¢in o (vy) = kw € (w) olsa, a (k™ vg) =
k~'kw = w olurdu.

B W — W lineer doniisiimiinii [ (x) = voweW seklinde tanimlayalim
' 0 ze€(w) '

Buradan Ker (B) = (w) # 0, diger taraftan Ker (o a) = Ker (a) = 0 elde edilir.
Dolayisiyla B o o monomorfizm olur. o genis morfizm oldugundan 3 monomorfizm olur.
Bu da w'nun segimiyle ¢elisir ve o 6rten dolayisiyla izomorfizmadir.

Ornek 3.7.12 Set kategorisindeki genis morfizmler birebir fonksiyonlar ve ) — {a} sek-
lindeki fonksiyonlardur.

Teorem 3.7.13 A injektif obje olmak iizere, A = B morfizmi genis ise izomorfizmdir

Ispat. A injektif oldugundan I/d4 = ¢ o « olacak sekilde g : B — A morfizmi vardur.
Buradan « dual kesit olur. Aynit zamanda monomorfizm oldugundan izomorfizmdir. m

Modiil teorisindeki injektif hull kavraminin genellemesi olarak asagidaki tanim
verilebilir.

Tamim 3.7.14 B injektif bir obje olmak iizere A = B seklinde bir H-genis morfizmine
A'min H-injektif hull'u denir.

Ornek 3.7.15 Vec kategorisinde 1d 4 birim morfizmi A'mn injektif hull'udur.

Ornek 3.7.16 Ab kategorisinde i : 7. — Q morfizmi injektif hull'dur.
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4. FUNKTORLAR

Tanim 4.0.17 K ve L iki kategori ve F : K — L da K'nin her A, B, C objesini L'nin

FA, FB, FC seklinde birer objesine déniistiiren ve IC'nin her A = B L\Ys! morfizmini
de;

(1) L'nin, F (A 2 ph C) = FADS rB 28 FC seklinde birer morfizmine do-
niistiiren bir doniisiim olmak iizere,
Fi: F(Boa)=FpoFa
Fy: Fldy = Idra
ozelliklerini saglarsa bu F : I — L doniigiimiine kovaryant funktor ya da kisaca
funktor denir.
(2) L'nin, F (A LAy C) —rc ¥ rB %8 FA seklinde birer morfizmine do-
ntistiiren bir doniisiim olmak iizere,
Fl: F(Boa)=FaoFp
Fy: Fldy = Idza

ozelliklerini saglarsa bu F : K — L déniisiimiine kontravaryant funktor denir.

Bir funktoru tanimlarken sadece morfizmleri nasil doniistiirdiigiinii bilmek yeterli-
dir. Ciinkii her objeye karsilik birim morfizm var oldugundan objeleri nasil doniistiirdiigii,
birim morfizmi nasil doniistiirdiigii ile tanimlanmais olur.

Teorem 4.0.18 F : K — Lile G : L — M iki funktor olmak iizere GF (A L\ B) -

GFAYL GFB seklinde tamimlanan GF : KK — M bir funktordur.

Ispat. C'ninher A 5 B 2 morfizmi icin,

Fi: GF(foa)=G(F(foa))=G(FBoFa)=GFBoGFa
Fy: GFIdy = Gldrs = ldgra

oldugundan GF : K — M bir funktordur. m
Tanim 4.0.19 Yukaridaki gibi tanimlanan funktora bileske funktor denir.

Iki kontravaryant funktorun bileskesi de benzer sekilde tanimlanabilir ve bir ko-
varyant funktordur. Bir kovaryant funktor ile bir kontravaryant funktorun bileskesi kont-
ravaryant bir funktor olur.

Funktorlar bir kategorideki objeleri baska kategorideki objelere ve morfizmleri
de morfizmlere tasiyan fonksiyonlardir. Fakat gerekmedik¢e fonksiyonlarda oldugu gibi
F (a) : F(A) — F (B) seklinde parantezler kullanilmaz. Bunu yerine Foo : FA — FB
seklinde bir gosterim daha sade ve anlasilirdir. Benzer sekilde iki funktorun bileskesi de
GF seklinde gosterilir.
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Ornek 4.0.20

(1) I bir kategori olsun. idy (A = B) = A % B seklinde tanimlanan idy - KK — K
bir funktordur.

(2) K, L iki kategori ve X, L'nin objesi olsun. X (A et B) - x ¥ x seklinde
tammlanan X : KC — L bir funktordur.

(3) ¢ : G — H bir grup homomorfizmasi olsun. Eger G ve H, Ornek 3.0.23'teki gibi
birer objeli kategori olarak diisiiniiliirse, ¢ : G — H de bir funktordur.

Ornek 4.0.21 (Unutkan funktor) Gruplar: kiimelere ve homomorfizmalar: da bu kiime-
ler arasindaki fonksiyonlara doniistiiren U = Grp — Set bir funktordur. Kiime iizerindeki
vapiyt kaldirdigindan bu funktora unutkan funktor denir. Benzer sekilde Ring, T op, Vec, Rel
vs. kategorilerinden Set kategorisine unutkan funktor tanimlanabilir.

Ornek 4.0.22 (Goriintii ve ters goriintii funktoru)

(1) Pa(X), X kiimesinin « altindaki goriintiisii ve PA da A kiimesinin kuvvet kii-
mesi olmak tizere P (A 5 B) = PAX PB seklinde tamimli P : Set — Set

doniigiimii bir funktordur.
(2) Qu(X), X kiimesinin o altindaki ters goriintiisii ve QA de A kiimesinin kuvvet

kiimesi olmak tizere Q (A N B) = 0B ¢ QA seklinde tanmimli Q : Set — Set
dontistimii kontravaryant bir funktordur.

Ornek 4.0.23 [A, A], bir A grubunun komiitatérii olmak iizere
A (A ER B) =Af: A/[A, A — B/[B, B] seklinde tanimlanan

A Grb — Ab funktordur. Komiitatoriin goriintiisii de komiitator oldugundan
Af (a+[A, A]) = f (a) + [B, B] seklinde tammili Af iyi tanimlidur:

Ornek 4.0.24 (Tensor) R-Mod kategorisinde, her X objesi i¢in (1x ® f) (xr ®a) =
r ® f(a) olmak iizere, (1x ® —) (Ai> B> =1lx®f: X®A - X ® B seklinde
tammlanan 1x @ — : R-Mod — R-M od bir funktordur:

Her AL B % R-homomorfizmi ve her t ® a € X ® A igin,
Fli

(Ix®(gof))(x®a)=z® (g0 f(a)) =2 ®(9(f(a)))
= (x®g)(r® [f(a))
=(Ix®@9)(X© f(z®a)
= (Ix®@9)o(Ix® f)) (x©a)

Buradan 1x @ (go f) =1x ® go X @ f olur.
Fo: (Ix ®Ida) (x®a) =2 ® Ids(a) = x ® aoldugundan 1x & Ids = Idxga olur.
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Bir K kategorisi verildiginde, objeleri ve morfizmleri K'nin morfizmlerinden olu-
san kategoriler olusturulabilir.

Tamim 4.0.25 C bir kategori ve A da obje olmak iizere, K/ A kategorisi su sekilde tanim-
lanir.

Ob: Ob(KC/A) = Hom (—, A) yani A'ya giden biitiin morfizmler obje,
Hom: Her X =5 AY N objesi i¢in

Hom(X&A,YLA) — {f € Homx (X,Y) |a=fof}

Id: Birimi K kategorisindeki birim
o: Kompozisyon da IC kategorisindeki kompozisyon.

Ornek 4.0.26 KC/ A kategorisinde her X — A objesi i¢in
U (X = A> —XveX v morfizmi i¢in,

U (X SN Y) = (X AN Y) seklinde tammmlanan U : K/ A — K bir funktordur.

Tamim 4.0.27 KC bir kategori ve A da obje olmak iizere, A/ K kategorisi su sekilde tanim-
lanir.

Ob: Ob(A/K) = Hom (A, —) yani A'dan tanimh biitiin morfizmler obje,
Hom: Her A %5 X, A Ly objesi i¢in

Hom(Ai>X,A$Y> = {f € Homg (X,Y) | foa =}

Id: Birimi K kategorisindeki birim,
o: Kompozisyon da K kategorisindeki kompozisyondur.

Ornek 4.0.28 C bir kategori ve A bitis objesi olmak iizere, her X objesi iin,
F(X) = (X — A) ve her X Ly morfizmi igin, .7:<X i>Y> = <X L>Y)
seklinde tammlanan F : K — A/K bir funktordur.

4.0.1. Hom funktorlari

Teorem 4.0.29 [C bir kategori ve A da bir objesi olsun.

(1) Her B LY, morfizmi igin,
Hom (A, —) <B LA C) = Hom (A, B) 1o A9 i om (A, C)

seklinde tanimlanan, Hom(A, —) : K — Set doniisiimii bir funktordur. Burada
Hom (A, B) (o) := foa € Hom (A, C)'dir.
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(2) Her C 4B morfizmi igin,

HomBA

Hom (—,A) (CgB):Hom(B,A) Hom (C, A)

seklinde tammlanan Hom(—, A) : K — Set doniisiimii kontravaryant bir funk-
tordur. Burada Hom (3, A) (o) = ao B € Hom (C, A)'dur:

ispat.
(1) Fi: Her A> B icin;

Hom (A, =) (yoB)(a) = Hom(A,vyop)(a)
= (yoB)oa=yo(foa)
= Hom (A,7)(foa)
= Hom(A,~) (Hom (A, ) (a))
= (Hom (A, —)(y) e Hom (A, ) (8)) (a)

oldugundan, Hom (—, A) (yo 8) = Hom (—, A) (v)oHom (—, A) (B) olur.
Fy: Her X = Aicin
Hom (A, =) Ida(a) = Hom (A, Idy) (o) = ldpoa =«

oldugundan Hom (A, —) Ids = Idgom(a,—) olur.
Béylece Hom(A, —) : K — Set doniisiimii bir funktordur.

F\: Her B> Aicin
Hom (=, A)(Bov)(a) = Hom (5o, A)(a)
= ao(foy)=(aof)o
= Hom(y,4)(a0p)
= Hom (v, A) (Hom (8, A) (a))
= (Hom(—,A)(y) e Hom (=, A)(f)) (a)
oldugundan, Hom (—, A) (B o) = Hom (—, A) (v)oHom (—, A) (B) olur.
Fy: Her X 5 Aicin
Hom (—,A)Ids (o) = Hom (Ida, A) (o) =aolds =«
oldugundan Hom (—, A) Ida = Idgom(— A olur.
Béoylece Hom(—, A) : K — Set doniisiimii kontravaryant bir funktordur.

Yukaridaki teoremin uygulamasi olarak, matematikte kullanilan asagidaki 6rnegi
verelim.

Ornek 4.0.30 (Dual uzay funktoru) Vec kategorisinde A = H om (A, R) ve
a(f:A—R) = foaolmakiizere (") (a: A< B) = & : A — B seklinde tanimli
(™) = Vec — Vec doniisiimii kontravaryant bir funktordur.
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4.0.2. Ters kategori

AS B £> C' birer morfizm olmak iizere, bu morﬁgn\ll/erden, & : A<« Bve
B : B + C seklinde morfizmler elde edilebilir. Bu durumda S o o : A — C morfizmi de
&: B : A + C seklinde bir morfizm olur. Boylece verilen bir kategorideki morfizmleri ve
kompozisyonu ters ¢evirerek ayni objelerle yeni bir kategori insa edebiliriz.

Tanmim 4.0.31 (Ters kategori) K = (Ob, Homy, Id, o) bir kategori olmak iizere;
KP= (Ob, Homycop, Id, ;) kategorisi su sekilde tanimlanr.

Ob: Ob(K°P) = Ob(K)

Hom: her A, B ojesi i¢in Homyor (A, B) = Homy (B, A)

Id: birim morfizmler K'deki birim morfizmler

;2 her A, B, C objesi ve her « € Homyer(A, B) ve 8 € Homyor(B,C) morfizmi igin
B;a=aof

Ornek 4.0.32 KC bir kategori olsun. Opx (a: B — A) = a%? : A — B seklinde tanim-
lanan Op : K — K bir kontravaryant funktordur.

F : K — L kontravaryant bir funktor ise bu F : K? — L seklinde kovaryant
funktor olarak da diisiiniilebilir.

Ornek 4.0.33 Set® kategorisinin morfizmleri o : A < B seklinde gosterilen ama tanim
kiimesi A ve deger kiimesi B olan fonksiyonlardw. B : B < C olmak iizere, her x € A

icin x;o; = (o B) (z) = (Boa) (z) = B (a(x)) olur

Ornek 4.0.34 P = (P, <) bir yart sirali kiime olmak iizere PP = (P, >)'dir.

Ornek 4.0.35 M = (M, -) bir monoid ve a x b = b - a olmak iizere M = (M, x)'dur.
Teorem 4.0.36 Funktorlar izomorfizmi korur.

Ispat. K, £ iki kategori, F : K — L bir funktor ve A % B de bir izomorfizm olsun. Bu
durumda

Fla) o F ()= F (o 0a) = F(Ids) = Iz
Fla)oF (o) = F(woa™) = F () = ldr

olup F («) da izomorfizmdir. m
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4.1. Kategorilerin Denkligi

Bir kategoride iki objenin denk olmasi aralarinda terslenebilen bir morfizmin var
olmasi seklinde tanimlanmigsti. Benzer sekilde iki kategorinin denk olmasi da aralarinda
terslenebilen bir funktor bulunmasiyla tanimlanabilirdi. Fakat bu ¢ok 6zel bir tanimlama
olur. Bunun yerine iki kategorinin izomorf olmasi ve denk olmasi gibi iki farkli kavram
tanimlanmastir.

Kategorilerin izomorflugu objelerin izomorflugu gibi tanimlanir. Fakat denklik ta-
nimi biraz daha geneldir.

Tamm 4.1.1 Bir G : L — K funktoru icin GF = idyx ve FG = id; oluyorsa F : K — L

Sfunktoruna izomorfizm ve IC ile L ye de izomorf kategoriler denir.

F : K — L funktoru izomorfizm ise GF = idy olacak sekilde G : L — K
funktoru tektir. Dolayisiyla 71 : £ — K seklinde gosterilebilir.

Teorem 4.1.2 K ve L iki kategori olmak iizere;
(1) idx : K — K izomorfizmdir.

(2) F : K — L izomorfizm ise F~1 : L — K de izomorfizmdir.
3) F:K— LveG: L — M birer izomorfizm ise GF : K — M de izomorfizmdir.

Ispat. Tanimdan kolayca elde edilir. m

Sonug 4.1.3 Kategoriler arasindaki izomorf olma bagintisi bir denklik bagintisidr.
Ornek 4.1.4 Ab ile Z-mod kategorileri izomorfiur.

Ornek 4.1.5 R-mod ile mod-R kategorileri izomorfiur.

Tamm 4.1.6 Asagidaki sartlar: saglayan F : K — L funktoruna denklik ve K ile L'ye
de denk kategoriler denir.

Faithful: Her A, B € Ob(K) ve her a, o/ € Homy (A, B) i¢in Fa = Fo' iken o = o

Dolu: Her A, B € Ob(K) ve her § € Hom, (FA, FB) i¢cin Fa = 3 olacak sekilde bir
a € Homy (A, B) var.

[zomorfizm yogun: Her B € Ob (L) i¢in F Aile B izomorfolacak sekilde bir A € Ob (K)

var.
Ornek 4.1.7 Her izomorfizm bir denkliktir.

F : K — L bir izomorfizm olsun.

Faithful: Her A, B € Ob(K) ve her o,o/ € Homy (A, B) i¢in Fa = Fo' olsun. Bu
durumda o = F 1 Fa = F1Fa = o olur.
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Dolu: Her A, B € Ob(K) ve her 3 € Hom, (FA, FB) i¢cin FF '3 = 3 olur.
izomorfizm yogun: Her B € Ob (L) i¢in FF~'B = B olur.

Bir 7 : K — L funktorunun dolu ve faithful olmasi K'deki her A ve B objesi

ile £'deki FA % FB morfizmine karsilik C'de Foo = 3 olacak sekilde bir tek A = B
morfizminin bulunmasidir. Fakat £'de, K'nin hi¢bir @ morfizmi i¢in Fa = [ olmayan (8

morfizmi bulunabilir. 'nin izomorfizm yogun olmasi L'nin her C % D morfizmi icin
epo Fao 551 = B olacak sekilde K'nin bir A % B morfizmi ile ¢ : FA — C ve
ep : FB — D izomorfizmlerinin varligini1 garanti eder.

Ornek 4.1.8 Ornek 3.0.31'teki Mat kategorisiyle sonlu boyutlu vektor uzaylar: katego-
risi denktir.

sVec sonlu boyutlu vektor uzaylari kategorisi olmak iizer F : Mat — sVec funktorunu
F(n) =R"ve

T T
F(Apsem) | 2| = [Ansem] |
T, T,

seklinde tamimlayalim. Her lineer doniisiime karsilik bir tek matris var oldugundan F
faithful ve doludur.

Ayrica ayni boyutlu vektor uzaylari izomorf olduklarindan, her V' vektor uzayt igin
F (boy (V) = RV) =V olur. Boylece F izomorfizm yogundur. Fakat izomorfizm
degildir. Ciinkii R*YY) £V olabilir

Teorem 4.1.9 C ve L iki kategori olmak iizere;

(1) idx : K — K denkliktir.
(2) F: K — Ldenklikise G : L — K seklinde bir denklik vardir.
3) F . K— LveG: L — M birer denklik ise GF : K — M de denklik.

ispat.

(1) idi : K — K izomorfizm oldugundan denkliktir.
2)
€A
A— FA A

|

|
Fa '«

v

B—— FB B
€B

p

F izomorfizm yogun oldugundan, her A, B € Ob (L) i¢in F A ile A ve FB' ile B
izomorf olacak sekilde birer A', B' € Ob (KC) vardw: Bu izomorfizmleri A =3 F A’
ve B 8 FB' seklinde gosterelim. L'deki her A % B morfizmi icin s o foe;! €

50



Hom (FA', FB') olur. F dolu ve faithful oldugundan Fo = cgo Boc" seklinde
bir tek A’ % B' morfizmi vardir. G : L — K doniisiimiinii G (A 2 B) A5
B’ seklinde tanimlayalim.

Bu bir funktordur. Ciinkii, FG3 = Fa = cpo oe," oldugundan;

F1:

]—“g(A&BiC) =ccofBoaoey' =ccofBoczoepoane,’
= FGBoFGa = F (GBoGa)

olur. F faithful oldugundan G ( o o) = G5 o Go olur:

Fo: FGIdy = EAO[dAO{:“Zl = sAoazl = Idy = Fldga ve F faithful oldugundan
Ids = Idga olur.

Ayrica G : L — K funktoru da bir denkliktir. Ciinkii GFa = G (53 ofo 621) =
GepoGBoGe,! = GepoaoGey oldugundan, her A, B € Ob (L) ve GA > GB
icin, GFa = Qggoozogggl olur. Buradan da G (51’31 oFao 5A) = gggl oGFuo
Gea = aolur. Béylece G doludur. Ayrica G = « ise 530505;1 =FGp=Fa=
epocy'oFaoeq0e," olur Buradan 3 = ' o Faoe 4 olur. Boylece e ' o Farog 4
tektir. Dolayisiyla G faithfuldur. Her A’ € Ob (K) i¢in

(3) G ve F dolu ve faithful oldugundan, her A, B € Ob (K) igin, her GFA 2> GFB
morfizmine karsilik bir tek F A 2 FBve bir tek A > B vardr Dolayisiyla GF
de dolu ve faithful olur.
Ayrica G ve F izomorfizm yogun oldugundan, her C € Ob(M) i¢in C ile GB
izomorf olacak sekilde bir B € Ob(L) ve B ile F A izomorf olacak sekilde bir
A € Ob(K) vardir. Dolayisiyla C' ile GF A izomorf olur. Béylece GF de izomor-
fizm yogundur.

Sonuc 4.1.10 [C ile L arasindaki bu baginti bir denklik bagintisidir.
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5.DOGAL DONUSUMLER VE LiMiT
5.1. Dogal Doniisiimler
Tanim 5.1.1

(1) F:K = LveG:K — L iki funktor olsun. KC'nin her A = B morfizmi igin
nBo]:<Aﬂ>B) :g<A£>B)o77A

olmak iizere, (]: A4 QA)A o8 seklindeki L-morfizmler ailesine F'den G'ye
€

bir dogal doniisiim denir ve 1 : F = G seklinde gosterilir.
(2) Her A € Ob(K) i¢cin FA 3 GA morfizmi izomorfizm ise (.FA 24 QA)

A€Ob(K)
ailesine dogal izomorfizm denir ve 1 : F = G seklinde gosterilir.

Ornek 5.1.2 K bir kategori ve X EN Y, B 5 A birer morfizmi olsun.

«

A B
Hom(a, X)
X Hom(A, X) Hom(B, X) Hom(—, X)
f Hom(A, f) Hom(B, f) Hom(—, f)
Y Hom(A,Y) Hom{o ) Hom(B,Y) Hom(—,Y)
Hom(A, —) > Hom(B, —)
Hom(a, —)

h o
Her A — X morfizmi igin,

Hom(B, f) o Hom(a, X)(h) = Hom(B, f)(h o «)
=fo(hoa)=(foh)ou
= Hom(a,Y)(foh)=Hom(a,Y)o Hom(A, f)(h)
oldugundan

Hom(a,—) : Hom(A,—) = Hom(B,—)
Hom(—,f) : Hom(—,X)= Hom(—,Y)

birer dogal doniisiimdiir.
Ornek 5.1.3 K degismeli halka ve K* = {k € K | k™' € K} olsun. f : K — K' halka

homomorfizmast icin f* : K* — K™ grup homomorfizmasini f* = f|g+ seklinde tanim-
layalim. Bu durumda (*) : CRng — Grp bir funktor olur.

52



GL,f (laij]) = [f (ai;)] olmak iizere, GL, f : GL,K — GL,K' seklinde tanimlh GL,,
CRng — Grp bir funktordur.

detK
K GL,K — K*
fl GL.f hf*
K/ GLnK/ N Kl*
etK/

f: K — K’ halka homomorfizmasi oldugundan

detr o GLy f ([aig]) = detr ([f (aig)]) = [* (det ([ais]))

olur. Dolayisiyla dety = GL,, = (*) bir dogal doniisiimdiir.

5.2. Adjoint Funktorlar

Vektor uzayi, serbest grup, serbest modiil kavramlarinin kategorik olarak genelle-
mesi, asagidaki gibi verilebilir.

Tamm 5.2.1 U : K — L faithful funktor olmak iizere, A, KC'nin bir objesi ve X = U A bir
L morfizm olsun. Eger K 'nin her B objesi ile L'nin her X ENY):; morfizmiicin f = U fou
olacak sekilde bir tek A LB morfizmi varsa A'va X iizerinde serbest obje denir.

X ——uA

i
\ ui g
¢ B

uB

Simdi, aralarinda bir &/ : K — L faithful funktoru olan £ ve K kategorileri ara-
sinda bir funktor tanimlayacagiz. Bu funktor £'nin her X ve Y objesini, K'nin F X ve FY
ile gosterecegimiz serbest objelerine gotiiren doniisiim olacaktir. Buradan X % U/ F X ve

Y 5 UFY morfizmlerini kullanarak, £'nin her X 2 Y morfizmine karsiikvo f : Y —
UFY morfizmi bulunur. Serbest obje tanimidan L'min v o f morfizmine karsilik X'nin

bir tek FX i> FY morfizmi vardir.

X ——uUA A
/ uif)  if
Y L;B lv3




Teorem 5.2.2 (Serbest funktor) Yukaridaki gibi F (X EN Y) - rx L ry seklinde
tamimlanan F : L — K bir funktordur.

Tabanin her fonksiyonu uzayin bir lineer doniisiimii ve uzayin her lineer dontistimii
tabanin bir fonksiyonudur. Bu sayede kiimeler ile vektor uzaylari arasinda bir iliski kurul-
mus olur. Benzer sekilde Grp, Ab, R-M od gibi kategorilerle kiimeler arasinda da serbest
objeler sayesinde bu iligki kurulmus olur.

Bu kisimda ise bu iligkiyi daha genel olarak inceleyecegiz. U : K — Set unutkan
ve F : Set — K serbest funktorlar olsun. A bir kiime ve B de K'nin bir objesi olmak iizere,

evrensellik dzelligi geregi, her f € Hom (A,UB) morfizmine karsihk f = U( f)ou
olacak sekilde bir tek f € Hom (FA, B) morfizmi vardir.

Boylece Hom (A,UB) ile Hom (F A, B) arasinda birebir esleme elde edilir. Ayrica bu
eslesme dogaldir. Yani bu eslesmeyi a5 : Hom (A, UB) — Hom (FA, B) seklinde
birebir orten fonksiyonla gosterirsek;

A degiskenine gore dogallik: Her A’ = A fonksiyonu igin,

o
Hom(A,UB) —22- Hom(FA, B)

Hom(a,UB)

hHom(}"a, B)

Hom(A',UB) —— Hom(FA', B)
A'B

diyagrami degismelidir. Ciinkii f € Hom (A,UB) igin,

/

A UFA FA

«Q UF« Fa

AL yra FA

\ U@ap(f))Pas(f)

UB B
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yukaridaki diyagramdan ® 45 (f o o) = ® 45 (f) o Fa olur. Buradan,

Hom (Fa,B)o®up(f) =Pap (f) o Fa=Pup(aof)
= (I)A’B (Hom (CE,Z/[B) (f))

olur. Buradan da Hom (Fa, B) o ®ap = ® a3 0 Hom (a, U B) olur.
B degiskenine gore dogallik: Her B 2 B’ morfizmi icin,

o
Hom(A,UB) —2Z

Hom(FA, B)

Hom(A,U(B))

‘Hom(}"A, B)

Hom(A,UB') —— Hom(FA, B')
AB/

diyagrami degismelidir. Ciinkii f € Hom (A,UB) igin,

AL yra FA

\ UG an(F) Dan(f)

UB B

UB o«
Uup p
UuB’ B’

yukaridaki diyagramdan ® o5 (U5 0 ) = 5 0 ® 45 (f) olur. Buradan,
Hom (FA, 8) 0 @45 (f) = Bo®ap () = ®ap UB o )
= Qap (Hom (A,UB) (f))

olur. Buradan da Hom (F A, 8) o ®4p = ®ap 0 Hom (A,Uf) olur.
Tanmm 5.2.3 F : K — Lve G : L — I birer funktor olsun.

{Hom (A,GB) % Hom (FA, B)}
A€Ob(K),BEOb(L)

fonksiyonlar ailesi

* Her A € Ob(K), B € Ob(L) igin birebir ve irten ise

» A degiskenine gore dogal ise yani K 'deki her (A’ LAEN QB) morfizmleri i¢in
Oyp(foa)=Pap(f)o Faise

* B degiskenine gore dogal ise yani L'deki her (f A% Bl ) morfizmleri i¢in

Ok (Bog) =GBo Dk (g) ise



(1) F funktoru G funktorunun sol adjointi denir.
(2) G funktoru F funktorunun sag adjointi ya da kisaca adjoint denir.

Ornek 5.2.4 R-Mod kategorisinde, her X objesi icin — ® 1x : R-Mod — Ab funktoru
Hom (X, —) : Ab — R-Mod funktorunun sol adjointidir.

Her f : A — Hom (X, B) homomorfizmasi igin f(a,z) = f(a)(x) seklinde tanim-
lanan f : A x X — B bilineer doniisiim oldugundan, buna karsilik bir tek ® o5 (f) :
A® X — B grup homomorfizmast vardur.

A degiskenine gore dogallik: KC'deki her (A’ LAJRER QB) morfizmleri ve
a®r e AR X igin

Pap(f)o(a®lx)(@a@r) = Cap (f) (a(a) @) = Pap (f (a(a),z))
=®up((foa)(a,z) =Pap(foa)la®)

olur.
B degiskenine gore dogallik: L'deki her (.7-" AL BS B ) morfizmleri ve a € A i¢in

Hom (X, B) o @3 (9) (a) = B0 (45 (9) (a)) = Py (B0 g) (a)

olur.

Ornek 5.2.5 U : Ab — Grb unutkan funktoru Ornek 4.0.23'deki A : Grb — Ab funkto-
runun adjointidir.

f:A—UBalalimve 5 (f) = AA — B homomorfizmini

Dap (f) (A/[A, A]) = [ (A)

seklinde tamimlayalim. f ([A, A]) = [f (A), f (A)] CUB oldugundan f ([A, A]) = {ea}
olur. Dolayisiyla ® s (f) ivi tammhidir: Buradan ® 45 : Hom (A,UB) — Hom (AA, B)
fonksiyonu da iyi tamimhdur. Ayrica ® 3 (f) (A) = f (A/[A, A)) fonksiyonu da tersidir.

Teorem 5.2.6 G : L — K funktorunu F : K — L funktorunun ve G' : M — L funktoru
da F' : L — M funktorunun adjointi olsun. Bu durumda G'G de FF' funktorunun
adjointidir.

Ispat. Hom (A, GB) 248 Hom (FA,B) ve Hom (A,G'B) P58 Hom (F'A, B) dogal

izomorfizmler olsun. Bu durumda @', o ® o de dogal izomorfizm olur. Dolayisiyla G'G
de FF' funktorunun adjointidir. m

5.3. Limit

Simdiye kadar bir¢ok kategorik kavrami degismeli diyagramlarla tanimladik. Sim-
di diyagramin kategorik tanimini verelim ve diyagramin degigsmeli olmasini tanimlayalim.
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Tanim 5.3.1

(1) D : 71 — K bir funktor olmak iizere D'yve K iizerinde bir diyagram, I'va da diyag-
ramin semasi denir.

(2) Semasindaki iki obje arasinda en fazla bir morfizm olan diyagrama degismeli di-
yagram denir.

Sema, kiimelerdeki indis kiimesi kavraminin genellemesidir. Bu yiizden ¢ogu za-
man ¢ objesi i¢in D (i) yerine D; ve (D;);c oy yerine kisaca (D;),;, gosterimini kulla-
nacagiz.

Tamm 5.3.2 (Limit) D : Z — [C bir diyagram olmak iizere, asagidaki iki 6zelligi sagla-

yan (L R Ai> ailesine D'nin limiti denir.
1€

Dogallik: Z'daki her 1 BN J morfizmi i¢in, D (z — j) o = ay.

X
0; i 0 0,
L
N
D; Dj
Dd

Evrensellik: D i¢in dogal olan her (X N Ai> ailesine karsilik her i € Ob (Z) igin
i€T

0; = «; o 0 olacak sekilde bir tek X L morfizmi vardur.

Tanim 5.3.3 (Dual limit) D : 7 — [ bir diyagram olmak iizere, asagidaki iki ozelligi

saglayan (Al- = L) ailesine D'nin dual limiti denir.
i€

Dogallik: Z'daki her i SN J morfizmi i¢in, a; = oj o D <z N j).

X
0; 39 0;
L
N
D1 Dj
"“pa

i€l
0, = 0 o a; olacak sekilde bir tek L —2~ X morfizmi vardur:

Evrensellik: D i¢in dogal olan her (AZ» N X) ailesine karsilik her i € Ob (Z) igin
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Bir diyagram verildiginde limitini belirleyebilmek icin bu diyagrama karsilik ge-
len;

(1) L objesi ile diyagram igin dogal olan 4; -~ L morfizmlerinin

(2) ve verilen her X objesiile A; Y, X morfizmlerine karsilik evrensellik 6zelligini

saglayan L %5 X morfizminin

belirlenmesi gerekir.

Limit ve dual limit tanimindaki Z'nin 6zel durumlar1 alindiginda daha 6nce de bah-
settigimiz, iyi bilinen bazi 6zellikler elde edilir. Bu 6zel durumlar1 inceledikten sonra limit
kavramina devam edecegiz.

Ornek 5.3.4 C(2), iki objeden olusan ve birim morfizmlerden baska morfizmi olmayan
kategori olsun. Semasi C (2) olan bir diyagramin limiti carpim ve dual limiti de dual ¢ar-
pimdir.

C (2) = {0,1} olmak iizere, D (0) = Ay ve D (1) = A, olsun. 0 ile 1 arasinda mor-
fizm olmadigindan her (X N Ai> e (AZ- N X) dogaldir: Dolayisiyla Ay ile

i=1,2 i=1,2

Ay 'in ¢arpimi olan (P SULIS Ai) . ailesi D'nin limiti ve dual ¢arpimi olan <AZ- BZN P)
2

i=1,2
de dual limittir.

Yukaridaki 6rnege benzer sekilde herhangi bir X sinifi i¢in (A;),.  objelerinin
carpim ve dual ¢arpimi, semasi C (X)) olan diyagramin limit ve dual limitidir.

Tanmim 5.3.5

(1) Semas1 1 = (a LNy c) kategorisi olan diyagramin limitine pullback denir.

(2) Semas1 I = <a P N c) kategorisi olan diyagramin dual limitine pushout

58



denir.

Dy —— D.
D

Ornek 5.3.6 Set kategorisindeki iki (A LYopia B) fonksiyonu igin,
P={(a,b) e Ax B:a(a)=p0(b)}

verms: P — Ang : P — B izdiigiim fonksiyonlar: olmak iizere, (A sol B) ni
pullbacki (A 2pXx B> olur.

Dogallik: Her (a,b) € P igin, a (74 (a,b)) = a(a) = B (b) = 5 (7 (a,b)) oldugundan
(A 2pi B) dogaldwr

Evrensellik: « o f = [ o g olan her (A Lx e B) Sfonksiyonlarina karsilik, 6 (x) =
(f (z), g (x)) seklinde tamimlanan 6 : X — P fonksiyonu i¢in,

a(ma(0(z) =a(f(z) =(aof)(x) = (Bog)(x)=F(g(x)) = (rp(0(x)))
olur.
Ayrica bir baska 0’ : X — P fonksiyonuicinmy 060 = fvewg ol = golsa her
x € X icin
0 (x) = (ma (0 (), 75 (0 (2))) = (f (2), 9 (2) = 0 (x)
oldugundan 6 : X — P fonksiyonu tektir.
O halde (A Lop B> min pullbacki (A 74 p 8 B) olur.
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Teorem 5.3.7 D : T — I bir diyagram olsun.

(1) Eger k, T kategorisinin baslangi¢ objesi ise (D — D;),. ailesi D'nin limitidir.
(2) Eger k, T kategorisinin bitis objesi ise (D; — Dy,), . ailesi D'nin dual limitidir.

Ispat.

(1) k,T kategorisinin baslangi¢ objesi oldugundan, her i € Ob (I) igin bir tek k 2 i
morfizmi vardw. Dolayistyla <Dk Dy Di) ailesi vardir.

i€
Dogallik: Her i N J morfizmi igin d o m; € Hom (k,j) = {m;} oldugundan
DdoDm; = D (d o m;) = Dmy; olur. Dolayisiyla (Dk Dy Di> dogaldr.
€T

1€

Evrensellik: D i¢in dogal olan (X iy Di> ailesi verilsin. Dogalliktan dolayt
i€T
her i € Ob(Z) igin 0; = Dm,; o 0y, olur.
Bir baska X BN Dy, icin de 0; = Dm; o 0 olsun. O zaman k —=% k = Id
oldugundan,
ek:DkaQIID[dkOGIIdeOGIG

olur. Boylece X RN Dy, tektir.

(2) Benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 5.3.8 idy : I — I birim funktor ve (L = A)A bk ailesi dogal olsun.
€ob

(1) idy 'nin limitinin (L 24 A)A - olmasi i¢cin gerek ve yeter sart L'nin K kate-
€
gorisinin baslangi¢ objesi olmasudur.

(2) idx'nin dual limitinin (A 24, L) © olmasi igin gerek ve yeter sart L'nin IC
AcOb(K
kategorisinin bitis objesi olmasidur.

Ispat.
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(1) <L 24 A) 'nin dogalligindan, her A € Ob (K) igin
A€Ob(K)

oonIdL:ozA:idlc(ozA)oozL:oonozL

olur. (L 24, A) limit oldugundan, o, 'nin tekligi geregi 1d;, = oy, olur.
AcOb(K)

Ayrica her L Iy morfizmi igin de aa = idic (f) o ap, = f o Idy, = f bulunur.
Boylece L =25 A morfizmi tek olup L baslangi¢ objesidir.

Tersine, L baslangi¢ objesi ise bir onceki teoremden (L Bl A)A © limittir.
€ob(K

(2) Benzer sekilde gosterilebilir.

Bir diyagramin birden fazla limiti olabilir. Bunlar arasindaki iligkiyi inceleyebil-
mek i¢in, 6nce asagidaki tanimi yapalim.

Tanim 5.3.9

(1) Her i € Ob(Z) igin a; = f3; o h olacak sekilde bir A Ly B izomorfizmi varsa
(4 )

1€L 1€l
(2) Her i € Ob(Z) igin a; o h = 3, olacak sekilde bir B A izomorfizmi varsa

(AZ- BN A) . ile (Ai ﬂ> B) aileleri izomorftur denir.
e

i .

ile (B i, Ai) aileleri izomorftur denir.

i€l

Bir diyagramin limiti varsa izomorfizma farkiyla tektir.
Teorem 5.3.10 D : 7 — A bir diyagram olmak iizere;

(1) <L 2 AZ-> , D'nin limiti olsun. D i¢in dogal olan <K N AZ») ailesinin de
i€ i€T
D'nin limiti olmast i¢in gerek ve yeter sart (L BN Ai) ile izomorf olmasidir.
i€T
, D'nin dual limiti olsun. D i¢in dogal olan <K ﬁ> Ai> ailesi-
i€

€L

2) <Ai LN L)
nin de D'nin dual limiti olmasi icin gerek ve yeter sart (AZ- = L) ile izomorf
i€
olmasidir.
Ispat. (L BN AZ)

ve <K ﬂ> Ai)  D'nin limitleri olsun. (L BN Ai> limit ol-

i€z i€z i€z
dugundan, her i € Ob(ZI) i¢in B, = «; o 0 olacak sekilde bir tek K s L morfizmi
vardsr (K LN Ai> _ limit oldugundan da a: = B, o 0/ olacak sekilde bir tek L K
ic
morfizmi vardwr. Buradan
B,old,=08,=a;00=(8,00)00=7,0(000)
aoldg =a;=3;00 =(a;00)08 =a;0(008)
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olur. 1d;, ve Idy morfizmlerinin tekliginden Id;, = 000 ve Idx = 0 o0 bulunur. Béylece
K ile L izomorftur.

Tersine K — L izomorfizm ve (L B Ai> limit olsun. Bu durumda dogal

i€l

olan her <X LN Ai> ailesine karsilik her i € Ob () i¢in f; = «; o 0 olacak sekilde

i€l
bir tek X i> L vardir. Buradan

fi:aioezozio[dLoﬁzaio(hohil)OQZ(aioh)o(hfloQ):ﬁio(hfloe)

olur. 0' := h™ o 0 alwrsak f; = 3, 0 0' olacak sekilde 0’ - X — K morfizmi vardr:

Bir baska 0" morfizmi i¢in 3; 0 0" = f; olsun. Buradan
a;o(hod")=(a;oh)o0d"=3,00"=f=a;00
olup 0 morfizminin tekliginden h o 0" = 0 olur. Buradan da

0" =idxot = (h'oh)od =h"'o(hob)=h"'of=0

oldugundan 0’ tektir. O halde <K LN Ai> de limittir. m

i€

Teorem 5.3.11 F : K — L funktoru G : L — K funktorunun sag adjointi olsun. Bu
durumda;

(1) D:71 — L diyagrammmn limiti (L X D) onr) ise GD : T — K diyagraminin
Xeon(T

limiti de <QL 9ox gDX) dogal déniisiimiidiir
X€O0b(T)

L — iyagraminin dual [imiti ise L = iyag-
(2) D:7T — Kd dual | DgLXOb(I) FD:IT —Kd
€

raminin dual limiti de (]-"DX 7o fL) dogal doniisiimiidiir.
X€0b(T)
Ispat. F : K — L funktoru G : L — K funktorunun adjointi oldugundan,
Oxy : Hom (X,GY) — Hom (FX,Y)

dogal izomorfizmasi vardir.

(1)
F7 7z
b /Y Ny oy /10 N ey
) L ) GL
7 \Y quy Goy
DX DY
DX —p—DY G TR
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Dogallik: (L ?x D) dogal doniigiim oldugundan,
Xe€Ob(T)

(gL 90x ng) de dogal déniisiimdiir
X€Ob(T)

Evrensellik: GD i¢in dogal olan bir baska (Z X gDX ) v ailesi verilsin. K
X€eOb(T

deki her X 5y morfizmi igin, V¥ = ®zpx (0x) olmak iizere

Yy = Pzpy (By) = Pzpy (GDf 0 Ox)
= Bypy (GDf o @,y (Vx)) = Pzpy (P,5y (Dfotx)) =Df obx

olur: Dolayisiyla (Y : FZ — X)) xcopg) ailesi de D igin dogaldir.

(L X D> o limit oldugundan, soldaki diyagram degismeli olacak sekilde
XeOb(T

bir tek + : FZ — X morfizmi vardir. Buradan 0 = (IDZDX (v) almirsa,

Gox ol =Goyo CDE,lL (¥) = (I)E,lDX (px 0th) = (I)E,lDX (Vx) = ox

olur. Ayrica (I)ZD . birebir ve orten ve dogal doniisiim oldugundan, bir baska
0 :7Z — GLicinde Gy 08 = ¢ olsa o zaman V' := ® 5 px (0') igin de
soldaki diyagram degismeli olurdu. 1) 'nin tekliginden dolay: 0 de tektir.

)
VA A
ox /0 Ny 6x /10 N\ by
5 L s FL
TN
DX Df DY FDX FDf FDY

Diyagram kullanilarak benzer sekilde yapilir.

5.4. Direkt Limit

Ornek 3.0.26'deki gibi yar1 sirali her kiime bir kategori olarak diisiiniilebilir. Dola-

yistyla her yar1 siral1 her kiime aslinda bir diyagramdir. Bu diyagramin, varsa, dual limitine
de direkt limit denir. Direkt limitin varligini garanti etmek i¢in dnce direkt sistem tanimin
verip, sonra direkt limit tanimini verecegiz.

Tanim 5.4.1 (Direkt sistem) (Z, <) yonlendirilmis kiime olmak iizere;

Pij . . .. . . . . - . .
{Ai —5 A0 32 morfizmlerinin ailesine, asagidaki sartlar: saglarsa direkt sis-
1,5€L
tem denir.
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(1) Heri, j,k € Ligini 3 j 3 kise oy = @i © @y
(2) Heri € Ligin ¢;; = Ida,

Tamim 5.4.2 (Direkt limit) D := {A,- RAN A3 j} bir direkt sistem olmak tizere,
ijel

asagidaki iki ozelligi saglayan {Ai LN L}' ailesine D'nin direkt limiti denir.

€L

0 0;

Y
L

¢/ \wj

A A,

Pij

Dogallik: Heri,j € I igini 3 jise; =1, 0 ¢,
Evrensellik: D i¢in dogal olan her {Ai O x } ailesine karsilik her i € I icin 0; =
i€
0 o 1), olacak sekilde bir tek L X morfizmi vardir.
Pij . .
{Ai — A i3 ]}
L seklinde gosterilir.

direkt sisteminin direkt limiti {Ai BN L} iselim A, =
; —

i,j€I

i€

Teorem 5.4.3 R-Mod kategorisinde her B objesi ile{Ai RAEN A1 3g } direkt sis-
ijel

temi i¢in lim (A; ® B) = <lim AZ-) ® B
— —

Ispat. Ornek 5.2.4'ten tensor funktoru sol adjoint oldugunu biliyoruz. Teorem 5.3.11'den
dual limiti dolayistyla da direkt limiti korur. m

5.4.1. Kiimelerde direkt limit

Set kategorisinde bir { A; RN A;ji 3 j} direkt sistemi verilsin. Direkt li-
ijel
miti belirleyebilmek i¢in 6nce | | A; kiimesi tizerinde bir denklik bagintisi tanimayacagiz.
i€l
Burada | | A; kiimesi { A;},.; kiimelerinin ayrik birlesimidir. Ayrik birlesimde her eleman

iel
bu {A;},_; kimelerinden bir ve yalniz bir tanesinin elemani olur. Bu yiizden | | A; kiime-
i€l

sinin elemanlarini belirlerken hangi A; kiimesinden geldigini de bilmekte fayda vardir.

Dolayisiyla | | A; kiimesinin elemanlarini z; € A; seklinde segecegiz.
i€l

el

Teorem 5.4.4 | | A; kiimesi tizerinde asagidaki ~ bagintist bir denklik bagintisidir:
il

Oin (1) = ©;, (x;) olacak sekilde bir v 7 i, j varsa x; ~ y;.
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Ispat. ~ bagintisiin yansima ve simetri 6zelliklerine sahip oldugu asikérdur.

Gegislilik igin; z; ~ y; ve y; ~ 2; olsun. Bu durumda ¢;, (7;) = ¢;, (y;) olacak
sekilde bir u 2 4,7 ve ©;, (y;) = ¥, (2:) olacak sekilde bir v 27 j, k vardir. Ayrica [
yonlendirilmis oldugundan w = u, v olacak sekilde bir w € I vardir. Buradan,

Piw (xl) = Puw © Piy <x2> = Puw © Pju (y) = Pjw (yj)
= Pow © 90]11 (y ) Pow © Pro \Z ( ) = Prw (Zk)

olur. Buradan x; ~ z; olur.

Boylece ~ bagintisi, | | A; kiimesi tizerinde bir denklik bagintisidir. m
iel

i 3 jise gy () = Ida; 095 (w5) = @5 00y (2;) oldugundan a; ~ ¢, (;) olur.
Dolaysiyla i 3 j ise ;] = [¢y; (x;)] _ esitligi vardur.

Teorem 5.4.5 Set kategorisinde bir D := {A 7 —5 A0 3 j} direkt sisteminin di-

ijel

rekt limiti; L = | | A;/ ~ve, (x;) = [x;] _ olmakiizere {Ai LN L} fonksiyonlarinin
i€l i€T

ailesidir.

Ispat.

Dogallik: i = j olan heri,j € T ve x; € A; igin,
by (i) = [wil . = [y ()], = vy (35 (22))
olur. Dolayisiyla 1), = 1, o ,; olur.
Evrensellik: D i¢in dogal olan her {Ai iy X}‘ . ailesine karsilik 0 : L — X fonksi-
1€
yonunu 6 ([x;] ) = 0; (x;) seklinde tanimlayalim.

Iyi tammbhilik: (2] = [y;] iken o, (2;) = ¢;, (y;) olacak sekilde bir v 7 i, j
var oldugundan,

0 ([ﬂfi]w) =0 ([ps, (75)] L) = Ou (04, (73))
Ou (050 (W3) =0 ([¢ju W:)] ) =0 (lwi] )

olur. Dolayisiyla 0 : L — X fonksiyonunu iyi tanimhidr.

Ayrica 0 (Y, (x;)) = 0 ([z5] ) = 0; (x;) oldugundan 0 o ¢, = 0; olur.
Bir baska 0’ : L — X fonksiyonunu igin de 0’ o 1, = 0; olsun. O zaman, her |x;| € L
icin

0" ([wi] ) = 0" (¢ (2:)) = 0: (2:) = 0 ([i] )

oldugundan 0" = 0 olur.
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Ornek 5.4.6 A bir kiime ve (4;),; da A'min alt kiimelerinin bir ailesi olsun. I iizerinde
bir yart siralama bagintisim A; C Aj ise i 3 j seklinde tammlayalim. Bu durumda,
A; BN A, icerme fonksiyonu olmak iizere, {Ai RN Aji 3 j} direkt sistemdir ve
ijel
direkt limiti L := |J A; kiimesi ve {Ai LN L} fonksiyonlar: da yine igerme fonksiyo-
icl i€l
nudur. Eger I kiimesinin en biiyiik elemant v ise L = A,, olur.

5.4.2. Cebirsel yapilarda direkt limit

Grp, Ab, Ring gibi kategorilerde bir {Ai BN A i3 j} direkt sistemi ve-
ijel

rilsin. Bu durumda her bir A; ayn1 zamanda kiime ve A; RN Aj'ler de fonksiyon oldu-
gundan, bu direkt sistemin Set kategorisinde {Ai BN L} seklinde direkt limit vardir.

i€
Burada kiime iizerine kurulan diger cebirsel yapilarda da direkt limitin benzer sekilde olus-
turulacagini gosterecegiz.

Teorem 5.4.7 D := {Ai BN Aji 3 j} direkt sisteminin direkt limiti,
ijel

L= {Ai i) L} olmak iizere;
i€
(1) D, Grp kategorisinde ise L de Grp kategorisindedir.
(2) D, Ab kategorisinde ise L de Ab kategorisindedir.
(3) D, Ring kategorisinde ise L de Ring kategorisindedir.

Ispat.

(1) Bunun i¢in dnce [z;], [y;] € L elemanlar1 arasinda bir grup islemi tanimlamaliy1z.
I yonlendirilmis kiime oldugundan, u - 4, j olacak sekilde bir v € I vardir. Bu-
radan [z;] = [, (:)] ve [y;] = [@;, (y;)] olur. Boylece [z;] ile [y;] arasndaki
islemi

2] + [yi] = [on (20) + @ju (47)]
seklinde A, 'daki islemle tanimlayabiliriz.

[yi tammlilik: L kiimesi ayrik birlesimle olusturuldugundan, bu z; ve y; eleman-
larmin se¢imi bagka tiirlii olamaz. Fakat birden fazla v € [ ig¢in u - i,
olabilir. Kabul edelim ki bir baska v € I i¢in de v = 4,5 olsun. O za-

man [¢;, (2:) + ¢, (4))] = [#i (25) + @5, ()] oldugunu yani ¢, (2;) +
©iu (Yj) ~ @i, (1) + @, (y;) oldugunu gosterelim. I yonlendirilmis kiime
oldugundan, w - u, v olacak sekilde bir w € [ vardir. Buradan

P (i () + Lo (15)) = Cuo (Pin (25)) + Py (€50 (3)) = i (25) + 050 (U5)
= P (@i () 4 Loy (250 (U5)) = Cow (i (23) + 05, (15))

olur. Béylece tanimladigimiz [z;] + [y;] islemi u € I dan bagimsiz olup iyi
tanimlidir.
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Birlesme: Ayrica her [z;], [y;], [2x] € L i¢in dyle u 75 4, j, v 25 j,k vew 2 u,v
vardir ki;

([z] + [y Pin (2:) + 05, ()] + (2]

Pu (Pin (26) + 050 (U7)) + Phu (21)]

wo © Pin (T1) F Puy © 010 (U5) + Ppy (21)]
Pi (23) + 050y (U5) + Pra (20)]

(i)
Piny (1) + oy © Py (Uj) + Pony © Py (21)]
(i)

©

=
=
=
=
=
=

Piws (T5) + Lo (250 (U5) + Pro (21)) ]
=[] + [0 () + Pro (20)]
= [zi] + ([y;] + [2])

olur. Dolayistyla bu islem birlesmelidir.

Birim eleman: e¢; € A; ve e; € A; ait olduklar1 gruplarin birimleri ise dyle bir
u 7 1, j vardirki o, (e;) = e, = @, (¢;) olur. Dolayisiyla direkt sistemdeki
biitiin birim elemanlar ayn1 denklik sinifindadir.

e; bir A; grubunun birim elemani olmak tizere, [x;] € L i¢in 6yle bir u - 4, j
vardir ki;

[z:] + [e5] = [ (2:) + P (&5)] = [i (@) + €] = @y, (25)] = [24]

olur. Dolayistyla [e;] denklik smifi L'nin sag birimidir. Benzer sekilde sol
birim oldugu gosterilebilir.

Ters eleman: Her [z;] € L igin [2;] 4+ [2;'] = [e;] oldugundan her elemanin tersi
vardir.

Simdi de v, (z;) = [z;] seklinde tanimlanan ¢, : A; — L fonksiyonlarinin grup
homomorfizmasi oldugunu gosterelim. Her x;, y; € A; igin,

Vi (i +yi) = [2 +yi] = [ () + 05 ()] = (23] + [ys] = ¥, () + 0 (y:)

olup ¢, : A; — L fonksiyonlar1 grup homomorfizmasidir.
(2) A, gruplart Abel gruplari ise her [x;], [y;] € L i¢in &yle bir u 7 4, j vardir ki,

(23] + [y5] = [@i (1) + 050 W3)] = [€5u W) + @i (23)] = [y;] + [24]

olur. Boylece L de Abel grubudur.

(3) A;'ler birimli birer halka ve A; BN Aj'ler de birimi koruyan halka homomorfiz-
malar1 olsun. Halka islemini de grup islemine benzer sekilde

(] - [ys] = [ () - 050 ()]

seklinde A, 'daki halka islemiyle tanimlayabiliriz. Bu islemin de iyi tanimli, bir-
lesmeli ve birimli oldugu ayni sekilde gosterilir.
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Dagilma 6zelligi: Her [z;], [y;].[2;] € Ligin 6yle u 2= i, 7, v 75 j, k ve w 2Z u,v
vardir ki;

[zi] - ([y] + [2 ])

= [som (fcz) Do (sojv (Y;) + ©ro (20))]
= [0 (@) - (Lo © Pj0 (U5) + Pou © P (1)) ]
= [0 (@) - (D500 (U3) + Pro (20))]
[P (#3) - gy (U5) + Pip (1) - Py (21)]
= [P (@) - 050 (W)] + [Pi (23) - 1 (21)]
= ([z:] - [y;]) + ([w] - [24])

olur. Soldan dagilma da benzer sekilde gosterilebilir.

Simdi de ¢, (z;) = [z;] seklinde tanimlanan ¢, : A; — L grup homomorfizmala-
rinin halka homomorfizmalari1 oldugunu gosterelim. Her z;, y; € A; i¢in,

Vi (zi - yi) = [i - vil = [ () 0 9 ()] = 3] - [wi] = s (@) - s (y2)
olup ¢, : A; — L fonksiyonlar1 halka homomorfizmasidir. Ayrica A; halkasinin

birimi 1; olmak tizere [1;] de L halkasinin birimi ve v, (1;) = [1;] oldugundan
¥, + A; = L'ler birimi koruyan halka homomorfizmalaridir.

Yukaridaki teorem Grp, Ab, Ring kategorilerinde verilen bir direkt sistemin direkt
limitinin de o kategoride oldugunu gosterir. Ama Set kategorisindeki bu direkt limitin bu
kategorilerde de direkt limit oldugunu gostermez.

Asagidaki teoremde bu direkt limitin Grp, Ab, Ring kategorilerinde de direkt limit
oldugunu gosterecegiz.

Teorem 5.4.8 D := {Ai BN A3 j} direkt sisteminin Set kategorisinde direkt
ijel
limiti L .= {Ai i) L} olmak iizere;
i€
(1) D, Grp kategorisinde ise D'nin direkt limiti de L'dir.
(2) D, Ab kategorisinde ise D'nin direkt limiti de L'dir.
(3) D, Ring kategorisinde ise D'nin direkt limiti de L'dir.

Ispat.

Dogallik: Set kategorisinde gostermistik.

Evrensellik: D i¢in dogal olan her {Ai N e } homomorfizmalar ailesine karsilik,
i€

0 ([x;]) = 0; (z;) seklinde tanimlanan L —?; X fonksiyonunun da homomorfizma
oldugunu gostermek yeterlidir.
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(1) Her [z;], [y;] € L i¢in &yle bir w 77 4, j vardir ki;
0 ([x:] + [y;]) = 0 ([ () + 054 (95)])
= 0. (1 () + soju (¥5))
w (@i (23) + 0u (050 (y7))
([]) + 0 ([y;])

olur. Boylece L X fonksiyonu da grup homomorfizmasidir.

| I
SEESS

2) L NS fonksiyonu grup homomorfizmasi oldugundan, ayn1 zamanda Abel
grup homomorfizmasidir.

(3) Her [z;], [y;] € L igin 6yle bir u 2 ¢, j vardr ki;

olur. Boylece L AN e fonksiyonu da halka homomorfizmasidir.

Ornek 5.4.9 (Priifer p-grubu) p bir asal say: olmak iizere, @i (x+p'L) =p x4+ pL
seklinde tanimlanan {Z /P'L — 2 S ZIPZ i < ]} bir direkt sistemdir ve direkt li-

i,jELT

miti 7, (p*°) = {% +7Z:x €l k€ Z*} kiimesi ile 1, (x —I—ka) = % + Z seklinde

tanimlanan {Z/ka — Z(p )}k - ailesidir.
€

v+ p*Zile y + p'Z arasinda
v+ L =y (2 +p'2) = p" 'y +p'Z
ise x + pFZ ~ y + p'Z seklinde bir baginti tamimlayalim. Bunun denklik simiflar: ﬁ +
Z € 7 (p™) elemanlariyla temsil edilebilir. Boylece {Z/ka — Z(p )} bu

kezZ+

{Z/piZ RAZN Z]p7 i < j} direkt sisteminin direk limitidir.

1,j€LT

X
Z(r)

v ¥

/N

Z/p'Z Z/pZ

ij
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5.5. Ters Limit

Direkt limitte oldugu gibi her ters sistem de aslinda bir diyagramdir. Bu diyagramin
limitine de ters limit denir. Ters limiti daha agik olarak soyle ifade edebiliriz.

Tamm 5.5.1 (Ters sistem) (Z, <) vari sirali bir kiime olmak iizere;

Pji . . .. . . . o . “ .
A 5 A i3 morfizmlerinin bir ailesine, asagidaki sartlar: saglarsa ters sis-
J ~ < J)ijer
tem denir.

(1) Heri,j,k € ZTi¢ini 2 j 3 kise oy, = Pji © Pr;
(2) Heri € T igin @,; = Id,

Tamm 5.5.2 (Ters limit) D = {Aj RN Aii 3 j} bir ters sistem olmak iizere,
i,jeT

asagidaki iki ozelligi saglayan {L iR Ai} ailesine D'nin ters limiti denir.
€L

Dogallik: Heri,j € Zigini 3 jise; = p;; 09,

Evrensellik: D i¢in dogal olan her {X N Ai} ailesine karsilik heri € I i¢in0; = 1,0
ieT

0 olacak sekilde bir tek X L morfizmi vardur.

seklinde gosterilir.

ters sisteminin ters limiti {L L Ai} iselimA;, =L
(—

ijeT i€T

5.5.1. Kiimelerde ters limit

Set kategorisinde direkt limiti ayrik birlesimin bir bolimii olarak bulmustuk. Sim-
di de ters limitin kartezyen ¢carpiminin bir alt kiimesi olarak bulunabileceginin gosterelim.

Bir {A;},.; kiimeler ailesi verildiginde p; : [ Ax — A; dogal izdiisiim fonksi-
keT
yonlari p; (({L’k) keI) = z; seklinde tanimlanir.

Teorem 5.5.3 Set kategorisinde bir D := {Aj REIN

D'nin ters limiti

L= {(Ii)iez € HAz’ | heri 3 jigin x; = ¢ (x])}

i€l

Aii 3 j} ters sistemi verilsin.
ijET
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ve p;|r, pi'min L kiimesine kisitlamiglar: olmak iizere, {L pi—|>L Ai} ailesidir.
i€T

Ispat.
Dogallik: 4,5 € I igini 3 j olsun. Her (v), ., € L igin,

Vi o pjlL ((xk)kez) = Py (zj) =z = pilL ((xk)kez)

olur. Bylece p;; o p;|L = pi|L olur.

Evrensellik: D i¢in dogal olan her {X N Ai} ailesi igin, 0 : X — L fonksiyonunu

ieT

0 (r) = (Ok () ez seklinde tammlayalm. i 3 j ise dogalliktan, @, o 0; (x) =
0; (x) olur. Boylece 0 (x) = (0, (x)),c7 € L olur.
Ayrica her x € X igin, p;|; 0 0 (x) = pilr o (0 (2)),er = 0i (x) oldugundan
pilr 0 0 = 0; olur.
Teklik i¢in, bir baska 0’ : X — L fonksiyonunun da D i¢in dogal oldugunu kabul
edelim. Yani her i € T i¢in p;|, 00 = 0, olsun. Bu durumda 0 (x) = (0, (2)),cr =
(pelp 0 0 (2)),er = 0 (x) olur. Boylece 6 : X — L fonksiyonu tektir.

Pji

Teorem 5.5.4 Set kategorisinde bir {A

durumda;

— A i 3 j} ters sistemi verilsin. Bu
i,j€1
(1) lim Hom (C, A;) = Hom <C, lim Ai>
— —
(2) lim Hom (A;, C) = Hom (nm A, (J)
— —

Ispat.

(1) Ornek 5.2.4'den kovaryant Hom funktoru sag adjoint oldugundan, limiti dolayi-
swyla ters limiti korur.

()

0

C X
0,

Hom( hmAz7 C)

VA

Hom(A;,C Hom(A;,C
A; ]Zlom ng],C) (4;,0)

lim A;

—

N
A
902]

Dogallik: Hom (—, C) kontravaryan bir funktor oldugundan soldaki diyagram-
dan,

Hom (goij,C) o Hom (wj,C) = Hom (wj o goij,C') = Hom (¢, C)
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olur. Béylece

{1im Hom (4;,0) "™ % Hom (4;,0)}

el
ailesi Hom (—, C) i¢in dogaldur.
Evrensellik: Hom (—, C) i¢in dogal olan {X iy Hom (A;, C’)} ailesi veril-
il
sin. Bu durumda her x € X icin, 0; (x) : X; — C olur. Bu fonksiyonu 6, ,,
seklinde gosterelim. Soldaki diyagramdan, heri € 1 i¢in0; , = 0,01, olacak

sekilde bir tek 0, : lim A; — C vardir. Simdi 0 : X — Hom (HmAi,C')
— —
Sfonksiyonunu, 0 (x) = 0, seklinde tamimlayalim. Bu durumda her v € X
icin,
(Hom (13, C) 0 0) (x) = Hom (¢;,C) (6 (x))
= Hom (@ZJHC) (9z> =0,0 ¢z = ei,w =0, (I)

olur. Boylece Hom (¢;,C) o 0 = 6; olur. Her x € X igin 0, morfizmi tek
oldugundan, 0 da tektir.

[
5.5.2. Cebirsel yapilarda ters limit
Teorem 5.5.5 D := {Aj RELN

olmak tizere;

[l

A1 3 j} ters sisteminin ters limiti {L Py A,-}
ijET i€T

(1) D, Grp kategorisinde ise {L pilg Ai} de Grp kategorisindedir.
z

1€

(2) D, Ab kategorisinde ise {L pilg Ai}‘ ; de Ab kategorisindedir.
1€

(3) D, Ring kategorisinde ise {L pi—‘f Ai} de Ring kategorisindedir.
T

i€
Ispat.

(1) Her i € Z i¢in A; grup oldugundan [] A; carpim grubudur ve islem de (z;),.; +
1€L
(Yi)ier = (%5 + ¥i) ;7 seklinde A;'deki islemle tanimlanur.
Heri,j € Zigini 2 j is§ Pji (zj —y;) = @i (¥5)—¢;i (y;) = v;—y; oldugundan,
her (2:);ez » (¥i)iez € Li¢in (2:);ez = (¥i)iez = (% — Yi)iez € L olur. Dolayisiyla
L gruptur.
Ayrica her ¢ € 7 igin,

PilL ((xk>kel + (yk)kel) =

= pilL ((l’k)kez) + pilr ( yk)keI)

oldugundan p;|; grup homomorfizmasidir.
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(2) Abel gruplarin garpimi ve altgruplari da Abel grubu oldugundan D, Ab kategori-
sinde ise £ de Ab kategorisindedir.
(3) Her ¢ € 7 igin A; birimli halka oldugundan ] A; ¢carpim halkasidir ve birimlidir.

i€L
Halka islemi de (2;),.7 - (¥i);ez = (@i - ¥i) ;7 seklinde A;'deki islemle tanimlanr.
Heri,j € Tigini 3 j ise oy, () - ;) = 95 (2;) - 5 (4;) = ;-  oldugundan,
her ()7, (Yi)ier € Licin (23),c7 - (¥i);er = (@i - ¥i);ez € L olur. Dolayistyla L
halkadir ve 1; de A; halkasmnin birimi olmak iizere, birimi (1,), 7 olur. Clinkii ¢,
birimi korudugundan i 3 j ise ;; (1;) = 1; olur. Dolayisiyla (1;),., € L olur.
Ayrica her ¢ € 7 igin,

&
—~

(xk)kel ' (yk’)kel)

(zg - yk)keI) =T Yi = Di ((xk)keI) " Di ((yk)kez)
(ﬁk)keﬁ " Di ((yk)kez)

il L ((Ik)kel) “pilL ((yk)kez>

PilL ((xk)kel : (yk)k:eI) =

&
—~

I
T T T
—~

oldugundan p;|; halka homomorfizmasidir ve p;|; ((1k),.;) = 1i oldugundan
birimi korur.

Teorem 5.5.6 D := {Aj T A j}

olmak tizere;

. .. Ry pilL
ters sisteminin ters limiti {L =5 AZ}
t,j€l i€l

(1) D, Grp kategorisinde ise D'nin ters limiti de {L pi—|>L Al} dir.
i€
(2) D, Ab kategorisinde ise D'nin ters limiti de {L pi—'f Al} dir.
i€T
pilr

(3) D, Ring kategorisinde ise D'nin ters limiti de {L — Ai} dir.
ieT

Ispat.

Dogallik: Set kategorisinde gostermistik.

Evrensellik: D i¢in dogal olan her {X LN Ai} homomorfizmalar ailesine karsilik,
€T

0 (z) = (0 (x)),7 seklinde tanimlanan X ;s L fonksiyonunun da homomor-
fizma oldugunu gdstermek yeterlidir.

(1) Her z,y € X i¢in

0(x+y)= O, (x+Y))per = Ok (x) + 0k () her
= (ek (I))kez + (Qk (y)>kez =0 (l’) +0 (y)

Boylece A N's fonksiyonu da grup homomorfizmasidir.

2) X Ny grup homomorfizmasi oldugundan Abel grup homomorfizmasidir.
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(3) Herz,y € X i¢in

0(z-y) =0k (@ Y))per = O () Ok (¥)) ez
= (0k (%)) ez - Ok () ez = 0 () - 0 (y)

Boylece A X fonksiyonu da halka homomorfizmasidir.

Teorem 5.5.7 p bir asal say1ve ¢, (v + P'7) = x+p'Z seklinde tammlanan dogal izdii-

stim fonksiyonlari olmak iizere D = {Z /P L — BEIN ZIpZ i< j } ) bir ters sistemdir
ijez

ve ters limiti Z,, = {Z bip' : 0 <b; < p} olur.
i=0

Ispat. o, : Z./p'Z — 7.)p'7 = Idg iz vei,j, k € Ligini 3 j 3 kise g = ;0 py;
oldugu asikdrdwr. Dolayisiyla D bir ters sistemdir. Her i € T icin v, : Z, — Z/p'Z
i—1

Sfonksiyonunu 1), (Z bkpk> = 3" byp" seklinde tanimlayalim.
k=0 k=0

Dogallik: i, 5 € I i¢in i < j olsun. Bu durumda

k=1
S (zb )
k=0
olur.
Evrensellik: D icin dogal olan bir {X N Z/p'Z i < j} . ailesiverilsin. Her x € X
- i€Z
igin,

* gy 0 0 = 01 oldugundan 0, (x) = 0, (x) + byp (mod p?) olacak sekilde bir
0 < by < pvardrwr.

* 03,005 = Oy oldugundan 05 (z) = 05 (x)+bop? = 01 (2)+byp+bep? (mod p?)
olacak sekilde bir 0 < by < p vardur.

Benzer sekilde her k € 77" igin

k
O1 (x) = Ox (2) + bpp* = 01 (2) + ) bp' (modp™™)

i=1

olacak sekilde by, by, . . ., by, vardir.
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bo := 61 (z) diyelim ve 0 : X — 7, fonksiyonunu, 0 (x) = Y b;p' seklinde

i=0
tammlayalim.
j—1
77ij (Z bzp ) Z bzp - 9]' (ZL’)
=0
olur.

Ayrica bir baska 0' © X — 7, fonksiyonu igin de Y, 0 0" = 0; oldugunu fakat
0" # 0 kabul edelim. Bu durumda bir j € 77 icin ;0 0 # Y, o 0 olur. Ama her
J € LT igin v, o 0 =0; = ¥, o 0 oldugundan bu miimkiin degildir. Dolayisiyla
0: X — 7Z, tektir.

Teoremde bulunan ters limite p-adik tamsayilar denir.Ters limit izomorfizma far-
kiyla tek oldugundan Teorem 5.5.3'den

Zy = {(g;i)i€Z+ e [[2/p'Z | heri 3 jiginz; = ¢, (:cj)}

i€zt
seklinde de ifade edilebilir.

Z,, halkasu sifir bolenli, sonlu halkalarin limitidir fakat sifir bolensiz ve sonsuz ele-
manli bir halkadir. Dolayisiyla limit kavramu ile elde edilen halkalarin cebirsel 6zellikleri
de degismektedir.

Cebirsel ozelliklerin, limit altindaki davranisini incelemek bu tez i¢in uzun bir ga-
lisma oldugundan, yalnizca limit kavram ile elde ettigimiz, Z,'nin baz1 cebirsel dzellik-
lerini inceleyerek, limit altinda cebirsel 6zelliklerin nasil degisebilecegini gorelim.

[e.¢]

Teorem 5.5.8 Bir > b;p' p-adik tamsayisinin tersinin olmasi igin gerek ve yeter sart by #
i=0

0 olmasidur.

Ispat. by = 0 ise tersi olamaz. Ciinkii bir >_ ¢;p' igin Y. bip' - 3. ¢;p' = 1 olsaydi p,
i=0 i=0 i=0

S b;p'yi boldiigiinden 1'i de bolmesi gerekirdi.
i=0

oo
Simdi by # 0 ise >, b;p''nin tersinin her zaman oldugunu gosterelim.
i=0

* Bunun i¢in 6nce z bir p-adik tamsay1 olmak {izere, 1 — pz, p-adik tamsayisinin
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tersine bakalim.

(1-p2), (pz)' = Z (p2)' — pz Z (p2)' = Z (p2)' — Z (p2)'™

oldugundan 1 — pz'nin tersi vardir ve 3" (pz)"'dir.
i=0

ebp=1ise \bp' =1+> bipt =1—=> (=b)p' =1—p>_ (—bir1) p’ olur.
i=0 i=1 i=1 i=0

= > (—biy1) p' dersek > b;p" = 1 — pz olur. Bunun da tersi vardir.
i=0 i=0
* by # 1lise by # 0 oldugundan byb,* = 1 (mod p) olacak sekilde bir b,' € Z*
vardir. Buradan 3" ¢;p’ = by Y bip' p-adik tamsayisi i¢in ¢y = 1 oldugundan

=0 =0

tersi vardir.

]
Teorem 5.5.9 7, tamlik bolgesidir.

Ispat. Her i € Z* icin Z/p'Z birimli ve deglsmeh halka oldugundan Z,, de birimli ve de-

gismeli halkadir. Sifir bolensizlik i¢in, Z a;p’ ve Z b;p* tersi olmayan iki p-adik tamsay1
=1 =1

ve b; # 0 olmak lizere (Z &ipi> (Z bipi) =0= Y 0p* oldugunu kabul edelim.
=1 =

k=1+j

k =1+ ji¢in: a;b; = 0 (modp) olur. p asal oldugundan p|a, veya p|b; olmalidir. b; # 0
oldugundan a; = 0 olur.

k =2+ jicin: asb; = a1bj+1 + axb; = 0 (mod p) olur. Buradan a; = 0 olur.

k =3+ jicin: asb; = aibj+2 + asb;i1 + aszb; = 0 (mod p) olur. Buradan da a3 = 0 olur.

Benzer sekilde devam edilirse her £ = 1 + 5,2 + j,... i¢in ax_; = 0 oldugu
goriiliir. Boylece > a;p' = > 0p* = 0 olur. Dolayisiyla Z, sifir bolensizdir ve tamlik
i=1 k=1+j
bolgesidir. m

Teorem 5.5.10 Z,'nin idealleri p" Z, seklindedir ve tek maksimal ideali de pZ.,, dir. Ayrica
Ly DL, = 7] pZL'dir.
Ispat. aZ,, Z,'nin 0'dan farki: bir ideali olsun.

a # 0 (modp) ise a™' € Z,, oldugundan aZ, = 7., olur.

a = 0(modp) ise a = p" olacak sekilde bir n € Z* vardir. Boylece Z,'nin
kendisinden baska idealleri p" 7, seklindedir ve pZ,, 7, 'nin tek maksimal idealidir.
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f : Z, — 7Z/pZ homomorfizmasini f szp = by seklinde tanimlayalim.

Bunun érten bir homomorfizma oldugu aszkardlr ve cekirdegi de pZ, olur. Dolayisiyla
homomorfizma teoreminden Z,/pZ, = Z/pZ olur. m
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