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ONSOz

Tezimin hazirlanmasi sirasinda, her tiirlii yardim ve fedakarhig: saglayan, bilgi,
tecriibe ve giiler yiizii ile caligmama 151k tutan, ayrica bana bu caligma konusunu
vererek kendimi geligtirmeye yonelik adimlar atmami saglayan, ¢alismamin yoneticisi
Sayin Doc. Dr. Mustafa Ozdemir’ e sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica, lisans iistii egitimim boyunca, maddi ve manevi desteklerinden dolay1
Tirk Egitim Vakfi'na tegsekkiirii bir borg bilirim.

Bu calismami, 6mriim boyunca beni cesaretlendiren, maddi ve manevi destegini
esirgemeyen aileme ithaf ederim.
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1. GIRIS

Kuaterniyonlar; 1843 yilinda, Irlandali matematikci Sir William Rowan Hamil-
ton tarafindan kompleks sayilarin bir tiir genellestirmesi olan yeni bir say1 sistemi
olarak tamitilmigtir. Kuaterniyonlar kiimesi

H={qg=qo+qi+qj+ak: qp q, ¢ gcR}
olarak tanimlanmig olup, burada imajiner birimler ise
2 2 792 L L L . . )
1T=3"=k"=—-1veij=—ji=k, jk=—kj=1, ki =—ik=

esitlikleri ile tanimlidir. Hamilton, kuaterniyonlar: tanimlamakla iki vektor icin
boliimiin de miimkiin olabilecegi yeni bir carpim islemini vektor cebirine dahil et-
mis oldu. Yani kuaterniyonlar kesfedilmis ilk béliim cebiridir (Hacisalihoglu 1983,
Kantor ve Solodovnikov 1989).

Kuaterniyonlar carpmaya gore degismeli olmadigindan, kompleks ve reel sayi-
lardan farkli bazi sonuclara sahiptir. Bu sebepten kuaterniyon matrisleri iizerine
pek ¢ok galigma vardir. Wolf (1936) reel kuaterniyon elemanlara sahip matrisler
icin benzerlik kavramini ele almigtir. Lee (1949) kuaterniyon matrislerinin 6zdegeri
ve kogegenlegtirilmesi iizerinde durmustur. Brenner (1951) ise her kare kuaterniyon
matrisinin bir karakteristik kokii oldugunu ve benzer matrislerin ayni karakteris-
tik koke sahip oldugunu ispatlamigtir. Ayrica Brenner (1951) Schur’s Lemma’nin
kuaterniyon matrisleri i¢in de saglandigini gostermigtir. Ardindan, Weigmann (1955)
n X n tipindeki kuaterniyon matrisleri ile 2n x 2n tipindeki kompleks matrisler
arasinda bir izomorfizma tanimlamig ve bu izomorfizm yardimiyla kuaterniyon
matrislerini ele almigtir.

Son zamanlarda, kuaterniyon matrisleri iizerine yapilmig en énemli caligma
ise Zhang'mm (1997) yapmuis oldugu kuaterniyon matrisler ile kompleks matrisleri
kiyaslayarak inceledigi calismadir. Ayrica, bu ¢alismada kuaterniyon matrislerine
ait iyi bilinen sonuglar i¢in yeni ispatlar verilmigtir. Baker (1999) Lefschetz sabit
nokta teoremini kullanarak, her kare kuaterniyon matrisinin en az bir sag 6zdegerinin
oldugunu ispatlamigtir. Diger taraftan, Huang (2000) ise her n x n tipindeki bir
kare kuaterniyon matrisin herhangi ikisi benzer olmayan n farkl sol 6zdegeri var ise
kogegenlegtirilemeyecegini gostermistir. Ardindan, Huang ve So (2001) kuaterniyon
matrislerinin sol 6zdegerlerini daha ayrintili bir sekilde incelemistir.

Kuaterniyonlarin degismeli olmamasi, kuaterniyon matrisleri icin 6zdeger
problemini 6zel bir arastirma alam haline getirmistir. Ornegin; Baker (1999) kuater-
niyon matrislerinin sag 6zdegerlerini topolojik bir yaklasim ile ele almigtir. Huang
ve So (2001) ise kuaterniyon matrislerinin sol 6zdegerleri tizerine ¢alismigtir. Daha
sonra, Zhangin (2007) yaptig1 birlestirici bir ¢aligma ile kuaterniyon matrislerinin
sag ve sol 6zdegerlerini kiyaslanmis ve bununla birlikte sag ve sol 6zdegerler igin
Gershgorin teoremini ifade edilmistir. Zhang’in (2007) caligmasinmin devami niteligin-
de, kompleks matrislerin 6zdegerleri ile kuaterniyon matrislerin 6zdegerlerinin bir-
likte incelendigi bir galigma ise Farid vd (2011) tarafindan yapilmigtir.



Kuaterniyonlarin kesfinden kisa bir siire sonra, James Cockle tarafindan Co-
kuaterniyonlar kiimesi tanmitilmigtir (Cockle 1849). Co-Kuaterniyonlar kiimesi, za-
manla birim elemanlarin pozitif ve negatif birimler olarak ikiye béliiniiyor olmasin-
dan dolay1, split (boliinmiig) kuaterniyonlar olarak adlandirilmigtir. Split kuater-
niyonlar, kuaterniyonlara benzer olarak degismeli olmayan bir cebirdir. Fakat sifir
bolen, nilpotent eleman ve sifirdan farkli idempotent eleman igerir (Kula 2003,
Ozdemir 2005).

Split kuaterniyonlarin geometride pek ¢ok uygulama alani mevcuttur (Kula
2003). Bunlardan en énemlisi, Oklid uzayimnda dénmelerin kuaterniyonlar ile ifade
edildigi gibi, Minkowski 3-uzayindaki dénmelerin birim timelike split kuaterniyonlar
ile ifade edilebilmesidir (Ozdemir ve Ergin 2005, Ozdemir ve Ergin 2006, Ozdemir
2007). Bu ifade ediligi kullanarak Ozdemir vd (2014) tarafindan, Minkowski 3-
uzayinda dénme matrislerinin 6zdeger ve 6zvektorleri split kuaterniyonlar yardimi
ile incelenmistir. Kula ve Yayli (2007) ise split kuaterniyonlar ile yar1 Oklid uzayin-
daki donme doniigtimlerini ifade etmigtir. Diger taraftan, Ata ve Yayli (2009) split
kuaterniyonlar ile yar1 Oklid projektif uzaylar1 birlikte ele almugtir.

Split kuaterniyon matrisleri yeni gelisen bir ¢alisma olup, bu alana ait ilk
calisma Alagdz vd (2012) tarafindan yapilmigtir. Alagdz vd’'nin (2012) ¢alismasinda
split kuaterniyon matrislerinin temel ozellikleri ele alinmig ve split kuaterniyon
matrislerinin kompleks adjoint matrisi tanimlanmistir. Ayrica, split kuaterniyon
matrislerin 6zdegerleri ise Erdogdu ve Ozdemir (2013a) tarafindan incelenmis ve
split kuaterniyon matrisleri igin Gershgorin Teoreminin bir tiir genellestirilmesi ifade
edilmistir. Diger yandan kompleks split kuaterniyonlar ve matrisleri ise Erdogdu ve
Ozdemir (2013b) tarafindan tanitilmig ve temel zellikleri ele alinmigtir. Antonuc-
cio (2014) ise bir Lorentz déniigiimiin 2 X 2 tipinde iiniter split kuaterniyon matris
olarak temsil edilebildigini gostermistir.

Dual sayilar, 1873 yilinda Clifford tarafindan tanitilmigtir (Clifford 1873).
Dual split kuaterniyonlar ise split kuaterniyonlarin dual sayilar yardimu ile farkli bir
tir genigletilmesidir. Bu genellestirmenin {i¢ boyutlu Minkowski uzayinda pek cok
uygulama alani mevcuttur. Ornegin; ii¢ boyutlu Minkowski uzaymda vida hareketi
dual split kuaterniyonlar yardimi ile incelenmigtir (Kula ve Yayh 2006). Diger yan-
dan, Ozkald1 ve Giindogan (2011) tarafindan ise iic boyutlu Minkowski uzayinda
vida hareketleri Lorentz matris ¢carpimi kullanilarak tartigilmigtir. Ayrica, dual split
kuaterniyonik egriler iizerine bir ¢aligma ise Coken vd (2009) tarafindan yapilmigtir.

Bu tez beg boliimden olugsmaktadir. Girig boliimiinde konu ile ilgili daha 6nce
yapilan calismalar hakkinda bilgiler, baz1 kaynaklardan alint1 yapilarak verilmistir.

Ikinci kisimda, bilineer form ve kuadratik form tanimlari verilmis ve bazi
ozellikleri ele alinmigtir. Daha sonra cebir ve Clifford cebirin tanimlar ifade edilmig
ve bir kuadratik form ile donatilmig n boyutlu vektor uzayi tarafindan iiretilen Clif-
ford cebirlerine dair 6rnekler verilmistir (Kantor ve Solodovnikov 1989). Bununla
birlikte, p + ¢ boyutlu reel vektoér uzaymnda (p,q) isaretine sahip kuadratik form
tarafindan iiretilen Clifford cebirleri iizerinde durulmus ve érneklerle agiklanmigtir.
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Ayrica, nondegenere kuadratik form ile donatilmig reel vektor uzaylarin iiretigi en
onemli Clifford cebirleri verilmigtir. Son olarak ise, bir cebirin ¢ift alt cebiri tanimi
ile birlikte, bir Clifford cebirinin ¢ift alt cebirinin nasil bulunacagi bir 6rnekle acik-
lanmigtir (Kantor ve Solodovnikov 1989, Giirlebeck ve Sprossing 1997, Aragon vd
1997).

Uctincii kisimda, split kuaterniyonlara ait temel islem ve 6zellikler verilmistir.
Ardindan split kuaterniyonlarin reel matris temsilleri ve 6zellikleri iizerinde durul-
mugtur (Kula 2003, Kula ve Yayli 2007). Bununla birlikte, Minkowski 3-uzayindaki
donme doniigiimlerinin birim time timelike split kuaterniyonlarla ifade edilisi ve-
rilmigtir. Ardindan, split kuaterniyon matrisleri tanitilmig ve split kuaterniyon
matrisleri iizerinde tanimlanan temel iglem ve zellikler verilmistir (Alagoz vd 2012).
Daha sonra, bir kare split kuaterniyon matrisin kompleks adjoint matrisi tanim-
lanmig ve bazi ozellikleri ele alinmugtir (Alagoz vd 2012). Ayrica, split kuater-
niyon matrisleri i¢in sag ve sol dzdeger tanimi verilmistir. Ek olarak, split ku-
aterniyon matrislerinin 6z degerlerine iligkin baz yeni sonuglar ortaya konulmusgtur
(Erdogdu ve Ozdemir 2013a). Son olarak ise split kuaterniyon matrislerinin tersinin
kompleks adjoint matrisin yardimi ile nasil bulunacagina dair bir yontem verilmis
ve bir ornekle aciklanmigtir.

Dordiincii kisimda, split kuaterniyonlarin kompleks sayilar yardimi ile bir
tiir genisletilmesi olan, kompleks split kuaterniyonlar tanitilmis. Daha sonra kom-
pleks split kuaterniyonlara ait temel islem ve 6zellikler verilmistir. Ayrica, kompleks
split kuaterniyonlarin reel matris temsilleri ifade edilmistir. Bu matris temsilleri
arasindaki iligkiler ortaya konulmustur. Bununla birlikte, kompleks split kuater-
niyon matrisleri ele alinmig ve temel 6zellikleri incelenmistir. Ardindan, kompleks
split kuaterniyon matrisi i¢cin kompleks adjoint matrisi tanimlanmigtir. Ek olarak,
kompleks split kuaterniyon matrislerin 6z degerlerine iligkin baz1 yeni sonuclar elde
edilmistir. Son olarak, bir kompleks split kuaterniyon matrisinin tersini bulmak igin
bir yontem geligtirilmigtir. Bu yontem, bir 6rnek yardimiyla agiklanmigtir (Erdogdu
ve Ozdemir 2013b).

Son kisimda ise, dual split kuaterniyonlar ve matrisleri ele alimmistir. Once-
likle dual sayilar ve dual split kuaterniyonlara ait temel ¢zellikler ifade edilmistir
(Kula ve Yaylh 2006). Bununla birlikte, dual split kuaterniyonlar ile Minkowski 3-
uzayimda vida hareketleri ele alinmigtir. Ardindan, dual split kuaterniyon matrisleri
tanitilmis ve temel ozellikleri iizerinde durulmustur. Ayrica, dual split kuaterniyon
matrislerin split kuaterniyon matris temsili ifade edilmistir. Bu matris temsilini
kullanarak, dual split kuaterniyon matrislerin 6zdegerleri ile ilgili baz1 yeni sonuglar
elde edilmistir. Son olarak ise, dual split kuaterniyon matrislerinin tersi bulmak icin
bir metot verilmis ve bir ¢érnek yardimi ile aciklanmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda, bilineer form ve kuadratik form tanimlar: ile birlikte bazi 6zel-
likleri verilmigtir. Daha sonra bazi Clifford cebirlerinin elde edilisine dair érnekler
ve tanimi verilmis olup, en 6énemli Clifford cebirleri iizerinde durulmusgtur (Aragon

vd 1997).
2.1. Bilineer Form

Tanim 2.1.1. V, F' cismi iizerinde n boyutlu bir vektor uzayi olmak iizere
B:VxV—>F

doniisiimii, her v, v,w € V ve A € F i¢gin
i. B(u+v,w) = B(u,w) + B(v,w),
ii. B(u,v +w) = B(u,v) + B(u,w),
iii. B(A\u,v) = B(u, \v) = AB(u,v)

ozelliklerini sagliyorsa B doniistimiine bilineer form denir. A = (a;;) € M, (F)
olmak fizere, her u, v € V icin
B(u,v) = v’ Av = Zaijuivj
ij=1
bigiminde yazlabilir. Ayrica her u, v € V i¢in B(u,v) = B(v,u) ise B’ye simetrik
bilineer form denir.

Tanim 2.1.2. B :V x V — R bir bilineer formu olsun. Her sifirdan farkh v € V'
icin, B(u,u) > 0 ise B’ye pozitif tanimli bilineer form denir.

Tanim 2.1.3. B :V x V — R bir bilineer formu olsun. Her sifirdan farkh v € V
i¢in, B(u,u) < 0 ise B’ye negatif taniml bilineer form denir.

Tanim 2.1.4. B : V x V — R bir bilineer formu ve v € V olsun. Her sifirdan
farkl v € V i¢in, B(u,v) = 0 olmast v = 0 olmasim gerektiriyorsa (bir bagka deyisle
sifirdan farkhi her vektore dik olan tek vektor sifir vektorii ise) B’ye nondegenere
bilineer form denir.

Ornek 2.1.1. V = R? F = R olsun ve u = (u1,us), v = (v1,v) € R? olmak
tizere Bi(u,v) = ujv; — u1v9 — ugvy + 3usvy seklinde tanimlanan doniigiim bilineer
formdur. Gergekten, her u = (uy, us), v = (v1,v2), w = (w1, wy) € R? ve A € R igin

Bi(u+v,w) = (u1 + vi)wr — (u1 + v1)wa — (ug + va)wr + 3(ug + v2)wy

= ULW — U1 W — UsW1 + SUsWs + V1W1 — V1Wo — VoW1 + JVaWo

= Bl(uv w) + BI(UJ w)a



Bi(u,v 4+ w) = uy(vy + wi) — u1(va + wg) — ug(v1 + w1) + ua(ve + wy)
= UV — ULV — U1 + SUgVs + U W1 — UL Wy — UsWq + SUsWo
= Bi(u,v) + By (u,w),
Bi(Au,v) = Augvy — Augvg — Auguy + 3Augvg
= UL AU — UL AV — U AV + SU AV

= Bi(u, \v) = ABy(u,v)

olur. Brus) = (s vn] { _11 —31 ] [Ul ] — T Av

V2

bigiminde yazilir. Burada A matrisi simetrik oldugundan B; bilineer formu da
simetriktir. Ayrica her u = (uy,uz) € R? igin

By(u,u) = u? — uyuy — uguy + 3us = (uy — ug)* + 2u3 > 0
oldugundan B; pozitif tanimli bilineer formdur.

Ornek 2.1.2. V =R?, F =R olsun ve u = (u1,us), v = (v, v2) € R? olmak iizere
By(u,v) = —ujv; — ugvy geklinde tanimlanan doniigiim bilineer formdur ve

Bo(u,v) = [ w s | { ) _01] {2 ] — T Av

seklinde yazilabilir. Burada A matrisi simetrik oldugundan Bs simetrik bilineer
formdur ve her u = (uj,up) € R? icin By(u,u) = —u? — u3 < 0 oldugundan B,
negatif tanimh bilineer formdur.

Ornek 2.1.3. V =R? F =R olsun ve u = (u1,us), v = (v1,v;) € R? olmak iizere
Bs(u,v) = ujv; — ugvy seklinde tanimlanan doniigiim bilineer formdur ve

Bs(u,v) = [ uz]{é _01} {Ul}:uTAv

Vg
seklinde yazilabilir. Burada A matrisi simetrik oldugundan Bj de simetrik bilineer
formdur ve her v = (uy,us) € R? i¢in Bs(u,u) = u? — u2 oldugundan Bs ne pozitif

ne de negatif tanimhidir.

Her sifirdan farkh v = (uy,us) € R? igin Bs(u,v) = uyv; —ugve = 0 olsun. Bu esitlik
yanlizca v = (0,0) igin saglanmp saglanmadigina bakalim.
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u = (1,0) i¢in B3(u,v) = vy = 0 esitligi v = (0, v9) i¢in saglanir.
u = (0,1) i¢in B3(u,v) = —vg = 0 esitligi v = (v, 0) i¢in saglanir.
O halde her sifirdan farkhi v = (uy,u2) € R? igin

Bs(u,v) = ujvy — ugvy =0

esitligi yanhzca v = (0,0) i¢in saglandigindan Bs nondegenere simetrik bilineer
formdur.

2.2. Kuadratik Form
Tanim 2.2.1. V, F' cismi iizerinde bir vektor uzayi olmak tizere
Q:V—>F
doniistimii, her u € V ve A € F igin
Q) = NQ(u)
esitligini saghyorsa () doniigiimiine kuadratik form denir.
Ornek 2.2.1. V =R? F = R olsun ve u = (uy, us) € R? olmak iizere
Q(u) = u? — 2uyuy + uj
seklinde tanimlanan doniisiim bir kuadratik formdur.
Gergekten, her u = (uy,uz) € R? ve X € R igin
QM) = (M) — 2(Aup)(Aug) + (Aug)? = N (u? — 2uquy +ud) = \2Q(u)
olur.

Bir bilineer form verildiginde; bu bilineer form yardimiyla bir kuadratik form
tanimlayabiliriz. B : V' x V' — F bilineer form olmak {izere

Q(u) = B(“? u)

seklinde tanimlanan @) : V — F doniisiimii B bilineer form yardimiyla elde edilen
kuadratik formdur.

Tersine bir kuadratik form verildiginde, bu kuadratik formu kullanarak bir
bilineer form elde edebiliriz. () : V' — F bir kuadratik form olmak {izere

Ba(u,v) = £(Q(u+1) — Q) ~ Q(v))

seklinde tanimlanan Bg : V x V' — F déntisimii () kuadratik formuyla elde edilen
bilineer formdur.



Ornek 2.2.2. V =R? F =R olsun ve u = (uy, us), v = (vy,v5) € R? olmak {izere
Bs(u,v) = ujv; — ugvy
seklinde tanimlanan bilineer form yardimiyla iiretilen kuadratik form
Q(u) = Bs(u,u) = uf —uj
olur.
Ornek 2.2.3. V =R? F =R olsun ve u = (uy, uy, us) € R? olmak tizere
Q(u) = ui + 2u3 + 3u3 + 2uyuy

seklinde tammlanan kuadratik form tarafindan tiretilen bilineer form, u = (uy, us, us3),
v = (vi,ve,v3) € R? igin

Bo(u,v) = 5(Qu+v) - Q(u) - Q(v))

1 (Ul + U1)2 —+ 2(U2 -+ U2)2 + 3(U3 + U3)2 —+ 2(U1 + U1>(UQ + 'UQ)

—(u? + 2u3 4 3u? + 2ujus) — (v} + 203 + 303 + 2v10)

= ULU1 + ULVe + UV + 2UeUy + SUsVs

olarak bulunur ve

1 10 U1
Bg(u,v) = [ Uy Uy U3 } 1 20 ve | = ul Av
0 0 3 U3

biciminde yazilabilir.

2.3. Clifford Cebiri

Tanim 2.3.1. Bir F' cismi iizerinde V' vektor uzayi verilsin.
VXV =V

ikili iglemi, her u, v, w € V ve XA € F igin

i. u-(v-w)=(u-v)-w; (birlesme)

il. u-(v4+w)=u-v+u-w, (dagilma)

iii. (u+v) -w=u-w+v-w; (daglma)

iv. Mu-v) = (M) -v=mwu- (M) (skalerle ¢arpma)

ozellikleri saglyorsa, bu islemle birlikte V’ye F' cismi tizerinde bir cebir denir.
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Uyar1 2.3.1. Bazi kaynaklarda birlesme 6zelligi cebir tanimina dahil edilmemistir.
Birlesme o6zelligini saglayan cebirler ise birlesmeli cebir olarak adlandirilmigtir.

Ornek 2.3.1. V = R vektorel carpma iglemiyle birlikte birlesmeli olmayan bir
cebirdir.

Ornek 2.3.2. V = H kuaterniyonlar, kuaterniyon carpimiyla birlikte bir cebirdir.

Tanmim 2.3.2. Bir ) kuadratik formuyla donatilmig bir V' vektor uzay: tarafindan,
her u, v € V icin

v? = Q(v) (2.3.1)

u-v+v-u=2Bg(u,v) (2.3.2)

seklinde tanimlanarak iiretilen (birlegsmeli) cebire Clifford cebiri denir ve Cl(V, Q)
ile gosterilir. Ayrica (2.3.2) esitligi temel Clifford 6zdegligi olarak adlandirilir.

V, n boyutlu bir vektor uzay1 ve {ej, e, ...,e,} ise V'nin bir tabam olmak
tizere C1(V, Q) cebiri

{1}U{6“612ezk1§21S22§<lk§TL, ]_SI{?SH}
kiimesi tarafindan iiretilir ve boy(Cl(V,Q)) = Z(Z) = 2" dir.
k=1

Ornek 2.3.3. Bir @ kuadratik formuyla donatilmis bir V = R® vektor uzay: icin
{e1, €2, e3} bir taban olmak iizere, C1(V, Q) Clifford cebiri

{1, e1, eq, €3, e1ea, €1€3, eze3, €1eze3}

kiimesi tarafindan tiretilir ve boy(CI1(V, Q)) = 2¥dir.
Uyar: 2.3.2. Bir () nondegenere kuadratik formuyla donatilmig bir V' reel vektor
uzay1 icin {ey, es,...,e,} bir ortonormal baz ise i # j icin Bg(e;, e;) = 0 olacaktir.
Bu durumda temel Clifford 6zdesligi

eiej+eje; =0 (i #j)
seklinde olur.
Ornek 2.3.4. V = R? olmak iizere u = (uy,us) € R? i¢in

Q(u) = ui + urus + uj

seklinde tanimlanan bir kuadratik form olsun. Bu kuadratik form ile donatilmig R?
vektor uzayi tarafindan iiretilen Clifford cebirini bulalim.

{e1 = (1,0), e =(0,1)}
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kiimesi R?’ nin bir ortonormal bazi olmak iizere C1(R?, Q)

{]-7 €1, €2, 6162}

kiimesi tarafindan (2.3.1) ve (2.3.2) ¢zelliklerini kullanarak iiretilir. O halde
e =Q(1,0) =1,
€5 =0Q(0,1) =1,

€16y + €961 = Q(l, 1) — Q(l, 0) - Q(O, 1) =1

olarak bulunur ve birlesme 6zelligi kullanilirsa
(e1e2)? = (e1en)(eren) = ey(eger)es = er(1 — eren)ey = erey — € = ejeg — 1,
er(ere) = eley = e,
(e1e2)er = e1(1 — e1e) =€) — eey = €1 — ea,
ea(eren) = (1 —ejep)es = ey — ere3 = ey — ey,

(e1e2)en = €165 = €3

elde edilir. O halde CI(R?, Q) cebiri

1 €1 ()] €1€2
1 1 €1 ()] €1€2
el el 1 ei1éy | e
€9 (D) 1-— €1€2 1 €y — €1
€1€9 | €1€9 | €1 — €9 (&) €169 — 1

islem tablosu ile iiretilen birlegsmeli cebirdir ve

ag + a1e1 + ases + aseres : a; € R(’L =0,1,2, 3),
CI(R?,Q) =

e? =e2 =ejen +ege; = 1

seklinde gosterilebilir.

boy(CU(V, Q) = 22 = 4
olarak elde edilir. Ayrica bu cebir nondegenere degildir. Gergekten, u = (uq,us),
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v = (vi,v2) € R? igin

Bg(u,v) = %(Q(Ul + v, ug +v2) — Q(ur, u2) — Q(vy, v2))

(Ul + U1)2 + (u1 + Ul)(UQ + 1)2) + (Ug + 1)2>2

—u? — uguy — U3 — v — vy — V2

= up(v1 + %) + Uz(% )

olarak bulunur. Her sifirdan farkli u = (u1,us) € R? i¢in Bg(u,v) = 0 olsun. Bu
durum

4 2 4 2
v = (SUQ — gul, gul + gUg) 7é 0

iken saglandigindan bu cebir nondegenere degildir.

p + q boyutlu reel vektor uzayinda

22 2 | 2 2
Q) =—vi —vy — . — v, + U+ U,

bir nondegenere kuadratik formdur. Burada (p, ¢) ikilisine kuadratik formun igareti
denir. Bu kuadratik form ile birlikte reel vektor uzay: Rg*q ile gosterilir. Bu vektor
uzayinin tirettigi Clifford cebiri ise

CURIT, Q) = Ol o(RP) = CI(RP™)
ile gosterilebilir. Bu sekildeki kuadratik formlar icin
Bg(u,v) = —uqv; — ugVe — ... — UpUp + Upi1Upi1 + oo + UpigUpiq
olur ve {ey, e, ..., €p14}, RPT9 igin bir ortonormal baz olmak iizere
e;ej +eje; =2Bg(e;ej) =0 (i # j)

olur. Boylece {ey, €3, ..., €14} ortonormal bazina ve (p, q) isaretine sahip RP*? vektor
uzay1 tarafindan iiretilen Clifford cebiri

€;€; + €je; = O, (Z 7é ])
bagintilarim1 saglayan birlesmeli cebirdir.
Ornek 2.3.5. V =R’ i¢in Q(v) = —v? — v2 + v2 + v + v kuadratik formu (2, 3)
isaretine sahiptir. Bu kuadratik form ile birlikte reel vektor uzayr R ile gosterilir

ve
Bg(u,v) = —ujv; — ugve + ugvs + usvg + UsU;
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olur. {ej, ea, €3, €4, €5}, RS igin bir ortonormal bazi tarafindan iiretilen Clifford
cebiri

e2=—-1 (i=1,2),

~

ei=1 (i=3,4,5),

eie; +eje; = 0 (Z # ])

bagintilarini saglayan birlesmeli cebirdir.
2.4. Baz1 Onemli Clifford Cebirleri

En 6nemli Clifford cebirleri, nondegenere kuadratik formlarla donatilmig reel
vektor uzaylar: tarafindan iiretilen Clifford cebirleridir.

Clio(R}); Q(v) = —v? kuadratik formuyla donatilmig V' = R vektor uzay
tarafindan iiretilen Clifford cebiridir. {1, e;} ile

e =Qler) =—1
seklinde tanimlanarak iiretilir. Boylece
ChioR) ={z=a+eb:ef=-1, a,beR} =C

olur.

Cly2(R?); Q(v) = v? + v3 kuadratik formuyla donatilmig V' = R? vektor
uzay1 tarafindan tiretilen Clifford cebiridir. Bu cebir; {e;, es}, R?'nin ortonormal
baz1 olmak iizere {1, e1, ey, e1e5} tarafindan

e?=Q(e1) =1, e =Q(ea) =1, eren + e9e; =0
seklinde tanimlanarak iiretilir. Birlesme 6zelligi kullanilirsa

(e162)? = e1(eger)en = e1(—e1en)ey = —efes = —1,
e1(erez) = efey = e,
(e1e2)er = (—egeq)er = —ege] = —eq,
ea(ereg) = ex(—eger) = —ehe1 = —ey,

(e1e2)es = €165 = €1

elde edilir. O halde Clg2(R?) Clifford cebiri

1 €1 €o €1€9
1 1 €1 €9 €1€9
€1 €1 1 €1€2 | €2
€9 ()] —€1€2 1 —€1
€1€2 | €1€9 | —€29 €1 —1
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islem tablosu ile iiretilen birlegsmeli cebirdir ve

a+bey + ceg + dejey : €2 =3 =1,
Clpo(R?) =
(e1€9)? = —1,e169 + €91 =0, a,b,c,d € R

seklinde ifade edilebilir. Ayrica

Lo 1o o1 [0
014 0 —1 | @ 1 0| ¢ ~1 0

eslesmeleriyle Cly2(R?) = Myyo(R) dur.

Clyo(R3); Q(v) = —vi — v} kuadratik formuyla donatilmig V' = R? vektor
uzay1 tarafindan tiretilen Clifford cebiridir. Bu cebir; {e;, €2}, R*nin ortonormal
baz1 olmak iizere {1, ey, es, €165} tarafindan

6% = Q(€1) = -1, 6% = Q(ez) = —1, ejea +e2e; =0

seklinde tanimlanarak iiretilir. Birlesme 6zelliginden faydalanilirsa

(e162)? = e1(eger)eg = e1(—ereg)ey = —efel = —1,
ei(eres) = eley = —eq,
(er162)er = (—ege1)er = —eqef = ey,
ea(eres) = ex(—ezer) = —e3e; = ey,
(e1eg)eq = e1e3 = —e;

olarak bulunur. Bu durumda Cly(R2) Clifford cebiri

1 €1 €9 €1€2
1 1 €1 €9 €1€2
€1 €1 —1 €16y | —€9
€9 €9 —€1€2 -1 €1
e1ey | e16q | €9 —e; | —1

islem tablosu ile iiretilen birlegmeli cebirdir ve

a+bey + cex +dejey : e = e3 = (e1e9)? = —1,

01270(]&3) —
eres +ese1 =0, a,b,c,d € R
seklinde ifade edilebilir. Bunun yaninda

e; — 1, e — J, e1eg — k
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eslesmeleriyle Cly o(R3) = H’dur. Burada H kuaterniyonlar cebirini temsil etmekte-
dir.

Cli1(R?); Q(v) = —v? + v3 kuadratik formuyla donatilmig V' = R? vektor
uzay1 tarafindan tiretilen Clifford cebiridir. Bu cebir; {e;, es}, R?'nin ortonormal
baz1 olmak iizere {1, ey, ey, e1e5} tarafindan

6% =Qe1) = —1, 63 =Q(e2) =1, erea+ee1 =0

seklinde tanimlanarak iiretilir. Birlesme 6zelligi kullanilirsa

(e162)? = e1(eger)es = e1(—e1en)en = —ejes =1,
er(ere) = eey = —ey,
(erez)e; = (—eger)er = —6263 = €2,
ea(eren) = ea(—eze1) = —€jer = —ey,

(e1e2)es = €163 = €1

elde edilir. O halde C1; ;(R?) Clifford cebiri

1 €1 €9 €1€2
1 1 €1 ()] €162
€1 €1 —1 €1€y | —€9
€9 €9 —€1€2 1 —e1
€16y | e16g | €9 €1 1

islem tablosu ile iiretilen birlesmeli cebirdir ve
a+bey +cey +dejey et = —1,e3 = (e1e0)? =1,
Cl1(R3) =
e1es +egeq1 =0, a,b,c,d € R
seklinde ifade edilebilir. Ayrica

e1 — i, ea — j, ereg — k

eslesmeleriyle Cl;;(R?) = H olur. Burada H split kuaterniyonlar cebirini temsil
etmektedir.

Tanim 2.4.1. CI(V, Q) cebirinin ¢ift ¢arpiml iiretegleri de bir cebir olugturur. Bu
cebire CI(V, Q) nun ¢ift alt cebiri denir ve CI1(V, Q) ile gosterilir.

Ornek 2.4.1. Cl»(R}); Q(v) = —v? 4+ v2 + v kuadratik formuyla donatilmis
V = R3 vektor uzayr tarafindan iiretilen Clifford cebiridir. Bu cebir, {e1, €3, e3}
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R*nin ortonormal baz1 olmak iizere, {1, ey, e, €3, €162, €1€3, €2€3, €163} tarafindan

el =Qer) =—1, €5 =Q(e2) = 1, €5 = Q(e3) = 1,

e16y + ege1 = 0, ejeg + eze; =0, egeg + ezea =0

seklinde tanimlanarak iiretilir. Birlesme 6zelligini kullanarak

(e162)? = e1(eger)es = e1(—e1eg)e = —€3es =1,
(e1e3)? = e1(ezer)es = er(—eies)es = —eje; =1,
(e2e3)? = eg(esen)es = eg(—ege3)es = —egeg = -1,
e1(erey) = eley = —ey,
ea(erez) = —ezer = —ey,

63(6162) = €1€632€3,
(ereg)er = (—eger)er = —egel = e,
(e1eg)es = e1e3 = ey,

(6162)63 = €1€2€3

ve benzer gekilde diger garpim elemanlar elde edilirse Cl; 5(R$) Clifford cebiri

1 €1 €9 €3 €1€2 €1€3 €9€3 €1€2€3
1 1 €1 €9 €3 €162 €1€3 €2€3 €1€2€3
€1 €1 -1 €162 €1€3 —€9 —E€3 €1€9€3 | —€2€3
€9 €9 —e€1€2 1 €92€3 —€1 —e€1€62€3 | €3 —€1€3
€3 €3 —e€1€3 —E€2€3 1 €1€2€3 | —€1 —€9 €1€9
€1€2 €1€9 €9 €1 €1€2€3 1 €9€3 €1€3 €3
€1€3 €1€3 €3 —€1€2€3 | €1 —E€9€3 1 —€1€9 —E€9
€9€3 €9€3 €1€2€3 | —€3 €2 —€1€3 €1€2 —1 —€1
€1€9€3 | €1€2€3 | —€2€3 —€1€3 €162 €3 —E€9 —e1 1

islem tablosu ile iiretilen birlesmeli cebirdir. Cl; 5(R?) cebirinin ¢ift alt cebiri ise

a + beges + cejes + dejes : (6263)2 = -1, (61@3)2 = (‘9162)2 =1,
leLg( ?) -
eiej+eje; =0, 1#7, 4, 7=1,2,3
olarak bulunur. Ayrica
€9€3 — ’i, €13 — j, €169 — k?

eslesmeleriyle CIf,(R}) = H olur.
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3. SPLIT KUATERNiIYONLAR VE MATRISLERi
3.1. Split Kuaterniyonlar

Hamilton’un kuaterniyonlar1 kegfinden kisa bir siire sonra, 1849 yilinda, James
Cockle split kuaterniyonlar kiimesini

H={q=q+ qi+aqj+ak @ a, ¢ 06cR}
olarak tamitmgtir (Cockle 1849). Burada imajiner birim elemanlar

iP=—1, =k =ijk=1,

ij=—ji=k, jk=—-kj=—i, ki=—ik=]
esitliklerini saglarlar (Inoguchi 1998, Kula 2003).
Her ¢ = qo + 17 + q2J + gsk split kuaterniyonu

q=qo+ qi+ (g2 + qsi)j

olarak yazabiliriz. Buradan ¢; = ¢y + ¢17 ve ¢co = ¢ + ¢3¢ kompleks sayilar olmak
iizere her split kuaterniyonun
q=c1tcy

olarak tek tiirlii temsil edildigi goriiliir.
3.1.1 Split kuaterniyonlar iizerinde temel islemler

Split kuaterniyonun skaler kismi: Her ¢ = qg + ¢1¢ + q2j + ¢3k split kuaterni-
yonunun skaler kismi

Sq ={qo
olarak tammmlanir. Eger S, = 0 ise ¢’ya pure split kuaterniyon adi verilir. Pure split
kuaterniyonlar kiimesi

Ho={¢=qo+qi+qj+qgkcH:q=0}
ile gosterilir.

Split kuaterniyonun vektorel kismi: Her ¢ = gy + q17 + q25 + g3k split quater-
niyonunun vektorel kismi
Vo= qui+ q) + g3k

seklinde tanimlanir.

Split kuaterniyonlarin toplami: p = po+p1i+paj+psk ve ¢ = qo+q1i+q2j +qsk
split kuaterniyonlarinin toplami

pta= (S, +5)+(V, +V,)

=po+q)+ 1 +q)i+ (p2+q)j+ (ps+q3)k
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olarak tanmimlanir.

Split kuaterniyonlarin carpimi: p = po+p1i+p2j+psk ve ¢ = Qo+q1t+q2J +qsk
split kuaterniyonlarinin ¢arpimi

pq = SpS, + <Vp7 Vq>]L + SpVe + SV +Vp X Vg
= (pogo — P11 + P2q2 + P3g3) + (P1Go + Poqr — D2q3 + P3Ga)i

+ (Pog2 + P290 — P1q3 + P3q1)j + (Pogs + P3do — P21 + P1g2)k

seklinde tanimhdir. Burada, (, ); ve xp, sirasiyla Lorentz i¢ ve vektdr garpimini
temsil etmekte olup, u = (uy, ug, uz) ve v = (v, va, v3) vektorleri igin

<117 V>]L = —uU1V1 + UaVg + U3V3,
—i ok
uXp,v=| Uy Uz U3
V1 Vg Vs

olarak tammlanir. Bahsi gecen Lorentz i¢ carpimu ile donatilmis Oklid uzaymna
Minkowski 3-uzay1 adi verilir ve E? ile gosterilir. Ayrica pure split kuaterniyonlar
kiimesi Minkowski 3-uzay1 ile vzdeslestirilebilir (Kula 2003, Ozdemir ve Ergin 2005,
Ozdemir ve Ergin 2007, Kula ve Yayh 2007).

Split kuaterniyonlarin skalerle carpimi: ¢ = ¢y + ¢17 + ¢2J + g3k split kuater-
niyonu ile A € R skalerinin carpimi

Ag = gA = (Aqo) + (Aq1)i + (Ag2)j + (Ags)k
seklinde tanimhdir.
Split kuaterniyonun eslenigi: ¢ = qy + ¢17 + ¢2J + g3k split kuaterniyonunun
eslenigi
q=95,—Vy=q — qi — q2j — g3k

olarak tamimlanir.

Split kuaterniyonun normu: g = qo+q1i+q2j +q3k split kuaterniyonunun normu

Ny = llgll = Vlqgl = \/|QS+Q%—Q%—Q§I

olarak tamimlanir. Eger N, = 1 ise ¢’ya birim split kuaterniyon denir.

Split kuaterniyonun tersi: Eger N, # 0 ise ¢ = qo + q1? + ¢2J + g3k split
kuaterniyonunun tersi vardir ve




seklindedir.

Split kuaterniyonun karakteri: ¢ = qo + 17 + ¢2J + g3k split kuaterniyonu icin
Li=qi=Tq=q+di — 4 — ¢

degeri ¢ split kuaterniyonunun karakterini belirler.

Eger I, < 0, ise ¢ split kuaterniyonuna spacelike;

Eger I, > 0, ise ¢ split kuaterniyonuna timelike;

Eger 1, = 0, ise ¢ split kuaterniyonuna lightlike (null) ad: verilir.

Teorem 3.1.1.1 (Alagoz vd 2012) Her split kuaterniyon 2 x 2 tipinde kompleks
matris olarak temsil edilebilir.

Ispat. Bir g € H alalim. O halde q = c1 + ¢ oyle ki ¢q, co € C olacak sekilde tek
tiirlii temsil edilir. Simdi

IrE H-H
lineer doniisiimii tanimlayalim 6yle ki
p— fo(p) = pq

olsun. Bu doniisiim bire bir eglemedir ve

fa(1) = c1 + cay,
fa(G) = jler + c2j)

= 1) +0f” =&+,

esitliklerinden, split kuaterniyonlar kiimesini, Msy5(C) nin

1 C2 | |
{{0_2 a:|.61702€(:}

alt kiimesi olarak tanimlayabiliriz. 0

Not edelim ki

M:q—cl+62j€ﬁ—>q'—{i 0_2]
C2 (1

birebir eglemedir ve iglemleri korur. Ayrica
(N,)? = detq

dir (Alagoz vd 2012).
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3.1.2. Split kuaterniyonlarin reel matris temsilleri

Her q € H i¢in,

lineer doniisiimiinii ele alalim. Bu doniigiim birebir eslemedir ve her ¢ = ¢y + ¢17 +
q2J + g3k split kuaterniyonu igin

94(1) = qo + @17 + @25 + g3k,
9,(1) = —q1 + qoi + 37 — @2k,
9,(7) = @2 + q31 + qoj + a1k,

94(k) = g3 — @21 — q1j + qok
esitlikleri saglanir. Bu doniigiim yardimu ile, H ve

o —q1 492 @3
M = g1 qo 43 —Q42

q2 43 Go —q1

43 —q2 q1 Qo

“qo, 91, 92, 43 ceR

matris cebiri arasinda bir izomorfizma tamimlanir. Yukarida ifade edilen 4 x 4 tipin-
deki reel matrise ¢ split kuaterniyonunun sol matris temsili ad1 verilir ve

dgo —q1 Q92 @3
g1 4qo g3 —QG2
Lia) =
(Q) 92 43 4qo0 —q1
g3 —q2 41 Qo

ile gosterilir (Kula 2003, Kula ve Yayli 2007).

Onerme 3.1.2.1 (Kula 2003, Kula ve Yayh 2007) Her p, ¢ € H ve r € R icin,
asagidaki ozellikler saglanir;

i. L(p+q) = L(p) + L(q),
ii. L(pq) = L(p)L(q),

iii. L(rp) =rL(p),

iv. L(1) = I.

ispat. P = po+piri+p2)+psk, ¢ = q+qi+ g+ qs3k herhangi iki split kuaterniyon
ve r € R olsun.
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[ po+a —(p1+q)
P1t+q Po+t Qo
L _
(p+a) P2+q2  pP3+qs
| p3t+ g3 —(p2 + @)
[ Po —P1 P2 D3
_ | Pt Po P3 —D2
b2 P33 Po —h
| P3 —P2 P11 Po
= L(p) + L(q).

ii.

P2+ q  p3+qs
p3s+aqs —(p2+q2)
po+q —(p1+aq)
P1tq Dot Qo

9 —q91 492 g3
g1 qdo 43 —Qq2
92 43 qdo —q1
3 —42 q1 4o

PoGo — P11 + P2q2 + p3qs + (Poqi + P1go — P2gs + P3q2)i

+(Poga + qop2 — P1qs + @1ps)j + (Pogs + P12 + Gops — P2q1)k

L(pq)=L
bPo —P1 P2 D3
_ | Pr Po P3 —P2
b2 P33 DPo —Dq
pbs —P2 P1 Do
= L(p)L(q)
iii.
™o —TDp
™1  TPo
L(rp)=
(p) TPy  TP3
TPy —TPo
=rL(p)
iv.
L(1) =

rps
Do

o O O =

qG1 g
q2 g

TPs3
—TDo
—Tpy

Do

OO = O
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—q;

0
3

—ds

O = O O

q2
qs
do
a1

_ o O O

qs
—q2
—q1

qo

Po —P1 P2 D3
b1 Po P3 —Po
b2 P33 Po —Di
b3 —P2 P1 Do



Burada L(pq) = L(p)L(q) esitligi saglandigindan
L:H—M
doniigiimii homomorfizmdir. Benzer gekilde,

fo: —H

E=)

fo(p) = pq

lineer doniisiimiinii ele alahm. Bu doniisiim de birbire eglemedir. Her ¢ = go + ¢17 +
q2J + g3k € H icin agagidaki esitlikler saglanir;

fo(1) = qo + @17 + g2 + qsk,
fo(1) = =1 + qoi — q3j + q2k,
fo(d) = @2 — @31 + qoj — @ik,

fo(k) = g3 + @i + @1 + qok.
Bu doniistim yardimu ile H ve

o —q1 492 @3
N = g1 qo —4q3 QG2
d2 —q43 Gqo 1
g3 42 —q1 Qo

“qo, 91, 92, 43 ceR

matris cebiri arasinda bir izomorfizma tanimlanir. Yukarida elde edilen 4 x 4 tipin-
deki reel matrise ¢ split kuaterniyonun sag matris temsili ad1 verilir ve

G —491 42 g3
g1 Go —q3 Q2

R(a) =
(q) d2 —q43 Gqo 1
g3 492 —q1 Qo

ile gosterilir (Kula 2003, Kula ve Yayl 2007).

Onerme 3.1.2.2 (Kula 2003, Kula ve Yayli 2007) Her p, q € H ve r € R icin,
asagidaki ozellikler saglanir;

i. R(p+q) = R(p) + R(q),
ii. R(pq) = R(q)R(p),

iii. R(rp) = rR(p),

iv. R(1) = I,.
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Ispat. p = po+pii+paj+psk, ¢ = go+ qii+ goj + g3k herhangi iki split kuaterniyon
ve r € R olsun.
i.

[ po+aq —(pi+a@) peta pstas
Pp+a po+tq  —(p3taz) p2t @
p2+q@ —(ps+q3) po+a i@
| ps+aq3 P2t —(Pi+q@) pot+ @

R(p+q) =

Po —P1 P2 D3 o —q1 QG2 @3
_ | P Po 7P3 P2 | @1 G0 TG G2
P2 —PpP3 Po D1 G2 —q3 qo 1
| P3 P2 —P1 Do q3 G2 —q1 Qo
= R(p) + R(q).

ii.

P0go — P1q1 + p2q2 + p3g3 + (Poq1 + P1go — P2g3 + p3q2)i

R(pg)=R
+(pog2 + qop2 — P13 + q1p3)J + (Pog3 + P1g2 + qop3 — P2q1)k
Q —4¢ 42 g3 Po —P1 P2 D3
_ | G —43 ¢ P1r Po —P3 D2
Q2 —q43 Go Q1 P2 —P3 DPo P
3 42 —q1 Qo ps P2 —P1 Do
=R(q)R(p).
iii.
Po —TPp1 TPy TP3 Po —pP1 P2 D3
R(Tp): D1 _7”p0 —TpP3 TPy — P1 _po —P3 P2 :TR(p).
D2 P TPy TPy P2 Ps Po D1
TP3 TPy —TDP1 TP pPs P2 —P1 Do
iv.
1 000
01 0O
R(1) = 00 10 =1
0 0 01
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Tamm 3.1.2.1. (Kula 2003, Kula ve Yayh 2007) Her 2 = @o + 21i + 22 + 23k € H
icin, 7 = (o, 71,79, 23)7 vektoriine z split kuaterniyonunun vektor temsili adi
verilir.

Teorem 3.1.2.1. (Kula 2003, Kula ve Yayli 2007) Her a, b ve z split kuaterniyonlar:
icin, agagidakiler saglanir;

i. at = L(a) @,

ii. b= R(H) T,

iii. azb = L(a)R(D)T = R(b)L(a) 7,

iv. det(L(a)) = det(R(a)) = (1,)>.

Ispat. a = ag + a1i + asj + ask, b = by + byi + byj + bsk ve x = xg + 210 + 29] + x3k

herhangi split kuaterniyonlar olsun.
i.

aoxg—a1$1+a2$2+a3$3 apg —ai a9 as Zo
e agT1+a1T9—asr3+a3To _ | @ a0 az —ap T :L(a)?.
agTo+a0To—a1T3+asx as az ay —aq T
QpT3+a1T2+a3T0—A221 as —as a] Qg T3
ii.
$0b0—$1bl+132b2+$3b3 bg —bl bg bg Zo
- Zob1+x1bg—22b3+73b2 bi by —bz by 1 —
& wobz+$2b0—1’1bg+l‘3b1 bg —bg bo bl i) ( )LE
$0b3+$1b2+$3bo—$2b1 bg b2 _bl bo I3
iii. -
azxb = L(a)xb = L(a)R(b)7 = R(b)az = R(b)L(a)
iv.

ap —aip a2 as
ayp G as —az
az az ap —a
a3 —az ap Qo

det(L(a)) = det = (a +a} — a3 — a§)2 = (I,)?,

Gy —ai1 a2 as

_ ar G —a3 Q2 | _ (2 2_ 2 2\2 _ 2
det(R(a)) = det R (ag + ai — a3 —a3)” = (1.)*.
as (05} —ap Qo
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3.1.3. Minkowski 3-uzayinda dénme doniisiimiiniin birim timelike split
kuaterniyonlarla ifade edilmesi

Her ¢ = qo + q17 + 27 + g3k split kuaterniyonu

q= (QO,Q17Q2>Q3)

seklinde de temsil edebilir. O halde her split kuaterniyon E3’iin bir elemani olarak
da diigtinebilir. Burada u = (ug, uy, us, u3),v = (vg, vy, 2, v3) € E* olmak iizere, Ej
uzayi

<11, V>E§ = —UgUy — U1V1 + U2V2 + U3V3

i¢ carpimiyla donatilmis Oklid uzaymi temsil etmekte olup, yar1 Oklid uzay olarak
da adlandirihir. Her u € Ej igin, eger (u, u}Eg > () ise u vektoriine spacelike, eger
(u,u)ps < 0 ise u vektoriine timelike, eger (u, u)ps = 0 ise u vektoriine lightlike
(null) ad1 verilir. Dolayisiyla split kuaterniyonlar yar1 Oklid uzay1 ile vzdeslesebilir.
Benzer gekilde, her ¢ = q17 + ¢27 + g3k pure split kuaterniyon

q= (Q17Q27Q3)

seklinde temsil edebilir. Dolayisiyla her pure split kuaterniyonu, Minkowski 3-
uzayimin bir elemani olarak diisiinebiliriz. Bahsi gegcen Minkowski 3-uzay1, Lorentz
i¢ carpimi
(U, V) = —u1v;1 + ugvy + u3vs

ile donatilmig Oklid uzay1 olup, E? ile gosterilir. Her u € E? icin, eger (u, u); >0
ise u vektoriine spacelike, eger (u,u); < 0 ise u vektoriine timelike, eger (u,u); =0
ise u vektoriine lightlike (null) adi verilir. Ayrica, Minkowski 3-uzayindaki timelike
vektorler icin, eger ilk bileseni pozitif ise future pointing timelike vektor, eger ilk
bilegeni negatif ise past pointing timelike vektor adi verilir. u € E? vektoriiniin
normu ise

[ull = 4/ [{u,u) |
olarak tanmimlanir. Bununla birlikte, Lorentz vektorel carpimi
xp B x B} — |3
—€1 €2 €3

c(w,v) muxpv=| u us us
V1 V2 U3

seklinde tanimlanir. Pure split kuaterniyonlar kiimesi ve Minkowski 3-uzay1 6zdeslese-
bildiginden, Lorentz i¢ ve vektorel carpim ile yaptigimiz herseyi pure split kuater-
niyonlar ile yapmak miimkiin olacaktir (Kula 2003, Ozdemir 2007).

Her u, v € E? igin, u ve v vektorleri arasindaki ag1 agagidaki sekilde tanim-
lanir.

i. Eger u ve v future pointing (past pointing) timelike vektorler ise u Xy, v bir
spacelike vektor olup

(u,v), = —[[ul[ |v]lcosh @ ve [fuxp v|[ = [ful| ||v][sinh &
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iligkileri saglanir. Burada 6 ise u ve v vektorleri arasindaki hiperbolik acidir.
ii. Eger u ve v vektorleri
[(w, v [ < [lul[]Iv]

esitsizligini saglayan spacelike vektorler ise u Xy, v bir timelike vektor olup
(w,v)y, = [Ju][ [lv[fcos & ve [luxp v|| = [lul |v] sin 6

iligkileri saglanir. Burada 6 ise u ve v vektorleri arasindaki acidir.
iii. Eger u ve v vektorleri
[(w, V)| > [l {[v]

esitsizligini saglayan spacelike vektorler ise u xp, v bir timelike vektor olup
(u,v)y, = —[luf[[v] cosh 6 ve [juxy v|| = [Jul[|[v] sinh 6

iligkileri saglanir. Burada 6 ise u ve v vektorleri arasindaki hiperbolik acidir.
iv. Eger u ve v vektorleri

[{, V)| = [[ull[[v]]

esitligini saglayan spacelike vektorler ise u xy, v bir lightlike vektordiir (Ozdemir ve

Ergin 2006, Kula ve Yaylh 2007).
Her g = qo + q11 + q25 + qsk spacelike split kuaterniyonu igin,

0<q<—G+a+q5=(Vy,Vy)p <0

oldugundan, ¢ split kuaterniyonunun vektorel kismi bir spacelike vektordiir. Fakat
bir timelike split kuaterniyonunun vektorel kismi, spacelike, timelike veya ligthlike
olabilir. Bu bilgi split kuaterniyonlarin polar formda ifade edilisinde ¢nem tagir.
Kuaterniyonlarin polar formda gtsterimine benzer olarak, her ¢ = qo+q1i+q27 + 3k

split kuaterniyonu icin,

i. ¢ spacelike ise
q = N,(sinh § + ucosh9)
seklinde yazilabilir. Burada

V- +éE+ @

N,

q

sinh 0 = ](i[—(; ve coshf =

olup
1 ) )
u= —— (17 + q2j + qsk)
—q¢i + ¢ +q3

ise birim spacelike vektordiir.

ii. ¢ timelike ve V, spacelike vektor ise

q = Ny(cosh 6 + usinh 6)
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seklinde yazilabilir. Burada

\/ﬁ
cosh 0 = 22 ve sinh g = (il il

N N

olup
1 . )
u= —— (17 + q27 + qsk)
—qi +q5 +q3

ise birim spacelike vektordiir.

iii. ¢ timelike ve V; timelike vektor ise
q = Ny(cosf +usinb)

seklinde yazilabilir. Burada

Vi —aé— ¢

N,

q

qo0 .
cosf) = — ve sinf =
q

olup
1 ) )
u=—= 5 5 (1t + q2j + q3k)
47 — 43 — 43

ise birim timelike vektordiir (Ozdemir 2005, Ozdemir ve Ergin 2006).

Timelike split kuaterniyonlar kiimesi

TH = {q - (q0aq17q2>q3) © 40,491,492, 43 € Rv ]q > O}

ile gosterilir ve split kuaterniyon carpma iglemi altinda bir grup olusturur. Diger
yandan birim timelike split kuaterniyonlar kiimesi

PI[‘I]HIl = {q = (q07Q17(J27Q3> 2 4o, 491,492,493 S Ra [q >0 ve Nq = 1}

ile gosterilir ve timelike kuaterniyonlarm bir alt grubu olup yar1 Oklid kiire
Sy = {u cEj: (u,u)Eg = 1}

ile vzdeslesebilir. Bu sebepten, kuaterniyonlar ile Oklid uzaymdaki donme doniisiim-
leri arasindaki iliskinin bir benzeri, birim timelike split kuaterniyonlar ile Minkowski
3-uzayimdaki déonme doniisiimleri arasinda vardir. Bir baska deyisle, Minkowski 3-
uzayinda her dénme doniigiimii birim timelike split kuaterniyonlarla ifade edilebilir.
Bahsi gegen, Minkowki 3-uzayindaki donme doniigiimlerinin kiimesi

S0(1,2) ={R e M3(R): I'R"T*R =1 ve det R =1}

olarak temsil edilir. Burada

O = O
_ o O



matrisidir. Her u, v € E? icin,
(u,v)y =u’'I*v
esitligi saglanir. O halde, her R € SO(1,2) ve u,v € E3 igin,
(Ru, Rv), = (Ru)" I"(Rv) = u" RTI"Rv = u" I*v = (u,v),

oldugu goriiliir. Yani, Minkowski 3-uzayinda donme doniigiimleri, acilari, uzunluk-
lar1 ve vektorlerin karakterlerini korur. Elbette ki dénme agisinin gesidi (kiiresel
veya hiperbolik) ve dénme ekseninin karakteri dénme doniigiimiine baghdir.

Her g = qo + q17 + q27 + g3k birim timelike split kuaterniyonu i¢in,

R, E} - E}
1 x =R, (x) =qxq !

doniisiimii lineerdir. Bu doniigiime karsilik gelen matris ise
GBHE+G+G 20003—201G2 —2G002—24,G3
Ry= | 20102120300 43—Gi—05+43 —2¢293—2¢1q0
2014320290 201G0—2¢293 G5 —41 G545

olarak elde edilir. Buradan I *RqT] *R, = I ve det R, = 1 oldugu acikca gortiliir. Yani
R, € SO(1,2)dir. Tersine R = (R;;) € SO(1,2) verildiginde, bu dénme doniistimii-
ne karsilik gelen ¢ = qo + ¢12 + ¢27 + 3k birim timelike split kuaterniyonu asagida
verilen formiiller yardimu ile elde edilebilir:

i. Eger qo#0 ise

1
qg:Z(l+R11+R22+R33),

1
q1 = % (R32 - R23) )
1
Qo = —4—% (Ri3 + Ra1),

1
qs = 4—% (Ro1 + Ri2) .
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ii. Eger ¢o=0 ise

1
=——R
q2 2 12,

1
=——R
q3 2 13,

Dolayisiyla
@:Ss TH, — SO(1,2)

fonksiyonu bir grup homomorfizmasidir. Oyle ki ¢ doniisiimiiniin kerneli {1} dir.
Dolayisiyla SO(1,2) grubu TH, /{£1} boliim grubuna izomorftur. Bir bagka de-
yisle, Minkowski 3-uzayindaki her donme doniisiimiine kargilik gelen ¢ ve —q olmak
iizere iki birim timelike split kuaterniyon vardir. Buradan goriilityor ki Minkowski
3-uzayindaki her donme doniisiimiine kargilik gelen skaler kismi pozitif olan bir tek ¢
bir birim timelike split kuaterniyonu vardir. Burada ¢’nun vektorel kisminin karak-
teri; donme agisinin ve donme eksenin karakterinin belirlenmesinde 6nem tagir.

Teorem 3.1.3.1. (Ozdemir ve Ergin 2006) ¢ = cosh # +usinh # birim timelike split
kuaterniyon olmak tizere, R, doniisiimii u spacelike ekseni etrafinda 20 hiperbolik

acis1 kadar donmeyi ifade eder.

Ispat. u spacelike birim vektor olmak iizere, ¢ = cosh + usinh @ birim timelike
split kuaterniyon olsun. Bir {ej, €2, u} ortonormal iigliisii alahm 6yle ki

(er,u)p, =0, (er,e1)y =—1lveey=uxpe;

olsun. e; ve u vektorlerinin gerdigi diizlemdeki her x spacelike (timelike) birim
vektorii,

x = cosh au + sinh ave; (x = sinh cvu + cosh avey)

seklinde yazilabilir. Burada «, x ve u vektorleri arasindaki hiperbolik agidir. O halde
R,(u) ve R,(e;) vektorlerini hesaplamamiz yeterli olacaktir. R, lineer doniistimiiniin
tanimini ve u? = 1 oldugunu kullanarak

R,(u)=(cosh # + usinh #)u( cosh § — usinh §)
= (cosh fu + sinh 0)( cosh § — usinh )
= cosh® fu — sinh® fu = u
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oldugu goriiliir. Diger yandan

ue; = (u,e;); +uxpe; =e;
eju=(e;,u); +e;xpu= —ey

eu= <62, 11>L + ey Xpu=e;
iligkileri kullanilirsa

R,(e1)=(cosh # 4+ usinh f)e; (cosh § — usinh )
= (cosh fe; + sinh fey)( cosh § — usinh 6)
= cosh? fe; + 2 cosh f sinh e, + sinh? e

= cosh(26)e; + sinh(26)e,

elde edilir. Bu da bize R, doniistimii ile x vektoriiniin u spacelike ekseni boyunca 20
hiperbolik agis1 ile dondiiriildiigiinii gosterir. 0

Ornek 3.1.3.1.
1 2

3 07 =

V3 \/3)

birim timelike split kuaterniyonunu ele alalim. ¢'nun vektorel kismi spacelike olup,
R, lineer dontistimiine karsilik gelen donme matrisi

q:2+\/§(

9 8 —4
R,=|8 7 —4
44 -1

olarak elde edilir. Bu doniigiim,
coshf = 2 ve sinhd = V3

olmak tizere, 20 hiperbolik acis1 kadar

L, 2
V3 V3

spacelike eksen boyunca dénmeyi ifade eder.

u=(

)

Teorem 3.1.3.2. (Ozdemir ve Ergin 2006) ¢ = cosf + usin 6§ birim timelike split
kuaterniyon olmak tizere, R, doniistimii u timelike ekseni boyunca 20 agis1 kadar
donmeyi ifade eder.
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Ispat. u timelike birim vektor olmak iizere, ¢ = cos + usin 6 birim timelike split
kuaterniyon olsun. Bir {u,e;,es} ortonormal iigliisii alalim 6yle ki

(el,u>L = 0, (el,e1>L =1ve €y = Uu X, €;

olsun. e; ve u vektorlerinin gerdigi diizlemdeki her x timelike (spacelike) birim
vektor
x = cosh au + sinh ae; (x = sinh cu + cosh cvey)

seklinde yazilabilir. Burada o, x ve u vektorleri arasindaki hiperbolik agidir. R,
lineer doniisiimiiniin tammim ve u? = —1 oldugunu kullanarak

R,(u)=(cosf +usinf)u(cosf — usinf)
= (cosfu — sinf)( cos ) — usin 0)

= cos® fu + sin? fu = u
oldugu goriiliir. Diger yandan

ue| = <u, el)]L +uXxpe; = eq
eju= (e}, u); +e; X u= —e;

eu=(ey, u); + e X u=e;
iligkileri kullanilirsa

R,(e1)=(cosf + usinf)e;(cosd — usinb)
= (cosfe; + sinfey)( cos — usinf)
= cos® fe; + 2 cos fsin es — sin? fe;

= cos(20)e; + sin(20)e,

elde edilir. Bu da bize R, doniistimii ile x vektoriintin u timelike ekseni boyunca 20
acis1 ile dondiiriildiigiinii  gosterir. 0

Ornek 3.1.3.2. ¢ = %—F ‘/75(\%, \/ig, 0) birim timelike split kuaterniyonunun vektorel
kismi timelike olup, R, lineer doniistimiine karsilik gelen donme matrisi
3 1
i 1 3
R, = 1 -1 -1
1 1
-3 1 =3
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olarak elde edilir. cosf = % ve sinf = ‘/75

halde elde edilen doniisiim, 2{ acis1 kadar

egitliklerinden ¢ = % oldugu goriiliir. O

1
7_70
3 V3

timelike eksen boyunca dénmeyi ifade eder.

u=(

)

Sl

3.2. Split Kuaterniyon Matrisleri

~

Elemanlar split kuaterniyon olan m x n tipindeki matrisler kiimesi M, x,, (H)

A~

ile gosterilir. Eger m = n ise M,(H) ile gosterilir. Standart matris toplami ve

A~

garpimi tammhidir ve bu iglemlerle birlikte M,,(H) birim elemanl bir halkadur.
3.2.1. Split kuaterniyon matrisleri iizerinde temel islemler

Split kuaterniyon matrislerini toplami: A = (A);;, B = (B);; € M (H)
split kuaterniyon matrislerinin toplami

A+ B=(A+ B); = (A + (B)i
olarak tamimlanir.

Split kuaterniyon matrislerinin c¢arpmmi: A = (A); € My (H),

~

B = (B)jr € M,,«,(H) olmak {izere, split kuaterniyon matrislerinin ¢arpimi

n

AB = (AB);; = Z(A)z’k<B>kj

k=1
seklinde tanimhdir.

Split kuaterniyon matrisinin skalerle carpimi: A = (A);; € men(ff\ﬂ) ve
A € H icin, skalerle sagdan ve soldan ¢arpim sirasiyla

olarak tanimhdir. Ayrica A € M, (H), B € Mnxp(f%\]l) ve A\, p € H igin,

A(AB) = (AA)B, (AN)B = A(AB), (M)A = A(uA)

esitlikleri saglanir. Yani men(ﬁl) skalerle sag ve sol carpima gore ayri ayri H
tizerinde vektor uzayidir (Alagoz vd 2012).

Split kuaterniyon matrisinin eslenigi: Her A = (A);; € My (H) igin, Amn
eslenigi

A= (A),; € My (H)

olarak tammhidir.
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A~

Split kuaterniyon matrisinin transpozesi: Her A = (A);; € M,,x,(H) i¢in,
A’nin transpozesi (devrigi)

AT = (AT)y; = (4);; € My (H)
seklinde tanimhdir.

Split kuaterniyon matrisinin eslenik transpozesi: A = (A);; € men(f&\]l)
olmak iizere, A'nin eglenik transpozesi

A* = (AT € My (H)
seklinde tanimhdir.
Ayrica her A € M, (]?]I) kare matrisi icin,
Eger AA* = A*A ise A matrisine normal matris;
Eger A = A* ise A matrisine hermityan matris;
Eger AA* = I ise A matrisine iiniter matris ad1 verilir.
Split kuaterniyon matrisinin tersi: A, B € M,(H) ign, eger
AB = BA = I ise A matrisinin tersi vardir denir ve B matrisine A’'nin tersi denir

(Alagoz vd 2012).

Her ¢ split kuaterniyonu; ¢, ¢z € C olmak tizere ¢ = ¢; + caj seklinde tek
tiirlii yazilabildiginden, her A € M, (H) matrisi A;, Ay € M,(C) olmak iizere

A - A1 +A2]
seklinde tek tiirlii yazilabilir.
3.2.2. Split kuaterniyon matrislerinin 6zellikleri

A~

Teorem 3.2.2.1 (Alagoz vd 2012) A, B € M,,(H) i¢in agagidaki ozellikler saglanir;

ii. (AB)* = B*A*,

iii. Eger A ve B matrislerinin tersi var ise (AB)™! = B~1A™,
iv. Eger A matrisinin tersi var ise (A*)~' = (A™1)*.

Ispat. i. 6zellik eslenik ve transpoze tanimlar1 geregi acikca goriiliir.

ii. A, B € M,(H) olsun. O halde Ay, Ay, By, By € M,(C) olmak iizere,

A= A1+A2j ve B = B1+B2j
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seklinde tek tiirlii yazabiliriz. Buradan

AB = (A1+A,5j)(B1+Bsy))

= (A1B; + A2B_2) + (A1By + AzB_1>j

E - (A1B1 —|— AQB_Q) + (A1B2 + AQB_l)j

= (AB; + AyB;) — (ABy + AyB))j

— (A1B; + A;B,) — (A1B, + A,B))j
(AB)* = (AB)"

— (A,B; + AB,)" — (A1Bs + A,B))"j

= [(B1)" (A1) + (B2)"(A2)"] = [(B2)"(A)" + (B1)"(A)"] )
esitliklerini elde ederiz. Diger yandan,

B* = (B)' = (B1 - Byj)" = (B1)" — (B)",

A= (A7 = (A= Agj)" = (A)T — (A2)T)
esitlikleri kullanilirsa
B A" = [(B1) (&))" + (B2)"(A5)"] — [(B)"(A)" + (B1) (A)7] j
olarak elde edilir. Dolayisiyla (AB)* = B*A* oldugu goriiliir.
iii. Eger A ve B matrislerinin tersi var ise
AT'A=AA" =1, ve B'B=BB"' =1,
esitlikleri saglanir. Bu iki esitlikten

ABB YA =1, = (AB)(B'A™) =1,

B YA 'A)B=1, = (B 'A)(4B) =1,
elde edilir. Yani AB matrisinin de tersi vardir ve (AB)~! = B~!A~! olarak bulunur.
iv. Eger A matrisinin tersi var ise

ATTA=AAT =1,
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esitligini yazabiliriz. Buradan ii. ozelligi ve I} = I,, 6zelligini kullanirsak
A*(Afl)* — (Afl)*A* — [n

oldugu goriiliir. Dolayisiyla A* matrisinin tersi vardir ve (4*)~! = (A~1)*dir.
U
Ornek 3.2.2.1. (Alagoz vd 2012)

i g ik

A= ve B =
0 k 0 J

split kuaterniyon matrislerini ele alalim. A matrisinin tersi ve eslenigi sirasiyla

Al = ve A =

- 7 —1 | o
(A" = ve (A7) = — (A1 # (A7),
|0 —k | 0 —k
[ —i 0] —i 0
(AT = ve (A7) = — (AT)t £ (AT
| -1 k| 1 k
=1 14y L ~1 1—j -
(AB) = ve A B = — (AB)# A B,
0 —1 0 7
[ -1 0 -1 0
(AB)" = ve (B)"(A)" = — (AB)" # (B)"(A)"
| 1—j i L+j —i

oldugu goriiliir.
Bu ornek ile agagidaki sonucu elde edilir.

A~

Sonug 3.2.2.1. (Alagoz vd 2012) A € M,y (H) ve B € M,,,(H) i¢in asagidaki
ozellikler saglanir;

i. (Z)_1 # (A-1) (genel olarak),
ii. (AT)_1 £ (A" (genel olarak),
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iii. AB # A B (genel olarak),

iv. (AB)" # BT AT (genel olarak).

A~

Teorem 3.2.2.2. (Alagoz vd 2012) A, B € M,(H) olmak iizere, eger AB = I, ise
BA =1, dir.

ispat. Al, AQ, Bl, B2 € Mn(C) olmak {izere A = A1+A2j, B = B1+B2] € Mn(]ﬁl)
olsun. AB = I,, oldugunu kabul edelim. O halde

AB = (A1B; + AyBy) + (A1 By + AyBy)j = I,
oldugundan

AB,+AB, =1,

AB; + AyB; =0,

esitliklerini elde ederiz. Burada [,, n X n tipinde birim matrisi ve 0,, ise n X n
tipinde sifir matrisini temsil etmektedir. Bu iki esitlik kullanilirsa

A, A [BL Byl [, o]
A, A, || B, By On 1In
blok matris esitligi elde edilir. Bu teorem kompleks matrisler i¢cin dogru oldugundan
(B, B, | [A Ay [, 0,]
B, B, | | Ay A On 1In

esitligini yazabiliriz. Bu egitligi acarsak

BiA; + B2A, = I,

BiA; + B2A; =0,
esitliklerini elde ederiz. Buradan
I, = (B1A; + BoAy) + (B1Ay + ByAy)j = BA

oldugu goriiliir ve ispat biter. O

Degismeli olmayan girdilere sahip bir A matrisinin sag
AB=1
ve sol
BA=1

olmak tizere iki tersi olabilir. Teorem 3.2.2.2 gosteriyor ki, split kuaterniyonlar
degismeli olmamasima ragmen A € M, (H) matrisinin tersinin olmasi igin sag veya
sol tersinin olmasi yeterlidir. Ciinkii sag (sol) ters var ise sol (sag) ters de mevcuttur
ve her zaman birbirine egittir.
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3.2.3. Split kuaterniyon matrislerinin kompleks adjoint matrisi

~

Tamim 3.2.3.1. (Alagoz vd 2012) A = A+ Ayj € M, (H) oyle ki Ay, Ay € M, (C)
olsun. 2n x 2n tipindeki

A Ay

A, A
kompleks matrise, A matrisinin kompleks adjoint matrisi ad1 verilir ve x4 ile gos-
terilir.

Ornek 3.2.3.1. (Alagoz vd 2012)
1 i+j+k
A=
0 1

split kuaterniyon matrisini ele alalim. Bu matrisi

1 1 0 1+:
A= + J
01 0 0
seklinde yazilabilir. Buradan
1 4 0 14
Al - ve A2 =
01 0 0

oldugu goriiliir. O halde A matrisinin kompleks adjoint matrisi

1 i 0 144 ]
A, A, o 1 0 0
XA —= o o —=
A, Ay 0 1—-2 1 —2
0 0 0 1 |
olarak bulunur. Diger yandan
1 0
A =
——7—k 1
oldugundan A* matrsisinin kompleks adjoint matrisi
[ 1 0 0 0
- 1 —1—7 0
XA =
0 0 1 0
| —1+i¢ 0 7 1]
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olarak elde edilir. Burada

1 0 0 0]
— 1 144 0
(xa)" = (xa)" =
0O 0 1 0
| 1-i 0 ¢ 1]

oldugundan, x4« # (x4)* oldugu goriiliir.

~

Teorem 3.2.3.1. (Alagoz vd 2012) Her A, B € M, (H) i¢in asagidaki ozellikler
saglanir;

i x1, = lan,

. Xa+B = X4+ X5

iii. xaB = XaXs;

iv. Eger A matrisinin tersi var ise (x4)™' = xa-1,
V. Xxa+ 7# (xa)* (genel olarak).

fspat. A = A, + Ayj, B = B, + B,j € M,(H) olsun oyle ki A;, Ay, By, By €
M,(C).

i. I, =1, + 0,5 oldugundan tanim geregi

oldugu gortiliir.

ii. A+ B =(A;+By)+ (As + By)j oldugundan

A +B; A+ By A, A, B, B

XA+B = il [ e

A2 + BQ Al + B1 AQ A1 BQ Bl
=XA+tXB

olarak elde edilir.
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iii. AB = (A,B; + A3;B;) + (A;B; + A,B,)j oldugundan tanmim geregi

[ A;B; + AyB;, A B, + AyB; AB; +A,B, AB,+ A;B;
XAB = = _ -
| A1By + A,B; A;B; + A,B, AB,+AB; AB, +AB,

A, A B, B

& & || B B
olarak elde edilir.
iv. A matrisinin tersi var ise
AAT = ATTA=1,

esitligi yazilabilir. i. ve iii. 6zellik kullanilirsa

Ion = X1, = XAXA-1 = Xa-1XA
oldugu goriiliir. O halde x4 matrisinin de tersi vardir ve

(xa) ™' = xa

olarak elde edilir.

iv. Ornek 3.2.3.1 ile bu esitligin her zaman saglanmadig goriiliir. U

3.2.4. Split kuaterniyon matrislerinin 6zdegerleri
Tanim 3.2.4.1. (Alagoz vd 2012) A € Mn(ﬁ-\ﬂ) ve A € H olsun. Eger
Ax =Mz

esitligini saglayan en az bir sifirdan farkli x split kuaterniyon kolon vektorii varsa
AN'ya A'min sol 6zdegeri denir. A’nin sol dzdegerleri kiimesi

al(A):{AEﬁ:Ax:Ax, xr # 0}
ile gosterilir ve A’'min sol spektrumu olarak adlandirihir. Eger
Ax =z

esitligini saglayan en az bir sifirdan farkli x split kuaterniyon kolon vektorii varsa
Nya A'min sag 6zdegeri denir. A’nin sag dzdegerleri kiimesi

JT(A):{)\GJﬁI:Ax:x)\, x # 0}
ile gosterilir ve A'nin sag spektrumu olarak adlandirilir.
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Ornek 3.2.4.1. (Alagoz vd 2012)

split kuaterniyon matrisini ele alalim. Bu matrisin sol 6zdegerlerinden (Ax = Az
denklem sistemini z # 0 i¢in saglayan A\ degerlerinden) bazilarinin kiimesi

{£1} C au(4)

olarak elde edilir. Sag ©zdegerlerinden (Az = xA denklem sistemini = # 0 i¢in
saglayan A degerlerinden) bazilarmin kiimesi

{£1, +j, £k} Cor(4)

olarak bulunur. Bu 6rnekle sol 6zdegerlerden A = +1'nin ayn1 zamanda sag 6zdeger
oldugu goriiliiyor.

Ornek 3.2.4.2. (Alagoz vd 2012)

A:
—j 0

split kuaterniyon matrisini ele alalm. Bu matrisin sol 6zdegerlerinden (Azx = Az
denklem sistemini = # 0 i¢in saglayan A degerlerinden) bazilarinin kiimesi

{£k} € i(A)

olarak elde edilir. Fakat A\ = +k, A'nin sag 6zdegerlerinden degildir. Yani A = +k
icin, Az = z ) denklem sisteminin sifirdan farkli bir = split kuaterniyon kolon vektorii
icin ¢oziimii yoktur.

Teorem 3.2.4.1. (Alagoz vd 2012) A € M, (H) olmak iizere asagidakiler denktir;
i. A matrisinin tersi vardir,
ii. Az = 0 sifir tek ¢oziime sahiptir,

iii. |ya| # 0 yani y4 matrisinin tersi vardir,

iv. A’'nin 6zdegerleri sifirdan farkhidir. Daha acikcasi, eger baz1 A € H ve sifirdan
farkli split kuaterniyon x vektorii i¢in Az = A\x veya Ax = z\ ise A # 0’dir.

Ispat. i. < ii. Aqkca goriiliir.
ii. = iil. A=A, +Ayj € Mn(]ﬁl) ve T = Iy + x9j split kuaterniyon kolon vektorii
olsun. Burada A;, Ay € M, (C) ve z1, 25 kompleks kolon vektorlerdir.

Azr = (Ajzy + Aom3) + (Aqze + AgTy)j
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oldugundan, Ax = 0 egitligi
Az + Ayt =0, Ajrg + Ay =0
esitliklerine denk olacaktir. Bu iki esitlik kullanilirsa
A, A, 1 0

esitligi yazilabilir. Buradan
Az =0 & ya(r1,72)" =0

oldugu goriiliir. Kabul geregi Ax = 0 esitligi sadece x = 0 ¢oziime sahip oldugundan
xa(r1,72)T = 0 esitligi de sadece sifir ¢oziime sahiptir. Burada x4 matris kompleks
matris oldugundan |x 4| # 0’ dir. Bir bagka deyigle x4 matrisin tersi vardir.

ii. = iv. Az = 0 sadece x = 0 ¢oziime sahip olsun. Kabul edelim ki A = 0, A
matrisinin bir 6zdegeri olsun. O halde en az bir sifirdan farkl x i¢in Ax = 0z =0
olacaktir. Kabul geregi Ax = 0 sadece z = 0 ¢oziimiine sahip oldugundan bir ¢eligki
elde ederiz. O halde A matrisinin tiim 6zdegerleri sifirdan farkhidir.

iv. = ii. A matrisinin tiim 6zdegerleri sifirdan farkli olsun. Eger Ax = 0 = Az ise
kabul geregi x = 0 olmalidir.

A~

iii. = ii. A= A; + Ayj € M,(H) matrisinin kompleks adjointinin tersi var ise bir
2n x 2n kompleks matrisi

B: B,
B; B,
vardir oyle ki
B, B, A A, I Oy
B; B, E A_1 0, I,

esitligi saglanir. Burada A;, Ag, By, Bs, B3, By € M, (C)’dir. Bu esitligi agarsak
BiA; +ByA, =1, BijA; + ByA,; =0,
esitliklerini elde ederiz. Bu iki esitlik kullanilirsa
(B1A; + ByA,) + (B1Ay + BoAy)j = I,
esitligi yazilabilir. Bu esitlik, B = B; + Byj € Mn(]ﬁ[) olarak alirsa
BA=1,

esitligine denktir. Teorem 3.2.2.2 geregince AB = I, esitligi de saglanir. O halde A
matrisinin de tersi vardir. U
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Split kuaterniyonlar degismeli olmadigindan determinant tanimi split
kuaterniyon matrisleri i¢in genellegtirilemez. Bu sebepten Teorem 3.2.4.1°den yola
gikarak split kuaterniyon matrisleri i¢in bir determinant fonksiyonu tanimlanabilir.
Bu determinant fonksiyonu, kompleks matrisin determinatini hesaplayabildigimiz-
den agagidaki gibi tanimlanmigtir.

~

Tamm 3.2.4.2. (Alagoz vd 2012) A € M, (H) ve x4 ise A matrisinin kompleks
adjoint matrisi olsun. A matrisinin ¢ determinanti

41, = [xal
olarak tammmhdir. Burada |xa| ise x4 matrisinin determinantidir.
Teorem 3.2.4.2. (Alagoz vd 2012) A, B € M, (H) olsun. Asagidakiler saglamr;
i. A'nm tersi vardir < [A[, # 0.
s _ -1 : -1 -1 33
ii. [AB|,=|A|,[B],, sonug olarak A™" var ise [A™| = (|A] )" dir.
iii. P ve @ elementer matrisleri i¢in [PAQ|, = |A|,’dir.
Ispat. i. Teorem 3.2.4.1 geregi acikca goriiliir.
ii. Teorem 3.2.3.1" den xap = xaXxp oldugunu biliyoruz. Buradan
|AB|, = |xasl = [xaxs| = [xal Ixsl = |Al, B,
oldugu goriiliir. Eger A matrisinin tersi var ise
_ _ -1 _ -1

1= |I”|q - |AA |q - ‘A|q }A |

esitliginden A1 = (|A,)~" elde edilir.

iii. P ve @ elementer matrisleri icin |P|, = [Q|, = 1 oldugundan agik¢a goriiliir. [

Teorem 3.2.4.3. (Erdogdu ve Ozdemir 2013a) Her A € M, (H) icin
o,(A)NC = o(xa),
esitligi saglanir. Burada
o(xa) ={A€C: xav=Av, v#0}
A matrisinin kompleks adjoint matrisinin, yani x4 matrisinin spektrumudur.

Ispat. A € Mn(]ﬁl) ve A € C, A matrisinin bir sag 6zdegeri olsun. A matrisi Ay,
A, € M,(C) olmak iizere
A=A+ Ayj
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seklinde tek tiirlii yazilabilir. Ayrica A € C, A matrisinin sag ¢zdegeri oldugundan
en az bir sifirdan farklh x = 21 + x5j split kuaterniyon kolon vektorii icin

Ax =z

esitligi saglanir. Burada z; ve x5 sifirdan farkli kompleks kolon vektorleridir. Bu
esitligi acarsak

(Ay + Agj) (@1 + 22)) = (21 + 227)A
A1331 + Aliﬁgj -+ Agj&?l + AQjSCQj = SL’1>\ + xgj/\

(A1 + AgTy) + (A17a + AgT1)j = 21\ + 220)
elde ederiz. Bu esitlik ise

Az + Aymy = Ay,

Axy + AyTy = Aay

esitliklerine denktir. Ilk esitlik ve ikinci esitligin eslenigi blok matrisler olarak

A, A, X1 T
=\

Ay, A 2 To

seklinde ifade edilebilir. Sonug¢ olarak A nin kompleks sag 6zdegerleri kiimesinin
keyfi bir A eleman1 ayni zamanda y 4 matrisinin 6zdegeridir. Yani

UT<A> NC g U(XA)

oldugu elde edilir. 0,(A)NC D o(xa) oldugu ise yukaridaki iglemler tersine yapildi-
ginda kolayca goriiliir. Sonug olarak o,.(A) NC = o(xa) esitligi elde edilir. O

A~

Bu teorem ile her A € M, (H) split kuaterniyon matrisinin sag 6zdegerin
varligini ispat etmis olduk. Fakat sag ozdegerlerinin sayis1 hakkinda kesin bir sey
soylemek i¢in bu teorem yeterli degildir. Bununla birlikte sag 6zdegerlerin sayisi
hakkinda kismen bilgi sahibi olduk. Yani, A € M, (H) matrisinin en fazla 2n tane
farkli kompleks sag 6zdegeri vardir. Ayrica teoremin ispati ile A matrisinin kompleks
sag ozdegerine karsilik gelen 6zvektor ile x4 matrisinin 6zvektorii arasindaki iligki

de goriiliiyor.

Teorem 3.2.4.4. (Erdogdu ve Ozdemir 2013a) A;, Ay € M,(C) ve A\;, Xy € C
olmak iizere, A = A + A\oj € H degeri A = A; + Asj € M,(H) matrisinin sol
ozdegeridir ancak ve ancak xy, o € C" vektorleri vardir 6yle ki

max{[|z1 s [[22]l 0} > 0
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(Al — )\ljn) (A2 — Agln) T O

(Ay—Xoln) (Ar—NI) | | T2 0
Burada, y = (y1, 92, .., ¥n) kompleks kolon vektorii i¢in
19lloe = max{{|y:]| : 2 =1,2,....,n}

olarak tamimhdair.

~

Ispat. A, A, € M,(C) ve A, Ay € C olmak iizere A = A; + Ayj € M, (H)
ve A = A\ + AgJ € H olsun. A € H degeri A matrisinin sol 6zdegeridir ancak
ve ancak en az bir sifirdan farkh x = x; 4+ x9j split kuaterniyon kolon vektorii
(max{[|z1[| . , [l22]l .} > 0) igin

S Ar = M\

< (A1 + Agj) (1 + 225) = (M + Aoj) (1 + 225).
Bu esitlik acilirsa

Ay + Arzaj + Agjrr + Agjaaj = Mx1 + MTaj + A2jx1 + Agjraj
(A1 + AoT3) + (Aqze + AoTr)j = Mxy + ATz + (M122 + A1) J

(Aqmy + Ay — Aoy — AoT3) + (Arze + ATy — A\ — A7)j = 0
elde edilir. Elde edilen esitlik ise
(Al — )\1[n) 1+ (A2 — )\an)x_g = O,

(Al — )\IIn) To + (Ag - >\2In) 1 0

olarak ifade edilir. Ilk esitlik ve ikinci esitligin eslenigi blok matrisler olarak

(Al — )\1[n> (Ag — )\gfn) Wi} 0
seklinde yazilabilir ve ispat biter. 0

A~

Bu teorem, her A € M, (H) split kuaterniyon matrisinin sol 6zdegerin hangi
sartlar altinda var oldugunu gosterir. Ayrica teoremin ispati ile eger A matrisinin
sol ozdegeri var ise nasil elde edilecegi de goriiliiyor.

Klasik Gershgorin Teoremi; n x n tipindeki kompleks matrisler icin, 6zdeger-
leri i¢ine alan diskleri ifade eder. Gershgorin Teoreminin, n x n tipindeki split ku-
aterniyon matrisleri i¢in nasil genellegtirilecegini vermeden ¢nce, Klasik Gershgorin
Teoremini hatirlayalim.
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Klasik Gershgorin Teoremi: A = (a;;) € M, (C) ve A matrisinin 6zdeger-
leri kiimesi ise 0(A) = {A1, Mg, ..., A, } olmak iizere, her i € {1, 2,...,n} i¢in

)\i € G(A) = U{Z < C: |Z — ajj| S Rj}
j=1

n

saglanir. Burada R; = Z |a;;| dir.

=L

Teorem 3.2.4.5. (Sol 6zdegerler icin Gershgorin Teoremi) (Erdogdu ve
Ozdemir 2013a) A = (a;;) € M, (H) olmak iizere

ol(A) €| J{a € H: lg — aull < Ri}

i=1

n

saglanir. Burada R; = Z llaij]| -

J=Li

Ispat. A = (a;) € M, (H), A € o,(A) ve X 6zdegerine karsilik gelen dzvektor ise
r = (x1, Tg,...,x,) olsun. O halde Ax = Az esitligi saglanmir. Kabul edelim ki z
vektoriiniin x; bileseni, her j i¢in

lsll =l

esitsizligini saglasin ve ||z;|| > 0 olsun. Diger yandan, Ax; degeri Az vektoriiniin i.
bilegenine esittir. Yani
n
)\l’i = Z&ijl'j.
i=1

esitligini yazabiliriz. Buradan

n
()\ — a“)xz = E aijxj
=Lt
esitligini elde ederiz. Bu egitligin her iki tarafinin normunu alirsak,

n
Y. aijT;

J=lu#j

(A — aig)x|| =

n
I = aa)l[ lzill < 3 Nl

J=L,i#j

n

I = aa) | sl < 30 e | [l

J=Li#]
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A —=ai)| < > |layll = R

J=Li

olarak bulunur. Buradan
oi(4) € U{q e H: |lg - ail < R}

oldugu goriiliir. 0

Asagidaki ornekle, bu tiir bir genellestirmenin split kuaterniyon matrislerinin
sag ozdegerler icin her zaman miimkiin olmayacag1 goriiliir.

Ornek 3.2.4.3.
i 1+ R
A= € My(H)
—14+j5 —i

matrisini ele alalim. A matrisinin kompleks adjoint matrisi

) 1 0 1
-1 —2 1 0
XA =
0 1 —2 1
i 1 0 -1 =2 ]

olarak bulunur. Teorem 3.2.4.3 geregi,

o (A)NC={-V-1-2i, V=1-2i, —v/—1+2i, vV—1+2i}

olarak bulunur. Burada
G(A)={qeH:|q—i]| <0}u{geH:|q+i] <0}
olarak elde edilir. A\; = —v/—1 — 21 6zdegeri i¢in

1A — ]| = H—\/—1 90— ZH ~ (.8318 ¢ 0

A+ = H—\/—l 20+ zH >~ 24042 £ 0
oldugu goriiliir. Bir bagka degisle A\ ¢ G(A)’ dir.

3.2.5. Split kuaterniyon matrislerinin tersinin bulunmasi

A~

A € M, (H) matrisinin tersi var ise Teorem 3.2.4.1 geregi y 4 matrisinin tersi
vardir. Eger y 4 matrisinin tersi

B, B

1 2

(xa) ™' =
B

3 4
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seklinde ise Teorem 3.2.4.1’in ispat1 geregi A matrisinin tersi
A" =B; +Byj

olarak elde edilir.

Ornek 3.2.5.1.
1417 g
A=
0 k
split kuaterniyon matrisini ele alalim. A matrisini
1+7 0 01
A= + J
0 0 0 ¢
seklinde yazabiliriz. Burada
142 0 0 1
A1 = ve A2 =
0 O 0 1

oldugundan A matrisinin kompleks adjoint matrisi

[ 1+4i 0 0 1

XA
0 1 1—2 0

0O — 0 0

olarak bulunur. |A|, = |x4| = —2 # 0 oldugundan Teorem 3.2.4.2. geregi A matrisin
tersi vardir. y 4 matrisinin tersi ise

[ 1—¢ 144 0 0

(xa)™' = 5
0 0 1+¢ 1—u1
| 0 —2i 0 0 |
oldugundan
1| 1—@ 1+ 0 0
B == ve By = —
21 0 0 0 2i
oldugu goriiliir. Buradan
NEETREY 0 0 il
Al =2 + j= 2 2 2 2
2
0 0 0 1 0 L

olarak elde edilir.
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4. KOMPLEKS SPLIT KUATERNiYONLAR VE MATRISLERI
4.1. Kompleks Split kuaterniyonlar

Kompleks Split kuaterniyonlar kiimesi

ﬁ@:{Q:Qo+Q1i+Q2j+Q3kiQo7 Q1, @2, Q3 € C}

olarak tanimlanir. Birimlerin ¢arpimi ise, agagidaki tabloya gore belirlenir;

i [ k1 1|6 |1 | ik
Pk 1 [ 1| iy | ik
1 k| —j | © | i ik | —ij
. :

(3

—i | —ij | ik | —i| 1
1 | =ik | —ij | -1 | -1 |

Wi i) | ik | =1 | —i | —j | —k
| 1| -1 k| —ij| —i | 1 | —k]| j
i | —ik| 1] - | j | -k | L | —
ik | i |u| 1| k| 5 | i | 1

—e| TS| . =
o] | S
|
o

Burada i, j, k split kuaterniyon birimlerini ve i ise kompleks birimi temsil etmektedir
(Erdogdu ve Ozdemir 2013b).

4.1.1. Kompleks split kuaterniyonlar iizerinde temel islemler

Kompleks split kuaterniyonun skaler kismi: Her () = Qy + Q17 + Qo) + Qsk
kompleks split kuaterniyonunun skaler kismi

SQ = Qo
olarak tanimlanir. Eger Sg = 0 ise Q’ya pure kompleks split kuaterniyon ad verilir.

Kompleks split kuaterniyonun vektorel kismi: Her Q) = Qo+ Q11+ Q27 + Qsk
kompleks split kuaterniyonunun vektorel kismi

Vo = Qi + Q2) + Qsk

olarak tanmmlanir. Eger V; = 0 ise ) bir kompleks say1 belirtir.

Kompleks split kuaterniyonlarin toplami: P = F, + Pii + Py + Bsk,
Q = Qo + Q11 + Q25 + Q3k kompleks split kuaterniyonlarinin toplami

P+Q= P+ Qo)+ (PA+Q)i+ (P+Q2)j+ (Ps+ Qs)k

olarak tanmimlanir.

Kompleks split kuaterniyonlarin carpimi: P = Fy + Pii + Py + Psk,
Q = Qo + Q11 + Q25 + Q3k kompleks split kuaterniyonlarinin ¢arpimi

PQZSPSQ+SPVQ+VPSQ—P1Q1+P2@+P3@

+ (P3Qs — P2Q3)i + (P3Q1 — PiQ3)j + (P1Q2 — PaQ1)k
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seklinde tanimhdir.

Kompleks split kuaterniyonun skalerle carpimi: QQ = Qg + Q1i + Q25 + Qsk
kompleks split kuaterniyonu ile A € R skalerinin ¢arpimi

AQ = QA = (AQo) + (AQ1)i + (AQ2)j + (AQ3)k
olarak tamimhdir.

Kompleks split kuaterniyonun kuaterniyon eslenigi: ) = Q¢ + Q17 + Q27 +
@3k kompleks split kuaterniyonun kuaterniyon eglenigi

Q=S5 —Vo=Qo— Qii— Q) — Qsk
seklinde tanimhdir.

Kompleks split kuaterniyonun kompleks eslenigi: @) = Qo+ Q17+ Q27 + Qsk
kompleks split kuaterniyonun kompleks eslenigi

Q° = Qo+ Qui + Q2j + Qsk
olarak tamimhdair.

Kompleks split kuaterniyonun total esglenigi: ) = Qy + Q17 + Qo) + Qsk
kompleks split kuaterniyonun total eglenigi

(Q)° = (Q°) = Qo — Qui — Qaj — Qs3k

olarak tanimlanir.
4.1.2. Kompleks split kuaterniyonlarin 6zellikleri

Teorem 4.1.2.1. (Erdogdu ve Ozdemir 2013b) Her P, Q € ]ﬁlc ve ¢ € C igin,
agagidakiler saglanir;

i. 1c = a,

ii. jc= ¢y,

iii. kc = ¢k,

iv. Q = @ ancak ve ancak Q € C,
v. (Q = Q° ancak ve ancak () € ]T-\]I,
vi. Eger P € R ise PQ = QP.

ispat. P = Py + Pii+ Pyj + Psk, Q = Qo + Qi + Qo) + Qsk € He ve
¢ =c¢1 + i € C olsun.

i. ic = i(Cl + Cgi) :Cli + CQii = (Cl + Cgi)i = c.
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ii. je=jlcr + cod) =c1j — e2ij = (¢1 — 2l)j = ¢J.
iii. ke =k(cp + eol) =1k — ik = (¢ — coi)k = k.

iv. Q=Q & Qo+ Qi+ Q2 + Q3k = Qo — Qi —Qoj — sk & Vg =0&Q =
SQ:Q()G(C.

V. Q=Q° & Qo+ Qui+ Qo + Qsk = Qo+ Qui + Q2f + Qsk & heri=0,1,2,3
icin Q; € R" dir. & @Q € H.

vi. Eger P € R ise

PQ = P(Qo + Qui+ Q2) + Q3k) = (Qo + Qri + Q2j + Q3k) P = QPF.

O
Kompleks split kuaterniyonlar degismeli olmadigindan, asagidaki érnekte ifade edilen
baz1 temel ozelliklerin her zaman saglanmagi goriiliir.

Ornek 4.1.2.1. (Erdogdu ve Ozdemir 2013b) Q = (141i) 4 (1 +i)j ve P = (1+1)j
kompleks split kuaterniyonlarini alalim.

QQ=-2+2i+(2-2i)j ve QQ = —2+2i + (-2 +2i)j = QQ # QQ,
QQ = (2—-2)+(2 - 2i)j ve QQ° = (2+20)+(2 + 2i)j = Q°Q # QQ",
(Q)°Q = (2+20)+(2+20)j ve Q(Q)" = (2 - 2i)+ (-2 +2i)j = (Q)°Q # Q(Q)",
PQ=2+2jve QP =2+ (2i)j = PQ # QP,
(QP)=2-(20)jvePQ=2-2j=(QP)# P Q,
(QP)°=2—(2i)j ve P°Q°=2+2j = (QP)" # PQ",
(Q@P) =2+ (2)jve PQ =2-2j= (QP)#P'Q".

Teorem 4.1.2.2. (Erdogdu ve Ozdemir 2013b) Her kompleks split kuaterniyon bir

4 x 4 kompleks matris olarak temsil edilebilir.

Ispat. Q = Qo + Qi + Q2j + Qsk bir kompleks split kuaterniyon olsun. Simdi
fo: He — He

lineer doniisiimiinii tanmimlayalim 6yle ki
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Bu déniigiim bire bir eslemedir ve
fo(1) = Qo + Qri + Q2 + Qsk,
foli) = i(Qo + Qui + Q2 + Q3k) = —Q1 + Qoi — Q3j + Q:k,
fo(j) = j(Qo + Qi+ Qaj + Qsk) = Q2 — Qsi + Qoj — Qk,

fo(k) = k(Qo + Qi + Qaj + Qsk) = Qs + Qai + Q1) + Qok.

Bu egitliklerden, kompleks split kuaterniyonlar kiimesi, M,(C) nin

([ Qo Q1 Q2 Q@3 ] )
I~ Q1 Qo —Qs @
H(C = _ _ - - : Q07 Qh Q27 Q3 € C
Q2 —Q3 Qo —G
o & o | ,
alt kiimesi olarak yazilabilir. 0

4.1.3. Kompleks split kuaterniyonlarin reel matris temsilleri

Qo = ag+ibg, Q1 = a1 +1ib1, Q2 = az +1iby ve ()3 = a3+ ib3 € C olmak iizere,
her Q = Qo + Q171 + Q25 + Qsk € He iki farkl sekilde gosterilebilir.

Kompleks form: a = ag + a1t + asj + ask ve b = by + byt + byj + b3k € M olmak
lizere

Q=a+1ib
seklindeki gosterime (Q'nun kompleks formda gosterimi adi verilir.

Reel form: n =0,1,2,3 ic¢in a,, b, € R olmak tizere
Q = ag + a1 + asj + ask + boi + biii + boij + bsik
seklindeki gosterime (Q'nun reel formda gosterimi adi verilir.
Her @ € ]ﬁLc icin,
Gog: JT-\]I(C — ]ﬁLc
Go(P) =QP

49



lineer doniigtimiinii ele alahm. Bu déniigiim birebir eslemedir ve @ = ag+a1i+azj+
Clgk' + bol + bllZ + bglj + bgll{f =a+1ibe H(C i(;in,

GQ(l) =ag + a1t + CLQj + a3k + bgl + blll + bglj + bgik,

GQ(Z) = —a1 + aoi + agj - CLQ]C — bli + boil + b31] — b2ik,

GQ(]) = a2 + Clg’i + Cloj + alk‘ + bzi + bgil + bgij + blik’,

GQ(k) = az — CLQ’i — Cllj + aok + bgi — bQiZ — bllj + boik7

GQ(]) = —bo — blZ + b2] + b3]€ + CL()i + Cblii - CLQij — CLgik,

GQ(iZ) = bl - bo’L + bgj - bgk’ - ali + a,gii — CL3ij + agik,

GQ(I]) = b2 -+ ng — boj — blk' — &Qi — Clgii -+ aoij -+ alik,

GQ(]]C) = bg — bgl + blj — bo]{f — agi + agii — alij + Cboil{?,

esitlikleri saglanir. Bu doniigiim yardimu ile ﬁc ve

([ ap —aip
ar Qo
a2  as
a3 —as

MEN ] b —n
b1 bo
by bs

([ b3 —bo

a2
a3
Qo

by

as

—by
—Iy
by
bs
Qg
ai
—as
—ag

by by by ] )
—by b3 —by
by —bo I
—b —br —by Can, by € R, n=0,1,2,3
—ap —az —as
Qg —az Gz
—az Gy —ai
) ai Qo | )

matris cebiri arasinda bir izomorfizma tanimlanir. Yukarida tanimlanan 8 x 8 tipin-
deki reel matrise () kompleks split kuaterniyonun sol matris temsili ad1 verilir ve

Qg
ai
a2
as
bo
by
by
bs

Qo

az
as
Qo
aq
by
bs
bo
b

as
—ao
—ay

Qo

—byp b1 by b
—by —by b3 —by

by b3 —by by
by  —by —bi —bo
ap —aip —az —as
ai ap —as a2
—G2 —a3 ay —a

—das Q9 aq Qo

ile gosterilir. Bu temsil a ve b split kuaterniyonlarinin sol matris temsilleri cinsinden

~L(b,)



olarak ifade edilir. Burada
Ay :a0+a1i—a2j—a3k ve b* :b0+b12—b2j—b3k
seklindedir.

Onerme 4.1.3.1. Her p ve ¢ split kuaterniyonlar1 ve kompleks formda verilen
(Q = a+1ib ve P = c + id kompleks split kuaterniyonlar1 i¢in, agagidakiler saglanir;

i. (po)s =n,

ii. (p+q) =ps + ¢,
iii. p,i=1ip, pi = ip,,
iv. (pg)« = psgs,

v. QP = (ac — b,d) + i(bc + a.d).

Ispat. p = po +p1t +p2j +psk, ¢ = g+ qi + q2j + sk € H, ve Q = a+ ib,
P = c+id € H¢ olsun.

i.

(ps)« = (po + pri — p2j — psk)« = po + p1i + p2j + psk = p.
ii.
(p+ @)= (Po+ )+ (p1 + q1)i + (p2 + q2)J + (p3 + a3)k)-
= (po+qo) + (p1+q1)i — (P2 + q2)7 — (p3 + @)k
= Px + Gx-
iii.
p«i=(po + p1i — p2j — pak)i =poi+tpiii — p2ji—pski
=i(po + pri + p2j + psk) = ip,
pi=(po + p1i + p2j + psk)i =poitpiil + pajitpski

= i(po + p1i — p2j — psk) = ip..
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iv.
(Pq)x = PoGo — P1q1 + P2q2 + P3q3 + (Poqr + P1go — P2gs + P3G2)i
— (pog2 + qop2 — P1g3 + @1p3)J — (Pogs + P1g2 + qops — P2qa)k

= (po + p1t — p2J — p3k)(qo + @1t — G2J — q3k) = Psgs.

QP = (a+1ib)(c +id) = ac + aid + ibc + ibid

= ac + ia.d + ibc — b.d = (ac — byd) 4 i(be + a,d).

Teorem 4.1.3.1. Her Q, P € He ve r € R icin, agagidakiler saglanir;
i. £L(Q+P)=L(Q)+L(P),

ii. L(QP) = L(P)L(Q),

iii. £(rQ) =rL(Q),

iv. £(1) = Is.

Ispat. Q = a +ib ve P = ¢ + id kompleks formda verilmis iki kompleks split
kuaterniyon ve r € R olsun.

i.

LIQ+P)=L((a+c)+i(b+d))

- [ L(a+c¢) —L((b+d),) - L(a) + L(¢) —L(b,) — L(d,)
Lb+d) L((a+c).) L(b)+ L(d) L(a,)+ L(c,)

. L(QP) = L((ac — b.d) +i(bc + a.d))
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[ L(ac —b.d) —L((be+ a.d),) L(ac —b,d) —L(b,c, + ad,)
L(QP) = =

L(bc + a.d) L((ac — byd),) L(bc+ a.d) L(a.c, — bd,)

L(ra) —L(rb*)] B [L(a) —L(b*)]

L(rQ) = L(ra+irb) = |:
L(rb)  L(ray)

iv.

Her Q = ag + a1i + asj + ask + boi + biii + boij + bsik = a + ib € Hy icin,

FQlﬁc—)ﬁc

Fo(P)=QP
lineer déniigiimiinii ele alalim. Bu doniisiim birebir eslemedir ve

Fo(1) = ag + a1 + azj + agk + boi + biii + beij + bsik,
Fo(i) = —ay + agi — asj + ask — bi + boii — baij + bk,
Fo(j) = ag — agi + agj — a1k — bai + bsii — boij + biik,
Fo(k) = as + azi + a1j + apk — bsi — boii — byij — boik,
Fo(i) = —bo — bui — baj — bgk + aoi + arii + asij + asik,
Fg(id) = b1 — bgi + bsj — bak — ai + aoki — asij + asik,
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FQ(I]) = b2 — ng + boj — blk' + Clgi — agii + CLgij — (Zlik,

FQ(lk) = b3 + bQ’L + blj + bok + CLgi + CLQii + alij + aoi/{?

esitlikleri saglanir. Bu doniigiim yardim ile, ﬁc ve

([ ap —aip [25) as —bo b1 b2 bg ] )
053] Qo —das (4%} —b1 —bo —b3 bg
a9 —dasg ao aq —b2 bg b() b1
N={ | e ma a0 =hy=he b b 1y e 012,3
bo —bl —bg —b3 Qo —a (05} as
bl bo bg —b2 ay Qo —as as
bg —b3 —bo —b1 a9 —das Qo ai
L L bg bg b1 —b() as a9 —a; Qo A )

matris cebiri arasinda bir izomorfizm tanimlanir. Yukarida ifade edilen 8 x8 tipindeki
reel matrise () kompleks split kuaterniyonunun sag matris temsili ad1 verilir ve

ap —aip (05} as —bo b1 b2 b3
aq Qo —das a9 —b1 —bo —bg bg
a9 —Aas Qo aq —b2 bg b() bl
as Q9 —a Qo —b3 —bg —bl b()
R<Q> o bo —bl —bg —bg Qo —ay (05} as
bl bo bg —bg aq Qo —as a2
b2 —b3 —bo —bl as —as ap aq
L b3 b2 b1 —bo as (05} —ai; Qo i

ile gosterilir. Bu temsil a ve b split kuaterniyonlarinin sag matris temsilleri tiirtinden

10 0 O
01 0 O
L= 00 -1 0
00 0 -1

seklindedir.

Onerme 4.1.3.2. Her p split kuaterniyonu icin, asagidakiler saglanir;
i. LR(p) = R(p.)L., R(p)I. = L.R(p.),

ii. LR(p)L = R(p.),

iii. LLR(p.)I. = R(p).
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fspat. p = po + pii 4+ paj + psk, ¢ = @ + @i + @j + sk € H olsun.

10 0 0 Po —pP1 P2 D3 bPo —P1 P2 P3
01 0 O P1 Po —DP3 P2 P Po —DP3 P2
[*R — =
9 00 -1 0 P2 —DP3 Do D1 —p2 P3 —DPo —DPi
00 0 -1 Ps P2 —P1 Po —pP3 —P2 P1 —Po
[ po -1 —p2 D3 1 0 0 0
P11 Po  P3  —D2 01 0 O
— = R(p.)1,
R 00 -1 0 (p-)
| —P3 —P2 —P1 Do 00 0 -1
[ po -1 P2 ps 10 0 0 Po —pP1 —P2 —D3
P11 Po  —DP3 D2 01 0 O P1 Do Pz —D2
R _[* - =
(p) P2 —Pp3 Po D1 00 1 0 P2 —p3 —Po —D1
| P3 P2 —DP1 Po 00 0 -1 b3 D2 P1 —Po
1 0 0 O Po —P1 —P2 —D3
01 0 0 P Po P33 —D2
= = I.R(p.).
00 -1 0 ||-p ps p m (p-)
|00 0 -1 —p3 —P2 —P1 Do
ii.
(1.0 0 0 Po —Pp1 P2 P3 10 0 0
(01 0 0 P1 Do —DP3 P2 01 0 O
LRWE=10 0 1 0 [ |p —ps o m||00 -1 0
00 0 -1 pPs P2 —DP1 Do 00 0 -1
[ Po —P1 —P2 —P3
D1 Po b3 —D2
—P2 D3 Do Y4 (p)
| —P3 —P2 —P1 Do
iii.
(10 0 0 Po —DP1 —P2 —P3 ro o0 0
101 0 0 P Po Ps —D2 01 0 O
LRGIL=\ g0 0 0 || Zpe ps w0 m | |00 —1 0
00 0 -1 —ps —P2 —DP1 Do 00 0 -1
[ Po —P1 P2 D3
P1 Po —P3 D2
p— f— R .
P2 —p3 Po D1 (p)
| P3 P2 —P1 Do U
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Teorem 4.1.3.2. Her ), P € ]ﬁlc ve r € R i¢in, asagidakiler saglanir;
i. R(Q+ P)=R(Q)+R(P),

ii. R(PQ) =R(Q)R(P),

iii. R(rQ) =rR(Q),

iv. R(1) = Is.

Ispat. Q = a + ib ve P = ¢ + id kompleks formda verilmis herhangi iki kompleks
split kuaterniyon ve r € R olsun.

i.

R(Q+ P)=R((a+c) +i(b+d))

[ R(a+c) —R(b+d)1,

R(b+d)I,  R(a+c)

ii.

R(QP) = R((ac — bid) +i(bc + a.d))

[ R(ac—b,d) —R(bc+ a,d)I, ]

R(bc+ a.d)l.,  R(ac—b.d)

iii.
R(rQ) = R(ra + ird)
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R(ra) —R(rb)I. rR(a) —rR(b)L,

iv.

Tanim 4.1.3.1. x = x¢ + 211 + 23] + 23k ve y = yo + y1t + Y27 + ys3k split
kuaterniyonlar olmak iizere, kompleks formda verilmis her X = z + iy kompleks
split kuaterniyonu icin,

~ T
X = (w0, 21, %2, T3, Y0, Y1, Y2, Y3)

vektoriine X kompleks split kuaterniyonunun vektor temsili adi verilir.

Teorem 4.1.3.3. a, b, ¢, d, x ve y split kuaterniyon olmak iizere, kompleks formda
verilmig () = a + ib, P = ¢ + id ve X = z + iy kompleks split kuaterniyonlar: igin,
agsagidaki esitlikler saglanir;

—

i. QX = L(Q)X,

—

—

ii. XP=R(P)X,
—— — —

iii. QXP =L(Q)R(P)X =R(P)L(Q)X,

iv. det(L£(Q)) = (Taa,tb.0)? ve det(R(Q)) = (Laz4p,5)*.

Ispat. a, b, ¢, d, z ve y split kuaterniyon olmak iizere, Q = a +ib, P = ¢ + id ve

X = z+ iy kompleks formda verilmis herhangi kompleks split kuaterniyonlar olsun.

Burada a, b, ¢, d, z ve y split kuaterniyonlar:

a:a0+a1i+a2j—|—a3k,b:bg—l—blz’—l—bgj—i—bgk:,
CZCQ+C1i+CQj+03kZ, d:d0+d1i+d2j+d3]€7

T =20+ 211+ 2] + 23k, Y = Yo + Y1t + Y2J + ysk

seklinde verilsin.
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ii.

apTo — 171 + T2 + a3rz — boyo + biy1 + bayz + b3ys
apT1 + 1o — a3 + a3Ty — boyr — biyo — bays + b3y
ATy — 173 + asTo + azry — boya + b1ys + bayo + b3y
apT3 + a1y — a1 + a3To — boys — biyz — bay1 + bsyo
aoglo — a1y1 — Agy2 — azyz + boxrg — by + baxy + b33
aogy1 + ar1yo + axys — asye + bor1 + b1xo — bz + b3y
aol2 — a1y3 — Azl — azy1 + boxra — biws + baxg + baxy
aoys + a1yz + asyr — asyo + boxrz + b1x2 — bawy + b3y

apg —a; ay az —by by ba b3 17 To ]
ap ag az —ax —by —by b3 —by xy
az az ag —a; by bs —by b T2
az —az a1 Qo by —by —bi —bo T3
bo —bi by b3 ap —ap —az2 —as Yo
bi by b3 —by @ ap —az a2 U1
by b3 by —by —ay —az ay —a Y2
by —by b1 by —az a a1 o | [ Ys |

ToCo — T1C1 + TaCy + T3¢3 — Yodo + Y1di + yada + y3ds
ToC1 + T1Co — Tac3 + T3¢ — Yodi — Y1do — Yads + y3da
ToCy — T1C3 + Taco + T3¢ — Yoda + Y1dz + y2do + y3dy
ToC3 + T1Cy — Tac1 + 3¢ — Yods — Y1da — Yady + y3do
rodo — w1d1 — Tody — w3d3 + YoCo — Y1€1 + Y202 + Y33
Tody + T1dy + Tad3 — w3dy + YoC1 + Y1Co — Y2C3 + Y3C2
xody — x1d3 — Tady — T3dy + YoCo — Y103 + Y20 + Y31
Tods + x1dy + Tody — x3do + Yoz + Y12 — Y2c1 + Y3Co

Ch —C1 Cg c3  —dy dy dy d3 Zo
¢ ¢ —c3 c —dy —dy —d3 dy T
Ca —C3 (O ci  —dy ds do dy o)
c3 ¢ —c1 ¢ —d3 —dy —dy dy T3
dy —dy —dy —d3 ¢ —c1 ¢ c3 Yo
di  do d3 —dy ¢ Cp —C3 C3 n
dy —d3 —dy —di ¢ —c3 ¢ Y2
dz d di  —dy c3 Co —C C | |LYs |
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iii.

iv.

det(R(Q)) = det — det(R(a)R(a) + R(b)I,R(b)1,)

— det(R(a)R(a) + R(D)R(b,)) = det(R(a® + bb.)) = (Lnzys0. ).

4.2. Kompleks Split Kuaterniyon Matrisleri

Elemanlar1 kompleks split kuaterniyon olan m X n tipindeki matrisler kiimesi
Mpwn(He) ile gosterilir. Eger m = n ise M,,(Hc) ile gosterilir. Standart matris

toplam1 ve ¢arpimi tanimhdir ve bu islemlerle birlikte Mn(ﬁc) birim elemanl bir
halkadir.

4.2.1 Kompleks split kuaterniyon matrisleri iizerinde temel igslemler

Kompleks split kuaterniyon matrislerinin toplami: A = (A4);,
B = (B);; € My,xn(Hc) matrislerinin toplami

A+ B = (A+ B)y = (ai; + byj)
olarak tamimlanir.

Kompleks split kuaterniyon matrislerinin c¢arpima: A = (4,
B = (B)j srasiyla m x n ve n x p tipinde kompleks split kuaterniyon matrisler

olmak {izere,
n

k=1
seklinde tanimhdir.

Kompleks split kuaterniyon matrisinin skalerle carpimi: Her A=(A);; €
Mxn(He) ve A € H igin, skalerle sagdan ve soldan ¢arpim sirasiyla
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olarak tamimlidir. Ayrica A € men(ﬁ), B e Mnxp(]?]l@) ve A, 1 € ]ﬁIC icin,
MAB) = (\A)B, (ANB = AQB), (i)A = A(uA)

esitlikleri saglanir. Yani men(ﬁ-\ﬂc) skalerle sag ve sol carpima gore ayr1 ayri ﬂc
{izerinde vektor uzayidir (Erdogdu ve Ozdemir 2013-2).

Kompleks split kuaterniyon matrisinin eslenigi: A=(A);; € men(]ﬁl(c) olmak
tizere, A'nin eglenigi

A=(4), € My (He)

olarak tamimlidir.

Kompleks split kuaterniyon matrisinin transpozesi: A=(A);; €
M xn(He) igin, A'nin transpozesi (devrigi)

At = (A)ji < Mnxm(ﬁc)
seklinde tanimhdir.

Kompleks split kuaterniyon matrisinin eslenik transpozesi: Her
A=(A);; € My n(He) icin, A'nin eslenik transpozesi

A" = (A)" € My (Hc)
seklinde tanimhidir.
Ayrica her A € Mn(ﬁc) kare matrisi icin,
Eger AA* = A*A ise A matrisine normal matris;
Eger A = A* ise A matrisine Hermityan matris;
Eger AA* = I ise A matrisine tiniter matris ad1 verilir.
Kompleks split kuaterniyon matrisinin tersi: A, B € Mn(]f-\]lc) icin, eger
AB=BA=1,

ise, A kompleks split kuaterniyon matrisinin tersi vardir denir. Ayrica B matrisine
A'nm tersi adi verilir (Erdogdu ve Ozdemir 2013b).

4.2.2. Kompleks split kuaterniyon matrislerinin 6zellikleri

Kompleks matrislerinin bir kisim 6zelliginin split kuaterniyon matrisleri igin
saglanmadigini 3. kisimda gormiisgtiik. Asgagida verilen 6rnek ve teorem, bu tiir
bir genellestirmenin kompleks split kuaterniyon matrisleri icin her zaman dogru
olmayacagini gosterir.
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Ornek 4.2.2.1. (Erdogdu ve Ozdemir 2013b)
(1+i)i (1+1)) (1+1i)i (1+1i)k i (141)j
A= , B= , C=
0  (1+1i)k 0 (1+1i)j 0o 1

kompleks split kuaterniyon matrisleri icin asagidakiler saglanir;

1 0 —1 0
(C) = { ve (C71)'= { =(C*)TACT,
(-1—i)k 1 1 (i-1)k
o (1—i)yi i-1 (1—i)y 1-i
@ [ ] v )= { ]
0 (—1-i)k 0 (—1-i)k
= (A) " A(AT),
1] =10 1 G=Di0 o
(a0 =2 e (=2 =@
i—1 (1+41)k 1-i (1+i)k
= (ATHT # (AN
- —2i 2+ (2i)) L —2i 2—(2i)j .
AB = ve AD = = AB + A B,
| 0 —2i | 0 2i
[ 21 0 [ 20 0
(AB)" = ve BTAT = ] (AB)" # BTAT,
| 2—(20)) 2i | 2+2j —2i
[ —2i 0 -2i 0
(AB)* = ve B*A* = = (AB)* # B*A".
| 2+ (21)) —2i 2+2j —2i

Sonug 4.2.2.1. (Erdogdu ve Ozdemir 2013b) A, B € Mn(]f-\]l@) olmak {izere asagi-
dakiler saglanir;

i. Eger A matrisinin tersi var ise (A™!)* # (A*)~! (genel olarak),

ii. Eger A matrisinin tersi var ise (A=1) # (A)~! (genel olarak),
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iii. Eger A matrisinin tersi var ise (A™!)? # (AT)~! (genel olarak),
iv. AB # A B (genel olarak),
v. (AB)T # BT AT (genel olarak).

Teorem 4.2.2.1. (Erdogdu ve Ozdemir 2013b) Her A, B € M, (Hc) icin, asagidaki
ozellikler saglanir;

i (AT = (A7),

ii. Eger A ve B matrislerinin tersi var ise (AB)™! = B71A™L.
Ispat. A = (Ay) ve B = (By) € Mn(ﬂc) olsun.

i (4)" = (4)" = (A4) = (A7),

ii. Eger A ve B matrislerinin tersi var ise

(AB)(B'A™)=ABB YA ' =1,ve (B'AY)AB)=B YA 'AB=1,
elde edilir. Dolayisiyla AB matrisinin de tersi vardir ve (AB)™! = B~1A~1 dir. O

Onerme 4.2.2.1. (Erdogdu ve Ozdemir 2013b) A, B € M, (Hc) olsun. Eger
AB =1, ise BA = [,,)’dir.

ispat. Ao, Al; AQ, Ag, Bo, B17 BQ, B3 < MH(C) olmak ﬁzere, A= AO —+ A1Z -+
Asj+ Ask, B=Bg+ Byi+ Byj+ B3k € M, (Hc) olsun. Kabul edelim ki AB = I,
olsun. O halde
AB = (Ao + Ayi + Asj + Ask)(Bo + Byi + Byj + B3k)
= (A¢By — A1B; + AyBs + A3B;) + (AgB; + A1 By — AyB;3 + A3B,)i
+ (AoBy — A1 B3 + AyBg + A3B1)j + (AgBs + A1 By — AyBy + A3Bg)k

=1,
oldugu goriiliir. Bu egitlikten

AoBy— A B; + AyB; + A3B; = I,
AyB; + A By — AyB3 + A3B, = 0,,,
AoBy — A B; + AyBg + A3By =0,
AyBs + A B, — AyB; +A3;By =0,
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oldugu gortiliir.

Elde edilen dort esitlik kullanilirsa

[ A Ay A, Az By B, B, B; I, 0,
—-A; A, —-A; A, -B;, B, —-B; B, 0, I,
A A A A || B -B B -B| |00,

A% A A A ||B B B OB | Loo,

matris esitligi elde edilir. Bu matrisler, My, (C)nun elemanlar: oldugundan,

[ B, B, B, By Ay A A Ay I, 0,
-B, By -B; B, AL Ay Ay A 0, Iy
B; -B; By -Bi || A2 -A; A, A 0, 0,

| Bs B: Bi By || Ay Ay A Ay | 0, Oy

olarak yazilabilir. Dolayisiyla

BoAg — B1A; + ByA, + B3Ajz = I,
BoA; + B1A) — ByA; + B3A, =0,
BoA; — B1jAs + ByAg + B3A; =0,

BoA; + B1A; — BoA; +B3A; =0,
esitlikleri elde edilir. Buradan
I, = BoAg — B1A; + BoA; + B3A;

+ (BoA; + B1Ag — BoA; + B3A,)i

+ (BoAy — B1As + ByAg + B3A))j

+ (BoAs + BiA,BoA, + ByAy)k

— (Bo + Byi 4+ Byj + Bk)(Ag + Ayi + Ayj + Ask)
= BA

oldugu goriiliir ve ispat biter.
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4.2.3. Kompleks split kuaterniyon matrisinin kompleks adjoint matrisi

Tanim 4.2.3.1. (Erdogdu ve Ozdemir 2013b) A = Ag+Aqi+Asj+Ask € M, (He)

olsun dyle ki Ay, A1, As, Az € M, (C). 4n x 4n tipindeki

A
—A,
A,

Ay

A,

Ao

—A;

A,

A,
—A;
A,

A,

As
A,

—A;

Ay |

kompleks matrise A’nin kompleks adjoint matrisi ad1 verilir ve x 4 ile gosterilir.

Teorem 4.2.3.1. (Erdogdu ve Ozdemir 2013b) Her A, B € M, (He) icin, asagida-
kiler saglanir;

L x1, = L,

. Xa+B = X4+ XB:

iii. Xap = xaXB,

iv. Eger A matrisinin tersi var ise (x4)™' = xa-1.

fspat. A= Ag+ Aji+ Ayj+ Ask, B = By + Byi + Byj + B3k € M, (Hg) olsun
Oy1€ ki Ao, A17 AQ, Ag, Bo, Bla Bg, B3 € Mn(C)

i.

XI, = XIn40,i+0,j+0,k —

i. A + B = (AO + Bo) + (Al + Bl)l + (AQ + Bz)j + (A3 + B3>k’ oldué;undan

XA+B =
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(A3 +B3) (Ay+By) (A1 +B)) (Ag+By)




A, A
—A, A
A, —-A;
L A A,
=Xa+ XB-

olarak elde edilir.

iii. AB matrisinin kompleks adjoint matrisini

XAB =

ile gosterelim.

AB = (AoBy — A B; + AyBa + A3B3) + (AgB; + A1 By — AyB3 + A3By)i

+ (AoBy — A1B;s + AyBg + A3B1)j + (AoB3 + A B — AyB; + A3Bg)k

Ay, A

—A; A,

L | F
o —Ay

A A |

XABi11

XABo2y

X ABsy

XAB41

XABi2

X ABas

X ABss

XABa2

XABis

XABas

X ABs3

XABus

XABi4

XABoy

XABs4

XABys

oldugundan, buradaki, n x n tipindeki kompleks matrisler

XaB, =ABg — A1B1+AzB_2+AsB_3,

XABjs = AyBi+A By—A,;B;3+A;3B,,

XAB3 = AoBz—A1B3+AzB_o+A3B_1,

XaBy, = AoBs + A1Bsy — AyB; + A3By,

XABy= —AoB1—ABy+A,;B3—A3B,,

XABy, = AoBo — A1B1 + A,B, + A3B_37

XABys = —AoBs—A1Bs + AB; — A3B_0,

XABy, = AoB2 — A1B3 + A,Bg + A3B_1,

65




XABgl :A_OB_2_A_1B_3+A_2BO+A_3B1)
XaBs = —Ao Bs — Ay By + A3B; — A3B,,

X ABs3 :A_OB_O_A_IB_1+A_2B2+A_3B37

XABs, = —AoB1 — A1Bo + A_zB3 — A_3]32,

XaBy = Ao Bz + A1 By — A;B; + A3By,

||
Z|
w

XAB42 2 _A_IB_3+A_2BO +A_3B17

>
oe)

XABs; = Ao B1+A] Bo—A;B3+A3B,,

XABu = AoBo — A1B1 + A;By + A3B;
seklinde olacaktir. Diger yandan,

Xll X12 XlS X14
X21 X22 X23 X24
X31 X32 X33 X34
X41 X42 X43 X44

XAXB=
ile gosterelim. Buradaki n x n tipindeki kompleks matrisler ise
Xu=AoBo — A1B; 4+ A;B; + A3Bs,
X1o= AoB1 + A1Bg — A;B;s + A3B,,
Xis= AoB2 — A1B3 4+ A;Bg + A3By,
X1a= AoBj3 + A1B; — A;B; + A3Bo,
Xo= —AoB1 — A1Bg + A;B3 — A3B,,
Xoo= AoBo — A1B;1 4+ A3B; + A3Bg,
Xos= —AoB3 — A1Bs + A;B; — A3B,
Xos= AoB2 — A1B3 4+ A;Bg + A3By,
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Xu= Ao B2 — Ay By + A;Bg + A3By,

X32= _A_O B_3_A_1B_2+A_2B1 _A_3B07

Xss= Ao Bo — Ay By + A;By + A3By,

Xs:= —Ao Bi — A1 Bo + A3Bs — A3Bs,

X41:A_OB_3+A_1B_2_A_2B1 +A_3B0,

Xi2= Ao B2 — Ay By + A2Bo + A3By,

Xis= Ao B1+ A; Bo — A;B3 + A3B,

Xu= Ao Bo — A; By + A3Bs + A3B3

elde edilir. Her ¢, j = 1,2,3,4 i¢in xap,; = X;; oldugundan, xap = xaxp elde edilir.

iv. Eger A matrisinin tersi var ise AA™! = A7'A = [’ dir. i. ve iii. 6zelliklerden

elde edilir. Dolayisiyla, (x4)™' = x4-1dir.

LIy = X1, = XAaA-1 = X4 XA-1

Teorem 4.2.3.1. (Erdogdu ve Ozdemir 2013b) Her A € M, (Hc) icin, eger x4

matrisinin tersi var ise A matrisinin de tersi vardir.

fspat. A= Ag+Aji+Asj+Ask € M,(He) olsun dyle ki Ag, A1, As, A3 € M,(C).

Burada A matrisinin kompleks adjoint matrisi

XA

Ag
—A,
A,

A

Ay

Ao

—A;

A,

A;
—A,
Ay

A,

—A,

As

As

Ay |

seklinde olacaktir. Kabul edelim ki x4 matrisinin tersi olsun. Dolaysiyla bir B e
My, (C) matrisi vardir 6yle ki y4B = By4 = I,. Burada B matrisini
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[ Bll B].2 B].3 Bl4 |
~ B21 B22 B23 B24
B —
B31 B32 B33 B34
_B41 B42 B43 B44_
ile gosterelim oyle ki her 4, j =1, 2, 3, 4 i¢in B,; € M,,(C). yaB = I, esitligi
Ay A, A, A; |[B, B, B, B,1 [ 0, 0, 0,]
“A, Ay —A; A, B, B, B, B, 0, I, 0, O,
A, —-A; A, A B, B, B, B, 0, 0, I, O,
| A_3 E A_l A_O i _B41 B, B43 B44_ _On 0p, On [n_

seklinde yazilabilir. Buradan

AyBy; + ABy; + AyBsy + AsByy = 1,
AyBg — ABy; + AyBy — A3B3; =0,
A¢B3; — A By + AyByy — A3By; =0,

ABy1 + A By + AyBy + A3By =0,
esitliklerini elde ederiz. Bu esitlikler kullanilirsa

I, = AyBy1 + A1By + AsBs; + A3By
+ (—A0B21 + A1B11 — A2B41 + A3B31)i
+ (AoB3; — A 1By + AyBy — A3By))j

+ (AgBy + A1B3; + AyByy + A3By )k

yazilabilir. Eger S
B =B — Boii + Bs1j + Buk

alinirsa, yukarida elde edilen esitlik AB = I, esitligine denk olacaktir. Onerme
4.2.2.1’den BA = I, esitligi de saglanir. Dolayisiyla A matrisinin tersi vardir. [

Sonug 4.2.3.1. (Erdogdu ve Ozdemir 2013b) A € M, (Hc) olsun. A matrisinin
tersinin olmasi icin gerek ve yeter sart y 4 matrisinin tersinin olmasidir.
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4.2.4. Kompleks split kuaterniyon matrislerinin 6zdegerleri

Tamm 4.2.4.1. A€ Mn(]ﬁlc) ve \ € ]ﬁ[c olsun. Eger
Ar = \x

esitligini saglayan en az bir sifirdan farkli x kompleks split kuaterniyon kolon vektorii
varsa \'ya A’nin sol 6zdegeri denir. A’nin sol 6zdegerleri kiimesi

ol(A) = {\ € He : Az = Az, x # 0}
ile gosterilir ve A’'nmin sol spektrumu olarak adlandirilir. Eger
Ax =z

esitligini saglayan en az bir sifirdan farkl = kompleks split kuaterniyon kolon vektorii
varsa \'ya A’'nin sag ¢zdegeri denir. A’ nin sag dzdegerleri kiimesi

o, (A) = {\ € He : Az = 2\, z # 0}
ile gosterilir ve A'nin sag spektrumu olarak adlandirilir.
Teorem 4.2.4.1. Her A € M, (Hg) icin,

0,(A)NC =a(xa)

esitligi saglanir. Burada o(xa) = {A € C : xay = \y,y # 0} ise x4 matrisinin
spekturumudur.

Ispat. A = Ay + Ayi+ Asj + Ask € Mn(]ﬁl(c) ve A € C, A matrisinin bir sag
ozdegeri olsun. O halde en az bir sifirdan farkh z = x¢ + 17 4+ x2j + x3k kompleks
split kuaterniyon kolon vektorii igin

Az =z

esitligi saglanir. Burada xg, x1, x9, x3 sifirdan farkli kompleks kolon vektorleri ve
Ao, Ay, Ay, Az € M,(C)’dir. Bu esitligi agarsak

(Ao —|— All —I— AQ] —I— A3l{7)($0 + IEl’i + Igj —|— 1'3]{3) = (l’o + Ili —I— I‘Qj —f- ZL‘3]€)/\

(Aoro — A1y + Ao + AsTs) + (Agxy + Ao — AgTs + AsT)i
+(Agze — Az + ATy + AsTy)j + (Agzs + A1z — ATy + AsTo)k

= (-770)\) + (CL’l)\)Z + (IEQX)] + (3?3X)k’
elde ederiz. Buradan

Aoz — A1zy + ATy + AzTs = Ay,
Aol’l + AL’L'O — Azl’_g + AgZE_Q = /\Il,
ong — A1$3 + AQ(E_O + A3.13_1 = X;Eg,
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Ag(lﬁg + Ale — AQ(E_l + Agl'_o = X%g

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler

C A,

—A,
A,

A

Ay

Ao

—A;

A,

A,
—A;
A,

A,

As
As
—A,

A,

seklinde yazilabilir. Sonug olarak A matrisinin kompleks sag tzdegerleri kiimesinin
keyfi bir A eleman1 ayn1 zamanda y 4 matrisinin 6zdegeridir. Yani

o (A)NC < o(xa)

oldugu elde edilir. ¢,(A)NC 2 o(x4) oldugu ise yukaridaki iglemler tersine yapildi-
ginda kolayca goriiliir. Sonug olarak o,(A) NC = o(xa) esitligi elde edilir. O

Bu teorem ile her A € Mn(I/E\]IC) kompleks split kuaterniyon matrisinin sag
ozdegerin varligimi ve A matrisinin en fazla 4n tane farkli kompleks sag 6zdegerinin
oldugunu ispat ettik. Ayrica, teoremin ispati ile A matrisinin kompleks sag 6zdeger-
ine karsilik gelen 6zvektor ile x4 nin 6zvektori arasindaki iligki de goriiliir.

Ornek 4.2.4.1.

1+i 0 0 —i 14i
J+ k
1—i i 0 0

1+1i

kompleks split kuaterniyon matrisinin kompleks adjoint matrisi

[ 1+i 0 0 0 0 14+i —i 1+4i]
1 0 0 0 1-—1 i 0 0
0 0 1+i 0 i —1—i 0 1+i
0 0 1 0 0 0 1—i i
XA =
0 1—-i —i —1+4i1—-i 0 0 0
1+i —i 0 0 1 0 0 0
i 1-i 0 1—-i 0 0 1—i 0
0 0 1+i —i 0 0 1 0

olarak bulunur. Kompleks adjoint matrisin 6zdegerler kiimesi ise

{14+V2i,1-V2i, —1+V2, —1-V2, 2+1i,2—1,1,
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olarak elde edilir. Ozel olarak A\ = 2 + i 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor ise
(2,1,2, 1, 0, 1,0, 1)

seklindedir. O halde A matrisinin A = 2 4 i sag 6zdegerine kargilik gelen 6zvektorii

2i 2 0 0
x = + i+ j+ k
i 1 i 1
olarak bulunur.
Teorem 4.2.4.2. A=Aq+ A;i+ Asj+ Azk € Mn(I/E\HC) olsun. Mg, A\, Ao, A3 € C

olmak tizere, A = A\g + A7 + Ay + A3k € H¢ degeri A matrisinin sol ¢zdegeridir
ancak ve ancak xg, x1, T2, v3 € C" vektorleri vardir 6yle ki

max{||zo|log ; 71l s [[22]lo » 173]l o} > 0,

(xa —xa)z =0.
Burada

NG 4
r = (xg, — 1, T3, T3) € C™,

A = NI + M1y + Ao, + NI, € M, (Hg)

olarak taniml olup, y = (y1, ¥, .., ) kompleks kolon vektorii i¢in
19lloe = max{ly:| - i =1,2,....,n}

seklinde tanimlanir.
Ispat. Ay, A1, Ay, As € M, (C) ve Ao, A\, Az, Ag € C olmak iizere A = Ag+ Aqi +
Asj + Ask € M,(Hc) ve A = Ao+ Mi + Aoj + A3k € He olsun. A € He degeri A
matrisinin sol 6zdegeridir ancak ve ancak en az bir sifirdan farkh x = xo+x11+x27+
w3k kompleks split kuaterniyon kolon vektoriti (max{||zol| . , |1l » |2l s | 23] o} >
0) i¢in

< Ax = Mo
& (Ao + Ayi+ Agj + Ask)(zo + 219 + x9) + x3k)

= (/\0 + )\1@ + )\2] + )\3]6)(]30 + ZEli + I'Qj + $3]€)/\
Bu esitligi acarsak
Agrg — Ay + ATy + AzTs = Moo — A1 + AoTp + A3T3,

Aoz + Ao — ATz + AsTy = ozt + Mg — A\oT3 + A3T2,
Agry — Ay + AT + AsTy = Ao — A3 + AoTo + A3y,
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Apxs + A1zg — ATy + AsTg = Aoxs + Az — Ao + A3

elde ederiz. Bu esitlikleri blok matrisler olarak

[ Ag—Nol, A —MI, Ay —Xol, As—X3l, | [ 20 | [0 ]
M, — Ay Ag— Mol A3, — Az Ay — X\, —T 0
As — oI, X3, — Az Ag— ol M1, — Ay Ty - 0
| As— sl As—ol, Ai—MI, Ag—XI | | | [ 0]
seklinde yazabilir. (x4 — xa)z = 0 oldugu goriiliir ve ispat biter. O

4.2.5. Kompleks split kuaterniyon matrislerinin tersinin bulunmasi

Ae Mn(]ﬁ@) matrisinin tersi var ise Teorem 4.2.3.1 geregi y 4 matrisinin de
tersi vardir.

i Bll B12 B13 B14 ]
1 21 B22 B23 B24
(XA) =
B31 B32 B33 B34
| B41 B42 B43 B44 i

ise oyle ki her i, j =1, 2, 3, 4 igin B,; € M,,(C), A matrisinin tersi ise
A™' =By — Byji + Bs1j + Bk
olarak elde edilir (Erdogdu ve Ozdemir 2013b).

Ornek 4.2.5.1. (Erdogdu ve Ozdemir 2013b)

Cf1+i 0] [0 0 7. [0 1+i
A‘[ 0 0}”{0 1+i}‘7+[0 0 }k

kompleks split kuaterniyon matrisini ele alalim. A matrisinin kompleks adjoint
matrisi

0 0 1+i 0 0 0 0 1+i
0 0 0 0 0 1+i 0 0
1—-i 0 0 0 0 —1—i 0 0

B 0 0 0 0 0 0 0 14i
XA = 0 0 0 —1+4i 0 0 —14+i 0
0 1-i 0 0 0 0 0 0
0 1—i 0 0 1-i 0 0 0

0 0 0 1-i 0 0 0 0
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[\



olarak bulunur. Kompleks adjoint matrisin tersi ise

0 —1+i —1+i 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1+i 0
1-1 0 0 —1+i 0 0 0
(x4) _1 0 0 0 0 0 0 0
Xa) = 0 0 0 0 0 —1-i 1+i
0 1-1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 —1-i 0 0
| 0 0 0 1-1 0 0 0
olarak elde edilir. Dolayisiyla
170 —1+1 1[{1—-10
Bll — 5 i O O :| ) BQI — 5 |: O O :| )
10 0 00
B31 - 5 i O 1 — i :| ) B41 — |: 0 O :|

oldugu goriiliir. A matrisinin tersini

A™' =By — Byi + Bg1j + Buk

Al

1
2

1—1
0

0
0

—1+i
0

Ji+

0

olarak buluruz.
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5. DUAL SPLIT KUATERNIiYONLAR VE MATRISLERI
5.1. Dual Sayilar
Dual sayilar kiimesi
D={A=a+ca":a, a* € R}

olarak tamimlanir. Burada €2 = 0’dir. A = a + ca* ve B = b + ¢b* dual sayilarinin
toplami ve ¢arpimi sirasiyla

A+B=(a+0b)+c(a*+0b") ve AB = (ab) + e(ab* + a*b)
seklinde tanimhdir (Kula ve Yayl 2006, Ozkald1 ve Giindogan 2009).
5.2. Dual Split Kuaterniyonlar
Dual split kuaterniyonlar kiimesini
Hp = {Q = Qo + Qui + Qaj + Qsk : Qo, Qu, Qu, Qs € D}
ile gosterelim. Burada imajiner birimler arasindaki iligkiler

gi =1ie, €j = je, ek =ke, €2 =0
seklindedir. Bu iligkilerin bir sonucu olarak, her dual split kuaterniyon
Q=q+eqd"=q+qe

seklinde yazilabilir. Burada ¢, ¢* € H’dir (Kula ve Yayh 2006, Ozkald1 ve Giindogan
2009).

5.2.1. Dual split kuaterniyonlar iizerinde temel iglemler

Dual split kuaterniyonun dual say:1 kismi: Her Q = Qg + Q17 + Qqoj + Qsk
= q + eq* dual split kuaterniyonu i¢in, Q' nun dual say1 kism1

Sq=Qo=95;,+¢eS
olarak tamimlanir.

Dual split kuaterniyonun dual vektdr kismi: Her Q = Qp + Qi + Qo7 + Qzk
= q + eq¢* dual split kuaterniyonu i¢in, Q'nun dual vektor kismi

Vo= Qut+ Qoj + Qsk =V, + eV
seklinde tanimlanir.
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Dual split kuaterniyonlarin toplami: Q = Qp + Q¢ + Qoj + Q3k = q + £¢* ve
P=Py+Pqi1+Psj+Psk = p+ ep* dual split kuaterniyonlarinin toplami

Q+P=5q+Sp+Vq+ W
=Qo+Po+ (Q1+P1)i+ (Qa+ P2)j+ (Qs + P3)k

=q+p+e(qd +p)
seklinde tanimhdir.

Dual split kuaterniyonlarin garpimi: Q = Qo + Q17 + Qaj + Qsk = g + e¢* ve
P=Py+Pqi+Psj+Psk = p+ ep* dual split kuaterniyonlarinin carpimi

QP = (QoPo — Q1P1 4+ Q2P2 + Q3P3) + (QoP1 + QiPo + QsP2 — Q2P3)i
+ (QoP2 + Q2Po + Q3P1 — Q1P3)j + (QoP3 + Q3Po + Q1P2 — QaP1)k

=qp+e(qp” +q"p)
olarak tamimlanir.

Dual split kuaterniyonun skalerle ¢carpimi: Q = Qu+ Qi+ Qoj+Qsk = ¢+2¢*
dual split kuaterniyonu ile A € R skalerinin ¢arpimi

AQ = QX = (AQo) + (AQ1)i + (AQ2)j + (A\Qa)k = (Aq) + e(Ag")
olarak tamimlidir.

Dual split kuaterniyonun Hamiltonian (kuaterniyon) eslenigi: Her
Q = Qo+ Q17+ Qaj +Qsk = ¢+eq* dual split kuaterniyonu i¢in, Q'nun kuaterniyon
eslenigi

Q=5 - Va=Qo—Qii — Quj — Qsk =G+ ¢~

seklinde tanimhdir.

Dual split kuaterniyonun normu: Her Q = Qg+ Q17+ Q2j + Q3k = ¢+ e¢* dual
split kuaterniyonu i¢in, Q' nun normu ise

Ne=QQ=QQ=Q+ Q7 - Q- QG = g7+ ¢(qq" + ¢"7)
seklinde tanimhdir.

Dual split kuaterniyonun tersi: Her Q = Qo + Qi + Qo) + Qzk = ¢ + £¢* dual
split kuaterniyonu icin, eger I, = ¢g = qq # 0 ise Q' nu tersi vardir ve

. Q ~ .
Q IZN—Q:ql_é?(q qul)-
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Dual vektor kismin dual skaler ¢carpimi: Q = Qo + Qi + Qoj + Q3k = g + e¢*
ve P = Py + P11 4+ Poj + P3k = p + ep* dual split kuaterniyonlarinin dual vektor
kisimlarinin dual skaler ¢arpimi

1
(Va, Vo)y = =QiP1+ QoPs + QsPs = £ (Vole + TpVa)

= Vo, Vo) + (Vi Vi), + (Ve Vo))
olarak tanmimhdir.
Dual vektor kismin dual vektorel garpimi: Q = Qo+ Qi+ Qg + Qzk = g+e¢*

ve P = Py + P1i 4+ Pyj + Psk = p + ep* dual split kuaterniyonlarinin, dual vektor
kisimlarinin dual vektorel carpimi

Vo Xp Vp = %(VQVP — VW)
seklinde tanimhidir.
5.2.2. Dual split kuaterniyonlarin dual matris temsilleri
Her Q € Hyp icin,
gq: Hyp — Hp
Ga(P) = QP

lineer doniigtimiinii ele alalim. Bu doniigiim birebir eslemedir ve Q = Qo + Q17 +
Q27 + Q3k = q + e¢* dual split kuaterniyonu i¢in

Gq(1) = Qo + Qui + Qoj + Qsk,
Gq(i) = —Q1 + Qoi + Q3j — Qa2k,
Gq(j) = Q2 + Qi + Qoj + Qi,

Gq(k) = Q3 — Qai — Q1j + Qok

esitlikleri saglanir. Bu doniigiim yardimu ile, I[/%\ID ve

([Q —Q Q Q ] )
Ql QO Q3 _Q2

M = :Q0,Q1,Q2,Q3€ D
Q2 Q3 QO _Ql

[ Q@ —Q @ Q | )
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matris cebiri arasinda bir izomorfizma tanimlanir. Yukarida ifade edilen 4 x 4 tipin-
deki dual matrise Q dual split kuaterniyonunun sol matris temsili adi verilir ve

Q -Q Q@ Q
Ql QO Q3 _Q2
£Q) =
Q2 Q3 QO _Ql
| Q - Q Q

ile gosterilir. Bu matris ¢ ve ¢* split kuaterniyonlarinin sol matrisleri cinsinden
£(Q) = L(q) +¢L(q")
seklinde ifade edilir (Kula 2003, Kula ve Yayli 2006).

Onerme 5.2.2.1 (Kula 2003, Kula ve Yayl 2006) Her P, Q € ]ﬁlm ve r € D icin,
agsagidaki ozellikler saglanir;

i. £(P+Q)=2L(P)+£(Q),
ii. £(PQ) = £(P)£(Q),

iii. £(rP) = rg(P),

iv. £(1) = I,.

Ispat. P =Py + Pyi+ Pyj + Psk =p+ep*,Q = Qo + Qui + Quj + Qsk = ¢ + e¢*
herhangi iki dual split kuaterniyon ve r € D olsun.

LP+Q=Lp+q+ec(p"+¢))=Llp+q +eLp"+ )
= L(p) +eL(p*) + L(q) + eL(¢*) = £(P) + £(Q).
L(PQ) = £ (pq + e(pqg” + p*q)) = L(pq) + cL(pg" + p"q)
= L(p)L(q) + eL(p)L(q") + eL(p*) L(q)
= [L(p) +eL(p")] [L(q) + £L(q")]
= £(P)L(Q).
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L(rP)=L(rp +e(rp")) = L(rp) + eL(rp*) = r(L(p) + eL(p*)) = r&(P).

iv.

€(1) = L(1) + eL(0) = L.

Burada £(PQ) = £(P)£(Q) esitligi saglandigindan
£ I/P\H]D) — M
doniisiimii homomorfizmdir. Benzer sekilde, her Q € Hp icin

.’FQ : ]ﬁlm) — ]ﬁlm)
Fq(P) =PQ
lineer doniisiimii ele alalAlm. Bu doniisiim de birbire eglemedir. Her Q = Qo + Q17 +
Q2j + Qsk = ¢+ eq* € Hy icin asagidaki esitlikler saglanir;
Fq(1) = Qo+ Qui + Qoj + Qsk,
Fq(i) = —Q1 + Qoi — Q35 + Q2k,

FQ(j) = Q2 — Qsi + Qoj — Qik,

Fq(k) = Qs + Qai + Quj + Qok-.

Bu doniistimii yardimu ile ]T-\HD ve

([Q -Q Q Q] )
Ql QO _Q3 Q2

N = :Qo, Q1, Qo, Q3 €D
Q2 _Q3 QO Ql

L L Qs Q —Q Qo ] J

matris cebiri arasinda bir izomorfizma tanimlanir. Yukarida elde edilen 4 x 4 tipin-
deki dual matrise Q dual split kuaterniyonun sag matris temsili adi verilir ve

Qo —Q Q Qs
Q Qo —-Q3 Q
R(Q) =
Q2 —Q3 Qo @
Q3 Q2 —Q1 Qo |
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ile gosterilir. Bu matris q ve ¢* split kuaterniyonlarinin sag matrisleri cinsinden
R(Q) = R(q) +eR(q")
seklinde ifade edilir (Kula 2003, Kula ve Yayl 2006).

Onerme 5.2.2.2 (Kula 2003, Kula ve Yayl 2006) Her P, Q € ]ﬁlm ve r € D icin,
agsagidaki ozellikler saglanir;

i. R(P+Q) =R(P) +R(Q),
ii. R(PQ) = R(Q)AR(P),

iii. ®(rQ) = rMR(Q),

iv. ®(1) = 1.

Ispat. P =Py +Pyi +Pyj+Psk =p+ep*, Q= Qo+ Qui 4+ Quj + Qsk = ¢ + e¢*
herhangi iki dual split kuaterniyon ve r € D olsun.

RP+Q =R(p+q+ep”+4q)=Rp+q) +eRPp" +4q°)
= R(p) + eR(p") + R(q) + eR(¢") = R(P) + R(Q).
R(PQ)=R (pq + £(pq” + p*q)) = R(pq) + £L(pg” + p*q)
= R(q)R(p) + R(¢") R(p) + eR(q) R(p")
= [R(q) + eR(q")] [R(p) + eR(p")]
= R(QR(P).

iii.

R(rP)=R(rp + &(rp")) = R(rp) + eR(rp") = r(R(p) + cR(p*)) = rR(P).

iv.

R(1) = R(1) + £R(0) = L.
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Tamim 5.2.2.1. Her X = X + Xyi + Xoj + X3k € ]I/-]\ID igin, X = (Xo, X1, Xa, X3)7
vektoriine X dual split kuaterniyonunun dual vektor temsili adi verilir.

Teorem 5.2.2.1. (Kula 2003, Kula ve Yayli 2006) Her A, B ve X dual split kuater-
niyonu i¢in, agagidakiler saglanir;

—

i. AX = £(A)X,
ii. XB = R(B)X,

iii. AXB = £(A)R(B)X = R(B)L(A)X,
iv. det(£(A)) = det(R(A)) = (Na)2.

Ispat. A = Ag+Ai+Asj+Ask, B = By+B1i+Byj+Bsk ve X = Xo+Xi4+Xoj+Xsk
herhangi dual split kuaterniyonlar olsun.

T AgXo—AXi+AXotAXs T [ Ae —Ar As As 1 [ X ]
| AdXiAXo—AXs+AsXs AL A A A || X
M AXot Ao AXstAXs | | A Ay Ar —As | | %

| AoXsHAXoHAXo—AXs | | As —Ay Ay Ag | | X5 |

—£(A)X.
.

[ XoBo—X1B1+X:Bo+XsBs 1 [ By —By By By ] [ X ]
| XoBi+XiBo—X3B3+X5B; B, By -Bs; By | |X
o XoBy+XoBo—X:BsXsBr | | B» —Bs By Bi | | %

| XoBs+X1Ba+XsBo—XaBy | | Bs By —B; By | | X5 |

—R(B)X.
fii.
AXB = £(A)XB = S(A)R(B)X = R(B)AX = R(B)L(A)X
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iv.

det(£(A))=det — (A2 4+ A2 — A2 — A2)?=(Na)?,

det(R(A))=det — (A2 4 A2 — A2 — A2)* =(Na).

O

5.2.3. Minkowski 3-uzayinda vida hareketlerinin dual split kuaterniyon-
larla ifade edilmesi

Minkowski 3-uzayinda uzaysal hareket kavrami; donme ve kayma operator-
lerinin bir tiir birlesimi olarak diigiiniilebilir. Eger hareket sadece donme doniigiimiin-
den olusuyorsa, bu hareket altinda degismeyen tek bir dogru olacaktir. Bu dogru
ise orjinden gegen ve dogrultusu dénme ekseni olan dogrudur. Genel olarak, uzaysal
hareket altinda konumu degismeyen yine tek bir dogru vardir. Fakat bu dogru or-
jinden gecmeyebilir. Bu dogru tizerindeki her nokta hareketin ardindan, yine dogru
tizerinde baska bir noktaya tasinacaktir. Iste bu harekete vida hareketi adi verilir.
Bu durumda vida hareketi altinda degismeyen dogruya ise vida ekseni adi verilir.
Minkowski 3-uzayindaki vida hareketleri dual split kuaterniyonlar yardimiyla in-
celenebilir. Bu kisimda, dual split kuaterniyonlar ile Minkowski 3-uzayindaki vida
hareketleri arasindaki iligki ele almacaktir (Kula ve Yayh 2006, Ozkald1 ve Giindogan
2011, Ramis ve Yayh 2013).

Tanim 5.2.3.1. ¢,q¢* € Iﬁlo olmak tizere Q = q + eq* dual split kuaterniyonuna dual
split vektor adi verilir. Eger ¢ spacelike, timelike veya lightlike ise Q’ya sirasiyla
spacelike, timelike veya lightlike dual split vektor adi verilir.

Dual split vektorler kiimesi
D} ={Q=q+eq :qq" 6]?]10 ve e = 0}

ile gosterilir. Q = Qi+ Q2j + Q3k = g+ eq¢* ve P = P1i + Pyj + P3k = p+ ep* dual
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split vektorlerinin dual skaler ve vektorel carpimi sirasiyla

(Q,P), = —QuP1 + QuPs + QsPs — %(6P +PQ)
= (¢, p)y. +e({q,p") + (¢",p))

1
QxpP= §(QP - PQ)
olarak tammlidir.

Tanim 5.2.3.2. Q =q + £¢* dual split vektoriiniin normu

QI = /{(Q, Q)p

olarak tammmlanir. Eger ||Q|| = 1 ise Q’ ya birim dual vektor ad1 verilir.

Study Teoremi geregince, Minkowski 3-uzaymdaki her timelike (spacelike)
dogru ile bir U = u + cu* birim timelike (spacelike) dual split vektorii arasinda
birebir esleme vardir. Eger dogrultman vektorii timelike ise dogrunun parametrik
denklemi;

u X u* + tu,

eger dogrultman vektorii spacelike ise dogrunun parametrik denklemi;
—u X u* +tu

seklindedir. Burada u € E? dogrunun dogrultman vektorii ve u* € E? ise u vek-
toriiniin orjine gore momentidir (Kula ve Yayh 2006).

Tanim 5.2.3.3. A € M;3(D) olmak iizere, eger
I'A"IFA=1,
ise A matrisine yar1 ortogonal dual matris adi verilir. Burada
-1

I'=1] 0
0

O = O
—_ o O

seklindedir. Yar1 ortogonal dual matrisler kiimesi
Op(1,2) = {A € My(D): I*ATI*A = I3}

olarak gosterilir. Eger A € Op(1,2) matrisinin determinant1 1 ise A matrisine yar1
ozel ortogonal dual matris ad1 verilir ve yar1 6zel ortogonal dual matrisler kiimesi

SOp(1,2) = {A € My(D) : I"ATTI"A = I3 ve det A = 1}
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olarak gosterilir. Her yar1 6zel ortogonal dual matris, Minkowski 3-uzayinda bir vida
hareketi ifade eder (Kula ve Yaylh 2006, Ramis ve Yayh 2013).

Tamim 5.2.3.4. A € M;3(D) olmak iizere, eger
AT = —A

ise A matrisine yar1 ters simetrik dual matris ad1 verilir. Yar: ters simetrik dual
matrisler kiimesi

Ap(1,2) = {A € My(D): I"ATT* = — A}

olarak gosterilir.

Her A € Ap(1,2) matrisi, uj, uz,us € I olmak iizere

0 —Uus —Us
A= us 0 —-u
—Ug uq 0

seklindedir. O halde

v AD(172) — ]D)?

A—>\II<A> :U1i+U2j+U3]€

doniigtimii ile her A yar1 ters simetrik dual matrise bir dual split vektor kargilik gelir.
Tersine her U = uy? + ugj + uzk dual split vektoriine

0 —UuUg —Ug
SU = us 0 —Uq
—Ug u; 0

yari ters simetrik dual matrisi karsilik gelir.
Teorem 5.2.3.1. (Ramis ve Yayli 2013) A € M;(D) olmak iizere, A = A; + €Ay €

Op(1,2) olmasi igin gerek ve yeter sart A; € O(1,2) ve Ay = DA; 6yleki D € A(1,2)
olmasidir. Burada

O(1,2) = {A € M3(R) : I"ATT* A = I}
ile yar1 ortogonal reel matrisler kiimesi ve

A(1,2) ={A € M3(R) : I*"ATT* = — A}
ile yar1 ters simetrik reel matrisler kiimesi temsil edilmektedir.

Ispat. Kabul edelim ki A = A;+eDA; € Op(1,2) olsun. Bu durumda 4; € O(1,2)
ve D € A(1,2) oldugunu gostermek yeterli olacaktir. A € Op(1,2) oldugundan

AT'ATT = I
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esitligi saglanir. Bu esitlik acilirsa
AATT + e(A\ AT T*(I"DI*) + DA TFATT) = I3
oldugu goriiliir. Bu egitlik ise

AATT = I,

AATT(I*DI*) + DA T*ATT* = 04

esitliklerine denktir. Birinci esitlikten A; € O(1,2) oldugu goriiliir. Ayrica birinci
esitlik, ikinci egitlikte kullanilirsa

I'DI* = —D7

elde edilir. O halde D € A(1,2)dir. Diger yandan, A = A; + €Ay € Op(1,2) ise
D = AgAl_1 olarak almamiz yeterli olacaktir. Buradan A = A; + ¢DA; oldugu
goriiliir ve ispat biter. O

Her Q = Qo + Q17 + Q2 + Qsk birim dual split kuaterniyonu igin,

AdQ . ]Di) — ID)?

: X—=Rq(X) = QXQ!
doniisiimii lineerdir. Bu doniisiime karsilik gelen dual matris ise
SHQIHQ+Q;  2QuQ3—2Q1Q:  —2QuQ2—2Q1Qs
Adg = | 2QiQ:+2QsQ0 Q—-Q7-Q3+QF —2Q2Q3—2Q: Qo
2Q1Q:—2Q:Q  2Q1Q—2Q:Qs  QI-QI+Q;—Q3
olarak elde edilir. Buradan
I*(AdQ)"I* (Adq) = I ve det(Adq) =1

oldugu goriiliir. Dolayisiyla, Adq matrisi bir yar1 ¢zel ortogonal dual matristir.
O halde, Adq doniistimii Minkowski 3-uzayinda bir vida hareketi ifade eder. Bu
matrisin A = 1 6zdegerine karsilik gelen dual split vektor

U=u+eu*

ise vida ekseninin dogrultmam u € E? olacaktir. Bununla birlikte, eger u timelike
ise vida ekseninin parametrik denklemi;

u X u* + tu,
eger u spacelike ise vida ekseninin parametrik denklemi;

—u X u* +tu
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seklinde olacaktir. Ayrica, Teorem 5.2.3.1 geregi, R € SO(1,2) ve D € A(1,2)
olmak iizere, Adq = R + DR seklinde yazlabilir. O halde, Adq doéniigiimiine

karsilik gelen vida hareketi
Rx +d

olacaktir. Burada, R € SO(1,2); dsnme ekseni u €E? olan dénme doniisiimii olup
d = V¥(D) ise kayma vektoriidiir.
Ornek 5.2.3.1.

I VI (VB (B (VR 3V
Q="+ 3o+ (P (P + O] + 5ok
birim dual split kuaterniyonunu ele alalim. Bu dual split kuaterniyona kargilik gelen

dual yar1 6zel ortogonal matris

Adq=| 2+2 2+3: —¢

olarak bulunur. Adq yar1 6zel ortogonal dual matrisin A\ = 1 dzdegerine kargilik
gelen dual vektor
U=u+eu" =(0,0,1)+¢(1,1,0)

olarak bulunur. Burada u = (0,0,1) € E? vektorii timelike oldugundan vida eks-

eninin parametrik denklemi
(1,1,0) +¢(0,0,1)

olarak bulunur. Ayrica

R 0 1 =375 %0
Adq=R+4+eDR= |2 2 0 |+| 1 0 —3 220 |e
001 -1 3 0 001
seklinde yazilabilir. Buradan
220 0 1 -1
R=|3220|veD=|1 0 —3
001 -1 10

oldugu goriiliir. O halde, Adq doniistimiine kargilik gelen vida hareketi
Rx+d

seklinde olacaktir. Burada kayma vektorti d = (D) = (3, 3, —1) olarak bulunur.
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5.3. Dual Split Kuaterniyon Matrisleri

Elemanlar1 dual split kuaterniyon olan m X n tipindeki matrisler kiimesi
M wn(Hp) ile gosterilir. Eger m = n ise M, (Hp) ile gosterilir. Standart matris

toplam1 ve ¢arpimi tanimhdir ve bu islemlerle birlikte Mn(]ﬁlm) birim elemanl bir
halkadir.

5.3.1. Dual split kuaterniyon matrisleri iizerinde temel igslemler

B=(B),

Dual split kuaterniyon matrislerini toplamu: A=(A) ij

ij?
€ M5, (Hp) dual split kuaterniyon matrislerinin toplami

A+ B=(A+B); = (A),

ij

+ (B),

]

olarak tamimlanir.

Dual split kuaterniyon matrislerinin ¢carpimmi: A = (A)ij € men(]ﬁ[m), B =

(B);), € Mnxp(]ﬁlm) olmak iizere, dual split kuaterniyon matrislerinin ¢arpimi

n

AB = (AB)i; = > _(A)i(B)s
k=1
seklinde tanimhidir.

A~

Dual split kuaterniyon matrisinin skalerle ¢carpimi: A = (A);; € M, (Hp)
ve A € Hy icin, skalerle sagdan ve soldan ¢arpim sirasiyla

AX = (AN)ij = (A)iA ve XA = (MA);; = A(A);;

olarak tamimhdir. Ayrica A € Man<I/H\I]D)), B e Mnxp(ﬂm) ve \, u € I/E\]ID icin,
asagidakiler saglanir;

MAB) = (A)B, (ANB = A\B), (M)A = A(uA).

Yani men(ﬁ-\ﬂm) skalerle sag ve sol ¢arpima goére ayr1 ayri ]I?]Im) iizerinde vektor uza-
yidir.

Dual split kuaterniyon matrisinin eglenigi: A = (A);; € men(]ﬁl@) i¢in, A'nin
eslenigi R

A= (A)ij c men<H]D)>

olarak tamimlidir.

Dual split kuaterniyon matrisinin transpozesi: A = (A);; € Man(ﬁD) icin,
A’nin transpozesi (devrigi)

AT = (A);; € My (Hp)
seklinde tanimhdir.

86



Dual split kuaterniyon matrisinin eglenik transpozesi: A = (A4);; € men(ﬁm)
i¢in, A’nin eglenik transpozesi

A* = (AT € My (Hp)
seklinde tanimhdir.
Ayrica her A € M, (Hyp) kare matrisi igin,
Eger AA* = A*A ise A matrisine normal matris;
Eger A = A* ise A matrisine Hermityan matris;
Eger AA* = I ise A matrisine iiniter matris ad1 verilir.

Dual split kuaterniyon matrisinin tersi: A, B € Mn(I/P\]Im)) i¢in, eger AB =
BA = I, ise yani A matrisini sag ve sol tersleri esit ise A matrisinin tersi vardir
denir ve B matrisine A'nin tersi denir.

5.3.2. Dual split kuaterniyon matrisinin kuaterniyon matris temsili

__ Split kuaterniyon matrislerinin 6zelliklerini kullanabilmek adia, her A €
M, (Hp) matrisini split kuaterniyon matrisi cinsinden ifade edelim. Her A € M,,(Hyp),

A~

Ay, Ay € M, (H) olmak iizere
A:A1+€A2 :A1+A2€
seklinde tek tiirlii yazilabilir.

Teorem 5.3.2.1. A, B ¢ Mn(]ﬁlm) olsun. Eger AB = I, ise BA = I,,’dir.

Ispat. A = A, +c4y ve B = B, +¢B, € Mn(]ﬁlm)) olsun oyleki Ay, Ay, By,

A~

B, € M,(H). AB = I,, oldugunu kabul edelim. O halde
AB = (A 4+ eAy)(By +eBy) = A1By + (A1 By + AyBy) = I,
esitligi saglanir. Bu esitlikten yararlanarak
A1By =1, AiBo+ A3B; =0,
esitliklerini yazabiliriz. Bu iki matris egitligini ise
A O B, 0 I, 0,
Ay Ay By B On I

split kuaterniyon blok matris esitligi olarak yazabiliriz. Bu matrisler 2n x 2n tipinde
split kuaterniyon matrisleri oldugundan, Teorem 3.2.2.2 geregi

B, 0 A 0 I, 0,

B2 Bl A2 Al On ]n
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blok matris esitligini yazabiliriz. Bu esitlikten
B1A, =1,, BoAy+ B1A; =0,
esitlikleri elde edilir. Bu iki esitligi kullanarak
I, = B1A; + e(ByA; + B1A;) = BA

elde ederiz ve ispat biter. 0J

Tanim 5.3.2.1. A=A, +cA, € Mn(]ﬁID) olmak tizere 2n x 2n tipindeki
A0
Ay Ay

split kuaterniyon matrisine A dual split kuaterniyon matrisinin split kuaterniyon
matris temsili adi verilir ve S(A) ile gosterilir.

Teorem 5.3.2.1. Her A, B € Mn(ﬁlm) icin, agagidaki ozellikler saglanir;
i. S(I,) = Ion,

ii. S(A+ B)=S5(A)+ S(B),

iii. S(AB) = S(A)S(B),

iv. A matrisi tersinir ise [S(A4)]7! = S(471).

Ispat. A = A, +cAyve B= B, +¢eB, € Mn(]ﬁlm) olsun oyleki Ay, Ay, By, By €
M, (H).

S(I,) = S(I, + £0) = — Lo
0o I,

ii. A+ B = (A1 + B1)+¢e(A;y + Bs) olarak elde edilir. Buradan
A+ By 0 A 0 By 0
S(A+ B)= = + =S(A) + S(B)
Ay + By, A+ DBy Ay Ay By, By
olarak bulunur.
ili. AB = (A1B1) + e(A1Bs + A3 By) esitliginden
A1By 0 Ay 0 By 0

S(AB)= = =S(A)S(B)
ABy+ AyBy A By Ay Ay By, B
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elde edilir.

iv. A dual split kuaterniyon matrisinin tersi olsun. O halde AA™' = A~1A =]’
dir. Buradan i. ve iii. 6zellikleri kullanarak

Iy, = S(I,) = S(AA™Y) = S(A)S(A™Y) ve I, = S(I,) = S(A'A) = S(A™1)S(A)
esitliklerini yazabiliriz. Yani S(A) split kuaterniyon matrisinin tersi vardir ve

[S(A)]~H = S(4™).

5.3.3. Dual split kuaterniyon matrislerinin 6zdegerleri

Tamim 5.3.3.1. A € Mn(]ﬁlm) ve A € Hp olsun. Eger AX = AX esitligini saglayan
en az bir sifirdan farkl X dual split kuaterniyon vektorii varsa AN'ya A’ in sol 6zdegeri
ad1 verilir. A'nin sol 6zdegerlerinin kiimesi

o(A) = {\ € Hyp : AX = Az ve z # 0}

ile gosterilir ve A'min sol spektrumu adi verilir. Eger AX = X\ esitligini saglayan en
az bir sifirdan farkli X dual split kuaterniyon vektorii varsa A’ya A'nin sag 6zdegeri
adi verilir. A'nin sag 6zdegerlerinin kiimesi ise

o, (A) = {\ € Hp : Az = 2\ ve z # 0}
ile gosterilir ve A'min sag spektrumu adi verilir.
Teorem 5.3.3.1. Her A € M, (Hp) icin,
o(A) NH = 0,(S(A))
esitligi saglanir.

Ispat. \ € Hve A=A, +¢c4, € Mn(ﬁ-\]lm) olsun. Eger A\, A'nin sol 6zdegeri ise en
az bir sifirdan farkl dual split kuaterniyon vektorii x = x1 + x4 igin

Ax = Mz
esitligi saglanir. Bu esitlik acilirsa

(Al + 6142)(]31 + 6?[)2) = /\(l’l + 81’2)

(AlfL'l) + 8(1411’2 -+ Ag[El) = (/\171) + 6()\1’2)
elde edilir. Buradan

A1$1 = )\I’l
Alﬂfz + A2x1 = )\xg
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oldugu goriiliir. Bu egitlikler
A1 0 T T
= A
Ay Ay ) T2
seklinde yazilabilir. Buradan A € 0;(S(A)) oldugu goriiliir. Tersine, A € 0;(S(A))
olsun. O halde
Al 0 I I
=A
A2 Al ) i)

esitligi en az bir sifirdan farkl split kuaterniyon x = [z, xz]T vektorii icin saglanir.
Bu matris esitliginden

All'l = )\xl ve A1$2 + AQ[L’l = )\.TQ
esitlikleri elde edilir. Bu esitlikleri kullanarak

(Alxl) + €<A1$2 + Agl’l) = ()\371) + 8()\.132)

(Al + 5142)(1’1 + 51‘2) = )\(I’l + 61’2)

esitligi yazilabilir. O halde A € 0;(A) olarak bulunur. Ayni zamanda A € H oldugun-
dan, A\ € 0;(A) NH olarak elde edilir ve ispat biter. UJ

Teorem 5.3.3.2. Her A € Mn(]ﬁlm)) igin,
o, (A)NH = 6,(5(A))
esitligi saglanir.

fspat. Ne Hve A= A; +¢cA, € Mn(ﬁm) olsun. Eger A\, A'nin sag tzdegeri ise en
az bir sifirdan farkli dual split kuaterniyon vektorii © = xy + x4 igin

Az =z
esitligi saglanir. Bu esitligi acarsak

(Al + 5142)(131 + 81’2) = (.731 + €ZE2))\

(All’l) + S(Alxg + AQIL‘l) = ({L‘l/\) + 6(1’2/\)
elde ederiz. Buradan

Alfl?l = l’l)\,
Alﬂfz + A2x1 = !L’Q)\
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oldugu goriiliir. Bu egitlikleri
Al 0 T T1
AQ Al i) )

seklinde yazabiliriz. Buradan A € 0,(S(A)) oldugu goriiliir. Tersine, A € ,(S(A))
olsun. O halde
Al 0 T 1
= A
Ay Ay L2 L2

esitligi en az bir sifirdan farkh split kuaterniyon = = [z1, xQ]T vektorii icin saglanir.
Bu matris esitliginden

All'l = I’l)\ ve All’g + A2$1 = 172)\
esitliklerini elde ederiz. Bu esitlikleri kullanarak

(All’l) + €(A1£L’2 + Agxl) = (Il)\) + 8(132)\)

(A1 + 6A2)([L‘1 + SIQ) = (Il + 5372))\

esitligini yazabiliriz. O halde A € o,.(A) olarak bulunur. Aym zamanda A\ € H
oldugundan, X\ € o,(A) N H olarak elde edilir ve ispat biter. O

Teorem 5.3.3.3. Her A € M, (Hp) icin,
o (A)NC = o(xsa))
esitligi saglanir.

fspat: A € C, A'nm sag 6zdegeri olsun. O halde A € 0,(A) N C Co,(4) N H
oldugundan, Teorem 5.3.3.2 geregi A € 0,(S(A)) olacaktir. Burada S(A) € Mo, (H)
oldugundan, Teorem 3.2.4.3 geregi

0,(5(4)) NC =o(xs4))
oldugunu biliyoruz. Buradan A € o(xg(4)) oldugu goriiliir. Sonug olarak
o,(A)NC C o(xs)
elde edilir.

Tersine, A € o(xs(a ) olsun. O halde, Teorem 3.2.4.3 geregi A € 0,.(S(A)) N C

olacaktir. Buradan C C H oldugundan, \ € a-(S(A)) N H oldugu goriilir. Teorem
5.3.3.2 geregi, A € 0,(A) NC olarak bulunur. Yani, o(xsa)) C 0,(A) NC elde edilir
ve ispat biter. O
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5.3.4. Dual split kuaterniyon matrislerinin tersinin bulunmasi

A=A +eA € Mn(lﬁlm) matrisinin tersi var ise Teorem 5.3.2.1. geregi S(A)
matrisinin de tersi vardir ve [S(A)]" = S(A~!) dir. Burada eger S(A) matrisinin
tersi

seklinde ise A matrisinin tersi

A_l = B1 + €BQ

~

olarak bulunur. Burada By, By € M, (H) duir.

Ornek 5.3.4.1
i 1+ 10
A= + e
0 k ik

matrisini ele alalim. A matrisinin split kuaterniyon matris temsili

(i 145 0 0

0O kE 0 O

[Xsw)]™ =

0 —1 o 0 O 0 0 O
1 1+ 0 -1 0 —-1-—2 72 1

¢t —1+2 0 -2 0 1 0 O

olarak bulunur. Bolim 3.2.5’de split kuaterniyon matrisin tersinin bulunmasi i¢in
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verilen yol ile S(A) matrisinin tersi

—1 1 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 0 1 0
S(A)! = i
0 —-1+7 —2 1 1 1—-3 0
| 0 1 0 0] | -t —1—2 0
[ —i 11—y 0 0 ]
0 k 0 0
- j —l1+i+5—-k —i 1—7
| —k 1—j—k% 0 ko

olarak elde edilir. Buradan
-1 1—7 J —l4+i14+j5—-k
B1 = ve B2 =
0 k —k 1—j5—k

oldugu goriiliir. O halde A dual split kuaterniyon matrisinin tersi

i1 jo—l4itj—k
At = + €
0k ko 1—j—k

olarak bulunur.
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SONUC

Bu tezde agagidaki sonuglar ortaya konulmustur:

Split kuaterniyon matrislerinin sag 6z degerlerinin varligi ispatlanmigtir. Bir
split kuaterniyon matrisin kompleks sag ¢zdegerleri ile kompleks adjoint matrisinin
ozdegerleri arasindaki iligki elde edilmistir. Bununla birlike n x n tipinde bir split
kuaterniyon matrisin en fazla 2n tane farkli kompleks 6zdegere sahip olabilecegi
sonucu elde edilmigtir. Ayrica split kuaterniyon matrisinin sol ¢zdegerinin hangi
kosullar altinda var olabilecegi elde edilmistir. Ayrica split kuaterniyon matrislerinin
sol ozdegerler i¢in Gershgorin teoremi ifade ve ispat edilmistir. Sag czdegerler icin
bu teoremin saglanmadigr bir 6rnekle gosterilmistir. Ek olarak, eger varsa bir split
kuaterniyon matrisin tersinin nasil bulunacagima dair bir yéntem verilmis ve bir
ornek yardimiyla metot aciklanmistir.

Split kuaterniyonlarin kompleks sayilar yardimi ile bir tiir genigletilmesi olan,
kompleks split kuaterniyonlar tanitilmig ve iizerindeki temel isglemler verilmistir.
Ayrica, kompleks split kuaterniyonlarin reel matris temsilleri ve split kuaterniyon-
larin reel matris temsilleri ile iligkili olarak ele alinmigtir. Bununla birlikte, kompleks
split kuaterniyon matrisleri tanitilmis ve temel 6zellikleri incelenmistir. A ve B kare
kompleks split kuaterniyon matrisler olmak iizere, AB = I,, ise BA = I,, oldugu
ispatlanmigtir. Bir bagka deyisle; bir kompleks split kuaterniyon matrisinin sag
yada sol tersi var ise birbirine esit olmalidir. Kompleks split kuaterniyon matrisinin
kompleks adjoint matrisi tanimlanmig ve ozellikleri ele alinmigtir. Ek olarak, kom-
pleks split kuaterniyon matrislerinin sag 6zdegerinin varligi ispatlamis ve kompleks
sag ozdegerler ile kompleks adjoint matrisinin 6zdegerleri arasinda bir iligki elde
edilmistir. Bir kompleks split kuaterniyon matrisinin ters tersini bulmak icin bir
yontem geligtirilmis ve bir 6rnek yardimiyla agiklanmigtir.

Son olarak, dual split kuaterniyon matrisleri tanitilmis ve temel ozellikleri
tizerinde durulmustur. Dual split kuaterniyon matrislerin split kuaterniyon matris
temsili ifade edilmistir. Bu matris temsili yardimi ile dual split kuaterniyon matris-
lerin 6zdegerlerine iligkin yeni sonuglar elde edildi. Ayrica sag 6zdegerlerinin varlig
ispat edilmekle birlikte, sol tzdegerlerin hangi durumlarda var olabilecegini ifade
edilmigtir. Ayrica dual split kuaterniyon matrislerinin tersi bulmak icin bir metot
verilmig ve bir ornek ile agiklanmigtir.
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