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ONSOZ

Bu tez ¢alismasi iki ana boéliimden olusmaktadir. Bu béliimlerin igeriklerini
kabaca su sekilde 6zetleyebiliriz:

Ilk olarak belirtisiz topolojik uzaylar boliimiinde Chang’in belirtisiz topolojik
uzay tanimi verilmis ve ardindan acgiklik derecelendirmesi kavrami tanitilmigtir.
Belirtisiz siizge¢ ve supra belirtisiz siizge¢ yapisi tanimlari irdelenmigtir. Belirtisiz
siizgeclerin bir derecelendirme doniistimii gibi tanimlandigr I-slizge¢ kavrami ve bu
kavramla ilgili baz1 énerme ve sonuclar aktarilmigtir.

Ikinci boliimde ilk olarak sezgisel belirtisiz kiime ve sezgisel belirtisiz topolojik
uzay kavramlari detayl bir sekilde incelenmistir. Ayrica sezgisel belirtisiz topolojinin
de derecelendirme yaklagimiyla genelestirilmesi olan sezgisel agiklik derecelendirmesi
kavramina deginilmigtir. Sonrasinda sezgisel belirtisiz siizgegler incelenmis ve
genellestirilmis sezgisel belirtisiz slizgecler lizerinde durulmusgtur. Ayrica sezgisel
belirtisiz supra topolojik uzay tanimi sunulmusgtur.

Son olarak yapilan aragtirmalarin sonucunda sezgisel belirtisiz siizge¢ yapisi
ve sezgisel belirtisiz komguluk yapisi tanimlar1 yapilmig ve bu yeni tanimlara bagh
elde edilen bazi sonuclar eklenmigtir.

Bu calisma boyunca bilgisini ve zamanini benimle paylasan, destegini
esirgemeyen danigman hocam Sayin Yard. Dog¢. Dr. Mutlu Giiloglu'na, hocalarima,
aileme ve arkadaglarima sonsuz tegekkiirlerimi sunarim.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINi

[0,1] kapal araligy

(0, 1] arahg:

[0,1) aralig:

0 degerini alan X {izerindeki sabit belirtisiz kiime

1 degerini alan X iizerindeki sabit belirtisiz kiime

A (belirtisiz) (sezgisel belirtisiz) kiimesinin tiimleyeni
Alt kiime, belirtisiz alt kiime

a ve b degerlerinin en biiyiigii

a ve b degerlerinin en kii¢ligii

{a; : i € J} kiimesinin en kiigiik tist sinir1

{a; : i € J} kiimesinin en biiyiik alt smir1

X kiimesi iizerindeki tiim belirtisiz kiimeler

Damga kiimesi

Has kapsanma

Yoénlendirme bagintisi

¢ de a degerini alan belirtisiz nokta

p nin Q-komsuluklar: ailesi

X tizerindeki tiim belirtisiz noktalar

A sezgisel belirtisiz kiimesi

(x,0,1) sezgisel belirtisiz kiimesi

(x,1,0) sezgisel belirtisiz kiimesi

Reel sayilar

A kiimesinin aitlik fonksiyonu

X iizerindeki tiim sezgisel belirtisiz noktalarin ailesi
X tizerindeki tiim sezgisel belirtisiz kiimelerin ailesi
c de a degerini alan belirtisiz kiime

p ile p cakisigimsidir

p ile p cakisigimsi degildir

(%, cq, 1 — c1_p) sezgisel belirtisiz kiimesi
Genellegtirilmis sezgisel belirtisiz nokta

X tzerindeki genellestirilmis sezgisel belirtisiz kiimeler ailesi
X tizerindeki genellestirilmig sezgisel belirtisiz noktalar ailesi

Sezgisel belirtisiz siizgeg yapisi
X kiimesindeki tiim belirtisiz noktalarin kiimesi

X kiimesindeki tiim sezgisel belirtisiz noktalarin kiimesi

p belirtisiz noktasinin komsuluk sistemi
X iizerindeki tiim sezgisel belirtisiz kiimelerin ailesi
Bire bir

p belirtisiz noktasinin sezgisel belirtisiz komsguluk sistemi
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Kisaltmalar

SBN Sezgisel belirtisiz nokta

SBK Sezgisel belirtisiz kiime

SBT Sezgisel belirtisiz topoloji

SBTU Sezgisel belirtisiz topolojik uzay1
SBAK Sezgisel belirtisiz acik kiimesi
SBKK Sezgisel belirtisiz kapali kiimesi
SuBT Supra belirtisiz topoloji

SuBTU Supra belirtisiz topolojik uzay
GIF Genellegtirilmis sezgisel belirtisiz

vi



GIRIS Elif TUFAN

1. GIRIS

Zadeh’in 1965’te belirtisiz kiimeleri tanimlamasinin ardindan 1968’de Chang,
acik kiimeleri X'teki belirtisiz kiimelerden olusan belirtisiz topolojiyi tanimlami
stir. Ancak bu tamimda agkligin derecelendirilmesi s6z konusu degildir.
Bu fikir ilk olarak 1980’de Hohle'nin yaptigicaligmalarda yeralmigtir.  Daha
sonra birbirinden bagimsiz ve paralel sekilde Kubiak(1985) ve Sostak(1985)
bu caligmalargeligtirmigtir. Sostak’in "Belirtisiz Topolojik Uzay" tanimi(1985),
Chattopadhyay ve arkadaglarinin (1992) "Agiklik Derecelendirmesi(Gradation of
openness)" tanimi ve Ramadan’in(1992) "Piirilizstiz(Smooth) Topoloji" tammlari,
topoloji kavramim her belirtisiz kiimeye kars1 [0,1] arahginda bir reel say1 karsilik
getiren doniigiim geklinde diisliniilmesine olanak saglamigtir.

Belirtisiz kiimelerin bir genellemesi olarak sezgisel belirtisiz kiime
kavraminiise Atanassov 1983’te tamtmistir. Uye olma derecesinin yani sira iiye
olmama derecesinin de mevcut oldugu bu yeni tanimin iizerine bir¢ok alanda
bir ¢cok caligma yapilmigtir. Genellestirilmis sezgisel belirtisiz kiime kavrami da
bunlardan biridir(Mondal ve Samanta 2002). Sezgisel belirtisiz kiimeler iizerine
kurulan topoloji kavraminiise ilk olarak Coker 1997’de tanimlamigtir. Sezgisel agiklik
derecelendirmesi tanmimi ise 2002’de Mondal ve Samanta tarafindan verilmistir.
Sezgisel belirtisiz supra topoloji tanimini da Abbas 2004’te sunmustur.

Bu tezde siizgecler iizerine farkhi yaklasimlar sunulmaya calisilmistir. Ilk
olarak belirtisiz Onsiizge¢ tamimi verilmistir. Ramadan ve El-latif tarafindan
2008’de sunulan supra belirtisiz siizge¢ yapisindan bahsedilmistir. Ayrica, Coker ve
Giiloglunun 2005’te tamimladig1 I-siizgec yapisi kavraminda belirtisiz siizgecler, I
kiimesinden [0, 1] araligina giden bir derecelendirme doniigtimii halini almigtir. Bu
caligma ise "Sezgisel belirtisiz siizgecler igin de bu gekilde bir doniigiim tanimlanabilir
mi?’ sorusunu akla getirmektedir. Bu tezin temel dayanagi bu soru olmustur.
Sezgisel belirtisiz siizgecleri incelemek i¢in ise Lupianez’in sezgisel belirtisiz topolojik
uzaylarda ag ve slizge¢ tanimlari irdelenmistir. Ayrica Park ve Park, 2004’te
siizgecler i¢in bahsedilemeyen Haussdorfluk durumunun genellegtirilmis sezgisel
belirtisiz siizgegler i¢in olan tanimini sunmustur.

Son olarak komsuluk siizgeci sezgisel belirtisiz anlamda derecelendirme
doniigiimii olarak tanimlanmaya calisilmigtir. Bdylece belirtisiz slizgeg yapisini
sezgisel bir derecelendirme doniigiimii olarak diigiinmek miimkiin olmusgtur. Bununla
beraber bazi sonuclar elde edilmistir.
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2. BELIRTISIiZ TOPOLOJIK UZAYLARDA SUZGECLER

2.1. Belirtisiz Topolojik Uzaylar

Bu c¢aliyma boyunca I, = (0,1]; I; = [0,1) seklindeki gosterimler
kullanilacaktir. ¢ € Iy olmak iizere y € X icin z, belirtisiz noktas1 I in elemam
olup asagidaki gibi tanimlanir.

)t y=x

:z:t(y)—{ 0, y#=z
Ote yandan X kiimesindeki tiim belirtisiz noktalar F/P(X) ile gosterilecektir. z, € A
olmasi i¢in ise gerekli ve yeterli kogul ¢ < A(z) olmasidir (Pu ve Liu 1980). 0,

1€ I* kiimeleri sirasiyla tiim elemanlarin iiyelik degerlerinin 0 ve 1 oldugu belirtisiz
kiimelerdir.

Tanim 2.1 (Chang 1968) Belirtisiz kiimelerden olusan bir T ailesi asagqida verilen
(a),(b) ve (c) kosullarini saghyorsa T ya X dzerinde bir belirtisiz topolojidir denir.
(a) 0,1 €T
(b) A,B et ise ANB € T dir.
(c) Herie I i¢cin A; € T ise |JA; € T dir.

el
(X, 7) uzaywna ise belirtisiz topolojik uzay (BTU) denir. T nun her bir elemans T-agik
kiime olur ve timleyeni T-a¢ik olan her kiime de T-kapaly olur.

Tanim 2.2 (Pao-Ming ve Ying-Ming 1980) (X, 7) belirtisiz topolojik uzayinda bir
A belirtisiz kiimesini ve xy belirtisiz noktasiny alalim. Eger xy € B C A olacak
bicimde bir B € T varsa, A belirtisiz kiimesi xy belirtisiz noktasinin komsulugudur
denir. A ac¢ik ise a¢ik komsulugudur denir. xy nin tim komsuluklarinin ailesine
1se xx nwn komsuluklar sistemi denir. x\ = p olmak tzere p belirtisiz noktasinin
komguluk sistemi N, ile gosterilir.

Tanim 2.3 (Pao-Ming ve Ying-Ming 1980) X kiimesinde bir p belirtisiz kiimesi ve
p = x) belirtisiz noktasiny alalim. Yo € X i¢in A+ pu(x) > 1 ise p ile p ¢akisigamsidar
denir ve bu durum pqu ile gosterilir.

Tanim 2.4 (Pao-Ming ve Ying-Ming 1980) (X, 7) belirtisiz topolojik uzayinda bir
A belirtisiz kiimesi ile bir p belirtisiz noktast verilsin. pgB ve B C A olacak sekilde
bir B € T varsa A’ya p noktasimn bir Q-komsulugudur denir. p noktasinin tim
Q-komsuluklarinan olusturdugu aileye ise p nin Q-komsuluk sistemi denir ve Q,, ile
gosterilir.
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Chang’in belirtisiz topoloji taniminda agik kiimeler belirtisiz kiimelerdir.
Ancak burada topolojinin belirtisizligi konusunda bir eksiklik vardi. Bu problem
ise Sostak’m(1985) "Belirtisiz Topolojik Uzay" tammi, Chattopadhyay ve
arkadaglarinin(1992) "Gradation of openness" tanimi ve Ramadan’in(1992)
"Piiriizstiz(Smooth)  Topoloji"  tanmmlari sayesinde ¢oztime kavugmustur.
Topolojinin her bir belirtisiz kiimeye [0,1] araliginda bir gergel say1 karsilik
getiren bir doniigiim olarak diigiiniilmesine olanak saglanmigtir.

Tamim 2.5 (Sostak 1985) 7 : [ — I déniisiimii asagida verilen (i), (i) ve (i)
kosullarint saghyorsa bu donisime X tzerinde bir agiklik derecelendirmesidir denir.
(i) 7(0) = (1) = 1,

(1i) M1, \a € I olmak iizere 7(A1 N A2) > 7(A\1) AT(A2),

(ii1) \; € IX vei € A olmak iizere T(J N) > A 7(N\).

ieA ieA
(X, 7) uzayina ise belirtisiz topolojik uzay denir.

Bundan sonraki kisimlarda belirtisiz topoloji ile Tanim 2.5 de verilen agiklik
derecelendirmesi kastedilecektir.

2.2, Belirtisiz Siizgecler

Tanim 2.6 (Vicente ve Aranguren 1988) F, IX in alt kiimelerinden olusan bostan
farkl, bir aile olmak tzere asagidaki kosullary saglarsa X dizerinde bir onstizgectir
denir.

(a) 0 ¢ F dir.

(b) Fi, Fy € F ise F{ N Fy € F dir.

(c) Fe FuveF <G iseGeF dir.

Ornek 2.7 Bir p belirtisiz noktasinin Tanim 2.2 de verilen N, komguluklar sistemi
ve Tanwm 2.4 de verilen Q, Q-komsuluklar sisteminin birer onsizgeg oldugu agiktor.

Tamim 2.8 (Vicente ve Aranguren 1988) Bostan farkl ve I in alt kiimelerinden
olusan B ailesi asaqrdaki kosullar: saglhyorsa bir onstizge¢ tabanidir denir.

(a) 0 ¢ B

(b) By, By € B ise By < By A By olacak sekilde Bs € B vardr.

F={FeI*:3B€B, F> B}

ailesi bir onsiizgeg olur ve B tarafindan tretilen onstzgectir denir. Kisaca (B) ile
gosterilir.

X dizerinde Fi; wve Fy dnstizgeglerini alabm. F, D Fo ise Fi, Fo den daha
incedir(veya Fa, Fi den daha kabadir) denir.

3
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Onerme 2.9 (Vicente ve Aranguren 1988)F ailesinin alt kiimelerinden olusan
herhangi bir B ailesinin, F nin tabant olmasy i¢in gerek ve yeter kosul her F' € F
wcin B < F olacak sekilde bir B € B bulunabilmesidir.

Tamim 2.10 (Vicente ve Aranguren 1988) X te bir F belirtisiz onstizgecini alalim.
N, C F ise, yani F, p nin komguluklar sizgecinden daha ince dokulu ise F belirtisiz
onstizgeci p belirtisiz noktasina yakinswyor denir ve F — p seklinde gosterilir.

2.3. Supra Belirtisiz Siizgec¢ Yapisi

Tanim 2.11 (Ramadan ve El-latif 2008) 7 : IX — I déniisiimii asagidaki kosullar
saghyorsa bu dontisime X fdzerinde bir supra belirtisiz topoloji(SuBT) denir.
(S1) 7(0) = 7(1) = 1.
(S2) Herhangi {u; :i € J} C I dcin 7(U ;) > N\7(y;) dir.
ieJ ieJ
(X, 7) tkilisine ise supra belirtisiz topolojik uzay denir(SuBTU).
7 bir SuBT olsun. Eger T < 7% ise 7" ailesine T belirtisiz topolojisiyle baglantily
SuBT denir.

Tanim 2.12 (Ramadan ve El-latif 2008) (X, 11), (Y, 72) belirtisiz topolojik uzaylar
olsun ve 7%, T swraswyla T, ve T ile baglantily iki SuBT olsun. Buna gire her p € IX
¢n

T1(f7 ) > 7olp) (T3(f7H (W) > i) ise) f: X — Y déniisimiine belirtisiz
stirekli(supra belirtisiz siirekli) denir.

Tanim 2.13 (Ramadan ve El-latif 2008) F : I* — I dondisiimii asaqidaki kosullar
saghyorsa X dzerinde bir belirtisiz stuzgegtir denir:

(F1) F7(0) = 0.

(F2) Her bir A\, i € I igin FOAN ) > F(A) A F(u).

(F3) A < juise F(A) < F(j).

Eger bir belirtisiz sizge¢ F(1) = 1 kosulunu saghyorsa "has belirtisiz stizgegtir”
denir.

F1 ve Fy, X dizerinde birer belirtisiz siizge¢ olsun. Her \ € I i¢in Fi(N) < Fao(N)
ise Fo < JF1, yani Fo Fiden daha kabadur(veya Fy Fo den daha incedir) denir.

Teorem 2.14 (Ramadan ve El-latif 2008) X tzerinde, asaqidaki kosullar saglayan
F ve G has belirtisiz siizgegleri ele alinsin.

F(A1) >0 ve G(\1) > 0 olacak sekilde N\, Ny € I segilirse \y A Ny #0 olur.
FVG:IX = I déndisiimi asagidaki gibi tanvmlansin:

(FVON) =\/{F)AGA) : A=A AN}
Buna gore FV G, F ve G den ince olan en kaba has belirtisiz stizgectir.

4
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Teorem 2.15 (Ramadan ve El-latif 2008) F, X tzerinde bir belirtisiz siizgeg ve
[+ X =Y bir doniigiim olsun. f(F): IY — I déniisimii asagqidaki gibi tanamlansin:

Buna gore f(F), Y tzerinde bir belirtisiz sizgegtir.

Teorem 2.16 (Ramadan ve El-latif 2008) (X, 7) bir SuBTU ve x; € FP(X) olsun.
Sy, : IX — I déndisiimii asagrdaki gibi tansmlansin:

n

N - . . X . X
S, (\) = \/{T(vl)./\vzg)\, v; €1 }, r €v; €1

=1

0 , d.d.

Bu tanima gore Sy, bir belirtisiz stizgeg olur ve Sy, ye xy nin supra belirtisiz komsuluk
stizgect denar.

Ispat. (F1) Agktir.
(F2) A\i, Ay € IX ve Sp, (M1 N A2) < Sz, (A1) A Sy, (N) oldugunu varsayalim. Buna
gore

Szt()\l N )\2) <r< Sxt()\l) VAN Sxt<)\2)
olacak gekilde r € Iy vardir. Buradan S,, (A1) > 7, S;,(A2) > r oldugundan ve S,,
tanimindan Syle vy, p; € I (i =1,2,..,n,j =1,2..,m) vardir ki Vi = 1,2,...n,
7 =12 .,micin

/\Ui <A\, €v, T(vi) 21
i=1
ve .
/\,u] S >\27 T S /~'L]7 T(Mj) Z r
j=1
olur. Buradan da . .
(/\Uz) A (/\,Uj) <A A X
i=1 j=1
ve
Vi=1,2,.,n; j=1,2,..,migin 7(v;) >, 7(1;) >
oldugundan S,, (A N Ay) > r elde edilir. Bu ise kabulle ¢eligir. Dolayisiyla VA,
Ay € I¥ igin Sp, (A1 N Xg) > Su, (A1) A Sq, (Ag) dir.
(F3) \; < )y olacak sekildeki A\, Ay € I igin S,, (A1) > S, (A2) olsun. S,,(A\;) >
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r > S, (A2) olacak sekilde r € Iy vardir. S, (A1) > r oldugundan ve S,, tammidan
oyle v;(i = 1,2, ..,n) vardir ki Vi = 1,2, .., n igin;

n

/\Ui S )\1 S )\271'15 S Vi, T(/Ui) Z r
=1

olur. Buradan S,,(A\y) > r olur. Bu ise kabuliimiizle geligir. Dolayisiyla A\; < Ao
olacak sekildeki \;, Ao € I icin
Swz()‘l) < Sétf(/\Q)

olur. ]

Tanim 2.17 (Ramadan ve El-latif 2008) (X,7) bir SuBTU, F X fdizerinde bir
belirtisiz siizge¢ ve Sy, xy nin Teorem 2.16 teki gibi tanwmlanan supra belirtisiz
komsuluk stizgeci olsun. FEger F, S;, den daha ince ise F, x; ye supra belirtisiz
yakinsar denir.

2.4. I-Siizgec Yapisi

Aciklik derecelendirmesi kavrami topoloji disinda bagka yapilar icin de
diislintilebilir. Bu konuda siizgeclerin bir derecelendirme doniistimii gibi ele alindigi
"[-Siizgeg" (Giiloglu ve Coker 2005) yapilar1 mevcuttur.

Bu boliimde belirtisiz siizgecler bir derecelendirme doniigiimii olarak
incelenecektir. Ilk olarak Sostak’m Q-komsuluk yapilar1 ve Lee'nin yakinsama
yapilarimin L-filter yaklagimini kullanilarak birlestirilmesi irdelenecektir. Bu konuda
baz1 tanimlar gerekli olacaktir. C : I — I olacak sekilde (C) : I* — I doniisiimii

(€)() =sup {C(N) [\ € I, A < )
seklinde tammmlanir. Herhangi o € I = [0, 1) i¢in C* belirtisiz kiimeler ailesi
C*={per*|C) >a}

seklinde tanmmmlanir. Ayrica FP(X) ile X kiimesindeki tiim belirtisiz noktalar,
FP[X]ile de FP(X)in tiim alt kiimeleri gosterilecektir.

Tamim 2.18 (Sostak 1990) X bir belirtisiz topolojik uzay ve p € FP(X) olsun.
Ya € I i¢in
Qr={ne IX|GN e ) (pgA AN < )}

esitligi saglamyorsa, Q, : I* — I déniisiimine p nin T belirtisiz topolojisine gore
Q-komsuluklar sistemi denir.
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Onerme 2.19 (Sostak 1990) (X, ) bir belirtisiz topolojik uzay ve p € FP(X)
olsun. Q, : I* — I doniigimiiniin T topolojisine gore p noktasimn Q-komsuluklar
sistemi olmasy i¢in gerekli ve yeterli kosul,

Qp(p) = sup {T(N)|X € I, pgh ve A < i}

olmasaidar.

Onerme 2.20 (Sostak 1990) (X,7) bir belirtisiz topolojik uzay ve p € FP(X)
olsun. Eger Q, : I* — I doniisimii, T topolojisine gire p noktasiman Q-komsuluklar
sistemi ise bu dontsim asagida verilen (Q1)-(Q5) kosullarin saglar:

(Q1) Vu e I*, Q,(n) > 0 ise pqu diir.

(Q2) sup {Qy(p) :pe I} =1.

(Q3) Yy, 1y € I, Qppy A pia) = Qplpy) A Qppi)-

(Q4) iy, iy € I, 1y < iy = Qp(pty) < Qplta)-

(Q5) Vu e I*, Q,(n) = Sup{Qp()\) /\/\Qe()\) AelX, A< ,u}

eqA

Onerme 2.21 (Sostak 1990) Her bir Q, : IX — I ve p € FP(X) i¢in Onerme
2.20 de verilen (Q1)-(Q5) kosullar: saglansin. Bu durumda

7(p) = inf {Qp(u) : pqu}

seklinde tanwmlanan 7 : IX — I doniisiimii X tizerinde bir belirtisiz topoloji olur.
Dahasi, p € FP(X) igin her bir Q, donisimi p nin 7 belirtisiz topolojisine gore
belirtisiz Q-komsuluklar sisteminden baska bir sey degildir.

Eklund ve Gaéhler(1988) tarafindan en genel formunda tanimlanan
"L-stizgeg(tabani)" yapilarimin 6zel bir durumu olan ’I-siizgeg(tabani)’” kavramimdan
bahsedilecektir. Bu kavram, Lee ve arkadaglarinin tanmimladigi belirtisiz
onsiizgeg(taban) kavramimin bir genellemesidir.

Tamim 2.22 (Eklund ve Gdihler 1988, Giiloglu ve Coker 2005) F : I* — I
dontisimi eger asagqidaki kosullary saghyorsa bu donitisiime X tizerinde bir I-stizgeg
denir.

(@) F(0x) =0, F(1x) = 1,

(b) Vpy, piy € I igin py < py = F(py) < Flpp),

(¢) Vi, piy € T igin F (g A pig) > Fpag) A F(pig)-

Bundan sonra X dzerindeki tim I-siizgegler ailesi [F(X) ile gosterilecektir.



BELIRTISIZ TOPOLOJIK UZAYLARDA SUZGECLER Elif TUFAN

Onerme 2.23 (Giiloglu ve Coker 2005) (X, ) bir belirtisiz topolojik uzay olsun.
Her bir p € FP(X) igin Q, : I* — I belirtisiz Q-komsuluklar sistemi, X iizerinde

bir I-stizgectir. Ayrica
By(1) = Q) A \Qel1r)

eqp

seklinde tanimlanan B, : I — I doniisimi de X dzerinde bir I-siizge¢ tabanidar.

Ispat. Oncelikle Q, doniigiimiiniin X {izerinde bir I-siizge¢ oldugu gosterilmelidir.
(a) Onerme 2.19 den ve (Q2) 6zelliginden istenen elde edilir.

(b) ve (c) ise (Q4) ve (Q5) ozelliginden ortaya ¢ikar.

Simdi B, : I — I déniigiimiiniin X iizerinde bir I-siizgeg oldugunu ispatlayalim.
B,(0x) = 0 oldugu agiktir. Diger yandan,

sup{Bp( MEIX}—sup{Qp /\/\Qp MGIX}

equ

—sup{ /\/\Qp MEIX,MSIX}
equ

=0Q,(lx) =1.

fiys pg € I ise

(By) (k1 A po) = Qplpty A i)
> Qp(p1) N Qplpt)

Qp fh1) /\ Qe(1ty)) Qp i) /\ Qe(pts))

eqpiy eqiig

= By (1) A By(ps)-

Ornek 2.24 (Giiloglu ve Coker 2005) p € FP(X) i¢in
ooy b1 pap,
p(p) _{ 0, dd
seklinde tanamlanan p : IX — I dondistimii X dizerinde bir I-stizgectir.

Tanim 2.25 (Eklund ve Gahler 1988, Giiloglu ve Goker 2005) Asagidaki kosullar
saglayan bir ¢ : [F(X) — FP[X] doniigimiine X dzerinde bir I-belirtisiz yakinsaklk
yapist denir.
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(Y1) Vp € FP(X) i¢in p € ¢(p),

(YQ) V.Fl,fQ S IF(X) 1¢cin Fi1<FH= C(fl) - C(.FQ),

(Y3) p € c(F) isep € c(FAp) dir.

Bu durumda (X, c) ikilisine I-belirtisiz yakinsaklik uzayr denir. p € ¢(F) ise F, p
noktasina c-yakinsaktir denir ve F < p ile gosterilir.

FP = inf {feIF(X) FS p}

[-stizgecine ise p deki belirtisiz c-komguluk stizgeci denir. Her p € FP(X) ig¢in
FP 5 poise ¢ ye X dizerinde I-belirtisiz éntopolojik yapr denir ve (X, c) ye bir
I-belirtisiz ontopoloji yakinsakhk uzayr denir. c, I-belirtisiz ontopolojik yapisy her
p € FP(X) igin FP I-siizgeci, rqu olan her p € I igin BP(u) < Bi(u) olacak
sekilde bir BE I-siizge¢ tabanina sahip ise X dzerinde bir I-belirtisiz topolojik yapidur
denir.

Simdi beklenildigi gibi her bir belirtisiz topolojik uzayimnin bir I-belirtisiz
topolojik yapisini dogurdugunu gorelim:

Onerme 2.26 (Giiloglu ve Coker 2005) (X,T) bir belirtisiz topolojik uzay olsun.
Asagidaki gibi bir ¢, : IF(X) — FP[X] dontsimi tanimlansin:

cr(F)={pe FP(X):Q, < F}.

Bu durumda c;, X ftzerinde bir I-belirtisiz topolojik yapist olur.(X dzerinde T
tarafindan idretilen I-belirtisiz topolojik yapisi)

Ispat. Ik olarak ¢, déniigiimiiniin X tizerinde bir I-belirtisiz yakinsaklik yapisi
oldugunu gosterelim.

(Y1) pe FP(X) ve p € I alahm. Q,(u) < p, p € ¢,(p) olur.

(Y2) Fi < Fyolsun. Q, < Fj ise Q, < F;, dir. Buradan da ¢, (F;) C ¢, (F2) elde
ederiz.

(Y3) p € ¢, (F) alalim, 6yle ki Q, < F olsun. 9, < p ve Q, < FAp oldugundan
p € c.(FAp) elde ederiz.

Simdi ¢, doniistimiiniin X {izerinde bir I-belirtisiz 6ntopolojik yapisi oldugunu
gostermek istiyoruz. Tammdan, Q, I-stizgeci p € ¢, ( Q,) ve FP < Q,. Simdi X
iizerinde F 5 p olacak sekilde herhangi bir § I-siizgeci alalim. Q, < Fve

Q,,g/\{fe]F(X):f—%p}zfg

olur. Boylece Q, = F? olur ve ¢, doniisiimii X {iizerinde bir I-belirtisiz éntopolojik
vapisidir.  Simdi verilen BF : IX — [ I-siizge¢ tabanim diigiinelim. rqu olan her
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w € IX icin
B2 = Q,(1) A (A ()
bgp
< (1) A (N Qelp)
equ
= B.(1)
olur oyle ki X iizerinde bir I-belirtisiz topolojik yapisidir. [ ]

10
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3. SEZGISEL BELIRTISIZ TOPOLOJIK UZAYLARDA SUZGECLER

Tanmim 3.1 (Atanassov 1983) X bostan farkl bir kime olsun. p, @ X — I wve
va: X — I gosterimleri her bir x € X i¢in siraswyla x in A kiimesine tye olma(ait
olma) ve iye olmama(ait olmama) derecelerini gostermek ve

0 < pa(z) +7ax) <1

olmak iizere, sezgisel belirtisiz kiime (SBK)

A= {{z, pa(e),74(2)) | 2 € X}

seklinde tanimlanar.

Uyar: 3.2 (Qoker 1997) X igindeki A = {{z,uys(x),v4(x)) | x € X} SBKsi,
(pa,v4) seklinde I* x I igindeki ya da (I x I)* igindeki bir siraly ikiliye eslenebilir.

Uyar1 3.3 (Qoker 1997) Kisalik olsun diye, A = {{x, uys(x),v4(x)) | x € X} SBKsi
A=z, puy,v4) seklinde gosterilecektir.

Tanim 3.4 (Coker 1996) X bostan farkly bir kiime ve ¢ € X olsun.
(a) a € (0,1], 5 € [0,1) gercel saylar o + f < 1 kosulunu saglayacak sekilde
verilsin. X te bir sezgisel belirtisiz nokta (SBN),

c(a, B) = {{x,ca, 1 —c1-5) |z € X}

SBKsi geklinde tanimlanir. (Burada c, X tzerinde ¢ de o degerini alan belirtisiz
noktadur.)
(b) B € (0,1] verilsin. X te bir sifirlayan sezgisel belirtisiz nokta (SSBN)

c(B) ={(z,0,1 —crp) | w € X}

SBKsi seklinde tanimlanar.

Herhangi bir X kiimesi tizerindeki biitiin sezgisel belirtisiz noktalarin kiimesi
IFP(X) ile; sezgisel belirtisiz kiimelerin ailesi ise I F'S(X) ile gosterilecektir.

Tanim 3.5 (Coker 1996) X bostan farkly bir kiime olsun ve X tzerinde bir

A= {{z, pale),va(2)) | 2 € X}

SBKsi verilsin.

(a) o, B € (0,1) olmak dizere bir c(c, B) SBNst igin o < py(c) ve B > y4(c) ise
c(a, B) A tarafindan has kapsanir denir ve kisaca c(a, B) € A ile gosterilir.

(b) B € (0,1) olmak iizere bir ¢(8) SSBNsu i¢in p (c) =0 ve B > v ,(c) ise ¢(B) A

tarafindan has kapsanmir denir ve kisaca c(B) € A ile gosterilir.

11
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Tanim 3.6 (Coker 1997)X iizerinde A ve B sezgisel belirtisiz kiimeleri

A={(z,pa(x),74(2)) |z € X} ve
B = {{z, up(v),vp()) | v € X}

seklinde verilsin. Bu durumda asagidakiler saglanr:

(a) AC B < Vo€ X igin py(z) < pp(x) ve v4(x) = vp(@)
(b) A=B& ACBuvweBCA

(c) A° = {{z,74(x). ja(a)) | 2 € X}

(d) ANB = {(z,pia N pig, 74V Vp) | € X}

(e) AUB = {(z,psV 1, vaNvp) | © € X}

Tamim 3.7 (Coker 1997) Bir X kiimesi tzerindeki sezgisel belirtisiz kiimelerin
herhangi bir {A; | j € J} ailesi verilsin. Bu ailenin siraswyla arakesiti ve birlesimi
asaqidaks gibi tanmamlanar:

(a) NA; = {(z, Ata,s Vra,) | 2 € X}

(b)) UA; = {{z, Via;, Avay) | © € X}

Tanim 3.8 (Coker 1997) X bostan farkl bir kiime olmak tizere Ox ve 1x

Ox ={(z,0,1) |z € X},
Iy ={(z,1,0) | x € X}

seklinde tanimlanar.

Tanim 3.9 (Coker 1997) A, B, C, X dzerinde sezgisel belirtisiz kiimeler olsun. Bu
durumda:

(a) ACBveCCD=AUCCBUDveANCCBND
(b) ACBve ACC=ACBNC

(¢c) ACCveBCC=AUBCC

(d) ACBveBCC=ACC

(e) (AUB) = A°N B

(f) (AN B)c = A°U B¢

(9) ACB& B°C A

(h) (A = A

(i) (1x)¢ = 0x, (0x)¢ = 1x seklinde tanumlanar.

Tanim 3.10 (Coker 1997)X ve Y bostan farkly iki kiime ve f : X — 'Y bir doniisim
olsun.

(a) Y de bir B = {({y,ug,vg) |y € Y} SBK nin f altindaki on gérintisi de X te
bir SBK olup f~Y(B) ile gosterilir ve

)
FHB) = {{z. fHpp), f(vp)) |z € X}
12
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seklinde tanimlanar.
(b) X te bir A = {{(x, a,04) | x € X} SBK nin f altindaki gérintisi Y de bir SBK
olup f(A) ile gdsterilir ve

FA) ={(y, fF(Aa), 1 = f(1=04)) [y €Y}

seklinde tanamlanwr. 1— f(1—604) icin kisaca f—(04) gosterimi kullanilabilir. Burada;

{ sup (@)} fly) #9

fOW)(y) =2 =ef1w )

0 C fly) =2
inf {0a(2)} ;

[ (04) = (1= f(1 = 0))(y) = { el ale)}

seklindedir.

Sonug 3.11 (Qoker 1997) A, A,(i € J)ler X tzerinde SBKler, B, Bj(j € K)ler Y
icinde SBKler ve f : X — 'Y bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidakiler saglanar.
(a) A1 C Ay = (A1) C f(As)

(b) B C B2 = f7H(B1) C fH(By)

(c) AC [7H(f(A) [f 1-1ise A= f‘ (f(A))]

(d) f(f7'(B)) € B [f drtense f(f~(B)) = BJ
(e) f71UBj) =U f71(B;)

(f) F(NB;) =N f~(B))

(9) F(U Ai) = Uf(A)

(h) (1 Ai) € V(A [F 11 ise F() As) = (1 (A)]

(i) [~ (1x) = 1x, f7(0x) = Ox
(7) [ orten ise f(1x) = 1x olur.
(k) f(0x) = Ox

(1) f orten ise f(A)® C f(A°)
(m) [f7H(B)]* = [7(B°).

Tanim 3.12 (Coker 1997) Sezgisel belirtisiz kiimelerden olusan ve asagidaki
kosullary gergekleyen bir T ailesi X dzerinde bir sezgisel belirtisiz topolojidir(SBT):
(Tl) Ox,1xerT
(TQ) Her Gl,GQ €T ZQZn G1 N G2 eET
(T3) Her {G; | j € J} ailesiigin |JG; € 7.

jeJ
Bu topolojiye ait her sezgisel belirtisiz kiime de sezgisel belirtisiz a¢ik kiime(SBAK),
dolayiswyla timleyeni bu topolojiye ait olan sezgisel belirtisiz kiimeye ise sezgisel
belirtisiz kapaly kiime(SBKK) denir.

Tanim 3.13 (Coker 1997) (X, 7) ve (Y, ®) iki SBTU ve f : X — Y bir donisim
olsun. ® ye ait her SBAKnin [ altindaki on gorintisi T da bir SBAK ise f
fonksiyonuna belirtisiz sireklidir denir.

13
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Tanim 3.14 (Coker 1996) (X, 1) SBTU olsun.

(a) X te bir c(a,B) SBN igin c(a, f)€EG C N olacak sekilde bir G SBAK
bulunabiliyorsa N sezgisel belirtisiz kiimesine (o, 8) man e-komsulugu denir.

(b) X te bir c¢(B) SSBN i¢in py(c) =0 ve ¢(8)EG C N olacak sekilde bir G SBAK
bulunabiliyorsa N SBKne c¢(5) min e-komsulugu denir.

Tamim 3.15 (Coker 1996) (X, 1) ve (Y, ®) iki SBTU, f: X — Y bir donisim ve
X dizerinde bir p SBN (veya SSBN) wverilsin. Her M € N(f(p)) i¢in f(N) C M
olacak sekilde bir N € N (p) varsa f, p de sireklidir denir.

Tanim 3.12 de SBT tanmiminda agik kiimeler sezgisel belirtisizdir ancak
agikligin - sezgisel Dbelirtisizligi ise agagida verilecek olan "Sezgisel Agiklik
Derecelendirmesi" tanimiyla miimkiin olacaktir. Ayrica 7; ve 79, X iizerinde
Chang anlaminda belirtisiz topolojiler olmak {izere (X, 71, 72) tigliisiine belirtisiz
ikitopolojik uzay denir. (77, 72) siral ikilisine ise X tizerinde belirtisiz ikitopoloji
denir.

Tanim 3.16 (Mondal ve Samanta 2002) X bostan farkl bir kime olsun. X
kiimesinin belirtisiz alt kiimelerinin bir sezgisel agiklk derecelendirmesi (buradan
sadece belirtisiz alt kiimeleri digiinecegimiz anlasiyor), I kiimesinden I kiimesine
giden fonksiyonlardan olusan ve asaqidaki 4 6zelligi saglayan (1,7*) ikilisidir:
(SAD1) Y\ € I igin 7(\) +7*(\) < 1 dir,

(SAD2) 0x ve 1x i¢in asaqudaki esitlikler saglanar.

T(Ox) = T(lx) == 1, T*(Ox) = T*(lx) =0.

(SAD3) )\, Xy € I* olmak izere
T()\l N )\2) Z T()\1> N T()\g), 7'*(>\1 N )\2) S T*()\l) V T*<)\2)

dar.
(SADJ) i € A ve \; € IX olmak iizere
T(UA) = A7), 77 (U A) < V 77(N)
ieA ieA ieA ieA

dir.

Bu kisimdan sonra sezgisel belirtisiz topolojik uzay(SBTU) ile Tanim 3.16 da
verilen (X, 7, 7%) tigliisii kastedilecektir. 7 ve 7%, sirasiyla agiklik derecelendirmesi ve
agik olmama derecelendirmesi geklinde ifade edilebilir. Kolayca goriilebilecegi gibi
her 7 : I — I belirtisiz topolojik uzayma karsihk A € I¥ igin 7(\) = 1 — 7()\)
alinirsa (7, 7*) bir SBT olur.

14
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Tamim 3.17 (Mondal ve Samanta 2002) X bostan farkl bir kime olsun. IC, K* :
I* — I asagrdaki ézellikleri saglayan déndisiimler olsun.

(SKD1) ¥\ € I i¢in K(\) + K*(\) <1,

(SKD2) 0x ve 1x i¢in asagqrdaki egitlikler saglanar.

K(0x) = K(1x) = 1, K*(0x) = K*(1x) = 0

(SKD3) A\, Ay € I* olmak iizere
KA U X)) > K(A) AK(A2), K5 (A UX) < K5(\) VK" (N\2)

dir,
(SKDJ) i € A ve \; € I* olmak iizere

K(NA) = AR, K (NA) < VE (M)

[ISTAN 1€EA i€EA [ISTAN

esitsizlikleri saglanvr. Bu durumda (IC, K*) ikilisine X kiimesi tzerinde bir sezgisel
kapalilik derecelendirmesi denir.

Ornek 3.18 (Mondal ve Samanta 2002) X = R gercel sayilar kiimesi almsm. T,
B = {(a,b];a,b € R,a < b} alttabanr tarafindan tretilen dst limit topolojisi ve T
kiimesi 1se R tizerindeki standart topolojiye gore tim acik kimelerin ailesi olsun.
7, 7% IX — I déndisiimleri asagidaki gibi tansmlansin.

1, AeT, 0. AeT,
T(A)=1¢ 0,5, AeT\Ty , 7" (xa) =14 0,3, AecT\T, .
0, d.d. 1, d.d.

Bu durumda (7,7*) X kiimesi tizerinde bir SBT dir.

Tanim 3.19 (Mondal ve Samanta 2002) (7,7*) ve (U, U*) X kiimesi tizerinde birer
SBTU olsun.
(1, 7%) < (U,U")

olmasy m < U ve U* < 7* olmast ile tanimlanar.

Tanim 3.20 (Mondal ve Samanta 2002) (1,7*) X dzerinde bir SBT olsun. r € I
i¢In T, ve T,

Ty = 7'_1[7‘, 1],
r= ()01 ]

seklinde tanimlanar.
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Teorem 3.21 (Mondal ve Samanta 2002) (X, 7,7*) bir SBTU olsun. Tanim 3.20
de verilen {7, }re1, ve {75}, aileleri X dzerinde belirtisiz topolojilerin asagidaki
ozellikleri saglayan iki ailesidir:

(a) T, C T,
(b) 7, = N7ss 77 = (75
s<r s<r
Ispat. Kanit aciktir. ]

Belirtisiz  topolojik uzaylarda Pu ve Liu'nun(1980) tammladig
cakisgigimsilik(quasi-coincidence) kavraminin sezgisel belirtisiz topolojik uzaylara
genellegtirilmesi agagidaki sekilde verilmigtir.

Tamim 3.22 (Lupianez 2005) A = (x,uy,v4) ve B = (x,ug,vp) ki SBK i¢in
waqity ve (v4)q(vg) oluyorsa A ile B ¢akisigimsidir denir ve bu durum AqB
ile gosterilir. Eger A ile Bgakisigimst degil ise bu durum A /qB ile gdsterilir.
Dolayswyla her bir sezgisel belirtisiz nokta ayni zamanda bir sezgisel belirtisiz kiime
oldugundan, bir p sezgisel belirtisiz noktas: ile herhangi u € I icin de pqu olmas
durumu benzer sekilde tanimlanar.

Uyar1 3.23 (Lupianez 2005) AqB ise AN B # 0x tir. Cinki,

fagitp = pa(z) + pp(e) > 1
= pa A pp # 0
:>AﬂB7é0X

olur.

Uyar1 3.24 (Lupianez 2005) A ve B SBKleri vy, = (puy) veyg = (ug) esitliklerini
saglyorsa;
AqB = Hadllp dir.

Onerme 3.25 (Lupiaiez 2006) A = (x, (), v4(x)) X te bir SBK olsun.
A # 0x < A tarafindan has kapsanan herhangi bir SBN veya SSBN vardar.

Ispat. (=) Eger A # 0y ve y, = 0ise o zaman 7, # 1 olur. Bu durumda 7y ,(¢) # 1
olacak gekilde bir ¢ € X vardir.

valc) =7 ver < f < 1olsun. Bu durumda g € (0,1) olur. (z,0,1 —¢;_5) €
(%, p14,74) oldugu agiktir. Eger A # 0x ve p, # 0 ise 6yle bir ¢ € X vardir ki
palc) #0 dir. py(c)=r (r>0)ve0<a<r, f=1—aolsun.

C(Oé,/B) - <.T,Ca7 1- Cl—ﬁ>é<x’/‘LA7’yA>
16
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olur. Qiinkii o < py(c) = r oldugundan

B=1-a>1—p,u(c)>v4(c)

dir.
(<) pE(m, puy,v4) olsun. p = c(a, B) ise a < py(c), B > vy4(c) ve aynmi zamanda
palc) # 0, y4(c) # 1 dir. O halde, (z,p4,74) # Ox olur. Benzer gekilde eger

= ¢(f) olursa B > v,(c) ve y4(c) # 1 olur, bu da (x,4,v4) # Ox anlamina
gelir. [

Simdi sezgisel belirtisiz ag kavramim tanimlamak ic¢in ihtiyacimiz olacak
"yonlenmis kiime" tanimini verelim:

Tanim 3.26 (Karacay 2009) Bir A kiimesi tzerinde < simgesiyle gosterilecek olan
bagintr asagqidaki ézelliklere sahipse < bagintisina A kiimesini yonlendiriyor denir
ve A kiimesine de < bagintist ile yonlenmis bir kiimedir denir;

(i) VA € A igin A X A,

(it) VA, p,v € A igin A < p ve pu < v olmast A X v olmasiny gerektirir,

(i) Y\, 1 ¢iftine karsilik oyle bir v € A égesi vardir ki A < v ve p < v olur.

Bu o6zelliklerden ilk ikisi siraswyla bagintinan dondslii ve gegisli oldugunu ifade eder.
Uciincii 6zellik ise yonlendirme eylemine 6zqti bir ozelliktir.

Tanim 3.27 (Lupiariez 2006) X bostan farkly bir kiime, P kiimesi X teki tim SBN
ve SSBN larin kiimesi ve D ise bir yonlenmis kiime olsun. s : D — P seklindeki her
bir donigime bir sezgisel belirtisiz ag denir ve s = (sq)aep ile gdsterilir.(d € D i¢in
sq = s(d) dir.)

Tamm 3.28 (Lupianez 2006) (X, 1) bir SBTU ve s, X te bir sezgisel belirtisiz ag
olsun. Herhangi bir N € N (p) alimdiginda Yd > dy i¢in sq€N olacak sekilde bir
dy € D wvarsa, s agr p SBN(veya SSBN)na (X, 7) uzayinda yakinsiwyor denir. Bu
yakinsama s—p ile gosterilir.

Uyar1 3.29 (Wang ve He 2000) Her sezgisel belirtisiz ag aynt zamanda bir
belirtisiz agdir. Dikkat edilecek olursa Tanim 3.28 de sezgisel belirtisiz aglarin
yakinsaklhgr  e-komsuluklary  kullanilarak tamimlanir, ancak belirtisiz  topolojik
uzaylarin  Moore-Smith yakinsaklgr  kavrama ise klasik kapsama  kullaniarak
tanimlanir. Bu yizden bu yeni kavram gereksiz degildir.

Simdi sezgisel belirtisiz aglarin yakinsaklhigini kullanarak bir SBN veya SSBN
da belirtisiz stirekliligi karakterize edelim.
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Onerme 3.30 (Lupiatiez 2006) (X, 7) ve (Y, ®) iki SBTU, f: X — Y bir donidisiim
olsun ve X te bir p SBN veya SSBN wverilsin.

fy p de belirtisiz stureklidir < (X, 7) uzayinda p ye yakinsayan her s agu i¢in; f os,
(Y, ®) uzayinda f(p) ye yakinsar.

Ispat. (=) f nin p de siirekliliginden YM € N(f(p)) icin f(N) C M olacak ge-
kilde bir N € N (p) oldugu agiktir. s nin p ye yakinsamasindan oyle dy € D vardir
ki Vd > dp i¢in s4€N olur. Buna gore f(sq)€f(N) ve f(sq)€M olur. Boylece bir
SBNnm (veya SSBN nin) bir SBK iginde has kapsanmasi tanimindan bu sonuca
varilmigtir.

(<) (M(p), ©) nin bir yonlenmig kiime oldugu kolayca goriilebilir.
D={(¢,N)|q€ P, qe N bir SBN ve N € N(p)}

olsun. Buna gore
(¢, N) < (¢',N') & N' C N olmak {izere agagidaki gibi tanimlanan s doéniigiimii X
te p ye yakinsayan bir sezgisel belirtisiz ag olsun:

s:D—P, s(qg, N)—>s(q,N) =¢q
Hipotezden f os, f(p) ye yakinsar. Buradan, her M € N(f(p)) i¢in 3(qo, No),

(¢, N) > (g0, No) = (fos)(q, N) = f(g)eM

dir. Simdi her ¢ € Ny i¢in f(q)€M oldugunu yani f(Ng) C M oldugunu gosterelim:

q = c(a, B)eNy € N(p) = f(q) = f(c(e, B))EM € N(f(p))-

a + 8 < 1 olacak sekildeki her a, 3 € (0,1) icin a < ppy,(c) ve B > vy, (c) olur
ve a < py(f(e), B > vu(f(c)) esitsizliklerini elde ederiz. (¢ = c¢(B8)ENy ise
f(q) = f(c(B))EM olur. Buradan py,(c) = 0 ve B > vy, (c) olacak sekildeki her
B € (0,1) icin py(f(c)) =0 ve B> vy(f(c)) olur.) Béylece her ¢ € X igin

MNO(C) < f‘l(,uM)(c), VNO(C) > f_1(7M>(C>

olur. (Her ¢ € X igin vy, (c) > vy (f(c)) dir. Ciinkii, eger puy,(c) > pp(f(c))
olsaydi, dyle bir ap € (0,1) bulunurdu ki gy (c) > ao > py(f(c)) olurdu. Bu
ise eligkidir. vy, (c) < vu(f(c)) olsaydi da benzer sekilde geliski elde ederdik.)
Buradan yola c¢ikilarak, her ¢ € X icin

MNO(C> < fﬁl(MM)<C)7 ’YNO(C) > f71<’VM)(C)

esitsizliklerine varilir ki boylece No C f~1(M) ve f(No) C f(f~1 (M) ve f(Ny) € M
olur. Bu ise f nin p de siirekli olmasi demektir. [ ]
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Tanim 3.31 (Lupianez 2006) X bostan farkl bir kime ve F, Ox ten farkls SBK
lerin herhangi bir ailesi olsun. F ailesi asagidaki kosullar: sagliyorsa X tizerinde bir
sezgisel belirtisiz stizgectir denir.

(a) Her Fy, Fy € F igin F1 N Fy € F,

(b) Her F' € F ve F' C S olacak sekildeki her S SBK i¢in S € F dir.

Ornek 3.32 N(c(a, B)), c(o, B) SBNswn tiim e-komsuluklar: ailesini gostermek
tizere N (c(a, B))nan bir sezgisel belirtisiz siizge¢ oldugu kolaylikla gérilebilir.

Tanim 3.33 (Lupianez 2006) (X, 1) bir SBTU olsun ve X te bir F sezgisel belirtisiz
stizgecini alalim. N(p) C F ise, yani F, p nin komguluklar stizgecinden daha ince
dokulu ise F stizgeci p SBNswna yakinswyor denir.

Uyar1 3.34 Dikkat edilecek olursa sezgisel belirtisiz stizgeglerde yakinsaklk kavrama
e-komsuluklar, kullanilarak tanimlanmastir. Ancak klasik belirtisiz topolojik
uzaylardaki yakinsaklk kavrami ise (Lowen 1977) klasik kapsama kullanilarak
tanimlanar.

Uyar1 3.35 (Lupianez 2006) X,Y bostan farkl kimeler ve f : X — Y bir dondisim
olsun. X te bir F sezgisel belirtisiz stizgecini alalim.

f(F)={GeIFS(Y)|3dF € F, f(F) C G}

seklinde ozel bir sekilde tanvmlanan gorinti kimesi Y tizerinde bir sezgisel belirtisiz
stizgegtir. Bunu kolayca gosterebiliriz:

F bostan farkl kimelerden olusan bir aile oldugundan f(F) nin de bostan farkl
oldugu agiktur.

(i) G1,Gy € f(F) alalim. f(F)) C Gy ve f(Fy) C Go olacak sekilde Fy, Fy € F
vardar.

f(Fl N Fg) Q f(Fl)ﬂ f(FQ) = G1 N G2 c f(f) diT(COkGT, 1997)

(ii) G € F ve G C S olsun. O halde oyle F' € F varduwr ki

f(F)CG= f(F)CGCS

= f(F) S S
=5 eF

olur.

Onerme 3.36 (Lupianez 2006) (X, 7) ve (Y, ®) iki SBTU, f : X — Y bir doniisiim
olsun ve X te bir p SBN alalvm. f nin p de belirtisiz siirekli olmast i¢in gerekli ve
yeterli kosul, (X, 1) uzayinda p ye yakinsayan her F siizgeci i¢in (Y, ®) uzayinda
f(F) stizgecinin f(p) ye yakinsamasidr.
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Ispat. (=) (X, 7) uzaymnda p ye yakimsayan bir F siizgeci alahm. A (p) C F olacag
agiktir. Simdi herhangi M € N (f(p)) alalm. Oyle N € N(p) vardir ki f(N) C M
dir. Boylece M € f(F) olur.

(<) Sag taraftaki kogul (X, 7) uzaymda p ye yakinsayan her siizgeg i¢in saglansin.
O halde 6zel olarak N (p) i¢in de saglamir. Buradan f(N(p)) de f(p) ye yakinsar.
Yani her M € N(f(p)) i¢in 6yle N € N (p) vardir ki f(N) C M dir, bu ise f nin p
de stirekli olmasi demektir. |

Tanim 3.37 (Lupianez 2006) X bostan farkly bir kiime ve s = (sq)aep X te bir
sezgisel belirtisiz ag olsun.

Fo={F, X te SBK|3dy € D, Vd > dy = s,EF}

kiimeler ailesi X tizerinde bir sezgisel belirtisiz sizgectir. Fs ye X tzerinde s aginin
trettigi sezgisel belirtisiz siizge¢ denir.

Tanim 3.38 (Lupianez, 2006) X bostan farkl bir kiime ve F X tizerinde bir sezgisel
belirtisiz stizgeg olsun.

Dr={(p,F)|peclFP(X),peF, FecF}

damga kimesini asagidaki bagintiyla birlikte diisinelim.
p, F)<(p,F)& FCF

Bu durumda Dr kiimesi, < bagintisy ile yonlenmis bir kimedir ve sy : Dy —
IFP(X), sz(p, F) = p dontisimiine F stizgecinin trettigi sezgisel belirtisiz ag denir.

Fs sezgisel belirtisiz siizgecinin ve sx sezgisel belirtisiz aginin yakinsaklik
iligkileri asagida verilmigtir.

Teorem 3.39 (Lupianez 2006) (X, 1) bir SBTU olsun ve X te bir p SBNsinu alalum.
Asagidakiler saglanar:
(1) F ailesi X te bir sezgisel belirtisiz siizge¢ olsun.

F, p ye yakinsar < sr , p ye yakinsar.
(2) s doniisimii X te bir sezgisel belirtisiz ag olsun.

s, p ye yakinsar < Fs , p ye yakinsar.
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Ispat. (1)(=) F, p ye yakmsak oldugundan, her U € N (p) icin U € F dir.
q € U olan her ¢ € IFP(X) i¢in (¢,U) € Dz dir. Eger (¢, F) € Dr ve (¢, F) >
(q,U) ise ¢ € F ve F C Uolur. Buradan sz(¢',F) = ¢'€U olur ve sx nin p ye
yakinsak oldugu sonucuna variriz.
(<) sz, p ye yakinsadiindan her U € N (p) igin 6yle (qo, Fy) € D vardir ki her
(¢, F) > (qo, Fo) igin

sr(q, F) = q€U

dur. Buise Fy C U olmasin gerektirir, ¢linkii g€ Fy olacak gekildeki her ¢ € IFP(X)
icin
(¢, Fo) > (o0, Fo)
olur. Boylece g € U dur(Qoker 1995). Sonug olarak U € F olur ve bdylece F, p ye
yakinsar.
(2) s sezgisel belirtisiz ag1 p ye yakinsaktir
<Her N € N(p) igin dyle bir dy € D vardir ki Vd > d; igin s4€N dir.
< N e N(p) igin N € F; olur, yani F, s ye yakinsar. n

3.1. Genellestirilmis Sezgisel Belirtisiz Siizgecler

Tanim 3.40 (Mondal ve Samanta 2002) X bostan farkl bir kiime olsun. ji, : X —
I ve vy : X — I fonksiyonlar: sirasiyla A kiimesine tye olma ve iye olmama
derecelerini belirtsin. Her x € X igin piy(x) A yy(z) < L olmak dizere X dizerinde
bir A genellestirilmis sezgisel belirtisiz kiimesi

A= {{z, pale),va(2)) | 2 € X}

seklinde tanwymlanyr. Kisaca 'GIF kiime’ seklinde ifade edilir.

Burada ju,(z) A v4(z) < 1 kogulu konmasmim sebebini kisaca aciklayalim.
Sezgisel belirtisiz kiime tanmiminda 0 < py(z) + v4(z) < 1idi. Yani bir noktanin
iiyelik derecesi ile iiye olmama derecesi toplami sifirdan kiigiik veya 1 den biiyiik
olamaz. Ancak bu kosul bazi durumlara uymayabilir. Ornek vermek gerekirse
"dikkatlilik" ve "donukluk"; "kiloluluk" ve "giizellik"; "i¢" ve "sinir" gibi nitelikleri
diigiiniirsek dereceleri toplami 1 i agabilir. Bu gozlemlerden yola ¢ikarak Samanta
ve Mondal Genellegtirilmis Sezgisel Belirtisiz Kiime kavramini ortaya atmigtir.

Herhangi bir X kiimesi iizerindeki biitiin genellestirilmis sezgisel belirtisiz
noktalarin kiimesini GI F P(X) ile, biitiin genellegtirilmis sezgisel belirtisiz kiimelerin
ailesini ise GI F'S(X) ile gosterecegiz.

Tanim 3.41 (Mondal ve Samanta 2002) A = {{z,us(x),v4(z)) |z € X}, B =
{{z, pp(x),vg(x)) | x € X} € GIFS(X) olsun. Bu durumda asaqidakiler saglanar:
() AC B &Y€ X igin pa(e) < pple) ve 74(x) > 75(a)
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(b) A=B& ACBveBCA
(c) A= {(z,74(2), pa(x)) | 2 € X}
(d) ANB = {{z,pus N ip, 74V vp) | 2 € X}

(e) AUB = {(z,paV pp,vaNvp) | v € X}
(f) {A:i | i € J} X dzerindeki GIF kimelerin bir ailesi olmak tizere

NA; = (z /\MA()\/VA( ) | = € X},
UA_{ s Vig,(z /\’YA()HJ?EX}

olur.
(9) Ox = {{(z,0,1) | x € X} ve 1x = {{(x,1,0) | z € X} dir.

Uyar1 3.42 (Park ve Park 2004)
(a) Her x € X i¢in A€ GIFS(X) ve A= A° < py(x) =v4(x) tir.
(b) OX = (1X)C ve 1X = (0)()0 dir.

Tamim 3.43 (Mondal ve Samanta 2002) X ve Y bostan farkle iki kiime ve f :
X — Y bir dondsim olsun. A = {{x,u,(x),v4(x)) | x € X} X dizerinde ve
B ={{x,ug(x),v5(x)) | z € X} ise Y dzerinde birer GIF kiime olsunlar.

(a) f~Y(B), X iizerinde

FHB) = {{&, pprmy (), vp-1py(2)) | 2 € X}

seklinde tanimlanan bir GIF kiimedir.
Burada VYxr € X i¢in

fp-1m)(€) = pp(f(2)), vp-1(m) () = 7(f(2))

seklindedur.
(b) f(A), Y dzerinde f(A) = {{y, tryay¥), V) ®)) | y € Y} seklinde tanamlanan
bir GIF kiimedir.
Burada;
Vo opalx) s fTHy) # 9
Ly (y) = @€/ .
0 ; [Ty =9
A val@)s [y #9
Yeay(y) =4 =€/71w) »
1 s STy =2
dir.

22



SEZGISEL BELIRTISiZ TOPOLOJIK UZAYLARDA SUZGECLER Elif TUFAN

Teorem 3.44 (Mondal ve Samanta 2002) A, A; (i € J) kiimeleri X tzerinde GIF
kiimeler; B, B; (i € J) Y dizerinde GIF kiimeler ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.
Asagqidakiler saglanar:

(a) A1 C Ay = f(A1) C f(Ag);

(b) B, C B2 = f7Y(By) C f7HBy);

(C)ACf Hf(A) [f 1-1dse A= f‘ (f(A)];

(d) f(f(B) CB /f drtense f(f Y(B)) = BJ;

(e) f71(UB) =U f1(By), fH(NBi) =N f1(By);

(f) F(UA) = Uf(A), fF(NA) CNF(A) [f 1-1 ise f(NA) = (Nf(A)];

(9) f'(1x) =1x, f71(0x) = Ox;

(h) f(0x) =0x, f orten ise f(1x) = lx;

(i) [f1(B)]c = f~Y(B°), f orten ise f(A)° C f(A®) olur.

Tamim 3.45 (Mondal ve Samanta 2002) o, B € [0,1] ve a A B < L olsun. x € X
igin genellestirilmis sezgisel belirtisiz x4, ) noktasz( GIF nokta) X tzerinde asaqidaki

gibi tamwmlanan bir GIF kiimedir.
e 4 (af) , y==
(@) (0,1) s yFw
Bu durumda ejer o < py(x) ve B> v,(x) ise x(a,p GIF noktast X kiimesindeki

A= (x,pq(x),v4(x)) GIF kiimesine aittir denir ve x5 € A ile gosterilir. Bu ise
T(a,8) < A olmasiyla esdegerdir.

Teorem 3.46 (Park ve Park 2004) A, B € GIFS(X) ve x(a3 € GIFP(X) olsun.
Asagidakiler saglanar.

(a) A= U {x(a,,ﬁ) P Z(a,p) € A}

(b)ACB@[:E(aﬂ)GA#:E GB] dir.

Tanim 3.47 (Park ve Park 2004) Bostan farkl ve GIF kiimelerden olusan F ailesi
ejer asaqidaki 6zelliklert saghyorsa F ye bir GIF stizgectir denir:

(a) Ox ¢ F

(b) A Be F=ANBeF

(c)[([Ac F)N(ACB)]= Be F.

Tanim 3.48 (Park ve Park 2004) Asaqidaki ézellikleri saglayan bostan farkl B
GIF kiimeler ailesine bir GIF' stizge¢ tabanidur denir.

(B1) 0x ¢ B

(B2) Her By, By € B i¢in By C By N By olacak bigimde Bs € B vardar.

Ek olarak bostan farkl bir S ailesinin sonlu arakesitleri Ox den farkl ise S ye bir
GIF siizgeg alttabanider denir.
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Uyar1 3.49 (Park ve Park 2004) Eger S ailesi bir GIF siizgeg alttabani ise S nin
elemanlarimin tim sonlu arakesitlerinden olusan B(S) ailesi de bir GIF siizge¢ tabanu
olur. Ek olarak, B bir GIF stizge¢ tabany olsun.

F(B)={Ae€GIFS(X):3Be€ B, BC A}

ailesi bir GIF siizge¢ olur. Dahasiy; B(S), S tarafindan, F(B) ise B tarafindan tek
tirli belirlidir.

Tamim 3.50 (Park ve Park 2004) F(B) ve F(B(S))(veya F(S)) GIF stizgeglerine
siraswyla B tarafindan dretilen GIF siizgeg ve S tarafindan tretilen GIF stizge¢ denir.
Eger B ailesi bir GIF siizge¢ tabani ve F = F(B) ise B, F GIF stizgecinin tabanidur
denir. Benzer sekilde, S bir GIF siizge¢ alttabany ve F = F(S) ise S, F GIF
stizgecinin alttabanidir denir.

Uyar1 3.51 (Park ve Park 2004) ®, X dzerindeki GIF sizgeglerin herhangi bir
ailesi olsun.

(i) (N F bir GIF stizgegtir.
Fed
(it) By ve By iki GIF siizge¢ tabani olsun. F(B,) C F(B,) olmas: i¢in gerekli ve

yeterli kosul her B € By i¢in A C B olacak sekilde bir A € By olmasidar.

Teorem 3.52 (Park ve Park 2004)F, X iizerinde bir GIF siizge¢ ve Y C X olsun.
Eger her A € F igin Aly # 0x ise F |y, ={FNY : F € F} seklinde tanuml aile Y
tzerinde bir GIF siizgeg olur.

Ispat. (i) A, # Ox oldugundan her A € F i¢in Ox ¢ F |, dir.

(ii) Aly, Bly € F |yolsun.

AlyN Bly = (ANB)|y olur ve F bir GIF siizgeg oldugundan ANB € F dir. Boylece
Al Bly € Fl,.

(iii) Ay, € F |y ve B, Y de A, olacak sekilde bir GIF kiime olsun. Y de her
z & Y igin pio(z) 2 pa(z) ve vo(2) < 74(2) ve her z € Y i¢in pg(2) = pp(z) ve
Yo(2)P = vp(2) olacak sekilde bir C GIF kiimesi secelim. C' O A ve C|, = B
oldugu agiktir. Buradan, A € F ve F bir GIF siizge¢ oldugundan C' € F olur ve
boylece C|y, = B € F |, dir.

Sonug olarak F |, Y iizerinde bir GIF siizgegtir. |

Teorem 3.53 (Park ve Park 2004) f : X — Y bir fonksiyon ve F, X dzerinde bir
GIF siizgeg olsun.

fF)={f(F): FeF}

atlesi Y tizerinde bir GIF stizgeg tabanadar.
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Ispat. (i) f(F) € f(F) olsun. [ F)( ) # 0 veya vy (y) # 1 olacak sekilde bir
y € Y oldugu agiktir. Her y € Y igin pippy)(y) = 0 veya v (y) = 1 oldugunu

diisiiniirsek, her y € Y i¢in z € f~!(y) oldugunda pp(z) = 0 ve yp(x) = 1 olur.
Béylece her z € X igin pup(x) =0 ve vp(x) =1 olur ve Ox € F olur ki bu ise F nin
GIF siizgeg olmasiyla geligir. Dolayisiyla f(F) #0x ve buradan da Ox ¢ f(F) olur.
(i) f(F1), f(Fy) € f(F) alahm. Fy, Fy € F oldugundan F; N F, € F dir. Teorem
3.44 (f) den

f(FiNFy) C f(F) N f(F)

olur. Boylece f(F'), Y iizerinde bir GIF siizge¢ tabanidir. ]

Teorem 3.54 (Park ve Park 2004) f : X — Y bir érten fonksiyon ve G, Y dzerinde
bir GIF stizgeg olsun.
Q) = {76 G e )

atlesi X tzerinde bir GIF stizgegtir.

Ispat. (i) f74(G) €f71(G) olsun. 1) (x) # 0 veya -1 (x) # 1 olacak sekilde
bir z € X oldugu agiktir. Her z € X igin piy—1(c(z) = 0 veya v y-1q)(r) = 1
oldugunu diigiintirsek, f nin értenliginden her y € Y igin pgs(y) = 0 veya yo(y) = 1
olur. Buradan G = O0x € G olur ki bu ise G nin GIF siizge¢ olmasiyla geligir. Yani
Ox ¢ f7(G) dir.

(ii) f71(Gy), f7H(G2) €f71(G) olsun. G bir GIF siizgeg oldugundan, G1NGy € G
olur. Teorem 3.44 (e) den

FHG) N fHGe) =fH(GING,) ef1(G)

olur.
Sonug olarak f~1(G), X iizerinde bir GIF siizgeg tabanidir. [ |

Tanim 3.55 (Park ve Park 2004) (X, F) ve (Y,G) GIF siizgegler olsun. Eger her
G € G i¢in f~YG) € F oluyorsa f : (X, F) — (Y,G) fonksiyonuna (F,G) ye gire
GIF stizgecsel stireklidir denir.

Ornek 3.56 (Park ve Park 2004) X = {a,b,c} ve Y = {d,e, f} olsun. A ve B
siraswyla X ve Y dzerinde ay A ap < %, B A By < % ve 01 A 0y < % olmak tizere
asagqrdaki gibi tamamlanmis GIF kiimeler olsun:
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Bu durumda By = {A} ve By = {B} nin swraswyla X ve Y dzerinde GIF stizgeg
tabanlar, oldugu agiktir.  JF, ve Fo swraswyla By ve By tarafindan diretilen GIF
stzgegler olsun. f : X — Y fonksiyonunu f(a) = f(b) = d ve f(c) = e olacak
sekilde tanamlayalim. Tanwmdan f~1(Bs) = By olur ve f GIF siizgegsel stirekli olur.

Agagidaki ornekte goriilecegi tizere f : (X, F;) — (Y, F) sabit fonksiyonu
GIF siizgegsel siirekli olmak zorunda deglidir.

Ornek 3.57 (Park ve Park 2004) X = {a,b,c} ve Y = {d,e, f} olsun. A ve B
siraswyla X ve Y dizerinde aq N\ ag < %, B A By < % ve 01 A\ 0y < %, B, < ay ve
By > g olmak tizere asagidaki gibi tanimlanmisGIF kimeler olsun:

a b c a b ¢
A - <I, (05_1’ 05_17 05_1)7 (06_27 04_2’ Oé_2)>7
d e f d e f
DR _)a (_7 PR _)>
o1 51 01 Qg 52 do

Bu durumda By = {A} ve By = {B} nin swraswyla X ve Y dzerinde GIF stizgeg
tabanlar oldugu agiktir.  F, ve Fo swraswyla By ve By tarafindan diretilen GIF
stzgegler olsun. f : X — Y sabit fonksiyonu her x € X i¢in f(x) = e olacak
sekilde tanwmlansin. [, < o1 < oy ve By > 09 > ag olacak gekilde o; (i = 1,2)
secelim. C' D B oldugundan

B = (z,(

olur.

Ancak q F q F
e = (= — &= S Lyer

01’01’01 02’02702
dir. Bu ytizden f fonksiyonu (Fy, Fa) ye gore GIF siizgegsel siirekli degildir.

Teorem 3.58 f: (X, F)— (Y,G) fonksiyonu GIF siizgegsel siireklidir.< V(. gy €
GIFP(X) ve f(xp) € G olacak sekildeki her G € G igin dyle bir F' € F vardwr ki
T(a,p) € I ve f(F) C G dir.

Ispat. T(a,8), X te bir GIF nokta ve f(x@p) € G olacak sekilde G € G alalm.
f(®@p) = f(®)@p dir. GIF siizgegsel siireklilikten ve Teorem 3.44 (d) den
YUG) € Fve f(f7/4G)) C Golur. f(ug)(x) > ave f1(v4)(z) < B oldugundan
T(ap) € [THG) dir. F = f~1(G) olursa gereklilik saglanir.

Tersine, G € G ve z(op € f~1(G) olsun. f(z)@p € f(f71(G)) CG oldugu
agiktir ve buradan (.5 € I, , ve f(Fx(a,B)) C G olacak sekilde F, , € F
vardir. Teorem 3.44 (c) den F, , C f~'(f(Fs ,)) C f7(G) olur ve f7(G) € F
elde ederiz. Sonug olarak f GIF stlizgegsel stireklidir. [ ]
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Uyar1 3.59 (Park ve Park 2004) (i) f : (X, F) — (Y,G) ve g : (Y,G) — (Z,H)
GIF siizgegsel strekli fonksiyonlar ise go f : (X, F) — (Z,H) bileske fonksiyonu da
GIF siizgegsel stireklidir.

(ii) f: (X, F) — (X, F) birim fonksiyonu GIF stzgegsel streklidir.

(iii) f: (X, F) = (Y,G) GIF siizgegsel stirekli fonksiyon olsun. Her F € F igin
F|, # Ox olacak sekilde Z C X almrsa f|, : (Z,F |,) = (Y, G) fonksiyonu GIF
stizgegsel stirekli olur.

Klasik teoride, herhangi A ve B kiimeleri icin AN B = @ < A C B¢ oldugu
bilinir. Ancak bu durum belirtisiz kiimeler i¢in artik gecerli degildir. Ramakrishnan
ve Nayagam (2002) klasikteki bu durumun yerine belirtisiz kiimeler i¢in ayrik olma
durumunu su sekilde tamimlamigtir: En az bir x € X igin p,(x)+pg(z) > 1ise A ve
B belirtisiz kiimeleri kesisiyor denir. Eger kesigsmiyorlarsa A ve B belirtisiz kiimeleri
ayriktir denir. Klasik teoride bir siizgecin kesismeyen iki elemanindan bahsetmek
miimkiin olmadigindan siizgeglerde Hausdorfluktan stz edilememektedir. Ama
belirtisiz kiimeler i¢cin bu durumdan soz edebiliriz. Dolayisiyla belirtisiz siizgecler
i¢in Hausdorfluk ve iki belirtisiz kiime i¢in ayriklik kavramlar1 agagida verecegimiz
gibi GIF siizgecler {izerine genigletilebilir (Park ve Park 2004).

Tanim 3.60 (Park ve Park 2004)

pa(z) + (1 —vp(x) > 1,
pp(r) + (1 =7y4(2)) > 1

esitsizlikleri saglaniyorsa A ve B GIF kiimeleri x € X noktasinda kesisiyor denir.
Aksi halde A ve B x noktasinda kesismez denir. Eger bu kiimeler hicbir noktada
kesismiyorsa A ve B ayriktir denir.

Tanmim 3.61 (Park ve Park 2004) x # y olacak sekildeki her x,y € X igin vy, () <
%7 Vi, (T) < % ve her z € X igin

olacak sekilde Fy, Fy € F varsa (X, F) GIF siizgecine Hausdorfftur denir.

Ornek 3.62 (Park ve Park 2004) X = {a,b,c} ve o, B3, € (0,%1) olmak tizere
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Bi(i =1,2,3,4) X dzerinde asagqidaki gibi tanvmlanan GIF kiimeler olsun:

Bi= (o5 5 9 e )
Bi= () g o )
Bo= (o (o )
Bi= (g9 o T o)

F, B ={DBy, Bs, B3, By} tarafindan iiretilen GIF' stizge¢ olsun. Ag¢ik¢a gorilebilir ki
(X, F) bir Hausdorff GIF stizgegtir.

3.2. Sezgisel Belirtisiz Supra Topolojik Uzay

Tamim 3.63 (Abbas 2004) T : IX — I, T* : I* — I : birer fonksiyon olmak
tzere asagidaki ozellikleri saglayan ve (T,T*) seklinde gdsterilen ikiliye X kimesi
tizerindeki bir sezgisel belirtisiz supra topoloji denir.

(IS1) VA € I igin T(\) + T*(\) < 1 dir,

(IS2) T(0x)=T(x) =1, T*(0x) =T*(1x) =0,

(IS3) i € A ve \; € I* olmak tizere

T(UN) > AT, T(UN) < VTN dir

i€EA [ISTAN [ISTAN [ISTAN

(X, T,T7) dglisiine ise sezgisel belirtisiz supra topolojik uzay denir.

(T, T%) sezgisel belirtisiz supra topolojisi ejer asagidaki kosulu saglarsa X tzerinde
bir sezgisel belirtisiz topolojidir:

(IT) X\, Ny € I olmak izere

T()\l N )\2) Z T()\1> VAN T()\Q), T*()\l N )\2) S T*()\l) V T*()\Q) dir.
(T, 7)) we UUY), X dzerinde birer sezgisel belirtisiz —topoloji ise
(X, (T, T%), UU")) yaprsina sezgisel belirtisiz bitopolojik uzay denir.
(T, T*) ve (UU*), X dizerinde sezgisel belirtisiz supra topolojiler olsun. (T,T*) wn
u

U*) dan daha ince(yani UU*) C (T, T*)) olmass her X € I igin U(N) < T(N\)
ve U*(X) > T*(N\) olmasu ile tanimlanar.

3.3. Sezgisel Belirtisiz Siizgec¢ Yapisi
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Tanim 3.64 (Ramadan ve El-latif 2008) F : I — I ve F*: IX — I dénidisiimleri
icin eger asaqidaki kogullar saglanwyorsa, (F,F*) ikilisine X uzayr tzerinde bir
sezgisel belirtisiz stizge¢ yapist diyecegiz.

(§1) F(0x)=0, F*(0x )= 1,

(S2) Vu € I igin F(u)+F* ()< 1 dir.

(83) iy, py € I igin g < puy ise

Flpy) < Flpg), Fr(py) = F(uo) dir.

(84) Vi, py € I igin
F g N pig) > Fg) A F(pg), Fr(py N pg) < F(py) V F*(pg) dir.

Yukaridaki kosullarin yani sira F(1x )= 1 ve F*(1x )= 0 oluyorsa (F,F*) ikilisine
X uzayr tuzerinde bir "has" sezgisel belirtisiz stizge¢ denir.

Tanim 3.65 (Fy, Fy) ve (Fa, Fy) sezgisel belirtisiz siizgegleri verilsin. (Fy, Fy) <
(F2, F3) olmasy her p € I igin

Fi(p) < Falp) ve Fy(p) < Fi(p)

esitsizliklerinin saglanmasy demektir.

Tanim 3.66 (F, F*) bir sezgisel belirtisiz stizgeg yapist ve r € Iy olsun. F, ve F
kiime ailelerini asagidaki gibi tanimlanar:

={NelI*:F\)>r} =
]—"*—{/\EIX']-"*(A)Sl } (]—") Y([0,1 = 7))

Onerme 3.67 Tanum 5.66 da verilen F, ve F* kiime ailelerini alalvm. Buna gére
Fr ve Fr Tanim 2.6 deki gibi bir onstizgeg olur.

Ispat. (F1) 0€ F, olsun. F(0) = 0 > r olur ancak 7 > 0 oldugundan bu bir celigki
dogurur. Dolayisiyla 0¢ F,. dir.
Simdi F icin kamtlayalim. 0€ F olsun. Buna gére F*(0) =1 < 1 — r, buradan

da 7 < 0 olur ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla 0¢ F* dir.
(F2) A\, Ay € F, olsun. F(A\) > r ve F(Ay) > r olur.

.F()\lﬂ)\Q) Z.F()\ﬂ/\f()\g) ZT’

olur(Tanim 3.64 (S4) ten). Buradan F(A\; N Ay) > r oldugu goriiliir ve boylece
)\1ﬂ)\2 G.Fr dir.
Diger taraftan A, Ay € FF olsun. F*(\;) <1 —7r, F*(Ag) <1 —r olur.

.F*(/\l N )\2) S ]:*()\1) \/F*(AQ) S 1—r
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olur(Tanim 3.64 (S4) ten). Buradan F*(A; N A2) < 1 — r oldugu goriiliir ve béylece
AN Ay € FF dir.

(F3) A € F. ve A C polsun. F(A) > r dir. Diger yandan;

ACpu= F(\) < F(p) dir. Buradan F(u) > r olur. Yani p € F, dir.

F; i¢in kanmtlayalm. A € F ve A C p olsun. F*(A) < 1 —r dir. Diger yandan
A C p oldugundan F*(\) > F'(u) dir(Tamm 3.64 (S3) ten). Bunu kullanirsak;
F*(n) < F*(A) <1 —r sonucuna ulagilir. Dolayisiyla F*(u) < 1—1r olur ve u € F;

oldugunu elde ederiz. [ ]

3.4. Sezgisel Belirtisiz Komsuluk Yapisi

Tamim 3.68 (X, 7,7%) bir SBTU, p € FP(X) sabit bir belirtisiz nokta olsun. Her
a €10,1) igin

NF={AeI*|IN,(A) > a} ={AeI¥|BT e ) (pe T C A)} (3.1)
(N2)° = {A € IXIN;(4) < 1—a} = {A € I¥|[BT" € (*)]lp € T" C A)}

ile birlikte tanamlanan Ny, Ny : I* — I déniigimleri verilsin. Bu durumda (N,
Njy) ikilisine p belirtisiz noktasinan sezgisel belirtisiz komsuluk yapisy denir. Burada
Np(A), A kiimesinin p belirtisiz noktasina komsuluk derecesini, Ny (A) ise komsu
olmama derecesini belirtir.

Onerme 3.69 (X,7,7) bir SBTU, p € FP(X) sabit bir belirtisiz nokta olsun.
A € I olmak izere Ny, Ny - I — I déndigiimlerini ele alalim. (N, Niy) ikilisinin
p belirtisiz noktasinin sezgisel belirtisiz komsuluk yapist olmasy i¢in gerekli ve yeterls
kosul her A € IX icin

M(A):{S(l)lp{T(V)ZVGIX,pEI/gA} ,7 pp;;{l
N;(A):{irif{T*(V):VEIX,pGVQA} : pp;AA

esitliklerinin saglanmasidur.

Ispat. (=): (N, N;;) ikilisinin p belirtisiz noktasmin sezgisel belirtisiz komguluk
yapist olsun ve A € IX alalim. p € A veya p ¢ A dir.

(i) p ¢ A olsun. N,(A) > 0 oldugunu varsayalim. Hipotezden ve Tamm 3.68 den
A € N)) olur. Buradan dyle T' € 7° bulunur ki p € T C A dir. Buradan p € A olur
ki bu varsayimimizla gelisir. Boylece N,(A) = 0 olur.

Diger yandan N (A) < 1 olsun. Tamm 3.68 den N (A) < 1 — 0 oldugundan o = 0
almirsa A € (N;)? elde edilir. Yani oyle T* € (7*)° vardir ki p € T* C A dur.
Buradan p € A olur ki bu varsayimla ¢eligir. Boylelikle /\/;(A) =1 dir.
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(i) p € A durumunda inceleyelim. Bu durumda N,(A) = 0 veya N,(A) > 0 dir.
Ny(A) = 0 ise Np(A) = 0 < sup{7(v) : v € I*,p e v C A} dir. sup{r(v) : v €
I*,p e v C A} = B > 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda p € v C A olacak
sekilde v € 7° vardir. Yani 7(v) > 0 ve p € v C A dir. Hipotez ve Tanim 3.68 den
Ae /\/;9 olur. Yani NV,(A) > 0 elde ederiz ki bu ise kabuliimiizle gelisir. Bdylece
N,(A) = 0 olmas1 durumunda

Ny(A) =sup{r(v):ve X, pev C A} =0

oldugu sonucuna varilr.

N,(A) # 0 olsun. N,(A) = A > 0 diyelim. Keyfi 0 < & < X igin N, (A) > X\ —¢
dur, yani A € ./\flj\_‘E dur.Tanim 3.68 den p € T C A olacak sekilde T € 72~¢ vardr.
Yani,

sup{7(v) :v € IX,pev C A} > A—colur. £ > 0 keyfi oldugundan; sup{7(v) : v €
I*,pev C A} > X olur. Buradan;

sup{T(v) v € I*,pev C A} > N,(A) (3.2)

elde edilir. Diger yandan sup{7(v) : v € IX,p € v C A} = ~ olsun. v nin pozitif
oldugu agiktir. Her 0 < ¢ < v icin v — e < 7(v) ve p € v C A olacak gekilde v € I*
vardir. Hipotezi kullanirsak; A € M)~ yani N,(A) > v—¢ oldugu sonucuna variz.
Buradan e > 0 keyfi oldugundan; N,(A) > v olur. Yani;

N, (A) > sup{r(v):v € [*,pev C A} (3.3)

olur. (3.2) ve (3.3) den;

N,(A) > 0 durumunda N,(A) = sup{7(v) : v € I*,p € v C A} oldugu sonucunu
elde ederiz.

Simdi p € A durumunda N i¢in kanitlayalim. Néj(A) =1 veya N (A) < 1 dir.

Ny (A) =1 olsun. Nj(A) =12>inf{r*(v) : v € I, p € v C A} oldugu agiktir.
inf{r*(v) : v € I*, p e v C A} = B > 1 olsun. Buna gore éyle v € I* bulunur
ki 7*(v) < 1vep € v C A dir. Hipotez ve Tanim 3.68 den 7*(r) <1 -0=1—«
secersek A € (NF)° olur. Yani N < 1—0 = 1 ve béylece Ny < 1 olur ki bu bir
geligkidir. Bu yiizden

N;(A) = 1 durumunda NV = inf{7*(v) : v € I*, p € v C A} olur.

N (A) # 1 olsun. Bu durumda Ny (A4) < 1 dir.

inf{r*(v) : v € I*, p € v C A} = 7 olsun. Infimum tanimindan, Y > 0 icin &yle
veIX vardir kip € v C A ve 7(v) < v+ ¢ dur. Buradan, 7*(v) < v+ ¢ =
1—[1—-(y+¢)] dur.

Ae (./\f;)lf('”e) =Ny (A) <1—-[1—(y+¢)]
= N, (A) <7y +e.
e > 0 keyfi oldugundan N (A) <~ olur, yani;
NF(A) <inf{r*(v) :v € I*,p e v C A} dir. (3.4)

P
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Simdi, Ny(A) = X < 1 olsun. 0 < ¢ < 1 — X olacak bigimde keyfi ¢ > 0 icin
Ny (A) < A+ e dur.

Ni(A)<1—[1—(A+e)]= A€ W\ 0
=3Se ()M pescA
=35, 7(S) <1—[1— (A +¢)]
=35, 77(S) < A+¢
=inf{r*(v):vel*,pcvC A} <A+e

Buradan, € > 0 keyfi oldugundan;
inf{r*(v):v e I*,pev C A} <X=N;(A)
olur. Yani;
inf{r*(v):veI*,pev C A} <N;(A) dir. (3.5)

(3.4) ve (3.5) den; N(A) # 1 durumunda inf{7*(v) : v € I*, p e v C A} = Njf(A)
elde edilir.
(«<): A € I* olmak iizere

NP(A):{Sup{T(V)ZVEIX’pEI/gA} ,’ Z;i

seklindeki A, : IX — I doniisiimiinii alahm. o € [0,1) i¢in U € N segelim. Yani
N,(U) > « olsun. Hipotezden;

a <N,(U)=sup{r(v):velX pevCU}

yazabiliriz. Yani, 7(v) > a ve p € v C U olacak bigimde bir v € I* vardir. Buradan
veT*vepe€rv CU dur. Buradan da

NeC{U e I¥|AT e r)(p e T C A)} dur. (3.6)

Diger yandan a € [0,1) ve p € T' C U olacak bigimde 7' € 7* alalim. 7(T") > « ve
p €T C U dur. Buradan;

N(U) =sup{r(v):vel¥ pevCU}>a=UcN
olur. Yani;
{UeI¥|3rer)(peT C A)} C N (3.7)

Sonug olarak (3.6) ve (3.7) den N* = {U € I*|(3T € 7*)(p € T C A)} elde edilir.
Simdi ./\f; doniisiimii i¢in kanitlayalim.

N*

p

(4) = inf {7*(v):v € I¥, pev C A} , peA
Lt , PEA
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seklindeki N : I* — I doniigiimiinii alahm. o € [0,1) icin U € (N)* segelim.
Yani NV (U) < 1 — a olsun. Hipotezden;

N:U)=inf{r*(v):v el pevCU}<l-a

p

yazabiliriz. Buradan; 7*(v) < 1 — «, p € v C U olacak bigimde v € I* bulunur.
ve (") pe v CU olur ve boylece

(V)" C{U e I*|(3S € (7)) (p € S C A)} dur. (3.8)
Diger yonii gostermek i¢in « € [0,1) ve p € S C U olacak bi¢imde S € (7%)* alalim.
N;(U):inf{T*(V)IVEIX, pevCU}<l—a

olur. Buradan; U € (N)* olur. Yani;
{UeIX|3Se(t)")(pe SC A} C (N~ (3.9)

Boylece (3.8) ve (3.9) dan (N;)* = {U € I*|(3S € (7%)*)(p € S C A)} esitligi
gikar. ]

Tanim 3.70 (X, 7,7%) bir SBTU, p € FP(X) sabit bir belirtisiz nokta olsun. Her
a€0,1) igin

Qr ={AeI¥QyA)>a}l ={AeI*|3T € *)(pgT C A)} (3.10)
Q) ={AeTI"|Q;(A) <1—a} ={A e I"|[3T" € (7°)"|[pgT" C AJ}

ile birlikte tamimlanan Qp, Qr - I — I doniisiimleri verilsin. Bu durumda (Q,,
Q;) ikilisine p belirtisiz noktasimin sezgisel belirtisiz  Q-komsuluk yapist denir.

Onerme 3.71 (X,7,7*) bir SBTU, p € FP(X) sabit bir belirtisiz nokta olsun.
A € I* olmak iizere Q,, Qr: I — I déndisiimlerini ele alalim. (Q,, Q) ikilisinin p
belirtisiz noktasinin sezgisel belirtisiz Q-komsuluk yapist olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul her A € I igin

sup 1 7(V :yeI‘(, vCA , A
> inf 3 7*(v :VE]X, vCA , A

esitliklerinin saglanmasidar.
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ispat. Onerme 3.69 un kanitina benzer sekilde ispatlayalim.

(=): (Qp, Q) ikilisinin p belirtisiz noktasmin sezgisel belirtisiz Q-komsuluk yapisi
olsun ve A € IX alalm. 3.10 deki esitlikler saglanir. pgA veya p ¢ A dir.

(i) p ¢ A olsun ve Q,(A) > 0 oldugunu varsayalim. Hipotezden ve Tanim 3.70 den
Ae Qg olur. Buradan 6yle T' € 7° bulunur ki pg7’ C A dir. p = x, noktasi icin;

pgT CA=Ve[(AN+T(z) > 1) AT (z) < A(z)] (3.11)
=A>1-T(x)>1—- A(z)
=A>1—-A(x)
= A+ AX)>1
= pgA

olur ancak bu pgA olmas varsayimla celigir. Béylece Q,(A) = 0 olur.

Diger yandan Q5(A) < 1 olsun. Tanmim 3.70 den Q%(A) < 1 — 0 oldugundan a = 0
almirsa A € (Q5) elde edilir. Yani 6yle T* € (7%)° vardwr ki pgT* C A dir. Buradan
3.11 e benzer sekilde pgA elde edilir ki, bu ise varsayimla geligir. Boylelikle Q7(A) =
1 dir.

(i) pgA durumunda inceleyelim. Bu durumda Q,(A) = 0 veya Q,(A) > 0 dur.
Q,(A) =0 ise

Q,(A) =0 < sup{r(v) : v € I, pgv C A} dur.

sup{7(v) : v € I, pqv C A} = B > 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda pqv C A
olacak gekilde v € 70 vardir. Yani 7(v) > 0 ve pgv C A dir. Hipotez ve Tamim 3.70
den A € Qg olur. Yani Q,(A) > 0 elde ederiz ki, bu ise kabuliimiizle ¢eligir. Béylece
9,(A) = 0 olmas: durumunda

Q,(A) =sup{r(v):v e I*, pqr C A} =0

oldugu sonucuna varilr.
9Q,(A) # 0 olsun. Q,(A) = A > 0 diyelim. Her 0 < e < X igin Q,(A) > A — ¢ dur,
yani A € Q;‘_a dur. Tanim 3.70 den pgT C A olacak sekilde 7' € 72~¢ vardir. Yani,

sup{7(v):v € I*, pqv C A} >\ —¢
olur. € > 0 keyfi oldugundan; sup{7(v) : v € I, pqv C A} > X olur. Buradan;
sup{7(v) : v € I, pqv C A} > Q,(A) (3.12)

elde edilir. Diger yandan sup{7(v) : v € I*,pqv C A} = ~ olsun. ~ nin pozitif
oldugu agiktir. Her 0 < ¢ < 7y i¢in v — ¢ < 7(v) ve pgv C A olacak sekilde v € ¥
vardir. Hipotezi kullanirsak; A € Q)¢ yani Q,(A) > v —¢ oldugu sonucuna variriz.
Buradan € > 0 keyfi oldugundan; Q,(A) > « olur. Yani;

Q,(A) > sup{r(v) : v € I'*, pquv C A} (3.13)
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olur. (3.12) ve (3.13) ten; Q,(A) > 0 durumunda
Q,(A) = sup{r(v) : v € I'*, pqv C A}

oldugu sonucunu elde ederiz.
Simdi pgA durumunda Q3 igin kamtlayalim. Q%(A) =1 veya Q5(A) < 1 dir,
Q;(A) =1 olsun.

Qi (A)=1>inf{r*(v) :v e I¥, pqv C A}

oldugu aciktir.

inf{r*(v) : v € I, pqv C A} = 8 > 1 olsun. Buna gore dyle v € I* bulunur ki
7"(v) < 1 ve pqv C A dir. Hipotez ve Tanim 3.70 den 7*(r) < 1—0 = 1 — « segersek
A€ (Q;‘,)O olur. Yani Q% < 1—0 =1 ve béylece Q5 < 1 olur ki bu bir celigkidir.
Bu yiizden Q5(A) = 1 durumunda

Q= inf{r*(v): v € I'*, pqv C A}

olur.
Q5(A) # 1 olsun. Bu durumda Q3(A) < 1 dir.
inf{r*(v) : v € IX, pqv C A} = ~ olsun. Infimum tammmindan, her ¢ > 0 icin
oyle v € I* vardir ki pqv C A ve 7*(v) < v+ ¢ dur. Buradan 7*(v) < v+ ¢ =
1—[1—=(y+e¢)] dur.
Ae (@0 = O (A) < 1—[1— (v +¢)]
= Q(A) <v+e

e > 0 keyfi oldugundan; Q5(A) <~ olur yani;
Qi (A) <inf{r*(v) : v € I, pqv C A}. (3.14)

Simdi, Q5(A) = A < 1 olsun. 0 < ¢ < 1 — A olacak bicimde keyfi ¢ > 0 igin
Q5 (A) < A+e dur.
(A <1-[1—A+e)]=Ae(Q)
=35 e (T)1"M9) pgS C A
=35, 77(9) <1—-[1—-(A+¢)]
=35, 77(5) < A+¢
= inf{r*(v):v e I* pw CA} < \+¢

e > 0 keyfi oldugundan;

inf{r*(v) : v € I'*, pqv C A} < X = Q}(A)
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olur. Yani;
inf{r*(v) : v € I*, pqv C A} < Q3(A). (3.15)

(3.14) ve (3.15) den; Q5(A) # 1 durumunda inf{7*(v) : v € I*, pqv C A} = Q¥(A)
elde edilir.

. X
(«): A € IX olmak iizere Q,(A) = { P lr)svel® porcAp . pA

0 , P AA
seklindeki Q,, : [* — I déniisiimiinii alahm. « € [0,1) i¢in U € Q% secelim. Yani
Q,(U) > a olsun. Hipotezden;

a< Q,U)=sup{r(v):vel* pCU}

yazilabilir. Yani, 7(v) > a ve pqv C U olacak bigimde v € I* vardir. Buradan
v e T ve pqu C U dur. Buradan da;

Q) C{U € I'|(3T € 7%)(pT C A)}. (3.16)

Diger yandan « € [0,1) ve pgT" C U olacak bigimde T' € 7® alahm. 7(T) > « ve
pqT C U dur. Buradan;

Q,(U) =sup{r(v):vel* pgrCU}>a=UecQl

olur. Yani;
{U € I|(3T € ) (pqT C A)} C Q2 dir. (3.17)

Sonug olarak (3.16) ve (3.17) den Q% = {U e I*|(3T € 7*)(pqT C A)} elde edilir.
Simdi Q7 doniisiimii i¢in kanitlayahm.

. inf {7*(v):v e I*, pqv C A . pgA
Qp(A):{ 1 { } . A

seklindeki Q% : I* — I déniistimiinii alahm. o € [0,1) icin U € (Q5)* secelim. Yani
Q5(U) < 1 — a olsun. Hipotezden;

QU)=inf{r*(v):vel* pgrCU} <1l-a

yazabiliriz. Buradan; 7*(v) < 1 — «, pqv C U olacak bigimde v € I bulunur.
v e (%)%, pqv C U olur ve boylece

(Q5)* C{U € I"|(3S € (7)*)(pgS C A)} dur. (3.18)
Diger yonii gostermek igin « € [0,1) ve pgS C U olacak bigimde S € (7%)* alalim.

QU)=inf{r*(v):vel* pgrCU} <1l-a
olur. Buradan; U € (Q5)* olur. Yani;

{U € IX|(3S € (7)) (pgS C A)} C (Q;)* dir. (3.19)
Boylece (3.18) ve (3.19) dan

(Q)" = {U € I¥|(3S € (*)")(paS € A)}

esitligi elde edilir. ]

36



SONUC Elif TUFAN

4. SONUC

Sezgisel belirtisiz topolojinin sezgisel aciklik derecelendirmesi seklindeki genellemesi
ve belirtisiz stizgeglerin bir derecelendirme doniigiimii olarak diigiiniildiigii I-siizgeg
kavrami detayli bir gekilde incelenmis ve bu kavramlardan yararlanilarak sezgisel
belirtisiz komsuluk yapisi ve sezgisel belirtisiz Q-komsuluk yapisi kavramlar
tanimlanmistir.
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