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ONSOZ

Orlicz uzaylari, Polonyali fizik¢i-matematikc¢i W.Orlicz’in 1932 ve 1936 yillarinda
teorik fizik iizerine yaptig1 ¢aligmalarda kullandig1 klasik L,-Lebesque uzaylarindan daha
genel fonksiyon uzaylaridir.

Bu fonksiyon uzaylari, ilk defa W.Orlicz tarafindan kullanildig1 i¢cin daha sonraki
yillarda Orlicz uzaylar1 adin1 almistir.

Literatiirdeki bir anektoda gore, yasadigi sehrin belediyesinden oturdugu kiiciik
dairesinin, bir biiytigii ile degistirilmesini talep etmesi lizerine, sizin "uzaymiz" var diye
istegi geri c¢evrilen sayisiz bagar1 ve Odiile sahip Profesor W.Orlicz’in matematige ve
matematik-fizigin bir ¢ok dalina onemli katkilar1 olmustur.

Ilerleyen zamanla Foksiyonlar teorisinin, Fourier harmonik analizinin temel calisma
alanlarindan olan Orlicz uzaylar ile bircok matematik¢i ¢alismis ve L,-Lebesque uzay-
larinda oldugu gibi 6nemli operatorlerin sinirliligr gibi problemler Orlicz uzaylarinda da
incelenmistir.

Bu baglamda yaptigimiz bu ¢alisma hem Orlicz uzaylarini ve 6zelliklerini ince-
lemek acisindan hem de bundan sonraki ¢alismalarimiza temel tegkil etmesi acisindan
Oonemlidir.

Calismamiz giris, kuramsal bilgiler ve kaynak taramasi, Orlicz uzay1 ve yakinsama
ve sonug¢ olmak iizere dort boliimden olugsmaktadir. Girig boliimii kendi i¢inde altbodliim-
lere ayrilarak konveks fonksiyon kavrami ve Young fonksiyonu incelenmis, kuramsal bil-
giler ve kaynak taramalarindan sonra Orlicz uzayi ve Orlicz uzayinda yakinsama ve Or-
licz uzayinda Maksimal operatoriiniin sinirlilig1 gosterildikten sonra ¢aligmamizda sonug
boliimii ve kaynaklar ile son bulmustur.

Akademik hayatimin ilk basamaklarinda saglam bir altyap1 olusturmami saglayan,
bilgi ve destegini esirgemeyen degerli danigmanim Dog¢. Dr. Simten BAYRAKCI ya her

zaman beni aydnlattig1 ve ufkumu genislettigi icin goniilden tesekkiir ederim.

Bu giinlere ulagmamda biiyiik emegi olan, her kararimi destekleyen sevgili aileme
cok tesekkiir ederim.
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GIRIS Stimeyya Tugce ARAR

1. GIRIS

Lg (£2) Orlicz uzaylariin taniminda ® fonksiyonu olarak Young fonksiyonu alinmak-
tadr. ileride gorecegimiz gibi Young fonksiyonu 6zel bir konveks fonksiyondur.

Bu baglamda 6ncelikle konveks fonksiyon kavramina ve 6nemli 6zelliklerine ihti-
yacimiz vardir. Yine bu boliimde Orlicz uzaylarini tanimlamadan 6nce Young fonksiyonu
ve Young esitsizligi verilecektir.

1.1. KONVEKS FONKSIYON VE OZELLIKLERI

Tamm 1.1. (Krasnoselskii ve Rutickii (1961))
D siirekli, reel degerli fonksiyonu olmak iizere her x,, x5 € R icin

(1) <x1 ;ra:g) < <I>(x1)42r<1>(x2)

(1.1)

esitsizligi saglaniyorsa ® fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

A

D(x)

L : '
O X xtx, % o
2

Sekil 1.1. Konveks Fonksiyon
Yani, noktalar1 birlestiren kirigler, fonksiyonun grafiginin iizerinde kalmaktadir.
Bagka bir ifadeyle egriye cizilen tegetler, egrinin altinda yer alir.

Teorem 1.2. (Jensen Esitsizligi) P siirekli ve konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda
Va:0 < a < 1lveVry,xe € Rigin

O (ary+ (1 —a)z) <ad(z)+ (1 —a) P () (1.2)
Jensen Esitsizligi saglanir.
ispat. Kabul edelim ki (1.2)) esitsizligi her o € [0, 1] icin saglanmasin. Bu durumda

fla)=(axy+ (1 —a)xy) —a® (z1) — (1 — a) D (22)
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stirekli fonksiyonunun maksimum degeri M, > 0 ’dir. Ayrica M, degeri aldig1 en kiigiik
a’y1 da o ile gosterelim. Yani, f (ag) = My > 0 dir.

Bundan bagka 6yle bir § > 0 sayis1 segelim ki [og — 0, g + 6] C [0, 1] olsun.
Simdi herhangi x4, x5 i¢in

*

:(060—5)1'1—|—(1—Ck0+(5)1’2
x5 = (apg+0)xy + (1 — g — )z

X

—_

noktalarini tanimlayalim. ® fonksiyonu konveks fonksiyon oldugundan (I.T)) esitsizligini
bu noktalara uygulayalim:

& ]+ x] < O (z7) + D (23)
2 - 2
Buradan
] + x5
2

= apr1 + (1 — ap) 2
oldugundan

d (Oéo.ﬁ(fl + (1 — Oéo) .1,’2) <

g%[@((ao—é)xl—i—(l—ao—f—&@) +®((a0+5)x1+(1—a0—5)x2>]
)

|

:%[Q)((ao—é)m1+(l—ao+5)x2) +<I>((a0+5):c1+(1—a0—6)x2

— @ (1) — (1 — ) D (2) + P (1) + (1 — ap) P (2)

elde edilir. Boylece gerekli diizenlemeler yapilirsa

f (g —36)+ f (g +0)
2

[ (ag) <

esitsizligini elde ederiz. My, f fonksiyonunun maksimum degeri ve o da f (ag) = My
kosulunu saglayan en kii¢iik o oldugundan

f (g —6) + f (g +6)
2

< M,

olmalidir bu f (cg) < My olmasimi gerektirir ve f (ag) = M, ile celigir. Dolayisiyla
yukaridaki Jensen esitsizligi Vo : 0 < o < 1 i¢in saglanmaktadir. [

Not 1.3. Jensen esitsizliginde x1 # x5 halinde @ = 0 ve a = 1 icin egitlik elde ederiz.
Ayrica oy € (0,1) igin f (o) = 0 ise her o € [0,1] i¢in f () = 0 oldugu agiktr.
Ciinkii @ siirekli ve konveks fonksiyon oldugundan f ’nin de siirekli ve konveks fonksiyon
oldugunu kolaylikla gosterebiliriz. Ayrica yukarida gordiik ki f(«) fonksiyonunu pozitif
yapan bir « € (0, 1) degeri bulunmamaktadir. Simdi kabul edelim ki herhangi bir o igin
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f (a1) < 0 olsun. Bu durumda o sayisini

1—@0 Qo — (1
= Oél
1—0./1 1—0(1

&%)

biciminde ifade ederek ve f ’'nin siirekli, konveks fonksiyon oldugunu dikkate alarak Jen-
sen egsitsizligine gore

1—0[0

f(ag) <

f o) +

1-0[1 ].—Oél

elde ederiz. f (1) = 0 oldugundan f (o) < 0 bulunur ki bu f («g) = 0 olmasu ile ¢eligir.
(T.2) Jensen Esitsizliginin genel hali ise agagidaki gibidir.

Keyfi 1, x5, ..., 2, € Rigin

®<x1+x2+---+xn>§<I>(:U1)+<I>(:U2)+---+<D(xn) (1.3)
n n
(1.3) esitsizligini timevarimla kolayca elde edebiliriz.
Simdi bizim i¢in gerekli bir esitsizligi asagida elde edelim.
r1 < x3 < x5 olmak lizere z3 sayisini
To — I3 T3 — X1
T3 = T T2
To — X1 To — X1
biciminde yazalim. Boylece Jensen esitsizligine gore
XTo — T3 r3 — T1
) < ) )
(x3) < — (z1) + P— (22)
esitsizligini elde ederiz. Buradan
L2 — T3 I3 — 21
) - ® < ) - d )
(23) (z1) < r— (21) (1) + P— (22)
= DT () + 2L (1)
To — X1 Ty — T1
ve
Olrs) Q1) _ Blz1) | Dlwz) _ D(z2) — (x) (1.4)

T3 — X1 T T — Xy Ty — X To — X1
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esitsizligini ve

To — T3 T3 — T

P —-d < d - d P
(23) (z2) < —— (1) (22) + — (22)
= 278 (1) + BT (1)
T2 — I Ty — 2

veE

d (1’3) - & (ZEQ) < P (1‘1) 1 d ([L’g) P ($1) - (1’2)

< = (1.5)
To — I3 To — I 1 — X9 To — X1
esitsizligini elde ederiz. Boylece (I.4) ve (1.5)) den
P (z3) — @ (21) < P (22) — @ (71) < P (22) — @ (3) (1.6)
T3 — X1 To — X1 T — I3

esitsizligini buluruz.

Konveks fonksiyonun 6zelliklerini incelemeye devam edelim. Asagidaki Lemma
konveks fonksiyonun her noktada sol ve sag tiirevlerinin varlig ile ilgilidir.

Lemma 1.4. (Krasnoselskii ve Rutickii (1961))
® (x) konveks fonksiyon olsun. Bu durumda bu fonksiyonun her noktada sol tiirevi ® _ ()
ve sag tiirevi ¥, (z) vardir. Ayrica her x € R igin

o (2) <, (2) (1.7)
dir.
ispat. 0 < hy < hy olmak iizere her x € R i¢in
r—ha<x—h<z<z+h <zxz+hs
oldugundan (1.6) esitsizligine gore
P) =Vl he) B Ol h)

- O (z+hy) — P (x) < O (z+ hy) — D ()
- hl - hg

(1.8)

(2)—®(z—h)

olur. Bu esitsizlik zincirinden goriiliir ki 2 orant h — 07 iken azalmayandir,

iistten simrhdir ve limiti & (z) dir. Ayrica w orant da h — 0F iken artma-
yandr, alttan simrhdir ve limiti ® (z) dir ve limit durumunda ®_ (z) < ® (z) esit-

sizligi saglanir. O

Lemma 1.5. (Krasnoselskii ve Rutickii (1961)) ® (x) konveks fonksiyonunun sag tiirevi

4
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(I>/+ (z) monoton azalmayan sagdan siirekli fonksiyondur. Benzer sekilde, sol tiirevi ® ()
monoton azalmayan soldan siirekli fonksiyondur.

ispat. x1 < x9 alalim ve yeterince kiigciik & > 0 icin 21 + h < x5 — h olsun.
Ty < x4+ h < x9 — h < x5 oldugundan esitsizligine gore

S (21 +h) — P (xq) < O (z3) — D (g — h)
h - h

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikten 2~ — 07 i¢in limite gecersek

/

O (11) < B (x) (1.9)

olur. Ayrica Lemma ‘e gore ®_ (72) < @, (72) oldugundan @, (z;) < & (z9)
bulunur ki bu (I>'+ (x) fonksiyonunun monoton azalmayan oldugunu gosterir.

Simdi <I>/+ (x) fonksiyonunun bir xy noktasinda sagdan siirekli oldugunu gorelim. Bunun
icin esitsizligine gore her h > 0 i¢in

) O (x+h)—P(x)
P, (z) < h

dir. Burada h sabit tutulup, her iki yandan  — x{ iken limite gecersek ve ® () fonksi-
yonunun siirekliligini de dikkate alirsak

{L’*)(EO h/

esitsizligini elde ederiz. Buradan » — 07 icin limit alirsak

lim P (r) <P, (w0)

CE—)$0

bulunur. Diger yandan monotonluktan, > z, iken @) (z) > ® (z¢) oldugundan
lim_ P’ (z) > @, (z0) olur. Dolayisiyla

x—>1‘0

’

lim P () =D, (w0)

1’—>x0

dir. Benzer yontemle & (z) fonksiyonunun da azalmayan soldan siirekli oldugu gosteri-
lebilir. —

Lemma 1.6. ® (x) konveks fonksiyonu mutlak siirekli fonksiyondur ve her sonlu aralikta
Lipschitz kosulunu saglar.
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ispat. [a, b] araligin1 gozoniine alalim. Ayricaa < x; < 3 < bolsun. (1.6) esitsizliginden

¢ (z1) — D (a) < O (z3) — D (29) < O (b) — P (x9)
T —a - To — T1 - b— 1o
esitsizligini elde ederiz. Buradan limite gecersek
/ ® - /
o' (a) < () = (1) _ g (1.10)

To — Iq

esitsizligine ulasiriz ki bu ise |%§’1@1)‘ degerinin sinirl oldugunu gosterir.
Buradan @ ’nin mutlak siirekli fonksiyon oldugu ve Lipschitz kosulunu sagladig1 agiktir.
U

Bu caligmalar ile asagidaki 6nemli teoreme ulagmis oluruz.

Teorem 1.7. Her ® (x) konveks fonksiyonu

biciminde ifade edilir. Burada ®' (t) azalmayan, sagdan ve siirekli fonksiyondur.

Ispat. Oncelikle ® (z) fonksiyonunun hemen her yerde tiirevinin var oldugunu gostere-

lim. 21 < x5 igin (1.7) ve (1.9) *dan
O (11) <O (1) < D (2y)

biciminde yazabiliriz. Ayrica Lemma ’ya gore @ (2) monoton ve soldan siireklidir.
1, ®_ (x)’in siirekli oldugu nokta olsun. Yukaridaki esitsizlikten x5 — -, iken limite ge-
gersek ®_ (z) > @', (7;) > ®_ (21) esitsizlik zincirini yani ®_ (z) = &', () esitligini
elde ederiz. Ayrica ¢ (x) mutlak siirekli fonksiyon oldugundan tiirevinin belirsiz integra-
lidir. ]

1.2. YOUNG FONKSIYONU VE YOUNG ESITSIZLiGi

Konveks fonksiyon ve 6zelliklerini ilk boliimde inceledik, bu boliimde ise 6zel bir
konveks fonksiyon olan Young fonksiyonunu tanimlayip onunla ¢alisacagiz.
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Sekil 1.2. Young Fonksiyonu

Tamim 1.8. (Krasnoselskii ve Rutickii (1961))
@ (t), t > 0 pozitif, monoton azalmayan, sagdan siirekli ve © (0) = 0 ve ¢ (00) =

thm @ (t) = oo kogsullarim saglayan bir fonksiyon olmak iizere
—00

q)(x):/go(t)dt, x>0 (1.11)

fonksiyonuna Young Fonksiyonu (veya N-fonksiyonu) denir.

Young fonksiyonuna 6rnek olarak, ®; (x) = 2P, x > 0,p > 1 ve &y (z) = e —1
fonksiyonlarini verebiliriz. Burada sirasiyla ¢, (t) = pt?~', p > 1 ve @, (t) = 2te” dir.

Teorem 1.9. ® Young fonksiyonu olsun. Bu durumda

1. ®(z), > 0 igin da siirekli, negatif olmayan, ® (0) = 0 ve monoton azalmayan
fonksiyondur.

2. ® (x) konveks fonksiyondur.

() < ad 0<a<l1
3. x> 0icin (0x) < a® (), =YY= i

O (fx) > pP(x), >1

@zoodin

4. lim 2® — 0 ve lim
z—0t 7 T—00

Ispat.

1. > 0igin (1.11) tanimindan ® (0) = 0 ve ® (z) > 0 ’dur. Ayrica zy > 0 igin ¢ (¢)
fonksiyonunun siirekliliginden

<100 m_\/ - [otval-| fooad

<

T—rTQ

¢<t>\dt—| Olle = o] —» 0

T

7
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seklinde ® (x) ’in siirekliligi elde edilir. Ayrica yine tanimindan @ (z) ’in
kesin monoton oldugu agiktir.

2. ® (z) fonksiyonunun esitsizligini sagladigin1 gorelim. Herhangi z1, 25 > 0
alalim ve x; < x5 kabul edelim. ¢ (¢) fonksiyonu monoton azalmayan oldugundan

r]+x9 z1+x9

2 T1 2
o (””‘5”32) _ / go(t)dt:/gp(t)dt+ / o (b) dt
0 0 T
z1tao z1+a2
1 1 2 1 2
:/(p(t)dt—i—é / QO(t)dt—l—§ / @(t)dt
0 1 1
z1txg
1 1 2 1 T2
S/gﬂ(t)dt+§ / (,D(t)dt+§ / go(t)dt
0 x1 J61-2HC2
z1tao

_ 7¢(t) dt + 72<p (t)dt — 7129" (t) dt)
:%7¢@ﬁ+§jw@ﬁ
- %(CD (z1) + @ (fUz))

biciminde ® () fonksiyonunun konveksligi elde edilir.

3. Konveks fonksiyon i¢in (I.2)) Jensen esitsizliginde xo = 0 alirsak, her x > 0 ve her
a € [0,1] i¢in @ (ax) < aP (z) elde edilir. Ayrica bu esitsizlikte o = %, x =Py
alirsak her y > 0 ve her 5 > 1i¢in @ (y) < %@ (By) yani ® (By) > S (y)
bulunur.

4. ¢ (t),t > 0 fonksiyonu siirekli oldugundan integral i¢in ortalama deger teoremine
gore

x

o O() ] 1

1 = lim — t)dt = lim — =

i S5 [ o0d= o €)a=0.0< <o
0
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dir. Ayrica ¢ (t), t > 0 monoton azalmayan oldugundan

T T

[SIE]

elde edilir.
O
Not 1.10. Teorem @) ‘deki @ (at) < a® (), a € [0, 1] esitsizliginden @ fonksiyonu-

nun monoton azalmayan bir fonksiyon oldugunu elde ederiz. Soyle ki herhangi x1, x5 > 0

.. Iy ..
icin x1 < 9 olsun. Bu durumda o = —,t = x5 olmak iizere

o <—1x2) < 229 (1,)
T2 T2
esitsizliginden
d (.131) S d (.TQ)
T i)
elde edilir.

Not 1.11. ® Young fonksiyonunun siirekli oldugunu yukarida gordiik. Kesin monoton ar-
tan oldugunda onun tersi = (x), x > 0 ’dir. @' (x), x > 0 fonksiyonu da siirekli, kesin
monoton artan, pozitif ve konvekstir. Yani, her x1, x5 > 0 icin

O (azy + (1 —a)zg) > a® (2) + (1 —a)d ! (2) (1.12)

Jensen egitsizligini saglar.

Tammm 1.12. @ (z) = [ ¢ () dt, x > 0 Young fonksiyonu i¢in
0

¥ (s) = sup ¢
@(t)<s

olmak iizere

w<y>=/w<s>ds, y>0

fonksiyonuna ® ’nin Eslenik Young fonksiyonu denir.

9
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Tanim [1.8[deki ¢ () fonksiyonunun sagladig 6zellikler ¢ (s) fonksiyonu iginde
gegerlidir: s > 0 igin ¢ (s) pozitiftir, s > 0 i¢in sagdan siireklidir, monoton azalmayandir
ve

¥ (0) =0, lim ¢ (s) = o0
§—00
dir. Eger ¢ (t) fonksiyonu siirekli ve monoton ve artan ise 1 (s) fonksiyonu, ¢ (¢) 'nin
bildigimiz tersidir. (Kokilashvili ve Krbec| (1991)))

Y1), s

Sekil 1.3. Young Esitsizligi

Teorem 1.13. (Young Esitsizligi) ® ve U eslenik Young fonksiyonlari olsun. Bu durumda
her x,y > 0 igin

xy < @ (x)+ ¥ (y) (1.13)
dir. Eger x = 1 (y) veya y = ¢ () aluursa egitsizlik esitlige doniisiir.

Ispat. Sekil "den acikca goriillen Young esitsizliginin analitik ispati1 Zaanen| (1956)
tarafindan verilmistir. O

Ornek 1.14. 1. p> ligin o (t) = tP~ olmak iizere

()= [ plydi= [ #dr ="
0 0

fonksiyonunun eglenigi 1 (s) = sup t = 5771 iken
p(t)<s

y y
1 71 1
\If(y):/w(s)dSZ/splds:y—,——|——:1
9 p 4q
0 0
dir. Buradan klasik halde bildigimiz Young esitsizligini

P 27 1
< —4— -+ o=1
p qQ p g

10
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elde ederiz.

T

2. 0(t)=¢" —1licin®(z) = [(e' —1)dt = e* — x — 1 fonksiyonunun eslenigi

0
Y (s)= sup t =In(s+ 1) iken
p(t)<s

\Il(y):/w(s)ds:/ln(s+1)ds:(y+1)ln(y~|—1)—y

0

dir.

(I.13) Young Egsitsizligini tekrar goz Oniine alirsak, her x, y > 0 igin
U (y) > zy — @ ()

dir. Buradan eglenik Young fonksiyonu W (y) ’nin bir bagka tanimini sdyle verebiliriz:

¥ (y) = max (zy — @ (v)) (1.14)
Ayrica agiktir ki
v (#) < ®(x) (1.15)

dir.
Boylece ileride bizim i¢in gerekli olacak asagidaki Lemma’y1 verebiliriz.
Lemma 1.15. ¢ ve W eslenik Young fonksiyonlart olsun. Bu durumda y > 0
y<® ' (y) v (y) <2
esitsizligi saglanr.
Ispat. y > 0 icin Young Esitsizliginde
r=0""(y) vey=0""(y)
alirsak,

(U (y) < (P (y) + W (VT (y) =2y
olur. Bundan bagka (1.15) esitsizliginde ® (z) = y & x = ®~' (y) yazarsak

Y -1 -1
¥ () <u=u< v o)

elde edilir. n
11
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Tamm 1.16. (A,y-kosulu) ® Young fonksiyonu olsun. Oyle bir k > 0 ve T > 0 sayilar
vardir ki Ve > T icin

¢ (22) <k®(x),z>T (1.16)
esitsizligi saglamirsa, ® fonksiyonuna Ay kosulunu sagliyor denir.

®, A, kosulunu sagliyorsa bagka bir ifade ile dyle & (p) > 0 ve T > 0 sayilari
vardir ki Vo > T igin

®(pr) <k(p)®(x),z=T (1.17)

esitsizligi saglanir. Soyle ki, p > 0 i¢in dyle bir n € N sayis1 vardir ki p < 2" ’dir. Bundan
bagka (1.16) esitsizligine n iizerinden tiimevarim uygulayarak = > T i¢in

O (2"r) < k"P(x)
elde ederiz. Boylece ¢ "nin monotonlugundan,
O (pr) <P (2"x) <k"®(z)=k(p)®(z), k() =Ek"

elde edilir.

12
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2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI

Matematigin onemli dallarindan olan Fonksiyonlar teorisinin, Fourier harmonik
analizinin ve matematik-fizigin temel ¢alisma alani, temel teknik araci olan Orlicz uzay-
lar1 ve onlarin kardes uzaylar olarak bilinen Orlicz-Morrey uzaylari, Orlicz-Sobolev uzay-
lar1, Orlicz-Campanato uzaylar1 ve digerleri ile Cianchi|(1999), Kital (1997,1996), O’ Neil
(1965), Rao ve Ren| (1991)), [Kokilashvili ve Krbec| (1991), |Guliyev ve Deringoz| (2014),
Donaldson ve Trudinger| (1971), [Torchinsky| (1976), |Kutner vd (1977)gibi bircok mate-
matik¢i calisgmig ve L,-Lebesque uzaylarinda oldugu gibi bu uzaylarda da dnemli opera-
torlerin sinirlilig: gibi problemler incelenmistir.

Ornegin iyi bilinen Hardy-Littlewood maksimal operatérii L, Lebesque uzay-
larinda 1 < p < oo halinde sinirli; L; ’de sinirli degil iken Kita| (1997, 1996))ve Cianchi
(1999)tarafindan Orlicz uzaylar1 kullanilarak p = 1 sinirhilig1 gosterilmistir.

Bundan baska yine Fourier harmonik analizinin 6nemli teoremlerinden biri olan

Hardy-Littlewood-Sobolev teoreminin benzeri Orlicz uzaylarinda Donaldson ve Trudin-
ger| (197 I)tarafindan kanitlanmustir.

13
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3. ORLICZ UZAYI VE YAKINSAMA

Tamim 3.1. (Kufner vd|(1977)) (Orlicz Sinifi)
Q C R™ agik bir kiime ve ® : [0, 00) — [0, 00) olmak iizere

Lo (Q) = {f : f, Q da Lebesque olciilebilir, /<I> (|f (x)]) dx < o0}

Q

kiimesine Orlicz Sinifi denir.

Ornek 3.2. 1. ®(z) = aP & > 0, p > 1 olmak iizere Lo (Q) Orlicz sinifi, L, ()
Lebesque uzayt olur. _
2. @ (z) = |sinz| alimdiginda ve 1 () < oo olmak iizere Lg (S2) Orlicz sintfi, Q2’da
tamuml tiim olciilebilir fonksiyonlart icerir. Soyle ki f, 2’da herhangi élgiilebilir
fonksiyon olmak iizere

/<I><|f<x>|>dx - /|sin|f<x>||dx < (@) < o0
Q

Q

drr.
3. ®(x) =e" x> 0veQ=(0,1) olmak iizere, f (v) = % Inx icin

iken
1 1 1
1
/Cb (12f (z)]) dx = /elnzd:c = /—d;z: =00
x
0 0 0
olur. Buradan L, (Q2) Orlicz sinifinin her zaman lineer bir kiime olmadigini gorii-
riiz.

Ep (Q) Orlicz smifi igin ® fonksiyonu olarak Young fonksiyonu alindiginda agsagidaki
onemli sonuglara ulasiriz. Ik teorem Orlicz simiflarinin siralamasiyla ilgilidir. Ardindan
ise L, (€2) Orlicz sinifinin lineer bir kiime olmast i¢in yeterli kosulu gérecegiz.

Teorem 3.3. ®,, ®, Young fonksiyonlar ve ji (§2) < oo olsun. Bu durumda
Lg, (Q) C Lo, (2) olmast icin gerek ve yeter kogul her v > T icin

Dy (x) < Py ()

olacak sekilde ¢ > 0 ve T' > 0 sayilarinin var olmasidtr.
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ORLICZ UZAYI VE YAKINSAMA Stimeyya Tugce ARAR

ispat. <: f € Lo, (Q) alalim.

/ & (|f (2)]) de < / & (|f (x)]) di < o0
971

Qo
oldugundan f € Lg, () olur.

= Kabul edelim ki Vz > T i¢in ¢, (x) < P, (z) kosulunu saglayan ¢ > 0, T > 0

sayilart var olmasin. Budurumda 0 < z; < 29 < --- <z, < --- lim x,, = oo olacak
n—oo

sekilde dyle bir {x,,} -, dizisi vardir ki
q)l ((L’n) > 2”@2 (l’n)
olur. Ayrica €2 icinde ikiserli arakesitleri bog €2,, kiimelerini de

ST I

seklinde alalim. f (x) fonksiyonunu soyle tanimlayalim:

Tp, T €€,
f(x)_{o, rEQ\ 0.

Boylece

iken

olur. Bu ise Lg, () C Le, () olmast ile celisir. O

Teorem 3.4. 1. (Q) < oo olmak iizere Lq () Orlicz sinifinin lineer olmast icin gerek ve
yeter kosul ® fonksiyonunun A, kosulunu saglamasidr.

ispat. =: ;1 (Q) < oo ve Lg () lineer olsun. ®; (z) = ® (2x) diyelim.
15
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Herhangi f € Lg () igin Lg (Q) lineer oldugundan

/Q<1>1(|f(9:)l)dw=/Q<I>(2|f(rc)|)d:r<oo

yani, f € f@l (Q2) elde edilir. Boylece Teorem "e gore her x > T olacak sekilde dyle
¢ > 0 ve T > 0 sayilar1 vardir ki

Oy (z) < P (x)

esitsizligi saglanir. Bu ise her x > T i¢in @ (2z) < ¢® (z) dir. Yani ® ’nin A, kosulunu
saglamasidir.
<: ¢, A, kosulunu saglasin. Bu durumda 6yle £ > 0 ve T" > 0 sayilart vardir ki her
x > T igin

¢ (2x) < kP (2)
dir. Simdi herhangi o > 0 sayis1 icin yeterince biiyiik N € N vardir ki o < 2V dir.
Buradan ¢ Young fonksiyonu monoton artan oldugundan ¢ (ax) < @ (2N x) olur. Ti-
mevarimla da kolayca gorebiliriz ki

® (azr) < @ (2Vz) < kN (2) (3.1

esitsizligi saglanir. Boylece v € R, f, g € Le (Q) icin (3.1) esitsizliginden

[t @har< [o(2% @) de < [(s @) < o0

Q Q Q

olur. Yani yf € Lg (Q) dir. ®-Young fonksiyonunun konveksliginden ise

[ots@+o@hir= [ (]§2f<x>+§2g<x> )dx

1 1
/ (12f (z da:+§/<l> 12g (z)|) dz
Q

Q
< 00

elde edilir bu ise f + g € Lo () demektir. O

Tanim 3.5. (Kokilashvili ve Krbec|(1991))(Orlicz Uzayt)
Q C R" acik kiime, ® ve V eslenik Young fonksiyonlart olsun.

Lo () ={ f: f, Q ’da Lebesque olciilebilir ve | f|q < oo}
Ifla= sup / 1 (2) g (x)|dz (32)

S ¥(lg(x)))dz<1
Q

16
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ile tanimli normlu uzaya Orliz Uzay: denir.

(3.2) ile verilen fonksiyonun norm kosullarini sagladig kolayca goriilebilir. Bun-
dan bagka (1.11]) Young Esitsizliginden € {izerinden integral alinirsa

/@W@mmeS/¢wwmm+/wwumm

Q Q Q

esitsizligi elde edilir. Daha sonra bu esitsizligin her iki yanindan [ ¥ (|g (z)|)dz < 1
Q
kosulunu saglayan g fonksiyonlar1 {izerinden supremum alinirsa

HN@§/¢@H@DM+1 (3.3)

Q

bulunur. Bu ise B
Lo (2) C Lo (22)
demektir ki Orlicz siniflari, Orlicz uzayi tarafindan kapsanr.

Ayrica @ (z) = %, p > 1 Young fonksiyonu alindiginda Lg (2) Orlicz uzayz,
L, (2) Lebesque uzay1 olur. Normlar arasindaki iliski soyledir:

o (©) fonksiyonunu || f||z, = 1 olacak sekilde alalim. Ayrica ¢ "nin eslenigi
= 1 olmak iizere g € L, (2) = Ly (©2) fonksiyonunu

/wommums1

Q

kosulunu saglayacak bicimde segelim. Buradan L, (£2) uzaylarindaki klasik Holder esit-
sizlifine gore

/u o)z < £, /m leae | = (a [0l as
0
elde ederiz. Bu esitsizlikten [ U (|g (z)])dx < 1 kosulunu saglayan g ’ler iizerinden
0

supremum alinirsa

1
1flle < g

bulunur. Boylece f yerine yazildiginda

HfH

Iflle < gl L, (3.4)

esitsizligi elde edilir.
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Ayrica f, g € Lg (2) olmak iizere hemen her z € Q icin |f (z)] < |g (z)] esit-
sizligi saglaniyorsa (3.2)) tanimindan

1flle < llglle (3.5)
oldugu kolayca goriilebilir.

Orlicz Uzay tammindan gérdiik ki Orlicz Uzay1 Le (Q2), Orlicz sinifi Le () kap-
samaktadir. Asagidaki Lemma ters kapsamay1 gosterebilmek icin 6nemlidir.

Lemma 3.6. f € Lg (Q2) ve Hf||q>7é01sef¢<”f” >daz<1’dlr

Ispat. U, ® "nin eslenik Young fonksiyonu ve f U (|lg (z)])dx < 1 olmak tizere Orlicz

normu

HfH@-— sup L/}f 2)|dz

Y(|g(x)])dx<1

bi¢ciminde oldugundan

/v )z < ||l (3.6)

elde edilir.

J ¥ (g (z)]) dz > 1 durumunda ise Teorem *daki
Q

0<a<1 iin ¥ (azx) <a¥(z), >0

esitsizliginde o = m ve = |g (x)| alinirsa ve €Q iizerinden integrallenirse
Q

|9 ()] 1
Q/\P J ¥ lg(@)) dv = g{\lf(yg(w)l)dxg/‘l’(lg(ﬂf)l)dx51

bulunur. Buradan tekrar Orlicz normundan

/u \@«Wﬂb/wuwmwm 3.7)

Q

esitsizligine ulagiriz.

Simdi kabul edelim ki f € Lg (€2) fonksiyonu sinirh ve dyle bir Qg C Q kiimesi
vardir ki p (ap) < oo ve Vo € Q\ Qp i¢in f (x) = 0 olsun. Ayrica ¢ (z f o (t
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f(z)
/1o
VU (|g (x)]) fonksiyonlart da sinirh ve €2 kiimesinde integrallenebilirlerdir.

olmak iizere g (z) = ¢ ( ) fonksiyonunu tanimlayalim. Bundan baska ® ('f (w)|> ile

If1le

Boylece (1.13) Young esitsizligi goz Oniine alinip, €2 iizerinden integrallersek

() ()
Hf“@ ’g (-T)’dx < Q/(I) < HfH@ ) d$—|—9/\p (’g (.I')Ddx

Q

esitsizligini elde ederiz. Burada (3.6) ve (3.7) goz 6niine alindiginda

Jo (") aos [w s de < maxts, [ @) as)

£l
[ (i) ==

Son olarak f € Lg (€2) keyfi fonksiyon olsun. 2 *nin 2, altkiimeler dizisi: n € N

bulunur. Bu ise

demektir.

icin ©,, C D1, 1 (2,) < cove Q= |J Q, ve f, (x) fonksiyonlart ise
n=1

f@), vey |f(@)<n
fn(x) =93§n, x €, 7‘f($)‘ >n
0 ,x € Q\Q,

biciminde tanimlansin. f,, ’ler sinirli oldugundan

Q/q><%>dxg1

dir. Bundan bagka hemen her z € Q icin |f, (z)| < |f (z)| oldugundan (3.5) ’e gore
Vn € Nigin
[ falls < 11 flle

dir. Boylece ¢ Young fonksiyonunun monoton artanligindan

@ @] () fa ()]
e = [fullo @(um¢>§®(unm)

esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizligi, 2 {izerinden integrallersek,

[o(are
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buluruz ve integral altinda limite gegme teoremi Leviee’e gore

[o (e )=

elde ederiz. O]

Teorem 3.7. ® Young fonksiyonu Ny kosulunu saglarsa Lo (Q) = Lo (Q) dir:

ispat. Ls (Q) C Lg () oldugunu biliyoruz. O halde diger kapsamay1 gorelim. Bunun
i¢in f € Lg (€2) fonksiyonunu alalim 6yle ki || f||¢ # 0 olsun. Lemma[3.6[ya gore

[o (e )=

dir. Yani, |H ;H)l € Lg (Q) “dir. ®, A, kosulunu sagladiginda Lg (Q) Orlicz simfi lineer

kiime oldugundan f € L (€2) olur. O

Teorem 3.8. (Holder esitsizligi) ® ve U eslenik Young fonksiyonlari ve f € Lg (),
g € Ly (2) olmak iizere

/u D)z < [ fllallgllv (3.8)

esitsizligi saglanr.

Ispat. || qu, =0 ise . ) esitsizligi aciktir. O halde ||g||w # 0 olsun. Lemma 3.6|"ya gore
f v <” Te ) dr < 1 dir. Simdi bu son esitsizligi saglayan fonksiyonlar iizerinden f ’nin

Orhcz normunu yazarsak

/u \M—wmg/h el

/u D)lde < I fllslglls

den

Holder esitsizligini elde edenz 0

Not 3.9. ¢ (z) = %, V() = %q, é + %, p > 1 aldigmz zaman Lg (Q2) Orlicz uzay

L, (92) Lebesque uzayt ile ¢cakisiyordu ve normlary arasindaki iliski ise ‘den

1 1 1
[flle < qellflle,, —+-, p>1
p q
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seklindeydi. Dolayistyla bu egsitsizligi (3.8) Holder egitsizligine uygularsak

/ 1 (@) g (@)ldz < ghp¥ | 1l lg e,

elde ederiz ki bu bildigimiz Klasik Holder esitsizliginden farklidur.

Uygulamalarda daha ¢ok kullanigli olan ve Orlicz normuna denk olan Luxemburg
normunu asagida tanimlayalim. Normlarin denkliklerini de ileride gorecegiz.

Tanim 3.10. (Luxemburg Normu) ®, Young fonksiyonu ve f, () ’da tamiml olgiilebilir
fonksiyon olsun.

o [ (@) |
1 1lle = f{k>og/ (F)ar <y (3.9)

normuna [’nin Luxemburg normu denir. Kolaylikla gosterilebilir ki ile verilen fon-
kiyon norm kogsullarint saglar. Bu norm Luxemburg| (2000) tarafindan tanimlanmustir.

Lemma[3.6]ya gore, f € L (Q) ve || f||o # 0 igin

[# (e )=

oldugundan

1f @)[le < IIf (=) (3.10)
dir.
Normlarin denkligini gormek icin asagidaki Lemma’y1 verelim.

Lemma 3.11. f € Lg (2) olsun. Bu durumda

hf‘1>(|f(£v)!)dﬁc§|Hf\||<1>, /e <1
g{‘P(If(x)l)deHIfIII@, M flle > 1

dir.
Ispat. ||| f|||¢ < 1 olsun. Bu durumda

¢ (ar) <a®(z),ae0,1,Vz >0
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@)
f@lle

7 (@) fla
@WMWﬂH)SWﬂM<Mﬂ@WJ

O([f (@)]) <l flla® (Mf(m!)

esitsizliginde o = ||| f||o Ve z = almirsa.

elde edilir. Bu son esitsizlik € iizerinden integrallenirse ve [ @ <“{ Jfﬁl)i) dz < 1 oldugun-
Q

dan

/@qﬂwnmzmﬂm
(9]
bulunur. Simdi ise ||| f|||¢ > 1 olsun. Bu halde
¢ (fzr) > P (x), 5 >1,Vr >0

Lf ()]
M lle—

o (11 e L) = e - (L)

elde edilir ve bu son esitsizlik €2 {izerinden integrallenirse

Jotr@bds = (sl - [ (=) de > lifile -

Q

esitsizliginde ¢ > 0 sayis1 yeterince kii¢iik olmak iizere 5 = ||| f|||¢ — € ve - almirsa

esitsizliginden keyfi € > O i¢in [ @ (| f (z)]) dz > ||| f (z)]||o elde edilir. O
Q

Teorem 3.12. f € Lg (92) olmak iizere [ ’nin Orlicz normu ile Luxemburg normu denktir.
Yani,

[[fllle < [lflle <2[[1f]le

esitsizlik zinciri saglamr.

ispat. (3.10) esitsizligine gore ||| f|||s < ||f||le 'dir. ¥, ® *nin eslenik Young fonksiyonu
olmak iizere Young esitsizliginden

ﬂf @lde < [ (7@ do+ [ (g (@) ds

Q Q

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligin her iki yanindan [ ¥ (|g (z)|) dz < 1 kosulunu
Q
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saglayan g fonksiyonlar iizerinden supremum alinirsa

1flle < /(P(If(as)\)dm—l— 1

Q

elde edilir. Bu son esitsizlikte f yerine alinirsa

H|f|||
e _ [y (L)Y,
171 gg/ YA

bulunur. Boylece || f||le < 2|||f|||e dir. O

Yukaridaki Lemma[3.11] e gore

/\If(rg(x)r)dxs L& [glle < 1

Q

oldugundan Orlicz normunu

|flle = sup /If x)|dx (3.11)

Malllw<1

biciminde de yazabiliriz. Ayrica Holder esitsizligi de

/ £ ) g @)ldz < 7ol gl (.12
veya
/ £ ) g @)ldz < 1 fllellgle G.13)
seklinde ifade edilebilir. Bundan bagka ® (z) = £, x > 0, p > 1 olmak iizere
p
[o (112 dx:/|f(:r)l s
k pk?
Q Q
den

1/p
g / (@) <k = (}9) £l < &

ve Luxemburg Normu
1 1/p
I @lle = (5 ) 151,
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olur. Boylece (3.5) ’i dikkate alarak ve bu son esitligi (3.12) de kullanarak

1 1 1/q
it @a@ias<ailsl, (7)ol = 171l (.14
Q

klasik Holder esitsizligine ulagiriz.
Teorem 3.13. Lg (2) Orlicz uzayt Banach uzayidir.
ispat. Kufner vd| (1977), Krasnoselskii ve Rutickiil (1961) O]

Tamim 3.14. (Krasnoselskii ve Rutickii|(1961))) (Norma gore yakinsama)
{fn}22, fonksiyonlar dizisi ve f fonksiyonu Lg (S2) Orlizc uzayinda tanimly olsun. Eger

hl'Il ||fn — f”q) =0
n—oo

ise { f}>2, fonksiyonlar dizisi, f € Lg (X)) fonksiyonuna Orlicz normunda yakinsaktir

. Lo(Q g
denir ve f, M f, n — oo ile gosterilir.

Tanmim 3.15. (Krasnoselskii ve Rutickii|(1961))) (P-ortalama yakinsama)
{fn}22, fonksiyonlar dizisi ve f fonksiyonu Lg (2) Orlicz uzaymnda tamumli olsun. Eger

lim [ @ (| f, (x) = f (2)]) dx =0

n—00
Q

ise { fn}22, fonksiyonlar dizisi, f € Lg () fonksiyonuna ®-ortalama yakinstyor denir.
Asagidaki teoremler ile bu yakinsamalarin denk oldugunu goérecegiz.

Teorem 3.16. Lq (2) Orlicz uzayinda { f,,}5°, fonksiyonlar dizisi, f € Lg (S2) fonksi-
yonuna norma gore yakinsak ise ® ortalama yakinsaktir. Yani,

ti I, = fllo = 0= i [ (15 (2) ~ f (@) o =0
Q

dir.

Ispat. ¢ € L (Q) ve ||g]le < 1 olsun. Teoremm “ye gore |||gllle < |lglle < 1 ve
Lemma [3.11|"e gore [ @ (|g (z)])dz < |||g (2)||le < ||lg]|le olur. Simdi burada g yerine
Q

fn — f alirsak

0< /<I>(|fn () — f @) de < [[fu— flla

0
esitsizliginden lim [|f, (z) — f (z)|dz = 0 oldugunu elde ederiz. O
n— oo Q
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Tersi dogru degildir. Lq (£2) Orlicz uzayinda ®-ortalama yakinsaklik, norma gore
yakinsamay1 gerektirmez, ters ornegi Krasnoselskii ve Rutickii| (1961) vermistir. Bu 6r-
nekte ® Young fonksiyonu A, kosulunu saglamamaktadir. Asagidaki teoremde gorecegiz
ki ® Young fonksiyonu A, kosulunu sagladig1 anda L (©2) uzayinda bu iki yakinsama
denk olacaktir. Bunun i¢in dncelikle asagidaki Lemma’ya ihtiyacimiz vardir. Lemma’nin
ispat1 ayrintili olarak Krasnoselskii ve Rutickii (1961) de verilmistir.

Lemma 3.17. ® Young fonksiyonu Ao kosulunu saglasin. Yani oyle k > 0 ve T' > 0
saylart vardir ki ¥t > T icin ® (2t) < k® (t) olsun. Ayrica g € Lg () fonksiyonu icin
de

Jets@han <o

Q
esitsizligi saglanacak sekilde m € N sayisi var olsun. Bu durumda éyle ¢ > 0 sabiti

vardur ki
c
lglle < o
dir.

Artik Lg (€2) Orlicz uzayindaki yakinsamalarin denk oldugunu gorebiliriz.

Teorem 3.18. ® Young fonksiyonu Ay kosulunu saglasin. { f,}>° | fonksiyonlar dizisi ve
f fonksiyonunu Le (Q2) uzaymmdan alalim. Bu durumda

d—ortalama

fo—finoco<=f, — fin—oo
Ly ()

dir.

Ispat. Teorem ’da norma gore yakinsamamin $-ortalama yakinsamay1 gerektirdigini
gordiik. Simdi bunun tersini gorelim. { f,, }°° ; fonksiyonlar dizisi Lg (£2) Orlicz uzayinda
f € Lo (92) fonksiyonuna ®-ortalama yakinsak olsun. Yani

lim [ @ (|f (x) = f (2)]) dx =0

n—00
Q

olsun. Bu durumda verilen herhangi € > 0 i¢in dyle bir m € N sayis1 vardir ki ¢, Lemma
"deki sabit olmak iizere € > 57 dir.

Ayrica dyle bir N. € N sayis1 vardir ki &, "deki sabit olmak tizere V n > N,

icin
1
[en@ - @b < o

Q
esitsizligi saglanir. Béylece Lemma([3.17] ye gore

C
£ = flle < o <€
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olur. Bu ise {f,}>°, fonksiyonlar dizisinin f € Lg (€2) fonksiyonuna Lg (£2) Orlicz
uzayinda norma gore yakinsak olmasi demektir. [
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4. ORLICZ UZAYINDA MAKSIMAL OPERATORUNUN SINIRLILIGI

Bu son kisimda Fourier harmonik analizinin temel teknik araglarindan olan Hardy-
Littlewood maksimal operatoriiniin Orlicz uzaylarinda sinirli oldugunu gorecegiz.

Bunun i¢in # € R olmak iizere z-merkezli » > 0 yaricapli B-yuvari,
B={yeR": |z —y|<r}
seklinde tanimlanir. Buradaki |-|, bildigimiz Lebesque ol¢iimiidiir.
Boylece f : R® — R! local integrallenebilir fonksiyonu icin Hardy-Littlewood

maksimal operatorii M f (x) ise

zeB

M (z) = supﬁ / 1 ()ldy @.1)
B

bicimindedir. Klasik Lebesque uzaylar1 L, (R™), p > 1 de bildigimiz gibi M f (=) fonk-
siyonu Ly (R™) den L; (R™) *ye (1, 1)-zayif tipli

{xER":|Mf(:E)|</\}‘§§/|f(m)|dx, A>0 4.2)
Rn

ve p > ligin L, (R™) ’den L, (R™) "ye (p, p)-gli¢lii sinirhdir

/ MF (@)Pdr | <e / @)z | “3)

n

(Torchinsky| (2012))), (Stein|(2016)).

Asagida ise hem M f maksimal operatoriiniin Lg (R™) Orlicz uzayinda zayif tipli
olmasi i¢in hem de R™’de local integrallenebilir f fonksiyonu i¢in Lg (R™) Orliz uzayinda

/ 6 (M (2))dz < c / b (cf (2)) dz (4.4)

esitsizliginin saglanmasi icin yeterli ve gerekli kosul verecegiz. Bu teoremler Kokilash-
vili ve Krbec| (1991) tarafindan kanitlanmistir. Bunun i¢in gerekli tanim, kavram ve
Lemma’ya ihtiyacimiz vardir.
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Tanim 4.1. |Kokilashvili ve Krbec|(1991))
¢ : [0,00) — R fonksiyonu verilsin. Eger her x > 0 icin

w(x) <¢(r) <cwl(cx) 4.5)

olacak sekilde w konveks fonksiyonu ve ¢ > 0 sabiti varsa ¢ fonksiyonuna yarikonveks
(quasiconvex) fonksiyon denir.

Lemma 4.2. (Kokilashvili ve Krbec (1991)))
¢ : RY — R! negatif olmayan, [0, 00) da artan, $(0) = 0, ¢(00) = oo olsun. Asagidakiler
denktir.

~

¢, [0, 00) araliginda yarikonveks fonksiyondur.
2. Her xy,x9 € [0,00) ve hert € (0, 1) igin

O(try+ (1 —1t)zy) < c(tgb (cxq) + (1 —1t) gb(cxg))

esitsizligi saglanacak bi¢cimde ¢ > 0 sabiti vardir.
3. Her f € L, (R") ve her I-suurl araligy igin

1 c
6 m/f(m)dx Sm/¢(cf(w))dx

esitsizligi saglanacak bi¢cimde ¢ > 0 sabiti vardir.
4. Her () < x1 < x4 icin

¢ (1) < c1¢ (c172)

L1 L2
esitsizligi saglanacak bicimde ¢, > 1 sabiti vardr.

Ispat.

1. 1) =2) ¢, [0, 00) araliginda yarikonveks olsun. Bu durumda 6yle ¢ > 0 sayis1 ve
w konveks fonksiyonu vardir ki

w(x)<o¢(r)<cwl(cx), ©>0

saglanir. Herhangi x;,22 € [0,00) ve t € (0,1) alalm. w konveks fonksiyon

oldugundan
bltr1+ (1~ 1) < culet o +o(1— 1))
<c (tw (cz1) + (1 -t w (Cm))
< (t¢(cer)+(1—1) ¢ (cxy))

elde edilir.
2. 1) = 3) ¢, [0, 00) araliginda yarikonveks olsun. Bu durumda 6yle ¢ > 0 sayis1 ve
28
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w konveks fonksiyonu vardir ki
w(z)<o(r)<cwlex), >0

saglanir. Herhangi f € L} (R") fonksiyonunu ve I-sinirl arahini alalim. integ-
raller icin Jensen esitsizligini gbz Oniine alarak

1 1
o) ml/f(x)dx < cw m/cf(a:)d:p

esitsizligini elde ederiz.
3. 1) = 4) ¢, [0, 00) araliginda yarikonveks olsun. Bu durumda 6yle ¢ > 0 sayis1 ve
w konveks fonksiyonu vardir ki

w(z)<¢(r) <cewl(cx), x>0

w(x)

saglanir. w konveks fonksiyonu i¢in
dan herhangi 0 < 7 < 5 i¢in

fonksiyonu azalmayan fonksiyon oldugun-

w(m) _w(wa)

olur. Ayrica ¢; > ¢ ve ¢; > 1saystigin ¢ (1) < ¢; w (¢121) oldugundan

¢ (1) - wlcr)  cw ()

>~ C =
T X 177
< C%w (c122) _ Clw (c19)
C1T2 T
< Cl¢(01$2)
X2

elde edilir.
4. 4)=1)Her 0 < ;1 < x5 i¢in

¢ (331) < ¢(Cl$2)

>0
T i)

saglanacak sekilde ¢; > 1 sabiti var olsun. ¢ ’nin [0, c0) * yarikonveks oldugunu

gorecegiz. Bunun igin
( sup ¢(7) ) ds
o<r<s T

1/

w(x)—c—l/
0
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fonksiyonunu tanimlayalim. Kolayca kontrol edilebilir ki w fonksiyonu

T + 7o w(z1) + w (x2)
o(152) ==

esitsizligini saglar, yani konvekstir. Simdi de (4.5) esitsizliginin saglandigin1 gor-
mek yeterlidir.

e < s ( sup W) 29 (2) = 2o(2)
01 0<r< T ax C1 C1 C1

ve ¢; > 1 ve ¢ monoton artan oldugundan w () < ¢ (i) < ¢ (z) olur.
Bundan bagka
) ds

2011

2c1w (2¢1x) —261— ( ) 2/(
0<7T<s 9 0<’T<S

2/(&2&(’55))“2@““@

xT

dir.
5.3)=2)Her f € L}
ki

(R™) ve her I sinirh aralig1 igin dyle bir ¢ > 0 sabiti vardir

1 c
m/f<x>dx sm/¢<cf<x>>dx

saglansin. Herhangi 1, x5 € [0,00) ve 0 < ¢ < 1 verilsin ve [ araligini da birim
uzunlukta, I = I, U I, |I1]| = ¢, |I2| = (1 — t) bi¢ciminde segelim. Bundan bagka
f (z) fonksiyonunu ise

loc

, el
fay=q" o
Ty, x € Iy

seklinde tanimlayalim. Boylece yukaridaki esitsizlikten sol taraf

i [rwde | <o [r@at [f@ar) =o@inl+ain)

= ¢ (1t + 22 (1 1))

olur. Sag taraf ise

’_;/Qs(cf(z))dx:c/¢(cz1)dz+c/¢(0$2)d95

= c(td (cxr) + (1 —t) ¢ (caz))
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bulunur. Yani, ¢ (tzy + (1 — ) z2) < ¢(t¢ (ca1) + (1 —t) ¢ (cas) ) saglanr.
6. 2) = 4) Her z1, x5 € [0,00) ve her t € (0, 1) igin 6yle bir ¢ > 0 sabiti vardir ki

O (tey + (1 —t)xg) < c(tgb (cxy) + (1 —1) ¢(cx2))

esitsizligi saglansin. Herhangi 0 < ¢; < ¢ alalm.

() ol _h 2}
¢ (t1) —¢(t2t2) = ¢ <t2t2+ (1 tg) O) < Ct2¢(6t2)

olur. Bu ise

¢ (t1) < C¢(Ct2)

tn to

demektir.

Tanim 4.3. (Kokilashvili ve Krbec|(1991))(zayif (¢, ¢) tipli )

¢ :0,00) — [0, 00) fonksiyonu [0, 00) ‘da monoton azalmayan, her x > 0 igin ¢ (x) >

Ove lim ¢(x) =0, lim ¢ (z) = oo kosullarini saglasin. Bundan bagka Lg (R™) Orlicz
T—>00

z—0t

uzayindan Ly (R™) Orlicz uzayna yari-toplamsal T : Le (R™) — Lg (R™) operatorii
de verilsin.

Eger her f € Li,. (R"), [ ¢ (f (z))dx < oo ve her X > 0 igin
R

60 |z €R™:|Tf ()| > A} < / b (cf (x)) da 4.6)

esitsizligini saglayan ¢ > 0 sabiti varsa, T operatiriine Lo (R™) uzayindan Lg (R™)
uzaywma zayif (¢, ¢) tipli operator denir.

Asagidaki teorem ile Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin zayif (¢, ¢) tipli
olmasi icin gerekli ve yeterli kosulu gorecegiz.

Teorem 4.4. (Kokilashvili ve Krbec|(1991))
feL,. R ve [¢(f(x))dx < oo olsun. Bu durumda M f Hardy-Littlewood mak-
R’n

loc

simal operatoriiniin zayif (¢, @) tipli olmasi icin gerek ve yeter kosul ¢ fonksiyonunun
yartkonveks olmasidir.

Ispat. = (4.6) esitsizligi saglansin. ¢ "nin yarikonveks oldugunu gérmek icin Lemma
"deki 4) esitsizligini gostermek yeterlidir.
31



Siimeyya Tugce MRARCZ UZAYINDA MAKSIMAL OPERATORUNUN SINIRLILIGI

O halde herhangi 0 < t; < t5 alalim.

3=

t
I:{x:(l’l,.l‘g,...,l’n)ERn20<$Z’< <—1> ,i:1,2,...,n}

kiimesini tamimlayalim. f (z) fonksiyonu da
tg, rel
T) =
o= {e e
seklinde olsun. Bu durumda

1
M = Mdy > to]I| =to— =1t
)= Sup|B|/|f My > el = o = 1

zeB

olur. Boylece
{o € R": Mf(2) >t} 2 1
dir. O halde (4.6|) esitsizliginden

¢(t1) <o(t) {r e R": Mf (x) > t1}]

/¢cf

= c ¢ (cty) il

2

elde edilir. Bu ise ¢(1 ) < c¢(C§2) yani, ¢ 'nin yarikonveks olmas1 demektir.
= ¢ yarikonveks olsun. Bu durumda 6yle w konveks fonksiyonu ve ¢ > 0 sabiti vardir
ki Vo > 0icin

w () < 6 (x) < cw(ex)

esitsizligi saglanir. Buradan

cMf (x _SUP|B‘/|Cf ) dy

zeB

oldugundan ve Jensen integral esitsizliginden

w(eMf (2)) < M (w(cf (x)))

olur. Boylece

¢ (eMf(2) < ew (EMf (2)) < eM (w(Pf (1)) <eM (6 (S f (2)))

elde edilir. Boylece w konveks fonksiyonunun monotonlugundan ve Maksimal operatdrii-
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niin (1, 1) zayif tipli olmasindan

o) (o e B - M () >A}\ PN,

o R 0 (1) > Lo )|

1

<o |[{z e R M (6(2F (@) > —¢<A>}‘

elde edilir. L]

Teorem 4.5. (Kokilashvili ve Krbec|(1991))
feL,. R ve [ ¢(f(x))dr < oo olsun. Eger ¢°, o € (0,1) fonksiyonu yartkonveks
R”l

. [ o0tr@yds<a [ or @)

R™ Rn
esitsizligi saglanacak bicimde ¢, > 0, ¢ > 0 sabitleri vardir.

Ispat. o € (0,1) igin ¢* yarikonveks ise 6yle w konveks fonksiyonu ve ¢ > 0 sabiti vardir
ki her z > 0 i¢in

w(x) < 9% (z) < cw(ex)
esitsizligi saglanir. Boylece Jensen integral esitsizligine gore

o5 () = (o (011 <:c>))i < (cw(ems <x>)); < (onr(wter <m>)));
< (cM (¢“(cf () )));

esitsizligi elde edilir. Buradan M f-Hardy Littlewood maksimal fonksiyonunun (p, p),
p > 1 giiclii tipli sinirli olmasi kullanilarak

[oors@yar < [ <M<¢“(cf(w))))id:r§ci i [ (cbo‘(Cf (x))>;dx

= cl/¢(cf (z) )da

Rn

bulunur. O]
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5.SONUC

Bu tez calismamizda Polonyali matematik¢i W.Orlicz tarafindan 1932 yillarinda
tanimlanan Orlicz uzaylarini inceledik. Orlicz uzaylar 6zel bir konveks fonksiyon (Young
fonksiyonu) ile tanimlandigindan oncelikle konveks fonksiyonlari ve dnemli 6zelliklerini
caligtir.

Orlic uzaylan 6zellikle son yillarda Fourier harmonik analizinin 6nemli caligma
alanlar1 arasina girmistik. Bu baglamda yaptigimiz caligsma ileride yapacagimiz bilimsel
calismalara da alt yapi niteligi tasimaktadir. Bununla birlikte Fourier harmonik analizinin
temel operatorlerinden olan Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin Orlicz uzaylarinda
stnirhiligini veren |[Kokilashvili ve Krbec|(1991) ’a ait olan teoremin kanitin1 da verdik.
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