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Bu tezin amaci, degismeli bir halka tizerinde tanimli bir modiilii, modiiliin
endomorfizma halkas1 yardimiyla, sonlu bir grup iizerinde tamimli grup hal-
kasinin bir modiilii yapmamiz1 saglayan bir yapi gelistirmektir ve bu yap1 saye-
sinde tamimlanan kavramlarla modiil ve halka karakterizasyonlari ile 6zel tanmiml
bazi modiil simiflarimin birbirleriyle karsgilikli iligkilerini belirlemektir. Ayrica, grup
modiillerin altmodiil karakterizasyonunu ve altmodiillerine ayrigimini tespit etmek-
tir.

Tez caligmamizin girig boliimiinde, halka ve modiil teorisinin kullanacagimiz
temel bazi kavramlari ve teorileri verilmistir. Grup halkasi, grup halkalar1 tize-
rinde tanimli modiil, grup modiil kavramlar1 ve bu kavramlarla ilgili literatiirde
yer alan tez caligmamizin tartisma ve bulgular boliimiinde kullanilacak sonuclar,
kuramsal bilgiler ve kaynak taramalar1 boliimiinde anlatilmigtir. Tezimizdeki 6zgiin
¢aligmalarin anlatildigi tartigma-bulgular boliimii ise li¢ altboliimden olugmaktadir.
Birincisi, “Sonlu Grup Uzerinde Tammli RG-Modiiller, Maschke Teoremi”; ikin-
cisi, “Sonlu Grup Uzerinde Tanmimh RG-Modiillerin Sokulu”; {iciinciisii ise “Grup
Modiillerin Altmodiil Karakterizasyonu ve Altmodiillerine Ayrigimidir”.

“Sonlu Grup Uzerinde Tammli RG-Modiiller, Maschke Teoremi” baghg
altinda, tezimizin ilk temel amaci olan, degismeli bir halka tizerinde tanmiml bir
modiilii, modiiliin endomorfizma halkas1 yardimiyla, sonlu bir grup iizerinde taniml
grup halkasinin bir modiilii yapmamizi saglayan yapi anlatilmistir ve bu yapa ile il-
gili ornekler verilmistir. Daha sonra, bu yap1 sayesinde modiillerin, halkanin ve grup
halkasinin modiilleri olarak, radikalleri arasindaki iligkiler incelenmis; injektiflik ve
projektiflikleri ile ilgili karakterizasyonlar1 yapilmigtir. Son olarak, modiillerin injek-
tiflik ile ilgili karakterizasyonlar: yardimiyla Maschke Teoremi igin alternatif bir ispat
verilmigtir. “Sonlu Grup Uzerinde Tammli RG-Modiillerin Sokulu” bashg: altinda,
halkanin ve grup halkasinin modiilleri olarak, modiillerin basit altmodiilleri ve so-
kullar1 arasindaki iligkiler gelistirdigimiz yapi sayesinde incelenmistir. Son olarak,
grup modiillerin altmodiil karakterizasyonlar: belirlenmistir. Ayrica, grup modiille-
rin altmodiillerine ayrigimi, grup halkalarinin althalkalarina ayrigiminda kullanilan
kavramlar grup modiillere uyarlanarak grup modiiller iizerinde elde edilen yeni ve
benzer kavramlar yardimiyla yapilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Grup Halkasi, Grup Modiil, Injektif Modiil, Projek-
tif Modiil, Radikal, Sokul, Yari-basit Modiil.
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ABSTRACT

CHARACTERIZATION OF MODULES AND RINGS WITH THE
AID OF A GROUP

Mehmet UC

PhD Thesis in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Mustafa ALKAN
March 2017, 62 pages

The objective of the thesis is to define a structure for a module over a com-
mutative ring to make it a module over the group ring of a finite group by the
endomorphism ring of the module, and to study the relations between the proper-
ties of some class of modules over the commutative ring and some class of modules
over the group ring by the characterization on modules and rings via the notions
defined on the structure. In addition, another objective of the thesis is to determine
the characterization of submodules of a group module by a module over a group ring
and the decomposition of the group module into its submodules for a finite group.

In the introductory chapter of the thesis, some notions and theories on the
ring and the module theory which will be used in the subsequent chapters is given as
preliminary information. Group ring, group module, the properties of modules over a
group ring and the theories on these notions in the literature used for our discussion
and results in the thesis are given in the chapter for the theoretical information
and the literature review. The chapter for the discussion-results where our original
studies told consist of three sections. The first section is entitled “RG-Modules
Defined over a Finite Group, Maschke’s Theorem”; the second section is “The Socle
of the RG—Modules Defined over a Finite Group”; the third section is “Submodule
Characterization and Decomposition of Group Modules”.

Under the title of “RG—Modules Defined over a Finite Group, Maschke’s
Theorem”, a structure is defined for a module over a commutative ring to make it a
module over the group ring of a finite group by the endomorphism ring of the module,
and this is the first main purpose of our thesis as told before. Moreover, some
examples concerning this structure is given in this chapter. After that, the relations
between the radicals of modules, the characterization of injective and projective
modules, as modules of not only the ring but also the group ring, is studied by
this structure. An alternative proof of Maschke’s Theorem is given by the results
obtained on the characterization of injective and projective modules. Under the
title of “The Socle of the RG—Modules Defined over a Finite Group”, the simple
submodules and the socle of the modules defined on the structure is investigated
as modules of not only the ring but also the group ring. Lastly, the submodule
characterization of group modules is studied and the decomposition of group modules
into their submodules is determined by adapting the analogous notions and theories
used for the decomposition of group rings into their subrings.
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ONSOZ

Grup halkalar teorisi bircok cebirsel teorinin birlesme noktasidir. Ozellikle
grup teorisinin ve halka teorisinin énemli sonuclarinin birlegtirilmesini saglamigtir.
Bu sonuglar ise grup temsilleri ve grup karakterleri teorisi, Green ve Mackey funktor
teorileri gibi cebirsel alanlarin gelismesinde merkezi rol oynamigtir. Grup halkalar:
teorisi ve grup halkari lizerinde tanimli modiiller son yillarda zorlu sorular ortaya
koymus ve cebirsel bircok iyi soruya cevap vermistir. Boylece, grup halkalar1 cebirin
cebirsel topoloji ve homolojik cebir gibi alanlari i¢in 6nem kazanmistir. Bu nedenle,
grup halkalar1 teorisinin geligtirilecek, genisletilecek ve matematigin diger alanlar:
ile iligkilendirilecek konular1 ve yeni sonuglar1 vardir.

Grup halkalar1 ve grup halkalar1 tizerinde tanimli modiiller teorisinde halka,
grup ve modiil arasindaki iligkiler incelenerek cebirsel kavramlarin bir¢ok karakte-
rizasyonu bugiine kadar yapilmistir. Ayrica, birimli bir halka tizerinde tanimli bir
modiil, bir grup tlizerinde bir ”grup modiil”e genigletilerek ve boylece grup halkasi
iizerinde tanimli bir modiil yapilarak grup halkalarinda ve grup halkalar: tizerinde
tanimli modiillerde bilinen bazi kavramlar ve sonuclar da; ornegin, projektif, in-
jektif, yari-basit, regiiler modiil ve Maschke Teoremi gibi; incelenmistir. Bu tez
calismasinda ise birimli degismeli halka iizerinde tanimli bir modiilii, genigletmeden,
modiiliin endomorfizma halkas1 yardimiyla bu halkanin sonlu bir grup iizerindeki
grup halkasi lizerinde tanimli modiil yapmamizi saglayan bir yapi tanimlanmigtir.
Halkalar ve grup halkalar1 ile modiil teorisinde tanimlanan kavramlar, bazi ozel
tanimli modiiller ve grup halkalar1 teorisi i¢in temel baz1 teoriler bu yapi ile ¢aligilmig-
tir. Elde edilen sonuglar sayesinde halka ve grup halkasi tizerinde tanimlanan modiille-
rin ve altmodiillerin arasindaki iligkiler incelenmistir ve bu modiillerin karakterizas-
yonu yapilmigtir. Bundan bagka, grup modiiliin béliim modiilii ve ilgili modiiliin
bolim modili arasindaki iligki ve grup modiillerin altmodiillerinin baz1 6zellik-
leri arastirilmig; grup modiillerin altmodiillere ayrigimi tizerinde ¢aligilmigtir. Bu tez
caligmasi, grup halkalari, grup halkalar: tizerinde tanimhi modiiller ve grup modiilleri
konularmin geligimine katkida bulunacaktir.

Tez caligmam boyunca yaptigim tim caligmalarda bilgisini, deneyimlerini
ve zamaninl benimle paylagan ve destegini esirgemeyen degerli danigman hocam
Sayin Prof. Dr. Mustafa Alkan’a ve akademik galigmalarimdaki yardimlarindan do-
lay1 Sayin Prof. Dr. Yilmaz Simsgek’e tegekkiirlerimi sunarim.
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Mehmet UC GIRIS
1. GIRIS

Tez ¢aligmamizin esas iki boliimi olan Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Tarama-
lar ile Bulgular-Tartigma boltimlerinde kullanilacak olan halka ve modiil teorisinin
bazi temel tanim ve sonuglar1 bu boliimde verilecektir. Bu boliimde verilen bilgiler
Anderson ve Fuller (1992), Lam (1991), Wisbauer (1991), Milies ve Sehgal (2002),
Fethi Calhalp (2009) kaynaklarindan alinmigtir ve verilen bilgilerin yanina hangi
kaynaktan alindigi yazilmistir. Ayrica, deginilmeyen tanim ve sonuclar i¢in bu kay-
naklara bagvurulabilir.

Bu tez caligmasi boyunca aksi belirtilmedikge R bir birimli degismeli halka
olarak alinmigtir ve halkanin birimi 1g ile gosterilmistir; modiiller ise birimsel (uni-
tary) modiiller olarak kabul edilmistir. G bir grubu gostermek {izere bir sonlu grup
olarak kabul edilecek ise bolumler icinde ifade edilecektir. e, G grubunun birimini
gostermektedir. 1ze grup halkast RG'nin birimini gostermektedir, gerekli boliimlerde
1ge yerine 1 kullanmilmigtir. ”<” sembolii, gruplar i¢in G' bir grup olmak iizere H,
G’nin bir altgrubu ise H < G olarak; modiiller i¢in M bir modil olmak tizere N,
M’nin bir altmodiilii ise N < M olarak kullanilmigtir. 7 <9” sembolii, gruplar i¢in G
bir grup olmak tizere H, G'nin bir normal altgrubu ise H < G olarak; idealler i¢in
R bir halka olmak tizere I, R'nin bir ideali ise I < R olarak kullanilmigtir. M, R
tizerinde bir sol modiil ise g M, bir sag modiil ise My ile gosterilmigtir. Regiiler sol
(sag) R—modil ise rR (Rpg) ile gosterilmistir.

Bir homomorfizma oOrten ise bu homomorfizmaya epimorfizma, bire-bir ise
monomorfizma, hem 6rten hem bire-bir ise izomorfizma denir. Homg(M, N'), M’den
N’ye R-modiill homomorfizmalarinin kiimesini gostermektedir. M, RG-modiil ise
EndgM, M'nin R—endomorfizmalarinin halkasini; Endgg M, RG-endomorfizmalarin
halkasini gostermektedir.

1.1. Direkt Toplam, Projeksiyon ve Egskare Endomorfizmalar

Direkt toplam ve direkt toplanan kavramlari modiillerin ayrigimi teorisinde
onemli yer tutar. Bu altboliimde direkt toplamin, direkt toplananin, projeksiyonun
ve egkarelerin tanimlar1 ve bazi 6zellikleri iizerinde durulacaktir. Caligmamizin son-
raki boliimlerinde yari-basit modiilleri ve halkalari, 6zellikle grup halkalar: tizerinde
tanimh yari-basit modiilleri ve grup modiillerin ayrisimini, incelerken bu kavramlar
sikca kullanilacaktir. Bu boliimde verilen

Tamim 1.1.1 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R-modiil, M, ve My, M 'nin R-
altmodulleri olsun. My x My, My ve My nin kartezyen c¢arpiminiy gostersin. My X
My den M ye bir kanonik R—homomorfizma i : My x My — M, i : (x1,25) —>
x1 + xo, ((x1,22) € My X Ms) vardir. Eger i bir izomorfizma ise M = My + M,
ve My N My = 0 kosullariny saglayan R—modul M 'ye My ve My nin direkt toplama
denir ve M = M; & My olarak yazilir. My ve My ye M 'nin direkt toplananlar: ve
My ve My ye birbirlerinin direkt timleyeni denir.
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Bu tamimdan dolayi, M = M; @& M,’dir ancak ve ancak her x € M igin
r = x1 + 9 olacak sekilde bir tek xy € M, x5 € My vardir. Bir R—modiil M nin
tium altmodiilleri boyle bir direkt toplamda goriinmek zorunda degildir. Diger yan-
dan, biitiin altmodiilleri direkt toplanan olan modiiller ilgi ¢ekicidir. Bu ozellikte ki
modiller tizerinde sonraki boéliimlerde durulacaktir.

Lemma 1.1.2 (Anderson ve Fuller 1992) M ve N, R-modiiller olsun. f : M — N
ve f': N — M birer R-homomorfizma ve ff' = 1y ise f bir epimorfizma, [’ bir
monomorfizmadir ve M =Cek f & Gor f dir.

Tanim 1.1.3 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R-modil, K ve K', M ’nin R-
altmodiilleri ve M = K & K’ olsun. px - M — K, px : k+ kK — k, (k €
K,k € K') ile ifade edilen R—epimorfizmasina M 'nin K dzerindeki K' boyunca
projeksiyonu denir.

Teorem 1.1.4 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R-modiil olmak tizere M = K ® K’
ise M ’nin K izerinde K' boyunca projeksiyonu, (px | K) = 1k ve Qek px = K'yi
saglayan tek M 25 K — 0 epimorfizmasidar.

Eger px, M’nin K tzerindeki K’ boyunca projeksiyonu ise px, px : m —
m—pg(m), (m € M) ile karakterize edilebilir. Ayrica, genel olarak, bir modiiliin bir
direkt toplananinin bir¢ok direkt toplanan tiimleyeni vardir; projeksiyon bunlarin
faydali bir karakterizasyonunu saglar.

Tamim 1.1.5 (Anderson ve Fuller 1992) R bir halka olsun.
(1) f € R wve f2= f ise fye R’de bir eskare (idempotent) denir.

(2) f € R bir eskare olsun. Her x € R i¢in fxr = xf ise f’ye merkezi eskare
(central idempotent) denir.

(3) f1 ve fa € R iki eskare olsun. Eger fifo =0 = faf ise fi ve fo ye dik eskareler

(orthogonal idempotents) denir.

(4) 0 # f € R bir eskare ve f = fi1 + fo olacak sekilde her fi, fo dik eskare ¢ifti
icin f1 = 0 veya fo = 0 oluyorsa f ye ilkel eskare (primitive idempotent) denir.

Teorem 1.1.6 (Anderson ve Fuller 1992) M = K & K', M ’nin K dzerinde K’
boyunca projeksiyonu px ve L, M 'nin bir R—altmodilii olsun. O halde, M = L & K’
‘dir ancak ve ancak (pi | L) : L — K bir izomorfizmadar.

Lemma 1.1.7 (Anderson ve Fuller 1992) f Endr(rM) de bir eskare eleman olsun.
1-— f, EndR(RM) "de

Cek f = {xegM:z=x2(1—-f)}=Gor (1—f)
Gor f = {zegM:x=xf}= Cek (1—f)

olacak sekilde bir eskaredir ve M = M f & M (1 — f) dir.
2
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Teorem 1.1.8 (Anderson ve Fuller 1992) gM = K & K’ ise K = M fx ve K' =
M(1 — fk) olacak sekilde bir tek fx € End(rM) eskare elemans vardar.

Teorem 1.1.9 (Anderson ve Fuller 1992) f € Endr(gM) bir eskare eleman ol-
sun. Bu durumda her s € Endr(rM) ve her x € M i¢in ¢ : fEndg(gM)f —
Endr(rMf), &(fsf) : xf —> xfsf olacak sekilde bir halka izomorfizmasi vardar.

Tamim 1.1.10 (Anderson ve Fuller 1992) M # 0 olmak tzere bir R—modil M 'nin
0 ve M den baska direkt toplanani yoksa M ’ye ayrisamaz (indecomposable) modiil
denir.

Teorem 1.1.11 (Anderson ve Fuller 1992) M # 0 olmak fizere bir R-modil M
icin asagudaki ifadeler denktir.

(1) M ayrisamaz modildir.

(2) Endr(M)’de 0 ve 1°den baska eskare yoktur.

(3) 1, Endgr(M) de bir ilkel eskaredir.

1.2. Esas ve Atik Altmodiller

Bu altboliimde, ¢aligmamizin sonraki boliimlerinde 6nemli yer tutacak olan
esas altmodiil ve esas altmodulun duali olan atik altmodil kavramlarinin tammlar:
ve baz1 ozellikleri uizerinde durulacaktir.

Tanim 1.2.1 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R-modil ve K, M nin bir alt-
moduli olsun. M 'min her K N L = 0 kosulunu saglayan altmodultu L i¢in L = 0
ise K, M’nin bir esas (essential veya large) altmodilidir denir ve K <, M ile
gosterilir. Bu durumda M ye K 'nan esas genislemesi (essetial extension) denir.

Tanim 1.2.2 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R-modil olsun. M 'nin sifirdan
farkly her altmodiilii M i¢inde esas altmodiil ise M 'ye dizgin (uniform) modil denir.

Tamim 1.2.3 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R-modil ve K, M 'nin bir alt-
moduli olsun. Bir f : K — M monomorfizmas: i¢in Gor [ <. M ise f’ye esas
(essential) monomorfizma denir.

Teorem 1.2.4 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R—modiil olsun. Asagidaki ifadeler
saglanar.

(1) K <. M’dir ancak ve ancak her 0 # x € M igin dyle bir r € R vardur ki
0 # xr € K'dr.

(2) K <M olsun. K <, M dir ancak ve ancak ix : K — M i¢erme fonksiyonu
bir esas momomorfizmadar.

(3) f: N — M bir R-modiil homomorfizmast ve K <. M ise [~Y(A) <. N 'dir.
3
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(4) K <N <M olsun. K <. M ’dir ancak ve ancak K <. N ve N <. M ’dir.
(5) H, K < M olsun. HN K <., M dir ancak ve ancak H <, M ve K <, M ’dir.

(6) M = Ml@MQ, K1 S M1 S M wve KQ S M2 S M olsun. Kl@KQ Se
My ® My dir ancak ve ancak K1 <, My ve Ko <., My dir.

Tanim 1.2.5 (Anderson ve Fuller 1992) R-modil M ‘nin bir altmodili K olsun.
M ’nin her K + L = M kosulunu saglayan altmoduli L i¢in L = M ise K, M 'nin
bir atik (superfluous veya small) altmodilidir denir ve K << M ile gésterilir.

Tanim 1.2.6 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R-modil ve N, M 'nin bir alt-
modulti olsun. Bir g : M — N epimorfizmasi i¢in Cek g << M 1ise g’ye atik
(superfluous) epimorfizma denir.

Teorem 1.2.7 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R—modiil olsun. Asagidaki ifadeler
saglanar.

(1) K < N < M olsun. N << M ’dir ancak ve ancak K << M wve N/K <<
M/K “dir.

(2) H, K < M olsun. H+ K << M “dir ancak ve ancak H << M ve K << M dir.

(8) K<< M ve f: M — N bir R-modiil homomorfizmas: ise f(K) << N dir.
Ozel olarak, K << M < N ise K << N ’dir.

(4) M = Ml@Mg, Kl < Ml < M wve K2 < M2 < M olsun. Kl@KQ <<
My ® My dir ancak ve ancak K1 << My ve Ky << M,y dir.

1.3. Uretme, Esiiretme ve Iz (Trace), Rejekt (Reject) Kavramlar:

Bu altboliimde, ¢aligmamizda sonraki boliimlerde ¢ok onemli yer tutan bir
modiiliin sokulu ve radikali kavramlarinin tanimlanmasi ve daha iyi anlagilmasi i¢in
gerekli olan modiil kategorilerinde tiretme ve egiiretme ile bir modiil sinifi i¢in iz ve
rejekt kavramlar: tizerinde durulacaktir.

Tanim 1.3.1 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R—modil, X, M 'nin bir altkimesi
ve A, X i kapsayan M ‘nin tim altmodillerinin kiimesi olmak tizere A’nin tim ele-
manlariman kesigimi ile elde edilen altmodile M 'nin X ile gerilmis (spanned) alt-
modili denir. (My)aca, M 'nin altmodiillerinin bir kimesi olmak tizere M = , M,
ise (Ma)aca, M modiliini gerer (span) denir.

Tanmim 1.3.2 (Anderson ve Fuller 1992) X, g M 'nin bir altkimesi olmak tizere M =
Y owex Rrise X, M yi gerer ya da X ’e M nin germe kiimesi (spanning set) denir.
Bir modilin germe kiimesi sonlu ise bu modile sonlu gerilmis (finitely spanned)
denir. Bir modilin germe kiimesi tek bir elemandan olusuyorsa bu modile devirli
(cyclic) modil denir. Bu durumda x € M olmak tizere M = Rx = {rx : r € R}
yazilr.
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Bir modiiliin germe kiimesi kategorik bir kavram degildir ve dogal bir duali
yoktur. Ancak, iiretme ve esiiretme kavramlar: kategorik, birbirinin duali ve modiil
kategorilerinde 6nemli kavramlardir.

Tamim 1.3.3 (Anderson ve Fuller 1992) U bir modil sinifi ve M bir R—modiil olsun.
U iginde indeksli bir kime (Uy)aea ve @ cq Ua —> M — 0 olacak sekilde bir
epimorfizma varsa M "ye U ile tretilmis modil ya da U, M ’yi iretir denir. (Uy)aca,
U i¢inde sonlu indeksli bir kume ise M 'ye U ile sonlu uretilmis modil ya da U, M yi
sonlu tretir denir. Eger U = {UY} bir tek égeli kiime ise U, M ’yi dretir denir.

U bir modiil smifi olmak tizere U ile iiretilen tiim modiillerin sinifi Gen (i)
ve U ile sonlu iiretilen tiim modiillerin sinifi F'Gen(U) ile gosterilecektir.

Tamim 1.3.4 (Anderson ve Fuller 1992) U bir modil sinifi ve M bir R—modiil olsun.
U icinde indeksli bir kiime (Uy)aca ve 0 — M — [[,c4 Ua olacak sekilde bir
monomorfizma varsa M ye U ile estretilmis modil ya da U, M yi estretir denir.
(Ua)aca, U iginde sonlu indeksli bir kime ise M 'ye U ile sonlu esiretilmis modiil
ya da U, M ’yi sonlu dretir denir. Eger U = {U} bir tek dgeli kime ise U, M yi
esuretir denar.

U bir modiil simifi olmak {izere U ile egiiretilen tiim modiillerin siifi Gog (i)
ve U ile sonlu egiiretilen modiillerin siifi FGog(U) ile gosterilecektir.

Tamim 1.3.5 (Anderson ve Fuller 1992) U bir modil sinafi, G ve C' birer R—modiil
olmak tzere Gen(U) = Gen(G) ise G'ye Gen(U) igin bir trete¢ (generator) denir;
Cog(U) = Cog(C) ise C'ye Cog(U) igin bir egiirete¢ (cogenerator) denir.

Tanim 1.3.6 (Anderson ve Fuller 1992) U bir modil sinafe ve U' C U olsun. U
icindeki her bir modul U' igindeki bir modile izomorf ise U sinifina U nun bir
temsilciler sinafo (class of representatives) denir.

Onerme 1.3.7 (Anderson ve Fuller 1992) U', U’ nun bir temsilciler sinfe olmak
tizere Gen(U) = Gen(U") ve Cog(U) = Cog(U’) ‘dir.

Onerme 1.3.8 (Anderson ve Fuller 1992) U bir modil sinify olmak tizere U nun
bir {U, : a € A} temsilciler kiimesi varsa:

(1) B, csUa, Gen(U) igin bir diretegtir.

(2) @,caUa ve I Us, Gog(U) igin birer esiiretegtir.

acA

Tamim 1.3.9 (Anderson ve Fuller 1992) U bir modil sinifi ve M bir R—modiil olsun.

(1) TryyU) = > {Gor h | h:U — M, bazn U € U igin} kiimesi U modiil sinafi-
nin M ’de izi (trace) olarak tanimlanar.

5
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(2) Rejur(U) =N{Cek h|h: M — U, bazn U € U i¢in} kiimesi U modiil sinafi-
nan M ’de rejekti (reject) olarak tanvmlanar.

Tra(U) ve Rejp(U) kiimeleri M'nin altmodiilleridir.

Onerme 1.3.10 (Anderson ve Fuller 1992) U bir modiil sinafe ve M bir R-modiil
olsun. O halde,

(1) Try(U), M nin U ile tretilen tek en biyik altmodilidiir.

(2) Rejy(U), M/ Rejp(U) ninlU ile es tiretildigi M ‘nin tek en kii¢ik altmodilidiir.

Sonug 1.3.11 (Anderson ve Fuller 1992) U bir modil simfi ve M bir R-modiil
olsun. O halde,

(1) M, U ile dretilmis bir modildiir ancak ve ancak Try(U) = M “dir

(2) M, U ile esiiretilmis bir modildir ancak ve ancak Rejy(U) = 0°dir.

1.4. Yari-basit Modiuller

Bir vektor uzayinin her alt vektor uzayi bu vektor uzayinin bir direkt toplana-
nidir. Ancak bu, genel olarak, herhangi bir halka tizerindeki her modiil i¢in dogru
degildir. Bir halka tizerinde tanimhi modiiliin altmodiillerinin direkt toplami ola-
rak yazilabilmesi sadece o modiiliin cebirsel yapisini ve diger cebirsel ozelliklerini
incelememiz i¢in degil; ayrica o modiiliin iizerinde tanimli oldugu halkanin yapisal
ozelliklerini ve halka-modiil arasindaki bazi cebirsel iligkileri incelememiz ic¢in de
onem tagir. Bu altboliimde, bu ozellige sahip modiiller iizerinde durulacaktir.

Tamim 1.4.1 (Anderson ve Fuller 1992) M sifirdan farkl bir R—modiil olmak tizere
M "nin kendisinden ve sifirdan baska bir altmodili yoksa M ye basit (simple) modiil
denir.

Lemma 1.4.2 (Schur Lemma) (Milies ve Sehgal 2002) R bir halka, M ve N basit
R-modiiller ve f : M — N sifirdan farkly bir R—homomorfizma olsun. Bu durumda
f bir R—izomorfizmadar.

Tanim 1.4.3 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R-modil ve (T;);er M 'nin basit
altmodiillerinin indekslendirilmis bir kiimest olsun. M bu kumenin bir direkt toplama
ise M = @,.,;Ti, M nin yari-basit (semisimple) ayrisimider denir. Bir R—modiil
M "nin yari-basit ayrisime varsa M 'ye yari-basit (semisimple) modil denir.

Teorem 1.4.4 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R—modiil olmak tizere asagida ifade
edilen kosullar denktir:

(1) M yan-basittir.

(2) M basit modiiller ile tiretilir.
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(3) M basit alt modiillerinin bir direkt toplamidir.

(4) M basit alt modiillerinin bir toplamidir (direkt toplam olmasina gerek olma-

dan).
(5) M’nin her alt modiilii M nin bir direkt toplananidir.

(6) L ve N, R—modiiller olmak tizere R—modiillerin her kisa tam dizisi
0O—L—M-—N-—0

parcalanir. Burada, L ve N de birer yari-basit modiildiir.

Eger bir yari-basit R-modiiliin ayriggmini basit R-alt modiillerin bir direkt
toplami olarak bilirsek yari-basit modiiliin biitiin alt modiillerinin yapisin1 belirle-
yebiliriz.

Onerme 1.4.5 (Milies ve Sehgal 2002) M bir yari-basit R-modil ve (0) # N,
M 'nin bir altmodili olsun. O halde, N yari-basit bir R—modildir ve N bir basit
R—altmoduil icerir.

Sonug 1.4.6 (Milies ve Sehgal 2002) M bir yari-basit R—modil olsun. M 'nin basit
alt modiillerinin direkt toplama olarak ayrisime M = @,.; M; ve N, M 'nin bir R—
altmoduli ise I indeksinin bir altkimesi J C I i¢in N ~ @jeJ M; dir.

1.5. Radikal ve Sokul Kavramlari

Bu altboliimde, basit modiillerin direkt toplamlarini arastirirken, herhangi
bir modiilii yari-basit modiillerle nasil iligkilendirebilecegimizi incelerken ve modiiller
aras1 baska bazi ozellikleri belirlerken kullanilan temel oneme sahip sokul ve radikal
kavramlar: tizerinde durulacaktir. Bu altboliimde, S tiim basit sol R—altmodiilerin
siifini gostermektedir.

Tamim 1.5.1 (Anderson ve Fuller 1992) Her R-modil M 'nin bir tek en biyik
yari-basit altmodili vardur. M bir sol R-modil olsun. SocgM = Try(S) olarak
tanemlanan M ‘nin Socg M altmodiiliine M 'nin sokulu (socle) denir.

Onerme 1.5.2 (Anderson ve Fuller 1992) M bir sol R—modil olmak tzere

SocgkM = Y {K <M : K, M’nin basit altmodili}
= N{L <M : L, M'nin esas altmodiilii}

dir.

Onerme 1.5.3 (Anderson ve Fuller 1992) M ve N sol R-modiiller ve f : M — N

bir R—modil homomorfizmasi olsun. Bu durumda, f(SocgM) < SocgN 'dir.Ozel

olarak Socg M, M ’nin sol R—altmodilidir ve M 'nin sag Endr(rM)—altmodilidiir.
7
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Sonug 1.5.4 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R-modil ve K, M ’nin bir alt-
modiilii olsun. Bu durumda SocrK = K N SocgM dir. Ayrica, Socg(SocgM) =
Socr M “dir.

Sonug 1.5.5 (Anderson ve Fuller 1992) M bir sol R-modil olsun. SocgM <.
M “dir ancak ve ancak M ‘nin sifirdan farkly her altmodiliu bir basit altmodil igerir.

Onerme 1.5.6 (Anderson ve Fuller 1992) M = DB.ca Mo olmak dizere (My)aca,
M ‘nin altmodullerinin indekslendirilmis bir kiimesi ise

Socr(@Ppen Ma) = P e n Socr(M.,,)
dir.

Tanim 1.5.7 (Anderson ve Fuller 1992) M bir sol R-modiil olsun. RadpM =
Rejn(S) olarak tanymlanan M 'nin RadrM altmodiline M ‘nin radikali denir.

Tanim 1.5.8 (Anderson ve Fuller 1992) Bir R—modil M 'nin bir 6z altmodili N
olsun. M 'nin N "yi kapsayan N 'den baska hi¢bir oz altmodiili yoksa N 'ye M 'nin bir
maksimal altmodulii denir.

Onerme 1.5.9 (Anderson ve Fuller 1992) M bir sol R-modiil olmak iizere

RadpM = ({K < M : K, M ’nin maksimal altmodili}
= > {L<M:L, M’nin atik altmodili}

dir.

Onerme 1.5.10 (Anderson ve Fuller 1992) M ve N sol R-modiiller ve f : M —s
N bir R-modil homomorfizmasi olsun. Bu durumda, f(RadpM) < RadgN dir.
Ozel olarak Radg M, M 'nin sol R—altmodilidir ve M ‘nin sag Endg(rM)—altmodii-
lidair.

Onerme 1.5.11 (Anderson ve Fuller 1992) M ve N sol R-modiiller ve f : M —s
N bir R-modiil epimorfizmasi olsun. Gekf < RadgM ise RadgN = f(RadpM) dir.
Ozel olarak, Radgr(M/RadrM) = 0’dir.

Onerme 1.5.12 (Anderson ve Fuller 1992) M bir sol R-modiil olsun. RadpM =
0’dwr ancak ve ancak M, basit R—moduller sinifi ile esuretilmisdir. Ozel olarak, M
bir yari-basit modul ise RadgM = 0 dar.

Onerme 1.5.13 (Anderson ve Fuller 1992) M bir sol R—modiil olsun. M ’nin her
0z altmodilu M 'nin bir maksimal altmodili tarafindan kapsaniyorsa RadgM M 'nin
tek en biyik atik altmodiludir.

Onerme 1.5.14 (Anderson ve Fuller 1992) M = @, 4 Mo olmak dizere (My)aca
8
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M ‘nin altmodiillerinin indekslendirilmais bir kiimesi ise

RadR(@aEA Ua) = @aeA RadR(Ua)
dir.

Tanim 1.5.15 (Wisbauer 1991) R bir halka ve M bir R—-modil olsun. M 'nin bir
altmodiilii L olmak tizere M 'nin her ¢ endomorfizmas i¢in ¢(L) C L oluyorsa L’ye
M 'nin tam degismez (fully invariant) altmodili denir.

Onerme 1.5.16 (Wisbauer 1991) M bir R-modiil olmak tizere Socg M ve Radr M,
M ‘nin tam degismez altmodulleridir.

1.6. Sonlu ﬂretilmi§ ve Sonlu Esiiretilmis Modiiller

Bu boliimde, sonlu tiretilmis ve sonlu egiiretilmis modiil kavramlar: anlatilacak
ve temel baz1 sonuclar verilecektir.

Tamim 1.6.1 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R-modil olsun. M 'nin M ’yi geren
her altmodil kimesi A i¢in sonlu bir F C A , M yi geriyorsa, diger bir ifadeyle,
YoaeaAd =M olmasi Y . F = M olmasin gerektiriyorsa M 'ye sonlu iiretilmis
(finitely generated) modiil denir.

Onerme 1.6.2 (Anderson ve Fuller 1992) M bir sol R—modiil olmak tizere asagidaki
ifadeler denktir:

(1) M sonlu diretilmistir.

(2) Her Y .o Gor fo = Myi saglayan fo : Uy — M (o € A) R-modiil ho-
momorfizmalar, kimesi i¢in ZBGF Gor fs = M 'yi saglayan sonlu bir ¥ C A
kiimesi vardar.

(3) R-modiillerin her indekslendirilmis kiimesi (Uy)aca ve f @ @peqUa — M
epimorfizmasi i¢in sonlu bir altkimesi FF C A ve g : @6€F Usg — M epimor-
fizmast vardar.

(4) M ’yi direten her modil M yi sonlu tretir.

(5) M sonlu bir germe kiimesini kapsar.

Tanim 1.6.3 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R-modiil olsun. M 'nin (e 4 A =
(0) 'y saglayan her altmodiil kimesi A i¢in (\perF = (0)yi saglayan sonlu bir
F C A varsa M ye sonlu esiretilmis (finitely cogenerated) modil denir.

Onerme 1.6.4 (Anderson ve Fuller 1992) M bir sol R—modiil olmak tizere asagidaki
ifadeler denktir:

(1) M sonlu egiiretilmistir.
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(2) Her (\yea Cek fo = (0)yi saglayan fo : Uy — M (v € A) R-modiil ho-
momorfizmalary kiimesi icin (\scpCek fa = (0) yi saglayan sonlu bir FF C A
kiimesi vardar.

(3) R-modiillerin her indekslendirilmis kiimesi (Ua)aca ve h : M — [],c4 Ua
monomorfizmast i¢in sonlu bir altkumesi F C A vet : M —> HBGF Us mo-
nomorfizmast vardur.

Sonlu iiretilmis ve sonlu egiiretimis modiiller Socg M ve RadrM ile belirlenip
karakterize edilebilir. Asagidaki teorem bu temel karakterizasyonu ifade etmektedir.

Teorem 1.6.5 (Anderson ve Fuller 1992) M bir sol R-modiil olsun. Bu durumda,

(1) M sonlu dretilmistir ancak ve ancak M/RadpM sonlu dretilmistir. Ayrica,
RadpM << M ’dir.

(2) M sonlu egtretilmistir ancak ve ancak SocgM sonlu egiiretilmistir. Ayrica,
SocgM < M “dir.

Sonug 1.6.6 (Anderson ve Fuller 1992) M sifurdan farkl bir R—modiil olmak tizere
asagidaki ifadeler saglanar.

(1) M sonlu tretilmis ise M ‘nin bir maksimal altmodili vardar.

(2) M sonlu egiiretilmis ise M 'nin bir basit altmodili vardur.

1.7. Noether ve Artin Modiiller

Bu altboliimde Noether ve Artin modiil ve halka kavramlar: tamimlanacak,
bu kavramlarin baz 6zellikleri verilecektir. Ayrica, Krull-Schmidt Teoremi ifade edi-
lecektir.

Onerme 1.7.1 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R-modil olmak tzere asagidaki
ifadeler denktir.

(1) M bir Noether modiildiir.
(2) M ’nin her altmodiilii sonlu tretilmigtir.

(3) M ’nin altmodillerinin bostan farkl her kiimesinin bir maksimal elemans vardar.

Onerme 1.7.2 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R-modil olmak tzere asagidaki
ifadeler denktir.

(1) M bir Artin modiildir.
(2) M ’nin her bolim modili sonlu egiiretilmigtir

(3) M ’nin altmodillerinin bostan farkle her altkiimesinin bir minimal elemana
vardar.
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Sonug 1.7.3 (Anderson ve Fuller 1992) M sifirdan farkly bir R-modil olsun.

(1) M bir Noether modil ise M 'nin bir maksimal altmodilii vardwr ve RadrM ,
M "nin bir atik altmoduliudiir.

(2) M bir Artin modil ise M "nin bir basit altmodiilii vardir ve Socg M, M "nin bir
esas altmodilidiir.

Onerme 1.7.4 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R-modil ve M = M, & My @
. ® M, olsun. Bu durumda, M bir Noether (Artin) modildir ancak ve ancak i €
{1,2,...,n} i¢in her M; Noether (Artin) modildiir.

Onerme 1.7.5 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R-modil olmak tzere asagidaki
ifadeler denktir.
(1) RadpM = (0)’der ve M bir Artin modildiir.

(2) RadpM = (0)’dur ve M bir Noether modildiir.
(3) M yari-basittir ve sonlu tretilmigtir.
(4) M yari-basittir ve Noether modildir.

(5) M basit altmodiillerinin sonlu bir kiimesinin direkt toplamadar.

Tanim 1.7.6 (Anderson ve Fuller 1992)

(1) R halkasy sol (sag) R—modil olarak Noether ise, R’ye sol (sag) Noether halka
denir. R hem sol hem de sag Noether bir halka ise R’ye Noether halka denir.

(2) R halkasi sol (sag) R-modiil olarak Artin ise, R’ye sol (sag) Artin halka denir.
R hem sol hem de sag Artin bir halka ise R’ye Artin halka denir.

Ornek 1.7.7 (Anderson ve Fuller 1992) Elemanlar 8
olmak “zere tiim 2 X 2 ust u¢genel matrislerin R halkas: hem sol Noether hem de sol
Artin halkadur; ancak sag Noether veya sag Artin halka degildir.

ﬂ,a,bGRve’yeQ,

Tanim 1.7.8 (Anderson ve Fuller 1992) M bir R—-modil olsun. M hem Noether
hem Artin modil ise M 'ye sonlu uzunluktadur (finite length) denir.

Teorem 1.7.9 (Krull-Schmidt Teoremi) (Anderson ve Fuller 1992) M sifirdan farkl
sonlu uzunlukta bir R—modul olsun. Bu durumda her bir M;, M nin ayrisamaz alt-
moduli olmak tizere

olacak sekilde M 'nin bir ayrisvma vardwr. Her bir N;, M ‘nin ayrisamaz altmodili ol-
mak tizere

M=N;&..5 N
11
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olacak sekilde M ‘nin herhangi bir ayrisyma icin n = k’dur. Ayrica, {1,...,n} nin
Mg ~ N;

olacak sekilde bir o permiitasyonu vardir ve her bir 1 <t < n i¢in,
M= M;1)® ... ® My4) @ Ney1 © ... BN,

dir.

1.8. Yari-basit Halkalar

Bu altboliimde, halka teorisinde 6énemli bir halka sinifi olan yari-basit hal-
kalarin tanimi, baz 6zellikleri ve yapisi incelenecektir. Ayrica, Artin-Weddernburn
Teoremi ifade edilecektir.

Teorem 1.8.1 (Lam 1991) R bir halka olsun. Asagidakiler denktir.
(1) Sol (sag) R-modillerin tim kisa tam dizileri par¢alanar.
(2) Tim sol (sag) R—modiiller yari-basittir.
(8) Tim sonlu tretilmis sol (sag) R—modiller yari-basittir.
(4) Tim devirli sol (sag) R—modiiller yari-basittir.
(5) Regiiler sol (sag) R-modil R (Rg) yari-basittir.

(6) R sonlu sayrda minimal sol (sag) ideallerin direkt toplamadar.

Tanim 1.8.2 (Lam 1991) Teorem|1.8.1deki denk kosullardan herhangi birini sagla-
yan R halkasina sol (sag) yari-basit halka denir.

Teorem 1.8.3 (Lam 1991) R halkasy bir sol yari-basit halkadwr ancak ve ancak R
halkast bir sag yari-basit halkadar.

Tanim 1.8.4 (Lam 1991) R halkast sol veya sag yari-basit halka ise R halkasina
yari-basit halka denir.

Teorem 1.8.5 (Milies ve Sehgal 2002) R bir yari-basit halka ve R ’nin minimal sol
ideallerin direkt toplama olarak ayrisimi R = @221 L; olsun. Bu durumda R’nin
sifirdan farkle eskarelerinden olusan {ey,es,...,e;} kiimesi vardir ve {ey, e, ..., €}
ktiimesinin elemanlar:, asagidaki kosullar: saglar.

(1) i,5 € {1,2,...,t} ve i # j ise e;e; = 0 dur.
(2) e1+es+ ...+ e =1 dir.

(3) i € {1,2,....,t} olmak dzere €}, €] # 0 ve ele! = 0 kosullarin saglayan €, e!

eskareler i¢in e; = e + € olarak yazlamaz.
12
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Diger yandan, yukarda ifade edilen kosullar: saglayan {ey,es, ...,e;} eskare
kiimesi varsa sol idealler L; = Re; minimaldir.

Tanim 1.8.6 (Milies ve Shegal 2002) Teorem M’de ilk iki kosulu saglayan eskare
ailesine dik eskarelerin tam ailesi (complete family of orthogonal idempotents) denir.

Teorem 1.8.7 (Artin-Weddernburn Teoremi) (Milies ve Shegal 2002) R bir yari-
basit halkadwr ancak ve ancak R,

R~ M,, (D) ® M,,(Ds) ® ... ® M, (Ds)

olacak sekilde bolum halkalar: tizerinde tanimiy sonlu sayrda matris halkalarinin di-
rekt toplami olarak ayrisir ve bu ayrisim tek turludir.

1.9. injektif ve Projektif Modiiller

Bu altboliimde, modiil teorisinde ¢ok 6nemli kavramlar olan injektif modiil
ve projektif modiiliin tanimlar: verilecek ve bazi ozellikleri incelenecektir. Ayrica,
yari-basit modiillerle injektif ve projektif modiiller arasindaki iligkiler anlatilacaktir.

Tanim 1.9.1 (Anderson ve Fuller 1992)

(1) U, M ve N sol R—modiller olsun. Her bir g : M — N R-epimorfizmast
ve her bir v : U — N R-homomorfizmast i¢in g5 = ~ olacak sekilde bir
R-homomorfizma 7 : U — M warsa U ya M —projektif (M ye gore projektif)
modul denir. P bir sol R—modul olmak tizere P her R-modil M 'ye gore M —
projektif ise P’ye projektif modul denir.

(2) U, M ve K sol R—modiiller olsun. Her f : K — M, R-monomorfizmasu
ve her v : K — U, R-homomorfizmasi i¢in ¥f = v olacak sekilde bir R—
homomorfizma 7y : M — U wvarsa U ya M —ingektif (M ye gore injektif ) modiil
denir. Q) bir sol R—modil olmak tzere, ) her R—modil M *ye gore M —injektif
ise Q ya injektif modil denir.

Teorem 1.9.2 (Callwalp 2009) R bir halka, M, N ve P, R—modiiller olmak tizere
R-modiil P i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(1) P projektif R—-modiildir.

(2) Her M Jp 0, R—epimorfizmast icin, fa = 1p olacak sekilde bir o :
P — M, R-homomorfizmasi vardur.

(3) P, bir serbest R—modiiliin bir direkt toplananina izomorftur.

(4) Her M % N — 0, R-epimorfizmasi ve her h : P — N, R-homomorfizma-
sv i¢in, gh = h olacak sekilde bir h : P — M R—-homomorfizmasi vardar.

Sonug 1.9.3 (Callalp 2009) Projektif modiillerin direkt toplamlary ve direkt topla-
nanlary da projektiftir.
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Teorem 1.9.4 (Callwalp 2009) R bir halka, M, N, L ve E, R—-modiller olmak tizere
R-modiil P i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(1) E injektif R-modiildir.

(2) Her 0 — E EEIN L, R-monomorfizmas: icin, of = 1g olacak sekilde bir
a: L — E, R-homomorfizmast vardur.

(3) Her0 — M <4 N, R-monomorfizmasi, her h : M — E, R-homomorfizma-
st i¢in, h = hg olacak sekilde bir h : N — E, R—homomorfizmast vardar.

Onerme 1.9.5 (Callwalp 2009) Injektif modiillerin direkt toplananlary ve direkt ¢carp-
imlary da injektiftir.

Teorem 1.9.6 (Lam 1991) R bir halka olsun. Asaqidaki ifadeler denktir.
(1) R yari-basit halkadur.

(2) Tim R-modiiller hem projektif hem injektiftir.
(8) Sonlu tretilmis tim R-modiller hem projektif hem injektiftir.

(4) Tim devirli R-modiller hem projektif hem injektiftir.
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2. KURAMSAL BILGILER ve KAYNAK TARAMALARI

Grup halkalar: ilk olarak A. Cayley tarafindan 1854 yilinda “On the the-
ory of groups, as depending on the symbolic equation #" = 1”7 baslikli makalesinde
ortaya atilmistir. Bu makale soyut grup teorisinin baglangici olarak kabul edilmek-
tedir. A. Cayley makalesinde, matematigin cebir ve sayilar teorisi alaninin en temel
yapilarindan birisi olan grup tanimini ilk defa aksiyomatik olarak ifade etmig, baz
gruplart siniflandirmig ve grup halkalarindan kisaca soz etmistir.

T. Molien, 1890’larda yaptigi caligmalarla agik bir gekilde grup halkalarin
tanitmigtir. T. Molien’in hiperkompleks sistemler ve grup temsilleri teorisi, ozellikle
sonlu gruplarin kompleks temsilleri teorisi, tizerine caligmalar: bu alanlarin en temel
sonuclarini ortaya koymustur. Bu donemde, yari-basit grup cebirlerinin yapisi ile
ilgili 1898 yilinda H. Maschke tarafindan ortaya atilan meshur Maschke Teoremi
ve 1896 yilinda F. G. Frobenius tarafindan ortaya atilan Frobenius Karsiliklilik
Teorisi (Frobenius Reciprocity Theory) grup halkalar1 teorisinin en temel teorileri
olmugtur. F. G. Frobenius'un (1896a, 1896a, 1896a, 1897) grup temsilleri teorisi
izerine ¢aligmalar1 temsil teorisi ile grup cebirlerini bir araya getirmistir. 1927-1929
yillar arasinda yayinladiklar:i makalelerde R. Brauer ve E. Noether grup cebirlerinin
yapisi ve grup temsilleri teorisi arasindaki iligkileri gosteren énemli temel sonuclari
ifade etmiglerdir. G. Higman (1940), M. Auslendar (1957), J.E. Mclaughlin (1958)
caligmalariyla ve Kaplansky (1957, 1970) grup halkalar ile ilgili sorulariyla konunun
onemini arttirmiglardir.

Grup halkalar1 alaninda yapilan en onemli ¢aligmalardan biri ise [.G. Con-
nellin “On the group rings” baglikli makalesidir. Bu makalesinde I.G. Connell (1963)
grup halkalarinin idealleri, regiiler grup halkalar1 ve grup halkasinin augmentasyon
ideali tizerine onemli sonucglar elde etmig ve Maschke Teoremi’'ni genellemistir. H.
Maschke (1898) tarafindan ortaya atilan Maschke Teoremine gore K bir cisim ve
G sonlu bir grup olmak iizere char(K), G'nin mertebesini bélmiiyorsa KG yari-
basittir. I.G. Connell (1963)’in genellegtirilmis Maschke Teoremi’'ne gore ise R bir
halka ve G bir grup olmak tizere grup halkasi RG yari-basit Artindir ancak ve ancak
R yari-basit Artindir, G sonlu bir gruptur ve |G|, R’de terslenebilir.

Takip eden yillarda, J. Lambeck (1966) ve P. Ribenboim (1969) kitaplarinda
grup halkalarina yer vererek grup halkalar1 konusunun gelisimini agik¢a ortaya koy-
muglardir. D.A.R. Wallace (1962, 1967, 1968, 1969, 1970) ve P.F. Smith (1970, 1971a,
1971b, 1972) tarafindan grup halkalar1 ve grup cebirleri {izerine yapilan ¢aligmalar
bu alana ilgiyi arttirmigtir. Ozellikle, D.A.R. Wallace'ln grup cebirlerinin Jacobson
radikalleri ve P.F. Smith’in grup halkalarinin Krull-boyutu iizerine elde ettikleri
sonuclar dikkat cekici olmustur. Son donemde ise bir cok matematikcinin bireysel ve
ortak caligmalar: ile bulunan énemli sonuglar (Sehgal 1978, Karpilovsky 1983, 1986,
1987, 1990, Ritter ve Sehgal 1990, Millies ve Sehgal 2002, Passmann 1977,1979,
1983, 1984, 2011) grup halkalar1 konusunu geligtirmis ve grup halkalarimin farklh
cebirsel alanlarla iligkilendirilmesini hizlandirmigtir. Grup temsilleri teorisi ve sonlu
gruplarin karakter teorisi tizerine yapilan ¢aliymalar (T. Hawkins 1971, 1974, 1978,
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C.W. Curtis ve I. Reiner 1987, 1990, 2006, C.W. Curtis 1992) bu teoriler ile grup
halkalarinin ve tizerinde tanimli modiillerin iligkilerini gostermigtir.

Grup modiil kavrami ilk olarak 2014 yilinda Kosan, Lee ve Zhou tarafindan
tanmmlanmigtir. Kosan, Lee ve Zhou (2014) bir R—modiil M ’yi bir grup modiile (RG—
modiil MG’ye) genisleterek grup halkalarinda bilinen baz1 sonuglarin; érnegin grup
modiillerde projektiflik, injektiflik, regiilerlik ve yari-basitlik; modiil teorik versiyo-
nunu ispatlamiglardir. Bu sonuclart grup modill M G’yi M G’'nin iizerinde tanimh
oldugu grup ve modiiliin ozelliklerini kullanip karakterize ederek elde etmislerdir.

Bu boliimde, grup halkalar: ve grup modiillerle ilgili literatiirde yer alan bazi
bilgiler verilecektir. Bu boliimde verilen bilgiler Passi (1979), Lam (2001), Milies ve
Sehgal (2002) kitaplarindan; Connel (1963), Renault (1971), Zelmanowitz (1972),
Kosan, Lee ve Zhou (2014) makalelerinden alimmigtir ve verilen bilgilerin yanina
hangi kaynaktan alindig1 yazilmistir. Ayrica, deginilmeyen tanim ve sonugclar i¢in bu
kaynaklara bagvurulabilir.

2.1. Grup Halkalar:

G bir grup ve R bir birimli halka olsun. RG elemanlar r, € R olmak iizere
> gec T'g9 seklindeki ttim sonlu lineer toplamlardan olugur ve hemen hemen her g € G
icin r, = 0’dur; diger bir ifadeyle, bu elemanlarin her birinde sadece sonlu sayida
katsay1 sifirdan farkhidir.

=73 a0y B=72,c0bg € RG olmak iizere, a = 8 ise her g € G i¢in
ag = b, dir.

RG’de toplama iglemi asagidaki sekilde ifade edilir.

a+ =73 a,9+ > byg= > (ag+by)g.

geG geG geG

a = dea agg, B = hecbnh € RG olmak iizere RG’de carpma iglemi ise
asagidaki sekilde ifade edilir.

af = (2 ag)( > bnh)

geG heG

= Z agbpgh

g,heG

= Z Z(agbhflg)g-

geG heG
- - . .
RG'nin elemanlarimin R'nin elemanlariyla ¢arpma iglemi, o = >, ay9 €
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RG ve A € R olmak iizere, asagidaki sekilde ifade edilir.

Ao = (D ay9)

geG
= 2 (Aag)g.

geG

Yukarida verilen toplama ve ¢arpma iglemleriyle RG bir halkadir.

Tamim 2.1.1 (Milies ve Sehgal 2002) RG halkasina R’nin G tuzerindeki grup hal-
kasy denir. R bir degismeli halka ise RG 'ye R’nin G uzerindeki grup cebiri denir.

Ayrica, R bir degismeli halka ve GG sonlu ise RG sonlu boyutlu bir R—cebiridir.

RG’nin birimi vardir. e, G'nin birim elemanini ve 1rg, RG’nin birimini
gostermek tizere lpg = deG agg’de e'nin katsayis1 1z ve diger g € G’lerin kay-

sayilar1 0'dir. Diger bir ifadeyle, 1zc = 1ge’dir. Buna ek olarak, a = ) a,9 € RG
geG
olmak tizere supp(a) := {g € G : a4 # 0} olarak tanimlanir.

Onerme 2.1.2 (Milies ve Sehgal 2002) R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. Bu
durumda IG = {}_ cq a9 : ag € I}, RG "nin bir idealidir ve RG/1G ~ (R/I)G 'dir.

Teorem 2.1.3 (Karpilovsky 1987) R bir degismeli halka, G ve H grup olsun. Bu
durumda,

R(G x H)~ (RG)H ~ (RH)G
dir.
Onerme 2.1.4 (Milies ve Sehgal 2002) R degismeli birimli bir halka olsun.

*: RG — RG, 2T > g
ge

geqG

ile ifade edilen fonksiyon bir kwrilmadur (involution) ve her o, 5 € RG i¢in asagidaki-
leri saglar.

(1) (a+ )" ="+ 5
(2) (ap)" = prar
(3) o =«

R bir degismeli halka ise grup halkasit RG bir kivrilmali halkadir (ring with
involution).
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2.2. Grup Halkalarinda Augmentasyon Ideal Kavram

Tanim 2.2.1 (Passi 1979, Milies ve Sehgal 2002) RG den R’ye bir fonksiyon

er: RG — R, 2Te§ = 2T

geG geG

ile ifade edilsin. Bu fonksiyon, augmentasyon fonksiyon (augmentation map) olarak
adlandurilyr.

Her r € R igin eg(r.e) = r oldugundan ep rten bir fonksiyondur. Her r € R
ve h # g € G igin ex(rh) = r = eg(rg) oldugu i¢in eg bire-bir bir fonksiyon degildir.

Lemma 2.2.2 (Passi 1979, Milies ve Sehgal 2002) eg: RG — R bir halka homo-
morfizmasidar.

Ispat. r = > gecT99r 8 = D geq S99 € RG igin

er(r+s) = er(Y_(rg+s,)9)

geG

= Z(rg + 5g)

geG
= ¢eg(r) +er(s).

ve s =) qsph € RG olmak lizere

en(rs) = er() (rgsn)gh)

g,heG

= E T'qSh

g,heG

= 2 ) s
geG heG
= egr(r)eg(s).
egitlikleri saglanir. Boylece, e bir halka homomorfizmasidir.
Tamim 2.2.3 (Passi 1979, Milies ve Sehgal 2002) RG 'nin
Cekep ={r = deG reg € RG : eg(r) = deG re =0}
idealine augmentasyon ideal adv verilir. Augmentasyon ideal A(RG) ile gosterilir.

0#reR, g, heGveg# holmak tlizere

er(rg+ (=rh))=r—r=20
18
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elde edilir. O halde rg + (—rh) €Cek eg’dir. Yani, A(RG) sifirdan farkhidir.

Lemma 2.2.4 (Passi 1979, Milies ve Sehgal 2002) S = {g—1:g € G, g # e} kiime-
si R izerinde A(RQG) igin bir tabandir. A(RG) 'nin R uzerindeki boyutu |G| — 1 dir.

Ispat. p = Y geaTed € A(RG) icin p €Cek ep’dir ve boylece )
Bundan dolayz,

ngg = ngg—()

Y
gecTg = 0’dur.

geG geG
= Z Tgg — Z Ty
geG geG
= Z relg —1)
geG

esitligi elde edilir. Bunedenle, S = {g —1: g € G, g # e}, A(RG)’yi geren bir kiime-
dir.

Lineer bagimsizhg ispatlamak icin, > o 74(g — 1) = 0 ise

OZngg—ng:ngg

geG geG geG

esitligi elde edilir. Boylece, > gec Tgg = 0'dir. RG’nin elemanlarinin tanimi geregi,
dec r,9 = 0 ancak ve ancak her g € G i¢in r, = 0’dir. Bu nedenle,

S={9-1:9€G,g#¢}
kiimesi R—iizerinde lineer bagimsizdir.

H < @ olmak iizere RG'nin {h —1:h € H,h # e} kiimesi ile tretilen sol
ideali {> ) cppzean(h —1) : ap € RGYdir ve Ap(G, H) ile gosterilir. H = G igin
Agr(G,G) = A(RG) oldugu agiktir.

Lemma 2.2.5 (Passi 1979, Milies ve Sehgal 2002) H, G ’nin bir altgrubu ve S,
H i bir tdrete¢ kimesi olsun. Bu durumda {s — 1 : s € S} kiimesi RG 'nin sol ideali
olarak Ar(G, H) i bir direte¢ kiimesidir.

Onerme 2.2.6 (Passi 1979, Milies ve Sehgal 2002) H, G 'nin bir altgrubu olsun ve
T ={di}ier, G’de H i sol kosetlerinin temsilcilerinin bir tam kiimesi (transversal)
olsun.

By={qh—1):qeT,he Hh+#e}
kiimesi R dzerinde Ar(G, H) igin bir tabandur.
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Onerme 2.2.7 (Passi 1979, Milies ve Sehgal 2002) H, G 'nin bir normal altgrubu
vew : G — G/H, dogal grup homomorfizmasy olsun. w grup homomorfizmast,

w*: RG — R(G/H), Y cq749 € RG,

W (D reg) = > rew(g)

9eG 9eG
olmak tzere bir halka endomorfizmasina genigletilebilir ve Cekw* = Ar(G, H) tur.
Onerme 2.2.8 (Passi 1979) H, G nin bir normal altgrubu olsun. Bu durumda
Agr(G,H) = A(RH).RG = RG.A(RH)
dir.
2.3. Yari-basit Grup Halkalar1 ve Grup Halkalarinin Ayrigimi

Bu altboliimde, yari-basit grup halkalarinin ayrigimi i¢in énemli bir karakte-
rizasyonu veren genellestirilmis Maschke Teoremi ifade edilecektir. Ayrica, yari-basit
grup halkalarinin ayrigimi ile ilgili baz1 6nemli sonuclar verilecektir ve yari-basit grup
halkalarinin ayrigiminda augmentasyon idealin rolii anlatilacaktir.

Teorem 2.3.1 (Maschke 1898) (Maschke Teoremi) K bir cisim ve G sonlu bir grup
olsun. char(K), G nin mertebesini bolmiiyorsa KG yari-basittir.

Teorem 2.3.2 (Connel 1963) (Genellestirilmis Maschke Teoremi) R bir halka ve
G bir grup olsun. Bu durumda grup halkas: RG yari-basit Artindir ancak ve ancak

R yam-basit Artindir, G sonlu bir gruptur ve |G|, R’de terslenebilir.

Lemma 2.3.3 (Milies ve Sehgal 2002) Augmentasyon ideal AN(RG), RG nin bir
direkt toplanani ise G bir sonlu gruptur ve |G|, R’de terslenebilir.

Sonug 2.3.4 (Milies ve Sehgal 2002) K bir cisim ve G sonlu bir grup olsun. Bu
durumda KG yar-basittir ancak ve ancak char(K), G 'nin mertebesini bolmez.

Genellegtirilmig Maschke Teoremi ve Artin-Weddernburn Teoremi'nden asagi-
daki sonug elde edilir.

Sonug 2.3.5 (Milies ve Sehgal 2002) G sonlu bir grup ve K bir cebirsel kapaly cisim
ve char(K) { |G| olmak tzere

KG ~ @ M, (K)
i=1
ve n? +n3+...+n?=|G| dir
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Ornek 2.3.6 Asadida verilen drneklerdeki grup halkalarmn ayrisima Sonug (2.3.5
dan faydalaniarak incelenmistir.

(1) R =7y ve G = Cy = {(a:a*=¢) olsun. char(Zy) = 2 ve 2 | 4 oldugundan
ZoCy yari-basit degildir ve @;_, M,,(D;) (D; bir bolim halkasi) olarak ayrisa-
maz.

(2) R=C ve G = Dg={a,b:a*>=0=¢e,bab~t =a') olsun. char(C) = 0 ve
016 oldugundan CDg,

CDg =~ @ M, (C)
=1

olarak ayrisir. n? + n3 + ... + n? = 6 olmas gerektiginden dolayr, 6 = 1 +
141414141 veya6=1+1+ 22 dir. Bu durumda CDg =~ @?:1(? veya
CDg ~ Cp C @ My(C) dur. CDg degismesiz bir grup halkasidir; fakat @?:1 C
degismelidir. Bu nedenle CDg 22 @?:1 C dir. O halde,
CDg ~Cad Cad My(C)

dir.

G bir grup ve H = {h1, ha, ..., by, }, G'nin bir sonlu altgrubu olsun. Bu du-

rumda H = hy + ho + ... + h, € RH’dir.

Lemma 2.3.7 (Milies ve Sehgal 2002) R birimli bir halka, G bir grup ve H, G nin

bir sonlu altgrubu olsun. |H|, R’de terslenebilirse ey = ‘—IlﬂH, RGde bir eskaredir.
Ayrica, H, G’nin bir sonlu normal altgrubu ise ey = \Fllﬁ’ RGde bir merkezi
eskaredur.

Teorem 2.3.8 (Milies ve Sehgal 2002) R birimli bir halka, G bir grup ve H, G nin
A

bir sonlu normal altgrubu olsun. |H|, R’de terslenebilirse ey = mH igin
RG = RGey ® RG(1 —ey)
ve RGeg ~ R(G/H), RG(1 — eg) ~ Agr(G, H) dir.

Sonug 2.3.9 (Passi 1979, Milies ve Sehgal 2002) H, G’nin bir normal altgrubu
olsun. Bu durumda Agr(G, H), RG nin bir ¢ift yonli idealidir ve

RG/AR(G,H) ~ R(G/H)
dir.

Sonug 2.3.10 (Milies ve Sehgal 2002) R bir halka, G bir sonlu grup olsun ve |G|,
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R’de terslenebilsin. Bu durumda
RG = R® A(RG)
dir.
2.4. Grup Modiiller
R bir birimli halka, M bir birimsel R-modiil ve G bir grup olsun. MG, m, €
M olmak iizere ve hemen hemen her g € G i¢in m, = 0 olacak sekilde > gec Mqd

seklindeki tiim ifadelerin kiimesini gostersin. u = ) gec Mgg, 1 = Y oeaNgg € MG
ve pt =1 ise her g € G i¢in m, = n, dir.

geG

M G’de toplama iglemi, bilegen bilegen toplama seklindedir ve agagidaki gekilde
ifade edilir.

pAN=Y meg+ Y ngg =Y (mg+ny)g.

geG geqG geqG

MG’de skaler garpma ise r =) |
ifade edilir.

Hr = (Z mgg)(Z reg) = Z kqg-

geG geG geG

gec Te9 € RG olmak tizere asagidaki sekilde

Burada, kg = >, ,—, maryy/ dir.

Teorem 2.4.1 (Kosan, Lee ve Zhou 2014) MG, RG dzerinde M tarafindan G ’nin
grup modili olarak adlandirilir ve yukarida ifade edilen toplama ve skaler ¢arpma
1slemleri ile RG grup halkasi uzerinde tanimly bir sag modildiir.

ispat. Oncelikle MG i¢in yukarida ifade edilen toplama iglemine gore MG'nin
bir Abel grup oldugunu gésterecegiz. Her u = > omyg, 1 = > congg, ¥ =
> gecteg € MG igin

(1) p+n=>,cclmg+ny)g € MG 'dir.

(2) M, R—modiil oldugu i¢in M iizerinde tanimli toplama iglemine gore birlegmelidir.
Boylece, asagidaki egitlik saglanir:

(h+n)+7 = Z(mg+ng)g+ztgg

geG geG
= Z(mg + g +1g)g

geG

= ngg + Z(”g +14)g

geG geG
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= pn+(m+9).

(3) Her p € MG igin p+& = £+ p = p olacak sekilde her g € G i¢in a, = 0 olmak
lizere § = ) nay9 € MG vardir ve { = Y agg = 0 toplama islemine gére
birim elemandir.

(4) Her p = 3" comgg € MG igin p+v = v+ p = £ olacak sekilde, v =
> gected = D cc(—my)g, toplamaya gore ters elemani vardir.

(5) Her pu = deg mgg, N = dec ngg € MG igin M bir R-modiil oldugundan
M tizerindeki toplama iglemine gore degismelidir ve

ptn = Z(mg +1g)g

geG

= D megt Y myg
geG geG

= 1+ p

egitligi saglanir. Boylece, MG yukarida ifade edilen toplama iglemine gore
degismelidir. Sonug olarak, MG bir Abel gruptur.

(6) Her r =3 o719 € RG igin

(wtnr = O _(mg+ng)9) > r49)

geG geqG

= > (D (mu+m)rw)g
9€G hhi=g

= Z( Z marw)g + Z( Z NpTH )G
9€G hh'=g 9eG hh'=g

= (Z mgg)(z re9) + (Z ngg)(z r49)
geG geG e geqG

= ur+nr

(7) Her r =3 749, s =2 _,cq 849 € RG igin

plr+s) = (Z mgg)(Z(rg + 54)9)

geG geG

= > (> malrw +sw))g
g€G hh'=g

= D (D mwrn)g+ Y (D masw)g
g€G hh'=g g€G hh'=g

= O _myg)O_reg) + O _meg)(D_ s49)
9eG geqG geG geG

= ur—4+ us.
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(8) Her =23 5799, 8= yccsit € RG igin

(r)s = O mur)g) (O sit)

geG hh'=g te@

= (D (X murw)sgt)

g,teG hh'=g

= O_meg)D (D rusw)g)

geG geG hh'=g

= (Q_mgg)((Q_re9) (D sit)

geG geG teG
= pu(rs).

(9) Her p= > myg € MG icin

geG

plre = Z(mglR)ge
geG

Her m € M, me € MG ile ifade edilirse M, M G’nin bir R-altmodiiltidiir.

M = R olarak halkanin kendisi alinirsa MG, grup halkas1 RG ile ayni olur.
Eger I, R’nin bir sag ideali ise ve M = I almirsa MG = IG, RG'nin bir sag
ideali olur. 7" bir RG-modiil olsun. 7', RG-modiil olarak ifade edilirken (7")gre ve
T, R—modiil olarak ifade edilirken (7T")r olarak gosterilecektir.

ey MG — M, ngg»—>2mg

geG geG
ile taniml bir fonksiyon verilsin. Cek )7, A(MG) ile gosterilir.

Lemma 2.4.2 (Kogsan, Lee ve Zhou 2014) MG, RG 4izerinde M tarafindan G ’nin
bir grup modiliu ve

e MG — M, nggr—>2mg

geG geG
olarak tamimly fonksiyon i¢in asagidaki ifadeler saglanar.
(1) Her v € MG ve her a € RG i¢in
enm(za) = epy(x)er(a)

esitligi saglanir. Ayrica, €y; bir R—homomorfizmadar.
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(2) AMG) ={>_,camglg—1): g € G,my € M} dir.
(3) A(MG), MG nin bir RG—altmodildir.

ispat .

(1) 2=>",camgg € MG vea =3 ;1,9 € RG icin

ev(za) = ngg ngg

geG geG

= 2D marw)

geG hh'eG

= (Z myg) (Z rg)

geG geG
= em(v)er(a)

egitligi saglanir. Ayrica, y = deG ngg € MG ve r € R icin

w@+y) = en(D_(my+nyg)

geG

= Z(mg + ng)

geG
= em(®) +em(y)

enlar) = en(d(myr)g)

geG

= (Z mg)r

geG
= ey()r
esitlikleri saglanir. Bu nedenle, ), bir R—~homomorfizmadir.

(2) v =>_,camgg € A(MG) olsun. O halde, > ,my = 0’dir. Bu nedenle,

ngg = ngg—o

geG geG
= Z mgg — Z my
geG geG
= Z mg(g —1)
geG
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esitligi saglanir. Dolayisiyla, A(MG) C {>] comglg —1) : g € G,m, €
M}dir. Her 3 _,mgy(g — 1) eleman igin

5M(Z mg(g —1)) = 5M(Z mgg — ng)

geG geG geG

= 5M(Z mgg) — 5M(Z mg)

geG geG

= D my= ) my
geG geG
=0

oldugundan dolay1 ) _,m,(g — 1) €Cek ey = A(MG)’dir. O halde,

geG

{> mylg—1): g€ G mye M} CAMG)

geG
dir. Bu nedenle, A(MG) = {>_ comy(g—1): g € G,my € M}'dir.
(3) AMG) ={>,camglg—1) : g € G,my € M} oldugu icin A(MG) C MG'dir.
Oncelikle, her h € G icin (g — 1)h = (1 — h) — (1 — gh)tar.
Herz =% omy(g—1) € AMG) ver € Rigin

xr = Z(mgr)(g —1), myre M

geG

oldugundan dolay1 zr € A(MG)’dir. Ayrica, her h € G igin

oh = (X mylg ~ D)k

geG

= ng(g —1h

geG

= > my((1=h) = (1 - gh))

geG

= Y my(1—h)=> my(1— gh)

geG gelG

esitlig saglamr. A(MG) = {3 comg(g—1) 1 g € G,my € M } oldugu icin
zh € A(MG)’dir. Béylece, A(MG), MG’nin bir RG-altmodiiliidiir.

Her m € M i¢in £5/(me) = m oldugundan e, 6rten fonksiyondur. Her m €
M, h # g € G i¢in eg(mh) = eg(mg) = m’dir. Boylece, ), bire-bir fonksiyon
degildir.
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Lemma 2.4.3 (Kosan, Lee ve Zhou 2014) {M; : i € I} bir sag R-modiiller ailesi
ve G bir grup olsun. Bu durumda

(@n)e) =(@ue)

Ispat. (D,c; M;)G’den B, ; M;G’ye bir fonksiyon asagidaki sekilde verilsin.

dir.

geG geG

0 - (@MJG . @MZG, Z(...,méi),...)g — Z(...,mg}g,..)

i€l el

0 bir RG—izomorfizmadir. g

Teorem 2.4.4 (Kosan, Lee ve Zhou 2014) M bir sag R—modil olsun. M projektiftir
ancak ve ancak (M G)re projektiftir.

Ispat. M nin bir projektif sag R—modiil oldugunu kabul edelim. Bu durumda A bir
sag R-modiil olmak fizere bir indeks I icin (R)Y) ~ M @& A’dir. Boylece Lemma
2.4.3/den

(RG)Npe ~ (R)VG)re
~ (M & A)G)ge
~ (MG)RG @ (AG)RG

Boylece, (M G)re projektiftir.

Tersine, (M G)pge'nin projektif oldugunu kabul edelim. Bu durumda bir in-
deks I igin B bir sag RG-modiil olmak iizere ((RG)Y))pe ~ (MG)rq @ B'dir.
Bu ifadedeki tiim modiiller, ayrica birer R-modiillerdir. Boylece, ((RG))r =~
(MG)r® Bpg yazabiliriz. (RG)g bir serbest modiil oldugu icin ((RG)Y))x da bir ser-
best modiildiir. O halde, (M G)g bir serbest modiiliin direkt toplanamdir. (MG)g
bir serbest modiiliin direkt toplanami oldugu ig¢in projektiftir. Bu nedenle, M bir
projektif sag R—modiildiir. 1

Tanim 2.4.5 (Kosan, Lee ve Zhou 2014) G bir grup olsun. G nin sonlu sayida
elemans tarafindan tretilen her altgrubu sonlu ise G ’ye yerel sonlu (locally finite)
grup denir.

Tanim 2.4.6 (Zelmanowitz 1972) Mp bir modil olsun. Her m € M ig¢in f €
Hompg(M, R) olmak dizere m = mf(m) ise Mg ye regiler modil denir.

Teorem 2.4.7 (Kosan, Lee ve Zhou 2014) Mg sifirdan farkl bir modil ve G bir
grup olsun. Asagqidaki ifadeler denktir.
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(1) MG bir regiiler RG-modildiir.

(2) Mg bir regiler modildir, G bir yerel sonlu gruptur ve G nin her bir altgrubu-
nun mertebesi Endr(M ) de terslenebilir.

Tanim 2.4.8 (Kosan, Lee ve Zhou 2014) R bir halka olmak dzere R—modil Rg
injektif ise R’ye kendi-injektif (self-injective) halka denir.

Teorem 2.4.9 (Kosan, Lee ve Zhou 2014) Mg sifirdan farkly bir modil ve G bir
grup olsun. (M G) e injektiftir ancak ve ancak My injektiftir ve G bir sonlu gruptur.

Sonug 2.4.10 (Connell 1963, Renault 1971) Grup halkast RG sag kendi-injektiftir
ancak ve ancak R sag kendi-injektiftir ve G bir sonlu gruptur.

2.5. Yari-basit Grup Modiiller

Bu altboliimde, genellegtirilmis Maschke Teoremi’'nin (Connell 1963) modiil
teorik bir versiyonu verilmis ve ispatlanmigtir.

Lemma 2.5.1 (Kosan, Lee ve Zhou 2014) M sifirdan farkl bir R—-modil olsun.
(MG)ge min sifirdan farkl bir altmodili Y i¢in Y N A(MG) = 0 ise G bir sonlu
gruptur.

Ispat. J1, -+, gn G'nin birbirinden farkli elemanlar1 ve tiim m;g; # 0 olmak tizere

0#y=mig1+...+my,g, €Y olsun. G bir sonsuz grup ise i = 1,...,n i¢in g1h # g;
olacak sekilde bir h € G vardir. Boylece,

y(1 —h) = (mig1 + ... + mugn) — (migih + ... + mug,h) #0

dir. Ancak, g(1 —h) = (g —1) — (gh — 1) oldugu i¢in

y(l—h) = Z m;gi(1 — h)

S; €S
= ) milgi—1) =Y mi(gh— 1) €Y NAMG)
SiES SiGS

dir. Bu bir geligkidir. n

Lemma 2.5.2 (Lam 2001, Kosan, Lee ve Zhou 2014) W <V sag RG-modiller,
G sonlu bir grup ve |G|, Endgr(V') de terslenebilir olsun. W, R—modiil olarak V 'nin
bir direkt toplanani ise RG-modiil olarak da V 'nin bir direkt toplananidar.

ispat. Y, V’nin bir R-altmodiilii olmak tizere Vg = W @Y ven : V — W, Y
boyunca projeksiyon olsun.

7V —V, v— 3 7(|G|  vh)h
heG
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olarak tammlanan 7, |G|™' € Fndg(V) oldugu icin iyi tammhdir. Her v € V icin
r € R ve g € G olmak fizere

7(or) = 3 7(|G| " urh)h

heG

= (X =G vh)h )

heG
= w(v)r

T(vg) = h;G (|G| vgh)h™!

= Y (G ut)t g, t = gh
teG

= (Z (G ut)t g
teG
= 7(v)g.
esitlikleri saglanir. Boylece, © bir RG-homomorfizmadir ve w(V') C W'dir.
Ayrica,

Ve = |G| Ve = |G|(WaY) = [G|Wa|G]Y

dir. Boylece, |G| W = W ve |G|"' W = W’dir. W V’nin bir RG-altmodiilii oldugu
icin her h € G icin |G|~  wh € W’dir. O halde,

7(w) = 3 7(|G|" wh)h !

heG

= (X |G wh)h™!
heG

= |GG w

= w

dir. Bu nedenle, 7(V') = W’dir. Ayrica, her w € W i¢in
7 (w) = 7(7(w)) = 7(w) = w
oldugundan 7% = 7’dir. Bu nedenle, Wgea, Vre nin bir direkt toplananidir. g

Teorem 2.5.3 (Kosan, Lee ve Zhou 2014) Mg sifirdan farkly bir modil ve G bir
grup olsun. Asagqidaki ifadeler denktir.

(1) MG bir yari-basit RG-modildir.

(2) Mg bir yar-basit modildir, G bir sonlu gruptur ve |G|™" € Endg(M) dir.

Ispat. (2) = (1). M bir yari-basit R-modiil, G bir sonlu grup, |G|™" € Endz(M)
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ve Xro < (MG)gg olsun. Mg yari-basit oldugu i¢in (MG)g de yari-basittir. O
halde, X, (MG)g'nin bir direkt toplananidir. G bir sonlu grup ve |G|~ € Endg(M)
oldugu i¢in \G]_l € Endr(MG)’dir. Boylece, Lemma @den (X)ra, (MG)gre'nin
bir direkt toplananidir. Bu nedenle, M Gg yari-basittir.

(1) = (2). MG bir yari-basit RG—modiil olsun. A(MG) # MG oldugundan
A(MG), (MG)gg'nin bir 6z direkt toplanamdir. Boylece, Lemma ’den G bir
sonlu gruptur. Ng < Mg olsun. Bu durumda (NG)gg < (MG)ge'dir. (MG)ga
yari-basit oldugu i¢in (NG)rg, (MG)ge'nin bir direkt toplanamdir. Béylece, §* =
d € Endpe(MG) i¢in §(MG) = NG'dir.

pr M S NG 2

fonksiyonlarin kompozisyonu olsun. Bu durumda p € Endgr(M)’dir. p(M) C N
oldugu agiktir. Her z € N i¢in y € MG olmak iizere z = 6(y)’dir. Bu durumda

p(2) =emd(0(y)) = emd(y) = em(z) = 2

dir. Bu nedenle, p(M) = N ve p?> = p'dir. Boylece, Ng, Mg'nin bir direkt topla-
nanidir ve My yari-basittir.

Tersine, |G|~ ¢ Endgr(M) oldugunu kabul edelim. O halde, |G|'nin bir p asal
boleni vardir ve p~! ¢ Endr(M)’dir. p: M — M ile tammh R-homomorfizmanin
bire-bir olmadigim1 gostermek gerekir. p : M — M’yi bire-bir kabul edelim. Bu
durumda p~! ¢ Endr(M) oldugu igin pM # M’dir. Mg yari-basit oldugu i¢in X
M’nin bir R—altmodiilii olmak tizere M = pM & X'dir. pX C pM N X oldugundan
pX = 0’dir. Bu nedenle, p : M — M bire-bir degildir. Boylece, M yari-basit
oldugu i¢cin pN = 0 olmak tizere Mg'nin sifirdan farkli bir N direkt toplanam
vardir. |G| N = 0 oldugu icin G = > geq 9 gostermek iizere NG C A(NG)dir.
Ayrica, NG, (NG)pe'nin bir RG-altmodiiliidiir. A(NG)'nin (NG)ge’nin bir esas

altmodiilii oldugunu gostermek gerekmektedir. Bunun igin, ., myg € NG/A(NG)

olsun. Bu durumda 0 # >_ _,m, € N'dir. Boylece, (3_,comg9)G = (3 ,cq my)G,
A(NG)'nin sifirdan farkli bir elemanidir. Bu nedenle, A(NG), (NG)gg'nin bir
esas altmodilidiir. (NG)grg, (MG)ge'nin altmodiilii oldugu igin yari-basittir ve
NG = A(NG)'dir. Boylece,

0=en(A(NG)) =eny(NG) =N
dir. Bu bir celigkidir. Bu durumda |G|™" € Endz(M)dir. &

Sonug 2.5.4 (Kosan, Lee ve Zhou 2014) Teorem M’de M = Rpg olarak alinirsa
sonug¢ genellestirilmis Maschke Teoremidir.
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3. BULGULAR-TARTISMA

Bu béltimde, aksi belirtilmedikge, R degismeli birimli halka, M birimsel (uni-
tary) R—modiil ve G bir sonlu gruptur. Bu boliimiin ilk kisminda, Uc, Ones ve
Alkan (2016) tarafindan tamimlanan, bir R—modill M’yi RG-modil yapmak icin
M ’nin endomorfizma halkas1 Endg(M ) nin yardimiyla R—modiil M tizerinde bir yap1
tanitilmigtir ve boylece bu yapi sayesinde R—modiiller ile RG—modiiller arasindaki
baz iligkiler anlatilmigtir. Oncelikle, M ’nin esas (atik) R-modiil olmas ile esas (atik)
RG-modiil olmas: arasindaki ve Radr M ile RadgraM arasindaki iligki incelenmistir.
Daha sonra, M'nin R-modiil olarak injektif (projektif) olmasi ile RG-modiil olarak
injektif (projektif) olmas1 arasindaki iligki aragtirilmigtir. Ayrica, genellegtirilmisg
Maschke Teoremi icin alternatif oldukga kisa bir ispat verilmistir. Bu boliimiin
ikinci kisminda, yine bu yapi sayesinde, M nin basit R-altmodiilleri ile basit RG—
altmodiilleri arasindaki ve Socg M ile SocrgM arasindaki iligkiler incelenmistir. Son
olarak, Kosan, Lee ve Zhou (2014) tarafindan tanimlanan grup modiilleri kavrami
ile ilgili baz1 modiil teorik sonuglar verilmistir.

3.1. Sonlu Grup Uzerinde Tanimh RG—Modiiller, Maschke Teoremi

Bu altbéliimde, Endg(M)’yi kullanarak bir R—modil M’yi RG—modiil yap-
mak icin bir yapi tanimlanacaktir. Ayrica, bu yapi tizerinden RG-—modiillerin 6zel-
likleri de caligilacaktir.

Tanim 3.1.1 7, G’den Endgr(M)’e bir grup homomorfizmast olsun. Her g € G,
m € M i¢in mg ¢arpima
mg = 7(g)(m).

tle tanwymlanar.

Teorem 3.1.2 M, R halkasi tizerinde tanymly bir modil ve 7, G’den Endgr(M)’e
bir grup homomorfizmasi olsun. M, her g € G, m € M i¢in mg = 7(g)(m) ile
tanimlanan bu carpimla bir RG—modildiir.

Ispat. M bir R—modiil oldugu icin ve her p, = ZgieG TiGis Po = ZgieG’ sig; € RG
ve her m, my, ms € M i¢in M asagidaki sartlar sagladigindan bir RG-modiildiir.

(1) mip, = ml(zgieG Tigi) = Zgiee ri(mig;) = ZgieG’ ri(7(g:)(m1)) € M.
(2)

(m1+ma)p; = (my+ma2)( )] 1igi)

= %Gﬁ(ml +Zm2)gi
= ;GTi(T(gi)(ml +my))
= ;G"”z'(T(gi)(ml))Jr ;Gn(T(gi)(mﬁ)
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= > rilgima) + Y ri(gime)

g9i€G g:€G
= mi( Y rigi) +ma( Y 7ig:)
9i€G g:€G
= myip; + map;.

mi(py +p2) = ma( Y 1igi + Do 8igi)

9i€G g:.€G

= > rilmg)+ X si(migs)

gi€G gi€G

= > ri(r(gi)(m1)) + > si(7(g:) (1))

9i€G 9i€G

= > rilgmma) + X si(gima)

9i€G g:€G

= my Y, rigi+m1 Y, Sig
9i€G 9:€G

= mipy +mip,

(4) Py =2_4eq5i9i'¥i ps = zngG s;g; olarak yazabiliriz. Béylece,

mi(p1pe) = ma(( X2 rigi)( 32 s595))

g9:€G g9;€G

= mi( Y (r8)(9:95))

9i,9;€G

= (Tisj)(T(gjgz‘)(ml))

9i,9;€G

= > (risj)(7(g5)7(g:) (1))

9i,9;€G

= 2 (rs)(7(g)(7(g:)(m1)))

9i,9;€G

= (TiSj)((gj(gz'ml))

9i,9;€G

= (mi( X 1)) (X s;95)

g:;€G g;€G
= (mlﬂl)Pz-

(5) milre = milge = 7(e)my = my.
|

Tanim 3.1.3 Carpimdaki grup homomorfizmast 7, R tuzerinde M i¢in G nin bir
temsili olarak adlandurilir.

Her g € Gicin 7(g) = 1pnag ) ise bir RG-modiiliin yapist R-modiil yapisiyla
aynidir.

Bir RG—modiil M’nin ¢arpimsal yapisini gostermek icin asagidaki ornekler
verilmistir.
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Ornek 3.1.4 R =7, M = Z® 7, G = Cy = {e,a} olsun. M = 7 & Z’in bir
R-modil oldugu aciktar.

(1)

(2)

M ’den M ’ye bir fonksiyon f ve m = (x,y) € M ig¢in
fo M — M, (z,y) — [f(z,y) =8z —4y,2z—3y)

olsun. f € EndgrM oldugu agiktar.

G’den EndrM ye grup homomorfizmasi T, 7(e) = 1 (1, M ’den M ’e ¢zdeslik
doniigiimii) ve 7(a) = f seklinde tanimlansin. T 'nun bir grup homomorfizmasi
oldugunu gostermek gerekir. Oncelikle

T(a)7(e)(m) = (f o 1)(m) = f(m) = 7(a)(m) = 7(ae)(m)

esitligi saglamir. Her m = (x,y) € M, g1 = a, g2 = a € Cy igin

7(aa)(m) = 7(a)7(a)(m)

oldugu da gosterilmelidir.

T(a)r(a)(m) = (fo f)(m)
= f(f((z,9)))
= f(3x — 4y, 2z — 3y)

= (z,9)
= 7(e)(m)

= 7(aa)(m).

oldugu igin T bir grup homomorfizmasidir. O halde, Teorem [3.1.3’den M bir
RG-modildir. Her m = (z,y) € M i¢in

ma = 7(a)(m) = f(m) = (3v — 4y, 2z — 3y)
dar.
M ’den M ’ye bir fonksiyon f ve m = (z,y) € M ig¢in
fo M — M, (ry) — flr,y)=(z,-y)

olsun. f € EndrM oldugu aciktar.

G’den EndrM 'ye grup homomorfizmasy 7, 7(e) = 1 (1, M ’den M ’e ézdeslik
dondigimii) ve T(a) = f seklinde tanymlansin. T’'nun bir grup homomorfizmas
oldugunu gostermek gerekir. Oncelikle

7(a)7(e)(m) = (f o 1)(m) = f(m) = 7(a)(m) = 7(ae)(m)
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egitligi saglanmr. Her m = (x,y) € M, g1 = a, go = a € Cy i¢in

7(aa)(m) = 7(a)7(a)(m)

oldugu da gostermek gerekir.

T(a)r(a)(m) = f
f

oldugu i¢in T bir grup homomorfizmasidir. T bir grup homomorfizmast oldugu
i¢in Teorem|[3.1.9'den M bir RG-modildir. Her m = (z,y) € M i¢in

dir.

Dikkat edilirse, yukaridaki orneklerde goriildiigii iizere tanimlanan carpimla
bir R—modiil M iki farkli sekilde RG-—modiil yapildi.

M’nin R-modiil yapist ile RG-modil yapisi bir ¢ok farkli ozelliklere sahip-
tir. Bir sonraki ¢rnekte, bir RG—modiil M nin altmodili N, RG—altmodiil olarak
ayrigamaz modiilken R-altmodiil olarak ayrigabilir modiildiir.

Ornek 3.1.5 R=C, M =C&C, G = Dy = (a,b:a* =0 =e, b lab=a"")
olsun. M ’den M "ye iki farkly fonksiyon fi, fo

fl: M — M7 (x7y> — f1($,y):(_y,l‘)
f2: M — M7 (.T,y) — fg(l’,y):(ﬂi,—y)

olsun. fi, fo € EndgM oldugu agiktir.

G’den EndgrM ‘e bir fonksiyon T, 7(e) = 1 (1, M den M e ézdeslik doniigimii),
7(a) = fi ve 7(b) = fy seklinde tanimlansin. 7’'nun bir grup homomorfizmas
oldugunu gostermek gerekir. Oncelikle

7(a)T(e)(m) = (fro1)(m) = fi(m) = 7(a)(m) =T
F(B)r(e)m) = (f201)(m) = fo(m) = 7(8)(m) = 7(be)(m)

esitlikleri saglamir. Ayrica, her m = (z,y) € M, g1 = a"b', go = a2V’ € Dy,
1<4,5 <3, i¢in

7(g192)(m) = 7(a" V" a™b”)(m) = 7(g1)7(g2) (m)
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oldugu gdsterilmelidir. Bunun i¢in 7(ab)(m) = 7(a)7(b)(m) oldugunu gdstermek ye-
terli olacaktur.

T(a)r(b)(m) = fi(f2(m))
7(a)(T(b)(z,y))
= 7(a)(—y,x)
(—yi, —x1)

(2, y)(ab)

= 71(ab)(m)

oldugundan T bir grup homomorfizmasidir. Ayrica, her m = (x,y) € M i¢in

ma = ($7y>a:f1($ay):(_yax)7 (l’,y)G,z:(—.’ﬂ, —Y),
(.%, y)a3 = (ya —.1'), mb = (ZC, y)b =
(z,y)ba = (y, ), (z, y)ba® = (
(ZE, y>ba3 = (_y7 _I)

olarak elde edilir. RG ayrisabilir halka oldugu i¢cin M de bir ayrisabilir RG—modiildiir.
M nin bir 6z altmodilii N varsa ve N # M ise dimg N = 1’dir. Bu durumda
(o, B) € M igin N = R(a, B) 'dir ve bu sebeple

(aaﬁ)a = fl(ajﬁ) = (_570‘)
(aaﬂ)b = f2(a>ﬁ) = (057 _ﬁ)

elde edilir. N, M ’nin bir RG—altmodili oldugu i¢in (o, ), (=B, ), (a,—p) €
Ndir. Ayrica, (o, 8)+ (o, —B) = (2a,0) € N ve 0 # r; € RG i¢in (2c,0) =
(cv, B)ry ’dir. Bu sebeple, = 0’dwr. Buna ek olarak, (o, 5)— (o, =) = (0,28) € N wve
0 # 1y € RG igin (0,20) = ro«, 8) 'dir. Bu sebeple a = 0°dur. Yani, « = = 0’dr.
Dolayisiyla, N = {0} dur ve M basit RG—modildir. Bu durumda M bir devirli RG -
modildir (m € M, RGm = M ). Fakat, dimg M = 2’dir ve M 'nin R-altmodiilleri
vardar.

RG-modiill M’nin her RG—altmodiiliiniin R—altmodiil oldugu agiktir; fakat
genel olarak bunun tersi dogru degildir. G’den Endg(M)’e bir grup homomorfizmasi
7 i¢in 7(G) C Endgr(M) dir.

Tanim 3.1.6 M bir RG-modil ve N, M nin R—altmodili olmak tzere, her f €
7(Q) i¢in f(N) C N ise N ’ye T—tam degismez altmodil denir.

Lemma 3.1.7 N bir RG-modil M 'nin R-altmodiilii olmak iizere G(N) =3 . Ng,
N “yi iceren minimal RG—altmoduldir.

Ispat. G(N)nin bir RG-altmodiil oldugu aciktir. G(N)nin N’yi iceren minimal
RG—-altmodiil oldugu gosterilmelidir. Ny, N C N; C G(N) kogulunu saglayan bir
RG-altmodil olsun. Ny, N yi iceren bir RG-altmodiil oldugu icin, n € N olmak
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tizere her g € GG i¢in ng € N;’dir. Bu yiizden, N; = G(N) olmak zorundadir. 1

Lemma 3.1.8 N bir RG-modiil M ’nin maksimal R—altmodiili ise G(N) = N veya
G(N) = M ’dir. Ayrica, N, T—tam degismez altmodiil ise G(N) = N ’dir. N, T—tam
degismez altmodil degilse G(N) = M ’dir.

Ispat. N C G(N) € M oldugu agiktir. N, 7-tam degismez altmodiil ise her f €
7(G) igin f(N) C N’dir. Boylece, her g € G igin Ng C N ve G(N) = N’dir. Ayrica,
N, 7-tam degismez altmodiil degilse N maksimal oldugu i¢in G(N) = M’dir. §

Teorem 3.1.9 M sonlu tiretilmis RG-modil ve N, M ‘nin tek maksimal R—altmodui-
[t olsun. N, T—tam degismez altmodil degilse M devirli RG—-modiildiir.

Ispat. N, 7-tam degismez altmodiil olmadig1 icin N # G(N) ve G(N) = M'dir.
Boylece ng € G(N), ng ¢ N olacak sekilde g € G, n € N vardir. Bu nedenle,
ngRG, M’nin RG-altmodilidiir ve N, ngRG’yi igermez. Ayrica, ngRG, M ’nin R—
altmodiiliidiir. N, M’nin tek maksimal R-altmodiilii oldugu i¢in ng RG = M’dir. &

Lemma 3.1.10 M bir RG-modil olsun. N, M 'nin esas R—altmodiilii ise G(N),
M 'nin esas RG—altmoduliidir.

Ispat. L, G(N) N L = 0 olacak sekilde M’nin RG-altmodiilii olsun. N, M’nin
biiyiik R-altmodiilii oldugu i¢cin N N L = 0’dir. Boylece, L = 0’dir. Bu nedenle,
G(N), M’nin esas RG—altmodiiliidiir. u

Lemma 3.1.11 7, G’den End(M)’e bir grup homomorfizasy olsun. N, M 'nin atik
R—altmodili ise Ng = 7(g)(N), M 'nin atik R—altmodilidir.

Ispat. L, M'nin RG-altmodiilii olsun. L+7(g)(N) = M oldugunu kabul edelim. O
halde, N, M'nin atik R-altmodiilii oldugu icin (7(g))~*(L) + N = M dir. Boylece,
M = (7(g))""(L)dir. Bu L = M demektir ve Ng, M'nin atik R-altmodiiltdiir. §

Lemma 3.1.12 M sonlu tretilmis RG-modiil olsun. N, M 'nin atik R—altmodili ise
G(N), M 'nin atik RG—altmodilidiir.

Ispat. G(N) = M oldugunu kabul edilirse G = {e, g1, ..., g& } icin

G(N)=> Ng=Ne+Ngi+..+Ng. =M

geG

sonucu elde edelir. N, M'nin atik R-altmodiili oldugu i¢in Ng; + ... + Ngp = M
dir. O halde, Lemma [3.1.11fden Ng;, M’ nin kii¢iik R-altmodiiliidiir ve Ngo + ... +
Ng; = M’dir. Boyle devam edilirse Ngi_1, M nin atik R-altmodiili oldugu icin
Ng, = M’dir. Bu bir ¢eligkidir ve G(N) # M dir.

Diger yandan, G(N) = N + Ng; + ... + Ng,, M’nin atik R-altmodiillerinin
homomorf goriintiilerinin toplami oldugu igin G(N), M nin atik R—altmodiilidiir. L,
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G(N)+L = M olacak sekilde M’nin RG—altmodiilii olsun. L M’'nin R-altmodiilii de
oldugu i¢in G(N) + L = M’dir. Boylece, L = M’dir ve G(N), M’nin atik RG—
altmoduludur. §

Teorem 3.1.13 M bir RG—modil olmak tizere Radg M, M 'nin bir RG—altmodili-
dur ve RadgM C RadgrgM ’dir.

ispat. Radr M, M’nin atik R-altmodiillerinin toplamidir ve RadrM, M’nin tam
degismez R-altmodilidiir. Bu yiizden, (G)(RadgM) C RadpM’dir ve RadpM
M’nin RG—altmodiiliidiir. Ayrica, Lemma [3.1.12]den

RadgM = Y NC Y G(N)C RadraM.

N<<pM N<<paM

elde edilir. Bu nedenle, Radr M C RadgrgM dir. g

Lemma 3.1.14 M bir serbest RG-modil ve H, G’nin bir altgrubu olsun. Bu du-
rumda M bir serbest RH-moduldir ve serbest R—modiildur.

Ispat. S = {m; : i € I}, M’nin bir RG baz ve m € M olsun. Bu durumda
m, S bazi ile sonlu toplam olarak tek sekilde yazilabilir ve m = )., rym; icin
ri = Y geq9iTe € RG. T ={y; 1 y; € G, j € J} G'de H'nin bir sag transversali
olsun. Bu durumda her 7 icin j € J vardir; oyle ki g; € Hy; dir. Boylece, hj; € H icin
gi = hyy; dir. O halde, 73, = ry, olmak tizere r; = ZhﬂeT hjirn;,y; dir ve m, RH nin
elemanlarmm bir lineer kombinasyonu olarak yazilirsa m = 2, 7 hjirn,, (y;m;) dir.
Boylece, yeni S' = {y;m; :i € I, j € J} kiimesi elde edilir.

S’ kiimesinin lineer bagimsiz oldugu gosterilmelidir. Baz1 i € I, j € J icin
rji € RH olmak iizere ), ;. ;(y;m;)rj; = 0 oldugu kabul edilirse S, M’nin bir
RG-baz1 ve y;r;; € RG oldugundan her i € I, j € J i¢in (y;7;;) = 0’dir. Buradan
ri; =0 ve S = {y;m; : i € I,j € J}'nin lineer bagimsiz oldugu goriliir. Boylece, M
bir serbest RH-modiildiir.

Ozel olarak, H = {e} icin M bir serbest R {e}-modiildiir. Dolayisiyla, M bir
serbest R—modildir. g

Lemma [3.1.14]iin tersi genel olarak dogru degildir.

Teorem 3.1.15 M bir RG-modiil, G sonlu bir grup ve |G|, R de terslenebilir olsun.
O halde, M bir projektif R—modildir ancak ve ancak M bir projektif RG-moduldiir.

ispat. M bir projektif R—modiil olsun. Bu durumda A ve B, RG—modiiller ve « ve
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B, RG-homomorfizmalar olmak iizere asagidaki diagram var olsun.

M
iﬁ

A — B — 0

A ve B'nin R—modiiller ve a ve f'nin R—homomorfizmalar oldugu aciktir. M’den
A’ya bir R—homomorfizma ¢ vardir ve § = a’dir. M’den A’ya her m € M icin
©’yi g0yle tanimlansin:

1 1
?(m) = 1z > plmg)g™

geG

@’niin bir R—~homomorfizma oldugu agiktir. Her m € M, h € G igin

plmh) = =3 plmhg)g™

dir. Bu nedenle, ¢ bir RG-homomorfizmadir. Ayrica,

_ 1 1
ap(m) = &(@gezaw(mg)g )

- > alp(mg)g™)

Gl 2=
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dir. Bundan dolay1, ¢ istenen RG—homomorfizmadir ve M projektif RG-modiildiir.

Tersine, M bir projektif RG—modiil olsun. Bu durumda F = M & N olacak
sekilde bir serbest RG-modiil F' ve bir RG—modil N vardir. Lemma [3.1.14/den, F
serbest R—modiildiir ve M bir projektif R—modiildiir. g

Teorem 3.1.16 M sonlu tretilmis projektif R—modil olsun. RB ayrisamaz RB—
modil ve RA halka olarak @)_, R’ye (n = |A|) izomorf olacak sekilde G 'nin A, B
altgruplar: i¢in G = AB seklinde G 'nin bir ayrisime varsa M serbest R—moduildir.

ispat. Eger M projektif R—modiil ise M projektif RG-modiildiir. Béylece bir pozitif
tamsaylr m ve RG-modil N i¢in &, RG' = M @ N dir.

Hipoteze gore RA, halka olarak @7 R ’ye izomorftur. RG = R(AB) =
(RA)B’dir (Karpilovsky 1987). Boylece, RG halka olarak @ ;RB’ye izomorftur.
Sonug olarak, K = &', (&' ;RB) = M & N elde edilir. Bu nedenle, M Krull-
Schmidt Teoremi'nden K'nin sonlu sayida ayrigamaz RB-altmodiillerinin direkt
toplamina izomorftur. Diger yandan, RB ayrisamaz RB-modil oldugu i¢in M,
RB’lerin direkt toplamina izomorftur. Bu nedenle, M serbest RB-modiildiir ve
Lemma [3.1.14den M serbest R—modiildiir. &

Teorem 3.1.17 M bir RG-modil, G bir sonlu grup ve |G| R’de terslenebilir olsun.
M injektif R—moduldir ancak ve ancak M injektif RG-moduldiir.

ispat. M bir injektif R—modiil olsun. I, RG'nin bir ideali, a bir RG-homomorfizma,
¢ bir RG-igerme fonksiyonu olsun. O halde, I ve RG, R-modildir; o bir R-
homomorfizmadir ve ¢ bir R-igerme fonksiyonudur. M bir injektif R—modiil oldugu
i¢in i = « olacak gekilde agagidaki degismeli diagrami saglayan RG—homomorfizma
@ vardir.

M
RN

0 — I — RG

m € M i¢in RG’den M’e ¢(m) =

a1 2gec P(Mmg) g~ ! fonksiyonu ele almirsa

©'nin bir RG-homomorfizma oldugu Teorem [3.1.15[in ispatinda gosterilmistir. Ayrica,

pi(m) = ¢(m)
= |%Zw(mg)g‘l

gelG

- ﬁzw@(mg))g—l

geG
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= é > a(mg)g™

gelG

= 1 2 almag™)

geG

1

= @ gezca(m)
1

= @|G|0¢(m)

= a(m).

dir. Boylece, ¢ istenen RG-homomorfizmadir ve M bir injektif RG-modiildiir.

Tersine, M injektif RG—modiil olsun. I, R'nin bir ideali, f bir R—homomorfiz-
ma ve ¢, R—-igerim fonksiyonu olmak tizere agagidaki sekilde yazilsin.

M
Tf

0O — I — R

Diger yandan /G, RG’nin bir idealidir ve f fonksiyonu agagidaki sekilde tanimlansim:

FOQ reg) =Y frg)g.

geG geG

f 'nin RG-homomorfizmadir; ciinkii ry € I igin

f(zrggh) = Zf(rg)gh

geG geG

= (D flryg)h

geG

= f(z ng)h

geG
dir.

M injektif RG-modiil oldugu igin m € M i¢in f(deG rg9) = M3 e Te9)-
dir. Ayrica, = € I, ze € IG dir. Béylece, f(ze) = f(z)e’dir ve

f(ze) = mze = mex = mx = f(x)e = f(x)

dir. Bu nedenle, R’den M’e istenen R—homomorfizma g, g(r) = mr (r € R) seklinde
tanimlanir. Boylece, M injektif R—modildiir. §
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Teorem 3.1.18 (Genellestirilmis Maschke Teoremi) R bir degismeli halka, G bir
sonlu grup ve |G|, R’de terslenebilir olmak tizere RG yari-basittir ancak ve ancak R
yari-basittir.

ispat. RG yari-basit, G bir sonlu grup ve G'nin mertebesi |G|, R’de terslenebilir
olsun. Her R—modil M, her g € G igin 7 : G — Endgr(M), g — 1 tanmu ile bir
RG-modildiir. Teorem [3.1.177den her injektif RG-modiil M bir injektif R-modiil
oldugu i¢in R tizerinde tanimli her sag modiil injektif olur. Boylece, R yari-basittir.

Diger taraftan, R yari-basit, G bir sonlu grup ve |G|, R’de terslenebilir olsun.
Her RG-modiil M bir R—modiildiir. R yaribasit oldugu icin M injektif R—modiildiir.
Teorem [3.1.17]den her injektif R-modiil M injektif RG-modiildir. Bu nedenle RG
tizerinde tanimli her modiil injektiftir. Boylece, RG yari-basittir. B

3.2. Sonlu Grup Uzerinde Tanimli RG—Modiillerin Sokulu

Altbéliim [3.1]de, G bir sonlu grup olmak tizere Endg(M)’yi kullanarak bir
R-modill M’yi RG-modil yapmak icin gerekli yapi tanitilmistir ve RadrM ile
RadpeM arasindaki iligki incelenmigtir. Bu altboliimde, bu yap1 sayesinde M 'nin
sokulu hem R-modiil hem de RG—modiil olarak incelenmistir; Socg M ve Socra M
arasindaki iligkiler aragtirilmigtar.

M bir RG—modiil olsun. R yari-basit halka ve G’nin mertebesi R halkasinin
terslenebilir bir elemani ise genellestirilmis Maschke Teoremi geregi RG de yari-
basit bir halkadir. Bu yiizden, her RG-modil hem R-modiil hem RG-modiil olarak
yari-basittir ve M = SocgM = SocrsM’dir. Bu sonuglar iizerinden ve bu bakig
agisiyla diigiiniilecek olunursa genel olarak hangi kosullarda Socg M 'nin SocrgM’ye
esit oldugu (Socg M = Socre M) sorusunu sormak dogaldir. Diger yandan, asagidaki
Ornek bir RG-modiil M nin basit RG—altmodiillerinin basit R—modiil olmak
zorunda olmadigimi gosterir.

Ornek 3.2.1 R=C, M =C&®C ve G=Qs = (a,b:a*=e,a?=b2b"tab=a"?)
olmak tzere fi, fo asaqidaki gibi verilsin. m = (x,y) € M i¢in

fl: M — Mv (ﬂf,y) — f1($,y):($i,—yi).
f2: M — M: (I,y) — fg(x,y):(—y,x).

olsun. f1, fo € EndgM oldugu agiktor.

G’den EndrM’et, m(e) =1 (1, M ’den M e 6zdeslik doniisimi) ve T(a) = fi
ve 7(b) = [f2 ile tanmumlansin. T ’nun bir grup homomorfizmas: oldugunu gostermek
gerekir. Oncelikle

T(a)T(e)(m) = (f101)(m) = fi(m)
T(b)T(e)(m) = (f201)(m) = fo(m) =
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esitlikleri saglamr. Ayrica, her m = (xz,y) € M, g1 = a"b’', go = ab’? € D,
1<4,5 <2 ¢in

7(g192)(m) = 7(a" V" a™b”)(m) = 7(g1)7(g2) (m)

oldugunu gdsterilmelidir. Bunun i¢in 7(ab)(m) = 7(a)7(b)(m) oldujunu gostermek
yeterli olacaktur.

T(a)(b)(m) = fi(f2(m))
= 7(a)(T(b)(z,y))
= 7(a)(—y, )
= (—yi,—x1)
= (z,y)(ab)
= 71(ab)(m)

Boylece, T 'nun bir grup homomorfizmasidir. Her m = (x,y) € M igin

ma = (x,y)a = fl(xay) - (ZL’Z, —yl), (x,y)a2 = (_'T7 _y)>
(z,y)a’ = (=i, yi), mb = (z,y)b =

(l’, y)ab = (yl7 $Z>7 (LE, y)a2b = <y7 —Z),
(l‘, y)agb = (_yia —ZEZ)

elde edilir. Bu nedenle, M bir RG—moduldir. Ayrica, RG halkast tizerinde M bir
yari-basit moduldir; ¢unkiu RG bir yari-basit halkadir. RG halkasi uzerinde M 'nin
bir basit modil oldugunu gostermek gerekir.

M nin RG halkasi tizerinde basit bir modil olmadige kabul edilsin. O halde,
M 'nin bir oz RG-altmodilu vardwr. Bu RG-modul N ile gosterilsin. N, M 'nin
bir RG—altmoduli oldugu i¢in ayni zamanda bir R-altmodiliudir. dimgp N = 2 ise
M = N olur. Bu mumkiun degildir. Boylece dimgr N < 1°dir. dimg N = 1 ise
N = {(a,f)r | o, 5 € R, € R} yazlabilir. N, M 'nin RG-altmodili oldugu i¢in
asagidaki ifadeler dogrudur.

(0575)61 = fl(OQﬂ) - (O‘i7 _62)
(Oé,ﬁ)b = f2<a75) = (_67a)'

Boéylece, (o, B), (i, —pi), (=5, «) € N’dir. Buna ek olarak, (i, —fi)i = (—a, B) €
N ve (i, —pi)(—1) = (o, —3) € N 'dir.

a # 0 ise (a, )+ (o, —B) = (2a,0) € N'dir ve 0 # r; € R i¢in (2c,0) =
(cv, B)ry °dir. Bu nedenle, = 0’dwr. Bu durumda (c,0)b = (0,) € N ve o = 0’dar.

a =0 ise (0,5)b = (5,0) € N ve 8 = 0’dwr. Boylece, « = = 0 sonucuna
ulagilur. Dolayisiyla, N = {0} dwr ve RG halkasi tizerinde M bir basit modildir.
Diger taraftan, dimg M = 2’dir. Béylece, M 'nin R halkast tizerinde tanimily 6z alt-
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modullerinin var oldugu anlasilir. Bu nedenle, R halkast tizerinde M bir basit modiil
degildur.

Lemma 3.2.2 M, RG halkas: tizerinde bir modul olsun. SocgM, M 'nin bir RG-
altmodultdir.

Ispat. Socg M, Endg(M)nin bir R-altmodiiliidiir. Dolayisiyla M nin tam degismez
R-altmodiiliidiir. Bu nedenle, 7(g)(m) = gm esitliginden her g € G igin (SocgM)g =
7(g)(SockM) C SocgM ’dir ve G(SocgM) = SocgrM’dir. Boylece Socg M, M’nin
bir RG—-altmoduludiir. g

Lemma 3.2.3 M, RG halkas: tizerinde bir modil olsun. M 'nin SocgM < B we
SocraM < B olacak sekilde bir RG—altmodiili B vardar.

Ispat. SocgM, M nin tiim esas R-altmodiillerinin kesigimi oldugu icin ¢ € [ ve I,
M’nin tiim esas R—altmodiilleri i¢in bir indeks ve N; <, M olmak iizere SocgM =
N ~,<.n Ni'dir. Benzer sekilde, Socpe M M’nin tim esas RG-altmodllerinin kesigimi
oldugu icin j € J ve J, M’nin tiim esas RG-altmodiilleri icin bir indeks ve L; <.
M olmak iizere SocreM = (1 < Lj'dir. B = [(y,< 3 G(N;) (M'nin tim R-
altmodiilleri N; icin) olarak alalm. G(N;), i € I olmak iizere, M’nin bir RG-
altmodtlidiir; ¢linkii n € N;, g,h € G, r € R igin ng € N;G, rh € RG ve (ng)rh =
(rn)gh € G(N;)dir. Bu yiizden, B M’'nin RG-altmodiillerinin kesigimi oldugu
icin M’nin bir RG-altmodilidiir. Boylece, M’'nin bir R-altmodiiliidiir. Ayrica,
N;, M’nin bir esas R-altmodiilii oldugu i¢in Lemma [3.1.10[dan G(N;), M nin bir
esas RG-altmodiiliidiir. Lemma [3.1.7/den G(N;) N;’yi igeren minimal RG-altmodiil

oldugu i¢in

Ni<eM Ni<eM

ve

SocraM = ﬂ L; < ﬂ G(N:)

Li<eM Ni<cM

dir. Bu nedenle, B = [y . ,, G(N;) hem SocgM ve hem SocrgM igin bir {ist
sinirdir.

Bir sonraki ¢rnekte goriilecegi iizere RG—modiil M nin basit R—altmodiili S
icin G(.S), M’nin bir RG—altmodiilii degildir. Ayrica, RG-modiil M nin bir basit R—
altmodiili S igin G(S)nin M’nin basit RG—altmodiilii oldugu durumlar da vardir.

Ornek 3.2.4 R = Z3 ve G = Cy = (a:a? = e) olmak iizere RG = Z3Cy grup

halkasine ele alalim. Maschke Teoremi geregi, |Ca| < oo ve Zs cisminin karakteri

3 grubun mertebesi |Cy| = 2’ye bélimmedigi i¢in Zs3Co yari-basittir. ZsCy yari-basit

oldugu i¢in Artin-Weddernburn Teoremi’'ne gore bir tek ayrisimi vardwr. Bu durumda

|Cy| = 2 oldugu i¢in R-modiil olarak Z3Cy ~ Z3 & Zs dir. Burada Zs, Z3Cy nin bir
43



BULGULAR-TARTISMA Mehmet UC

basit R—altmoduliidiir. Ayrica, RG-modiil olarak Z3Cy ~ ZgCg(%)GBZgCQ(%) “dir.

Burada Z;;C’Q(l;r—“) ve ZsCs( 1;“) ZsC5 'nin basit RG—altmodulleridir.

Regiiler RG—modiil M = ZsCs ve M 'nin basit R—modili S = Zs dustntlecek
olursa G(S) bir RG-modildiir; fakat G(S) = Z3Cy = M yukaridaki agiklamalardan
anlasilacagr tizere bir basit RG—modil degildir.

M, RG halkas: tizerinde tanimli bir modiil olsun. M’ nin sifirdan farkli bir
basit R—altmodiilii T" i¢in G(7") 'nin sifirdan farkh oldugu aciktir. .S, M’nin bir RG—
altmodiilii ve basit R-altmodiilii ise her RG-altmodiil bir R-altmodiil oldugu icin
S, M’nin basit RG—altmodiliidiir. Ayrica, S, M’ nin basit R-altmodiilii ise G(.5),
M’nin bir yari-basit RG—altmodiiliidiir.

Teorem 3.2.5 M bir RG-modil ve S, M 'nin bir basit R—altmodili olsun. Eger S,
G(S) nin bir esas basit R—altmodili ise G(S), M 'nin bir basit RG—altmodilidir.

Ispat. D # {0}, G(S)'nin bir RG-altmodiilii olsun. Bu durumda D, G(S)'nin bir
R—-altmodiiliidiir ve hipotez geregi DNS = S sonucunu elde edilir. Bu ytizden, S <
D’dir. Béylece, G(S) = D’dir. 1

Asagida ifade edilen sonuglar ile bir basit R—altmodiilden basit RG—altmodii-
liin nasil elde edildigi iizerine odaklanarak Socg M ve SocrgM arasindaki diger bazi
iligkiler verilecektir.

Lemma 3.2.6 M bir RG-modul ve S, M nin T—tam degismez basit R—altmodili ol-
sun. Bu durumda S, M nin basit RG—altmodulidir.

Ispat. S, M’nin bir 7—tam degismez R-altmodiilii oldugu icin M’nin bir RG-
altmodiiliidiir. Ayrica S, M nin basit R—altmodiiliidiir. Bu durumda her RG-altmo-
dil bir R—modil oldugu i¢in S, M’nin basit RG-altmodiiliidiir. &

Sonug 3.2.7 M bir RG-modil ve M 'nin her basit R—altmodilu T—-tam degismez
ise SocrM C SocraM ’dir.

Ispat. Socg M M’nin tiim R-altmodiillerinin toplamidir ve Lemma ’dan

SocrM ={Y_Si|Si C M} C{> T, | T, € M} = SocpeM

el i€l

dir. Burada {S; |i € I} M’nin tiim R-altmodiilleridir ve {7} | ¢ € I}, M’nin tiim
RG—-altmodilleridir. g

Teorem 3.2.8 M bir RG-modil olmak tizere M 'nin hi¢bir basit R—altmodiili bir-
birine izomorf degil ise SocrM C SocraM “dir.

Ispat. SocgM, M'nin tiim basit R-altmodiillerinin toplamidir. I, M’nin tiim basit
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R—altmodiilleri i¢in bir indeks, ¢ € I i¢in S;, M nin bir basit R—-altmodiili ve J =
{K : K ~ S5;} olsun. Kabul geregi, J = {S;}'dir. 7, G = {e, g1, ..., gx } olmak iizere,
G’den Endr(M)’e bir grup homomorfizmasi ise tiim ¢ € I ve 1 < j < k icin S,;9; =
7(g;)S; € J veya 0’dir. Bu durumda her ¢ € I icin S; bir RG-altmodiildiir. Béylece
her ¢ € I i¢in \5; bir basit RG—altmodiildiir. Bu nedenle, Socg M C SocrgM’dir. &

3.3. Grup Modiillerin Altmodiill Karakterizasyonu ve Grup Modiillerin
Altmodiillerine Ayrigimi

Bu altbolimde, Kogan, Lee ve Zhou (2014)'nun literatiire kazandirdiklar
grup modiil tizerine ¢alisilmigtir. Grup modiiliin béliim modiili ve alakali modiiliin
boliim modiili arasindaki iligki, grup modiillerin altmodiillerinin baz ozellikleri ve
grup modiillerin altmodiillere ayrigimi tizerine yeni sonuclar verilmistir. Ayrica, grup
halkar1 teorisinde 6nemli bir yer tutan augmentasyon fonksiyon ve augmentasyon
idealin grup modiiller i¢in karsiliklari, bunlar sayesinde elde edilen bazi1 kavramlar
ve teoriler grup modiillere genisletilerek kullanilmig ve ispatlanmigtir.

Teorem 3.3.1 G bir sonlu grup, M, R halkasi tizerinde tanimiy bir modil ve N,
M 'nin bir R—altmodili olsun. NG, MG nin bir RG—-altmodulidir. Ayrica, RG—
modiiller olarak MG /NG ~ (M/N)G "dir.

ispat. Oncelikle, NG’nin MG'nin bir RG-altmodiilii oldugu gosterilecektir. Bu-
nun icin her r € R, her h € G ve n = deGngg € NG i¢in nr € NG ve
nh € NG oldugunu gostermek yeterlidir. MG’deki skalar carpim tanimi geregi
nr = (Y geq 9" = D_yeq(ngr)g’dir. N, M'nin R-altmodiilii oldugu i¢in n,r € N,
> gec(ngr)g € NG'dir. Ayrica, nh = (3 cqngg)h = > hcqngngh € NG'dir. Bu
yiizden, NG, M G’nin bir RG—-altmodiiliidiir.

MG’den (M/N)G’ye bir 6 fonksiyonu agagidaki sekilde tanimlansin.
: MG — (M/N)G, hZGahh — 0(> aph) = > (an + N)h.
€

heG heG

Her a =3}, canh, B =73 ,ccbnh € MG ve her r € R, g € G icin

Oa+8) = > (an+by+N)h

heG

= > (an+N)h+Y (b + N)h
heG heG

= 0(a)+0(p).

O(ar) = Z(ahr + N)h

heG

= O _(an+ N)h)r

heG
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= f(a)r

0(ag) = 0(0_anh)g)
= G(Z anghg)

hgeG

= O _(an+ N)h)g

heG
= f(o)g.

esitlikleri saglandig i¢in 6 bir RG-homomorfizmadir. Her ), _.(ap+N)h € (M/N)G
i¢in (3, cqanh) = > ,cq(an + N)h olacak sekilde Y, - aph € MG oldugu igin 6
bir RG—epimorfizmadir. Ayrica,

Cek 0 ={a=> ayh € MG|6(a) =0(> ayh)=> (an+N)h =Y Nh}

he@ heG heG heG

dir. O halde, her h € H i¢in a, € N ve ), anh € NG'dir. Boylece, Cek 6 =
NG’dir. Modiiller i¢in Birinci Izomorfizma Teoremi geregi MG /NG ~ (M/N)G’dir. §

Lemma 3.3.2 L, MG nin bir RG-altmodiilii ve m,, € M, g; € G olmak tizere
Ly={meM:3x € L,.x=me+ pu,pu€ MG}, M nin bir R—altmodilidir. Ayrica,
Mg, g1 + Mg, g2 + ... + mg,g: € L’dir ancak ve ancak her g; € G, 1 < i < t i¢in
mg, € L dir.

ispat. Oncelikle, her m € Ly icin Ly, nin tanim geregi m € M ve Ly, C Mdir.
Ayrica, her my, my € Ly igin dxy € L, 1 = me + g € MG ve Jxy € L,
Ty = mae + iy Ve My, Mo € Ly, p4q, piy € MG'dir. Bu nedenle,

r = I+ 2o

mie + py + mae + [y
= (m1+ma)e+ (g +ma)

elde edilir. Burada my; + mgy € M ve (uy + py) € MG ve Ly/nin tanimi geregi
mi1 + mo € Ly, dir.

Her r € R ve her m € Ly, igin dv € L, x = me + p, p € MG'dir. Buradan

xr = (me+ p)r

= mre—+ ur

egitligi elde edilir. M bir R—modil oldugu i¢in mr € M ve p € MG oldugu igin
ur € MG'dir. Ly/nin tamimi geregi mr € Ly, olur. Boylece, Ly, M’nin bir R—
altmodiludir.
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Ayrica, her g, € G, 1 < ¢ <t igin my, € Ly ise Ly/nin tanimi geregi
Mg g1 + Mg, g2 + ... + Mg, gr € L'dir. mg, g1 + mg,g2 + ... + mg,g¢ € L ise L, MG'nin
bir RG—altmodiilii oldugu i¢in agsagidaki esitlik gegerlidir.

(Mg g1 + oo + Mg g)g1 " = Mg 9197 + Mgy gogi * + oo 4 Mg geg7 "
Mg, € + m92g2gf1 + ...+ mgtgtgfl e L.

Mgy Gagy " + ... + My g:g7 " € MG oldugu icin ve Ly 'nin tanim geregi m,, € Ly, dir.
Benzer sekilde, ¢g; € G, 1 <1 <t i¢in agagidaki esitlik gegerlidir:

(mglgl T+ Mg mgtgt)g;1 = m91919;1 + mg2g2g;1 + .
g, 6ig; '+ e+ Mg, gig;
= Mmgc + mglglgi_l +

m92929;1 + ot mgtgtg;1

m91glgi_1 + mngQ.gz‘_l + "‘mgi—1gi—lgi_—11 + mgi+1gi+lgi_—11 + "‘mgtgtgi_l € MG Oldugu
icin ve Ly 'nin tamimi geregi m,, € Ly dir. Benzer sekilde devam edilirse G' sonlu
bir grup oldugundan 1 <+ <t icin m,, € L elde edilir. 1

Teorem 3.3.3 M bir R—modil ve N, M 'nin bir R—altmodiili ise NGy = N ’dir.

ispat. Tamm geregi, NGy = {m € M : 3z € NG,z =me+ p,up € MG} dir. x =
me + p, p € MG olacak sekilde x € NG olsun. m € NG,/ 'dir. NG’nin tanimi
geregi m € N'dir ve NGj; C N’dir. Her m € N i¢in x = me + u ve p € MG ise
NG'nin tanim geregi p € NG ve x = me + p € NG'dir. Dolayisiyla, m € NGy ve
N C NGy, 'dir. Boylece, NGy, = N'dir. 1

Teorem 3.3.4 M bir R—modiil olmak tizere Ny ve Ny, M ‘nin R—altmodiilleri olsun.
Bu durumda NG + NoG = MG dir ancak ve ancak Ny + Ny = M “dir.

ispat. N; ve No, M’nin R-altmodiilleri olmak iizere N1G + NoG = MG olsun.
Herhangi bir m € M elemani i¢in me € MG'dir. N1G + NoG = MG oldugunundan
kg € N1 veng, € Nyigin 3. kg gi € NG ve ) congg; € NoG olmak lizere
me = ZgieG kg, gi + ZgjeG ng;g; yazabiliriz. Bu esitlikten dolay1 bazi 7, j i¢in g; =
g; = e ve me = kge+nge = (kg + ng)e’dir. O halde, m = k,, + n,,'dir ve
Ny + Ny = M’dir.

Tersine, Ny + Ny = M olsun. a = deG mgg, MG'nin herhangi bir elemani

olsun. Her g € G igin ny € Ny ve n; € Ny olmak tzere my = ny + n; yazilabilir.
Boylece,

o = Z(ng + n;)g

geG
= Z ngg + Z nlgg
geG geG
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esitligi elde edilir. Bu esitlikte > congg € NG, 3 ¢ n;g € N,G’dir. Boylece,
o= deG ngg—l—zgeG n/gg € N,G + N,G’dir. Bu nedenle, N1G + NoG = MG dir. 1

Teorem 3.3.5 M bir R—modil olmak tzere Ny ve Ny M 'nin R—altmodulleri olsun.
Bu durumda N1G N NoG = 0'dir ancak ve ancak N1 N Ny = 0'dir.

ispat. Ni ve Ny M'nin R—altmodiilleri olmak tizere NyGN NoG = 0 olsun. Herhangi
bir x € Ny N Ny eleman i¢in xe € N;G N NoG'dir. NG N NG = 0 oldugundan
xe = 0’dir. M G’nin tamimi geregi x = 0’dir.

Tersine, NN Ny =0 ve a = ZgieG ng,9i N1G N NoG'nin herhangi bir elemani
olsun. Bu durumdahem a = 37 ng,9: € NiGhemdea = Y7 _;ngg; € NoG'dir.
Her g; € G icin ng, € Ny ve ny, € Ny'dir ve ng, € Ni N Ny = 0’dir. Dolayisiyla, her
g; € G icin ny, = 0’dir. Boylece, o = ZgieG ng, gi = 0’dir. Bu nedenle, NG N NoG =
0’dar. n

Teorem 3.3.6 M ve L, R—moduller olsun. MG, LG -injektif ise M, L—injektiftir.

ispat. I, L’nin bir R-altmodiilii ve f, I'dan M’ye bir R-homomorfizma olsun.
Oncelikle, IG Lemma/3.3.1fden LG nin bir RG-altmodiiliidiir. Bu durumda /G’den
MG’ye bir fonksiyon f, > siec Ng:9i € 1G olmak tizere agsagidaki sekilde tammlansin.

f(z ngigi) = Z f(ngz>gl

9i€G g:€G

f’nmn bir RG-homomorfizma oldugu gosterilecektir. Her r € R ve n = > giccMg:bi €
1@ igin asagidaki esitlik elde edilir:

A~

far) = J(Y_ (ngr)g)

9i€G

= Z f(ngir)gi

9:€G

= (X fnar

9:€G

~

= f(n)r.

Ayrica, her g € G igin agagidaki esitlik de gegerlidir:

N

fng) = FO_ ngl9:9)

g:;€G

= > f(ng)(gi9)

9i€G

= (D f(ng)g:)g

9:€G
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= f(n)g.

O halde f , IG’den MG’ye bir RG-homomorfizmadir. MG, LG injektif oldugu i¢in
LG’den M G’ye bir RG-homomorfizma @ vardir; éyle ki ¢ |;g= f’dir. O halde, i :
IG — LG icerme homomorfizmasini gostermek iizere asagidaki diagram saglanir.

0 — IG - LG
fr e
MG

Bu durumda her k € L icin ke € LG dir ve ¢(ke) € MG’dir. Baz1 m,m, € M igin

p(ke) = me + Z mgg

g#eeG

seklinde ifade edilebilir.

Bu ifade tizerinden L’den M’ye bir R-homomorfizma k € L, m € M igin
¢(k) = m olarak tammlansin. O halde, [ € I icin p(le) = f(le) = f(l)e € MG
oldugu i¢in ¢ |;= f’dir. Bu nedenle, i : I — L icerme homomorfizma olmak iizere
¢ : L — M tanimhdir ve agsagidaki diagram saglanir.

0 — I 5 L

It e
M

Bu nedenle, M, L—-injektiftir. g

Grup halkalarinda 6zel tanimlh bir egkare yardimiyla RG grup halkasinin
althalkalarina ayrigimi Millies ve Sehgal (2002)’de anlatilmigtir. RG—modil MG
benzer fikirle RG—altmodiillerine ayrigilacaktir.

H = {hy, hs, ..., by, }, G'nin bir altgrubu olmak tizere H=hi+hy+..+h, €
RH'tir.

Lemma 3.3.7 G bir grup ve H, G'’nin bir sonlu normal altgrubu, R birimli bir
halka ve M bir R—modiil olsun. |H|, R’de terslenebilirse ey = ‘—g', Endpa(MG) de
bir merkezi eskaredir.

Ispat. Ilk olarak, e’ MG fizerinde bir RG-homomorfizma oldugu gosterilecektir.

Her h; € H icin h;g = ghs, olacak sekilde h;; € H vardir. Bu nedenle, H g =
Yonen hig = D oh cn ghig = gH esitligi elde edilir. Bu yiizden, r» € R, g € G igin
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THT H‘ rg = rg| ] 1 dir ve 1 € MG igin agagidaki esitlik gecerlidir.

H
(u(rg))en = (u)((f’g)m)
H
= (u)m(m)
= en(p)(rg).
O halde, p=3_ ;749 € RG igin
(up)en = ngg

geG
= eH(#),O-

esitligi elde edilir. Ayrica p =73 _,mgg, N =3 ,congg € MG igin

A~

H

(n+nen = Z(ngF”g)(QH)
geG
ngg ang
geG geG

= en(p) + 6H(77)
dir.
ikine} olarak, ey’'in bir egkare oldugu ispatlanacaktir. Bunun icin oncelikle
= |H| H esgitligi gosterilir.

A A

HH = hi(hi+ho+ ...+ hy) 4+ ho(hy +he + ...+ hy)
+... + hy(hy + ho + ... + hy)
= |H|hi+ |H|hy+ ... + |H| hy,
— |H|H.

O halde, p € MG igin

. H

(Wem)en (ME)E

H|H
|H| !H|
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esitligi saglanir ve ey bir egkaredir.

Son olarak, H, G’nin bir normal altgrubu ise ey'in Endgrg(MG)’de bir mer-
kezi egkare oldugu ispatlanacaktir. eg’in Endrg(M ) nin her elemam ile degigmeli
oldugunu géstermek gerekir. f, Endgg(MG) nin bir elemani olsun. f bir RG-homo-
morfizma oldugundan € MG icin (p)fH = (uH)f dir. Bu nedenle,

~

H
(W) few = (w) A|H_|

H
= (Mm)f

= (wenf
esitligi gecerlidir. g
Acgiklama 3.3.8 N, G ’nin bir normal altgrubu olsun. G/N fizerinde g, h € G i¢in
G x G/N — G/N, g(hN) = ghN

olarak tanimly bir grup etkisi vardir. Buradan yola ¢ikarak her h € G i¢in my, € M
olmak 1tizere

O ma(AN))g = O mu(hgN)

hed hed
esitligi elde edilir.

Lemma 3.3.9 M bir R-modil ve N, G 'nin bir normal altgrubu olsun. Bu durumda

g € G, Y eamu(hN) € M(G/N) idgin (3 ,ccmu(hN))g = > ,cq mn(hgN) ile
tanimly grup etkisi ile M(G/N), MG 'nin bir RG—altmodilidir.

Ispat. Oncelikle, M(G/N) C MG dir.

Her p=3%_ ;799 € RG ve her =3, ,mu(hN) € M(G/N) i¢in

pp = (Z mh(hN))(Z re9)

heG geG

= > (mury)(hN)g

g,heG

= > (myry)(hgN)

g,heG

esitligi saglanir. myr, € M ve hgN € G/N oldugu i¢in pp = Zg,heG(mhrg)(th) €
M(G/N)'dir. Bu nedenle, M(G/N), MG’nin bir RG-altmodiiludiir. n
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Onerme 3.3.10 M bir R-modiil, G bir grup ve H < G olmak tizere {h —1: h €
H,h # e} ile dretilen kime {3 ,cp e Bp(h — 1) + B, € MG}, An(G,H)} ile
gosterilsin. Ay (G, H), MG nin bir RG—altmodulidiir.

Ispat. Ay (G, H) € MG oldugu aciktir. Her Yonen Br(h —1) € Ay (G, H) igin

By € MG oldugundan Ay (G, H), MG'nin bir R-altmodiliidiic. Her ¢ € G ve
> nen Br(h—1) € Ay (G, H) igin

(> Buh=1)g = > Bullhg—1)—(g9—1)

heH h#e heH,h#e
= > Bulhg—=1)— Y Bulg—1) € Ayn(G H)
heH,h#e heH, h#e

oldugundan Ay (G, H), MG’nin bir RG-altmodiilidiir. n
H =G icin Ay (G, G) = A(MG) oldugu agiktr.

R-modiil M ve R halkasinin bir altkiimesi [ i¢in {y;([) = {m € M : mi =0
her ¢ € I}, I'mmn M deki sol sifirlayanini gostersin. Asagida verilen Lemma [3.3.11]
Kosan, Lee ve Zhou (2014)’deki Lemma 3.2'nin ey ve Ay (G, H) igin bir sonucu
olarak elde edilmistir.

Lemma 3.3.11 M bir R—modil, G bir grup ve H G’nin bir sonlu altgrubu olsun.
Bu durumda lya(en) = Ay (G, H) 'dir.

ispat. Oncelikle, H sonlu oldugu i¢in (h—1)H = H — H = 0°dur. Her Y nen Bulh—
1) € Ay(G, H) igin

~

(Y Bulh— )en = (th—l»%
1 ~

= m(};ﬂm—l)m

1 .

= m(};ﬂhw—fm

=0
oldugundan Ay (G, H) C lyg(eq) dir.

> gec M9 € luclen) ve {g1H, g2, ...}, H'nin G’deki birbirinden farkli sol
kosetleri olsun. Bu durumda ¢; € {g1 H, g2 H, ...} olmak iizere

0 = (Z mgyg)en

geG
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= (Z Z mgg)eH

t gegtH

1 N
= m(z Z mggH)

t gegiH

dir. O halde, her ¢ igin > mgglff = 0. Boylece,

gegtH

Z mggH = Z mgg H = ( Z mg)gH = 0

gegtH gegtH gegtH

— '3
ve D g Mg = 0'dir. Bu nedenle,

D Mg = DL ) myg

e T geqit
_ Xt: ;ngg — ( ;ng)gt
= ;( ii; my(g — gi))gt
— Zt:<§{ Mg,nge(geh — g))
_ ;(;Zngthgt(h —1)) € Ay(G, H)

elde edilir ve lMG<€H) - AM(G, H)’dlI‘ [ |

Teorem 3.3.12 H, G 'nin bir sonlu normal altgrubu ve |H|, R de terslenebilir olmak
tizere MG ~ MGey & MG(1 — eg) 'dir. Ayrica,

MGeg ~ M(G/H) ve MG(1 — eg) = Ay (G, H) 'dir.

Ispat. Lemma [3.3.7[den ey = IHF\ bir merkezi egkare oldugu i¢in MG ~ MGey &
MG(1 — eg)’dir.

0:G— Gey, g— 0(9) = geqy

olarak taniml bir fonksiyon olsun. # bir grup homomorfizmasidir; ¢linkii g, h € G
olmak tizere H, G’nin normal altgrubu oldugu igin

0(gh) = ghey = ghet; = geghery = 0(g)0(h)

egitligi saglanir. #’nin bir grup epimorfizmasi oldugu aciktir. Ayrica g € H igin
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gf[ = H ve (g — 1)% = 0 oldugu i¢in

Cek = {9€G|gey =en}
{9€G|(g—1en =0}

1

1
= {9€G|ghi+gha+..+ghy,=hi+hy+ ..+ h,}
= H

dir. Gruplar icin Birinci Izomorfizma Teoremi'nden G/Cekf = G/H ~ Gorf =
Gep'dir. Bu nedenle, her » . myg € MG igin

O - mgglen = my(gen) =Y _myb(g) = > _my(gH)

geG geG geG geG
esitligi elde edilir. Boylece, MGey ~ M(G/H ) dir.

p=(> myg)(l —ex) € MG(1 —ey) igin

geG
(Q_meg) (1 —en)len = D mogen — Y mygenen
geG geG geG
= D_mygen =) mygen
geG geq
=0

oldugundan MG(1 —ey) C lyclen) = An(G, H)'dir.

IGey (em) i6in (3, camgg)en € MGep olmak tizere

((Z mgg>eH)€H = (Z mgg)€H€H

geG geq
= (Z mgg)en
geG
= Zﬂh(h_l)aﬂheMG
heH

dir. Buradan, ), pn(h — 1) € lyg(en) ve Y ey tin(h — 1) € MGey olmalidir.
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(D ogeang9)en € MGeg igin 33,y (h — 1) = (32 .o ngg)en dir. Boylece,

0= plh=1))en = (O _ngg)en)en

heH geG

oldugu icin deg ngg = 0’dir. Bu nedenle, lyg(eny) € MG(1 — ey) elde edilir.
Lemma (3.3.11[den, Ay (G, H) = lyg(en) = MG(1 — ep)’dir &

Sonug 3.3.13 M bir R—modil, G bir sonlu grup ve |G|, R’de terslenebilir olsun.
Bu durumda MG ~ M & A(MG) 'dir.

Ispat. Teorem [3.3.12/den, MG ~ MGeg @ MG(1 — eg)’dir. Ayrica, MGeg ~
M(G/G) ~ M ve MG(1 —eq) = Ay (G, G) = A(MG)’dir. Bu durumda

MG ~ MGeg® MG(1—eq)
~ M(G/G)® Au(G,G)
~ Mo AMG)

elde edilir. g
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4. SONUC

Bu tez caligmasimin kapsaminda G sonlu bir grup, M bir R—modiil ve T,
G’den Endg(M)’e bir grup homomorfizmasi olmak tizere M, her g € G, m € M igin
mg = 7(g)(m) ile tammlanan ¢arpimla bir RG—modiildiir ve garpimdaki grup ho-
momorfizmasi 7, R lizerinde M i¢in G'nin bir temsili olarak adlandirilir. Boylece, bir
R-modiil M’yi RG-modiil yapmak i¢in, M nin endomorfizma halkas1 Endg(M ) nin
yardimiyla, R—modiil M iizerinde bir yap1 gelistirilmigtir. Tez caligmasinin ilk amaci
olan bu yapi iizerinden, M nin R—modiil yapisi ile RG—modiil yapisinin bir ¢ok farkli
ozelliklere sahip oldugu goriilmiigtiir. Ornegin, bir RG-modiil M nin altmodiili N,
RG-altmodiil olarak ayrigamaz modiilken R-altmodiil olarak ayrigabilir modiildiir
ve bu ifade bir 6rnekle gosterilmigtir. Bu bakig acgisiyla M’nin R-modiil yapist ile
RG-modiil yapisi arasindaki iligkiler incelenmistir. Ozellikle, elde edilen agagidaki
sonuclar Radr M ile RadrgM ve SocgM ile Socre M arasindaki iligkileri incelerken
yararli olmustur.

“N bir RG-modiil M'nin R-altmodiilii olmak iizere G(N) = > _, Ng, N'yi
iceren minimal RG-altmodiildiir.”

“M bir RG-modil olsun. N, M’nin esas R-altmodiilii ise G(N), M nin esas
RG-altmodiiliidiir.”

“M sonlu iiretilmis RG—modiil olsun. N, M’ nin atik R-altmodiilii ise G(N),
M'nin atik RG-altmodiiludiir.”

M bir RG-modiil ve N, M’nin R-altmodiilii olmak {izere her f € 7(G) igin
f(N) C N ise N'ye 7—tam degismez altmodiil denir. Bu tanim gelistirilen yapiy1
tamamlamak ve R-modiil yapisi ile RG-modiil yapisi arasindaki farkli iligkileri,
ozellikle Socg M ile SocrgM arasindaki, incelemek i¢in onemlidir. Ik adim olarak,
T-tam degismez altmodiil tanimi ile elde ettigimiz onemli bazi sonuglar sunlardir:

“M sonlu tretilmis RG-modiil ve N, M’nin tek maksimal R-modiilii olsun.
N, 7-tam degismez altmodiil degilse M devirli RG-modiildiir.”

“r, G’den End(M)’e bir grup homomorfizasi olsun. N, M nin atik R-altmodii-
lii ise Ng = 7(g)(N), M’nin atik R-altmodiiliidiir.”

Radr M ile RadreM arasindaki iligki, tez caligmasinin ilk 6nemli sonucu olan
su teoremle ifade edilmis ve ispatlanmigtir:

“M bir RG—modil olmak itizere RadrM, M’nin bir RG-altmodiilidiir ve
RadrM C RadgqgM’dir.”

Bundan bagka, M’nin R—modiil yapisi ile RG—modiil yapisi arasindaki iligkiler
injektif ve projektif modiiller lizerinden incelenmigtir. Bu cercevede, agagida ifade
edilen iki onemli teorem ispatlanmigtir.
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“M bir RG-modiil, G sonlu bir grup ve |G|, R’de terslenebilir olsun. M bir
projektif R—modildiir ancak ve ancak M bir projektif RG—modiildiir.”

“M bir RG-modiil, G bir sonlu grup ve |G|, R’de terslenebilir olsun. M bir
injektif R—modiildiir ancak ve ancak M bir injektif RG—modiildiir.”

Ozellikle, bu yap: tizerinden, injektif modiillerle ilgili verilen ikinci sonug
tez calismasindaki en Onemli teoremlerden biri olan ve asagida ifade edilen ge-
nellestirilmig Maschke Teoremi igin kisa bir ispat elde edilmesini saglamigtir.

(Genellestirilmis Maschke Teoremi) R bir degismeli halka, G bir sonlu grup
ve |G|, R’de terslenebilir olmak tizere RG yari-basittir ancak ve ancak R yari-
basittir.

Genellestirilmig Mashke Teoremi'nin bir sonucu olarak, yari-basit grup halka-
larinda, her RG-modiil hem R-modiil hem RG-modiil olarak yari-basittir ve M =
SocgrM = SocrgM’dir. Genel olarak ise Socg M ile Socrg M arasindaki iligkileri bul-
mak i¢in M’nin basit R—altmodiilleri ile basit RG—altmodiilleri arasindaki iligkileri
de incelemek gerekmistir. Ornegin, RG-modiil M’nin basit RG-altmodiilii basit
R-altmodiil olmak zorunda degildir ve bu bir ornekle gosterilmistir. Bu kapsamda,
bir RG-modil M’'nin basit R-altmodiilleri ile basit RG-altmodiilleri arasindaki
iligkileri incelerken elde edilen énemli baz1 sonuclar sunlardir:

“M bir RG—modiil ve S, M’nin bir basit R—altmodiilii olsun. Eger S, SG'nin
bir esas basit R—altmodiilii ise SG, M nin bir basit RG—altmodiiliidiir.”

“M bir RG-modil ve S, M’nin bir 7-tam degismez basit R—-altmodiilii olsun.
Bu durumda S, M nin basit RG—altmodiiliidiir.”

Basit altmodiiller ile ilgili elde edilen bu sonuclar 1g1g1nda, Socg M ile Socga M
arasindaki iligki ile ilgili agagida ifade edilen iki 6nemli teorem ispatlanmigtir.

“M bir RG-modiil olmak iizere M nin her basit R-altmodiilii 7-tam degismez
ise SocgM C SocrgM’dir.”

“M bir RG-modil olmak iizere M’nin hicbir basit R-altmodiilii birbirine
izomort degil ise SockM C SocgrgM’dir.”

Ayrica, Kosan, Lee ve Zhou (2014) tarafindan tanimlanan grup modiiller {ize-
rinde ¢alisilmig ve bu konuda yeni sonuclar elde edilmistir. Ik etapta, grup modiiliin
bolim modiilii ve alakali modiiliin boliim modili arasindaki iligkiyi acikla- yan
agsagidaki teorem elde edilmistir.
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“G bir sonlu grup, M, R halkasi iizerinde taniml bir modiil ve N, M nin bir R—
altmodiilii olsun. NG, MG’nin bir RG—altmodiilidiir. Ayrica, RG—modiiller
olarak MG/NG ~ (M/N)G’dir.”

Buna ek olarak, grup modill MG’'nin 6zel bir altmodiilii olan Ay (G, H)
tanmimlanmigtir. Ay, (G, H)'in M G’nin bir RG-altmodiilii oldugu ispatlanmigtir. G
bir grup, H = {hy, ha, ..., h,}, G'nin bir sonlu altgrubu olmak iizere H=h +
ho 4+ ...+ h, ve ey = ‘—g| € Endpg(MG@G) olarak tanimh eskare yardimi ile M G’nin
RG-altmodiillerine bir ayrigimi elde edilmistir. Bu ayrigim, tez caligmasinin kap-
samindaki en 6nemli sonuclardan biri olan agagidaki teorem ile ifade edilmig ve

ispatlanmigtir.

“H, G'nin bir sonlu normal altgrubu ve |H|, R’de terslenebilir olmak iizere
MG ~ MGeg & MG(1 — ep)’dir.

Ayrica, MGeg ~ M(G/H) ve MG(1 — eg) = An (G, H)'dir.”

Sonug olarak, bu tez caligmasinda grup halkalar: iizerinde tanimli modiiller
iki farkl yap1 tizerinden incelenmistir. Birincisi, tez caligmasinin ilk amaci1 da olan,
birimli degismeli halka iizerinde tanimlh bir modiilii, genigletmeden, modiiliin en-
domorfizma halkas1 yardimiyla bu halkanin sonlu bir grup tizerindeki grup halkas
{izerinde tamml modiil yapmamiz1 saglayan bir yapidir. Ikincisi, birimli bir halka
iizerinde tamimli bir modiilii, bir grup tizerinde bir "grup modiil’e genisgleten ve
boylece grup halkasi tizerinde tanimli bir modiil elde edilmesini saglayan yapidir.
Birinci yap1, halka teorisi ve grup halkalari tizerinde tanimh modiillerle ilgili kavram
ve teorilere farkli bir agidan bakilarak; ikinci yapi ise grup halkalar ile ilgili baz
temel kavramlar grup modiillere genellenerek yeni sonuclar elde edilmesine olanak
saglamigtir.
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