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OZET

BiRIMLI HALKA UZERINDE ASAL iDEAL VE ASAL ALT MODUL
YARDIMIYLA HALKA VE MODUL KARAKTERIZASYONU

Ortagc ONES

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Mustafa ALKAN
Nisan 2017, 75 sayfa

Bu tezin amaci, asal idealler ile asal alt modiillerin ve bunlar yardimiyla
tanimlanan bazi kavramlarin, modiil ve halka karakterizasyonlarinin belirlenmesinde
nasil kullanilabileceklerini ve bilinen modiil siniflar1 ile olan iligkilerini aragtirmaktir.

Bu tez dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, cebirin ve tezde kullanilan kavramlarin tarihsel siireci ve
neden bu konuda ¢ahigildigr agiklanmigtar.

Ikinci boliimde, tez boyunca kullanilan halka ve modiil teorisine iligkin ca-
lismamizin sonraki boliimiinde kullanilacak olan temel bilgiler ve 6nemli sonuclar
verilmistir. Tkinci béliimden sonraki boliim tamamen 6zgiin calismalardan olusmak-
tadir.

Uciincii boliimde, radikal formiil bashg: altinda, degismesiz halka {izerinde
radikal formiilii saglayan bazi sol modiil siniflar1 bulunmusg ve belli bir kosul altinda
Dedekind bolgesinin genellemesi olan H N P-halkasi iizerinde sonlu tiretilmis bir mo-
diiliin hem radikal formiilii sagladigi hem de bu modiiliin C'S-modiil ile burulmal
modiiliin direkt toplami seklinde ifade edilebildigi gosterilmigtir. Sol O-asal ideal
baghgi altinda, degismesiz halka teorisinde asal ideal kavraminin bir genellemesi
olan sol O-asal ideal tizerine odaklanilmigtir. Sol O-asal ideal sinifinin bazi temel
ozellikleri verilmis, bu ideal sinifi ile degismeli halka teorisindeki kargiligi arasindaki
farkliliklara ve benzerliklere dikkat cekilmistir. Sonug olarak sol O-asal idealler i¢in
Cohen teoreminin degismesiz halka teorisindeki bir genellemesi verilmis ve sol O-
radikal idealler tizerinde artan zincir kogulunu saglayan R halkasindaki sol idealin,
R’nin sonlu tane sol O-asal idealinin kesigimi oldugu gosterilmigtir. O-asal alt modiil
basghg altinda, sol O-asal idealin modiil versiyonu ve asal alt modiiliin bir genellemesi
olan O-asal alt modiil kavrami tanitilmigtir. Literatiirden iyi bilindigi gibi, M modii-
liniin P alt modilii asal alt modiil iken (P : M)'nin R halkasmmn asal ideali olmasi
ozelligi modiil teoride 6nemli bir yer tutar. Fakat bunun tersi genelde dogru degil-
dir. Bu tezde O-asal alt modiiller i¢in bu gerektirmenin tersinin de dogru oldugu
bir 6zellik verilmistir. Ayni1 zamanda modiiliin gii¢lii nilpotent elemanlari ile tiim
O-asal alt modiillerinin kesisimi arasindaki iligkiler incelenmistir. Ideallerle iligkili
Zariski alt uzay topolojileri baghg altinda, degismeli R halkasinin [ ideali ile ilis-
kili olan tiimleyen Zariski topolojisi A7 tanimlanmig ve bu topolojinin yari-kompakt
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veya Noetherian olmasi i¢in bazi gerekli ve yeterli cebirsel kosullar elde edilmigtir.
Radikal idealin bir genellemesi olan, [ idealini kapsamayan fakat 0 idealini kapsayan
ideallerin kesigimi olarak tanimlanan A7(0) idealinin asallig1 ile X} topolojisinin in-
dirgenemezliginin denk oldugu gosterilmigtir. Hem Zariski topolojisinin alt uzaylari
hem de halkalar i¢in bazi karakterizasyonlar elde etmemize yardimci olan cebirsel
ve topolojik Ozellikler bulmak i¢in halkanin idealleri ile tiimleyen Zariski topoloji-
leri arasindaki iligkiler incelenmigtir. Sonug olarak Zariski topolojisinin sonlu tane
indirgenemez agik alt kiimelerinin birlegimi bigiminde ifade edilmesiyle A/, (0)"in,
R’nin asal ideali ve R halkasinin bazi [; ideallerinin sonlu bir toplami seklinde ya-
zilabilmesinin denk oldugu gosterilmistir. Modiil iizerinde bazi1 topolojilerin yapisi
bashgi altinda, degismeli halka iizerinde M modiiliiniin b6liim modiilii tizerinde dual
Zariski topolojisi kullanilarak M modiilii tizerinde baz1 topolojiler ve bu topolojiler
arasinda siirekli bir fonksiyon tamimlanmigtir. M 'nin boliim modiilii tizerinde dual
Zariski topolojisine homeomorf olan M tizerinde bir topoloji bulunmustur.

Doérdiincti boliimde, bu caligmanin sonuglar: 6zetlenmig, literatiirdeki yeri
vurgulanmig ve ileride calisilmasi diistintilen konular belirtilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Asal ideal, Radikal Ideal, Asal Alt Modiil, Radikal
Alt Modiil, Giicli Nilpotent Eleman, Radikal For-
miil, Zariski Topoloji, Egasal Alt Modiil, Dual Za-
riski Topoloji.
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ABSTRACT

THE CHARACTERIZATION OF RING AND MODULE THROUGH
PRIME IDEAL AND PRIME SUBMODULE OVER A RING WITH
UNITY

Ortag¢ ONES

PhD Thesis in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Mustafa ALKAN
April 2017, 75 pages

The aim of this thesis is to investigate how the notion of prime ideals and
submodules and some other notions defined with the help of prime ideals and sub-
modules are used to determine characterizations of rings and modules and to figure
out the relationships between these notions and some known module classes.

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, we briefly mention the historical process of algebra and
notations used in this thesis and express why we study these topics.

In the second chapter, we give the definitions and important results of some
concepts with respect to ring and module theory used in other chapter. The following
chapter completely consists of original studies.

In the third chapter, under the title of radical formula, we find some classes
of left modules which satisfy the radical formula in a noncommutative ring. We also
prove that under a certain condition, a finitely generated module over an H N P-ring,
which is the generalization of Dedekind domain, both satisfies the radical formula
and can be decomposed into a direct sum of torsion module and C'S-module. Under
the title of left O-prime ideal, we focus on a one-sided generalization of the concept
of prime ideal in a noncommutative ring, which is called a left O-prime ideal. Some
of its basic properties are investigated, pointing out both similarities and differences
between left O-prime ideals and their commutative counterparts. Mainly, we prove
a noncommutative generalization of Cohen’s Theorem for left O-prime ideals and
that any left ideal in R is the intersection of a finite number of left O-prime ideals of
a noncommutative ring R satisfying the ascending chain condition on left O-radical
ideals. The section under the title of O-prime submodules is mainly devoted to O-
prime submodules, which are not only the module version of left O-prime ideal but
also a generalization of prime submodules, and the examination of how the O-prime
submodules control the structure of modules. As is well-known, the property that
when a submodule P becomes prime in case(P : M) is prime ideal, which is known
not to hold in general, is of central importance in the module theory . In this thesis,
it is proved that a similar property to the above holds for O-prime submodules. We
also investigate the relationships between the intersection of all O-prime submodules
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and strongly nilpotent elements of a module. Under the title of Zariski subspace
topologies associated with ideals, we introduce a complement Zariski topology X7
associated with an ideal I of a commutative ring R and obtain some necessary and
sufficient algebraic conditions for X} to be quasi-compact space or Noetherian. We
also define an ideal N;(0), which is a generalization of radical ideal, to help us find
a connection between irreducibility of X7 and the primeness of N7(0). Furthermore,
we are interested in the relationships between the complement Zariski topologies
and ideals of a ring in order to find some algebraic and topological tools which allow
us to get some characterizations for both rings and subspaces of Zariski topologies.
We show that the Zariski topology is the finite union of irreducible open subsets
if and only if the ring R is the sum of some ideals I; and N7, (0) is prime ideal of
R. Under the title of the structure of some topologies on a module, we construct
some topologies on a module M by using the dual Zariski topology and define a
continuous map between these topologies. Then we find a topology on M which is
homeomorphic to the dual Zariski topology on a quotient module of M.

KEYWORDS: Prime Ideal, Radical Ideal, Prime Submodule, Radical Submodule,
Strongly Nilpotent Element, Radical Formula, Zariski Topology,
Second Submodule, Dual Zariski Topology.

COMMITTEE: Prof. Dr. Mustafa ALKAN (Supervisor)
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Assoc. Prof. Dr. Giiltekin TINAZTEPE
Assoc. Prof. Dr. Nesrin TUTAS
Asst. Prof. Dr. Secil CEKEN
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ONSOZ

Asal sayilarin bir genellemesi olarak asal idealler ve asal ideallerin bir genelle-
mesi olarak da asal alt modiiller tanimlanmistir. Asal ideal ve asal alt modiil konusu,
uzun yillardir bir¢ok arastirmacinin ilgisini ¢ekmis ve bu konu ile ilgili ¢esitli calig-
malar yapilmaktadir. Yapilan ¢alismalarda, asal ideal ve asal alt modiil kavraminin
ve bunlar yardimiyla tamimlanan bazi kavramlarin halka ve modiillerin simiflandi-
rilmasinda 6énemli bir rol oynadigini gosterilmis ve bu kavramlarin topolojik yapilar
ile 6nemli baglantilar1 bulunmustur.

Bu tez calismasinda asal ideal, asal alt modiil ve bu kavramlar yardimiyla
tanimlanan bazi yapilar, daha ¢ok degismesiz halkalar tizerinde ele alinarak caligil-
mis ve bu kavramlarin halka ve modiil karakterizasyonlarinin belirlenmesinde nasil
kullanilabilecekleri aragtirilmigtir. Bu tez ¢alismasinin asal ideal, asal alt modiiller,
H N P halkalari, Zariski topolojisi ve dual Zariski topolojisi ile ilgili halka ve modiil
teorisindeki konulara degerli katkilar saglayacagi ve bu alanlarda yeni arastirmalar
yapilmasina katkida bulunacagi bir ¢alisma olacagl diisiincesindeyim.

Tez ¢alismami 1001 kodlu Bilimsel ve Teknolojik Aragtirma Projelerini Des-
tekleme Programi, 114F381 nolu proje ile destekleyerek maddi olanak saglayan Tiir-
kiye Bilimsel ve Teknolojik Arastirma Kurumuna (TUBITAK) tesekkiir ederim.

Akademik yagamim boyunca her tiirlii yardim ve fedakarlik saglayan, bilgi-
sini, tecriibesini ve destegini esirgemeyen degerli danigman hocam Sayin Prof. Dr.
Mustafa ALKAN’a tesekkiir ederim.

Son olarak her zaman yanimda olan ve bu tezin gergek yaraticisi olan aileme
tesekkiirlerimi sunarim.
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Ortac ONES GIRIS

1. GIRIS

Milattan sonra 9. yiizyilda ortaya atilan cebir kelimesi, 19. yiizyilin baglarina
kadar 4 veya daha az dereceli polinom denklemlerini ¢ézmek anlaminda kullani-
yordu. Bu denklemlerin gosterimi, koklerinin yapisi ve koklerin ait oldugu cesitli
say1 sistemleri de bu siirece dahil olduktan sonra klasik cebir olarak adlandirilmigtir.
12. ytuzyilin baglarina kadar cebir, aksiyomatik caligmalarin konusu olmus, gelisen
aksiyomlar daha sonra modern cebir veya soyut cebir olarak adlandirilmigtir. 19.
yiizyilda klasik cebirden modern cebire gecis yaganmigtir.

Babil, Misir, Cin ve Hindistan gibi biiytik antik uygarliklarin ¢ogu esasen
lineer ve kuadratik denklemler (ikinci dereceden bir bilinmeyenli polinom) olmak
tizere polinom denklemlerin ¢oziimleri ile ilgilenmislerdir. M.O 1700l yillarda 6zel-
likle Babilliler, bu konuda yetenekli cebircilerdi ve giintimiizdekine benzer bir yontem
ile kuadratik denklemleri cozebiliyorlardi. Babillilerin ardindan M.O. 600 yilinda
Hintliler ve M.O. 200 yilinda Cinliler bu konuda gelisme kaydetmislerdir. Onlar,
ikinci dereceden denklemde negatif katsay1 kullanmig ve ikinci dereceden denklemin
iki tane kokii oldugunu kabul etmiglerdi. Cinlilerin herhangi bir dereceden polinom
denkleminin yaklagik koklerini bulan bir metodu vardi ve matrisleri kullanarak lineer
denklem sistemini ¢ozebiliyorlardi. Antik Yunanh matematikgiler 6zellikle geometri
ve saylilar teorisinde iyi olmasina ragmen cebirde biraz zayiftilar fakat Euclid’in
sonsuz tane asal say1 var oldugunu yazdigi, cebirin temel teoreminin ve asal sayila-
rin bircok 6zelliginin oldugu "Elements” adli biiytik eseri cebirsel dile ¢evrilmesiyle
cebirsel sonuclar elde edilmistir. Bu ¢aligma geometrik cebir olarak bilinir. Miislii-
man matematikciler 9. yiizyil ile 15. yiizyil arasinda énemli cebirsel gelismeler elde
etmiglerdir. Cebirin Euclid’i iinvan1 verilen ve giiniimiizde kullanilan cebir kelimesi-
nin kokeni olan ”Al-jabr” adli kitabin yazari Muhammad ibn-Musa al-Khwarizmi,
konuyu sistematiklegtirdi ve cebiri bagimsiz bir caligma alani yapmigtir. Babillile-
rin M.O. yaklagik 1600l yillarda, ikinci dereceden denklemi ¢ozebiliyor olmasindan
sonra dogal bir soru olarak iigiincii dereceden denklemler benzer bir formiille ¢oziiliip
¢oziillemeyecegi sorusunu ortaya cikardi. Bunun cevabinin bulunmas: yaklagik 3000
yil ald1 ve 16. yiizyll matematikcilerinin bu soruyu cevaplandirmasi cebirde 6énemli
bir etki yaratti. Kiip koklii ¢oztimii ilk olarak del Ferro ve Tartaglia kegfetmesine
ragmen ilk kez Cardano, 1545 yilinda "The Great Art” adli eserinde yayimlamisg-
tir. Daha ¢ok 16. ytizyilda ve 17. ylizyilin basglarinda Viete ve Descartes ile cebirde
sembollerin geligimi saglandi ve bu semboller cebire dahil edildi. Viete ve Descar-
des’in g¢aligmalariyla polinom denklemleri teorisi daha fazla dikkat c¢eken bir alan
olmaya baglamigti. Konu ile ilgili diger sorulardan daha zor ve ¢nemli olan, "her
polinom denklemin bir kokii var mi, varsa kokleri nasildir ?” sorusu ortaya ¢ikmis-
tir. Bu soruya cebirin temel teoremi olarak bilinen "reel veya kompleks katsayili her
polinom denklemin bir kompleks kokii vardir” ile cevap bulundu. Ispatinda daha
¢ok analizden yontemler kullanan d’Alambert, 1746 yilinda cebirin temel teoremini
ispatladi fakat ardindan daha fazla cebirsel yontemler kullanilan ispat Euler tarafin-
dan yapildi. Fakat her iki ispat da reel katsayili polinom denklemler i¢in yapilmigtir.
Heniiz 20 yaginda olan Gauss, 1797’de doktora tezinde bu tartigmay: sonlandirarak
glintimtizdeki ispat1 vermistir.



GIRIS Ortac ONES

Degismeli halka teorisinde, Fermat’'in son teoremi ile ilgili yapilan caligmalar
Kummer'in ilgisini cekti. Ideallerin bir tiir "genellestirilmis say1” olarak goriildiigii
ama aslinda orijinal terminolojisinin ”ideal say1” oldugu 1840 yilinda Kummer, cev-
rimsel (cyclotomic) sayilar bolgesindeki her elemanin “ideal asal”larin tek tirli
carpimi oldugunu gostermistir, ancak Kummer’in fikirleri acikca formiilize edileme-
misti. Dedekind ve Kronecker tarafindan bu, farkli yollardan ve bagimsiz olarak
bulunmugtur. Dedekind’in 1871 yilindaki ¢igir acan calismasinda, yaklagik 20 yilini
alan cebirsel say1 cisminin tamsayilar bolgesi, ideal ve asal ideali tanimlamasindan
sonra cebirsel say1 cisminin tam sayilar bolgesindeki sifirdan farkl her idealin asal
ideallerin tek tiirlii ¢carpimi oldugunu ispatlamigtir.

Bin yil boyunca cebirin ana konusu olan denklemlerden sonra, Matematik-
¢ilerin matematiksel disiplin olarak cebir anlayisi 20. yiizyilda tamamen degisti.
Glintimtizdeki halka tanimi, ilk olarak 1914 yilinda, Fraenkel tarafindan "On zero
divisors and the decomposition of rings” adli makalesinde verilmistir. Fraenkel’in
tanimi hem degigsmeli hem de degismesiz halkalar1 da kapsiyordu. Onun bu ma-
kalesindeki amaci Steinitz’in cisimler i¢in yaptig1 ¢alismalara benzer, degismeli ve
degismesiz halkalar icin soyut ve kapsamli teoriler vermekti. Daha sonra 1917 yilinda
Sono’nun "On congruences” adli makalesiyle boliim halkalari, maksimal ve minimal
idealler, basit halkalar, izomorfizma teoremi ve kompozisyon serileri gibi bircok te-
rim modern cebire kazandirilmigtir. Halkanin bu soyut tanimina ragmen polinom
halkalari, cebirsel sayilar halkasi ve hyperkompleks sayilar halkasi, halka teorisinde
daha 6n planda oldu. Halkalar; cebirsel say1 teorisi, cebirsel geometri ve invariant
teori ile baglayan degismeli halka ve kompleks sayilari gesitli hyperkompleks say1
sistemlerine genigletme ¢abalariyla baglayan degismesiz halka olmak tizere iki genis
kategoriye ayrildi.

1920 yilinda iinli cebirciler Noether ve Artin’in ellerinde bu ¢aligmalar daha
soyut teorilere doniigtii. Yeni akimin en etkili énciilerden biri, Alman matematikgi
Emmy Noether’di. Noether’den 6nce diger matematikgiler, ¢caligmalarinda tam sayi-
lar1 ve polinomlar: kullanmislardi fakat Noether, bunlari soyut cebirin konusu haline
getirdi. Noether’in 1921 yilinda, bir disiplin olarak soyut cebiri baglatan ”Ideal the-
ory in rings” adli makalesinde polinom halkalarindaki asal ayrisim iizerinde Maca-
uley, Lasker ve Hilbert’in sonuglarinin, giintimiizde Noetherian halka olarak bilinen
artan zincir kogulunu saglayan halkalar icin saglandigini ispatladi. Noether’in 1927
yilindaki ”"Abstract development of ideal theory in algebraic number field and func-
tion fields” adli caligmasinda ise Dedekind ve Dedekind-Weber’in ideallerin ayrigimi
izerindeki sonuglarini inceledi. Noether bu ¢alismasinda, Dedekind bolgeleri olarak
adlandirilan sifirdan farkl her idealin tek tiirli olarak asal ideallerin ¢arpimi seklinde
yazilabilen degismeli halkalar1 karakterize etmigtir.

Artin’e ilham olan Noether’in bu ¢aligmasiyla Artin, 1927 yilinda ”On the the-
ory of hypercomplex numbers” adli makalesinde cebirler iizerinde Wedderburnun
teoremini, giiniimiizde Artin halka olarak bilinen azalan zincir kogulunu saglayan
degismesiz halkalar i¢in genellegtirdi. Artin bu ¢aligmasinda, bu tiir halkalarin ba-
sit halkalarin direkt toplami seklinde ayrigtirilabildigini gostermistir. 1929 yilinda
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Wolfgang Krull tarafindan degismeli halka tizerindeki tanimi kullanilarak asal ideal
notasyonu degismesiz halkalar icin genellegtirildi.

Modern matematik genelde analiz, cebir ve topoloji olmak iizere ii¢ temel
alana ayrilmistir. Bu ti¢ temel alandan en az bilinen topoloji, genel topoloji ve ce-
birsel topoloji olmak tizere iki farkli alana ayrilmigtir fakat yaklagik son 100 yilda
topoloji 6nemli bir ¢aligma alan1 haline gelmistir. Bugiin hala, 2. diinya savagindan
once Warsaw’daki topoloji arastirma merkezinin ve Teksas Universitesindeki R.L.
Moore’un topolojiye radikal yaklagimlarindan bahsedilmektedir. Stone, Boole halka-
sinin asal spektrumunu topolojik olarak karakterize etti. Onun bu fikri, 1939 yilinda
Gelfand ve Kolmogoroff tarafindan birimli halkanin maksimal ideallerinin kiimesini
ve 1945 yilinda Jacobson tarafindan birimli halkanin primitif sag ideallerinin kiime-
sini topolojik olarak karakterize etmek i¢in kullanildi. 1944 yilinda degismeli cebirde
Zariski topolojisi, cisim tlizerinde polinom halkasinin asal spektrumunun topolojik
olarak karakterize edilmesine denk olan projektif cebirsel degigimi (variety) topo-
lojik olarak karakterize eden Zariski'nin ¢aligmalarinda ilk olarak ortaya ¢ikmigtir.
Kisa zaman igerisinde bu konu bir¢ok cebircinin dikkatini ¢cekmis ve bu alanda bir¢ok
calisma yapilmigtir (Behboodi ve Haddadi 20084,b, Lu 1995, 1999, 2010, McCasland
vd 1968, 1997).

Asal idealin modiil teorideki genellemesi olan asal alt modiil kavrami ilk ola-
rak 1965 yilinda Feller ve Swokowski tarafindan tanimlanmis ve bu konuda yapilan
ilk galigmalar Dauns (1978), Feller ve Swokowski (1965) ve Karakas (1972) tarafin-
dan yapilmigtir. Halka ve modiilii karakterize etmede yardimci olan bu konu, son
yillarda bir¢ok cebirci tarafindan cahgilmaktadir (Alkan ve Tirag 2006, 2007, |Azizi
2007, Behboodi 2009, Lu 1984, 1989, 1995, 1997, 1999, 2010, Man 1996, Man ve
Smith 2002, McCasland ve Moore 1991, McCasland ve Smith [1993). Bu konunun
geligimi ile de farkli ispatlar yapmak ve cebirdeki ac¢ik problemlere farkli bir bakig
getirerek ¢oziim bulmak icin cebircilerin diger alanlarla etkilesimi sonucu, asal alt
modiiller ve asal alt modiillerin duali olan esasal alt modiiller tizerinde topolojiler
tanimlandi. Bu konu tizerinde bir¢ok ¢alisma yapilmaktadir (Abuhlail 2015, Ansari-
Toroghy ve Farshadifar 2014, Ansari-Toroghy vd 2016, Farshadifar 2013, Lu 2010).

Son yillarda bu konu tizerinde yayimlanan ¢aligmalar incelendiginde, bu tez
calismasinin; asal ideal, asal alt modil ve Zariski topolojisi ile ilgili yapilacak ¢alisma-
lara katkida bulunacagi diisiiniilmektedir.

1.1. Calismanin Kapsami

Aksi belirtilmedikce bu tez ¢alismasi boyunca ele aldigimiz tiim halkalar bi-
rimli, modiiller ise birimsel (unitary) sol modiiller olarak kabul edilecektir. R birimli
bir halka ve M birimli sol R-modiil olarak alinacaktir.

Bu tezde Ones ve Alkan (2017a,b,d) caligmalar1 temel almarak asal idealler,
asal alt modiiller, asal ideal iizerinde tanimh Zariski topolojisi ve asal alt modiil-
lerin dual kavrami olan egasal alt modiiller iizerinde tamimli dual Zariski topolojisi
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yardimiyla halka ve modil karakterize edilmistir.

[k olarak halka ve modiil teorisine iliskin, calismamizin sonraki béliimlerinde
kullanilacak olan bazi temel bilgiler ve énemli sonuglar verilmigtir.

Degismesiz halka tizerinde radikal formiilii saglayan bazi sol modil siniflar
bulunmugtur. Dedekind bolgesinin genellemesi olan H /N P-halkanin bir genellemesi
tanimlanmig ve H N P-halkasinin genellemesi iizerinde sonlu tiretilmig bir modiiliin
hem radikal formiilii sagladigi hem de bu modiiliin C'S-modiil ile burulmali modiiliin
direkt toplami geklinde ifade edilebildigi gosterilmigtir.

Degismesiz halka teorisinde asal ideal kavraminin bir genellemesi olan sol
O-asal ideal tlizerine calisilmig, sol O-asal ideal sinifinin baz temel 6zellikleri veril-
mig, bu ideal sinifi ile degismeli halka teorisindeki kargihigi arasindaki farkhiliklara
ve benzerliklere dikkat ¢ekilmistir. R bir halka ve R’nin P sol ideali, R'nin sonlu
iiretilmemis tiim sol idealleri arasinda maksimal olmak tizere P’nin sol O-asal ideali
oldugu ispatlanmig ve sol O-asal idealler i¢in Cohen teoreminin degigmesiz halka
teorisindeki bir genellemesi verilmigtir. Sol O-radikal idealler tizerinde artan zincir
kogulunu saglayan R halkasindaki sol idealin, R halkasindaki sonlu tane sol O-asal
idealin kesigimi oldugu gosterilmistir.

Sol O-asal idealin modiil versiyonu ve asal alt modiiliin bir genellemesi olan
O-asal alt modiil tanimlanmigtir. Literatiirden iyi bilindigi gibi M modiiliiniin P
alt modiilii asal alt modiil iken (P : M)'nin R halkasinin asal ideali olmas: 6zelligi
modiil teoride 6nemli bir yer tutar. Fakat bunun tersi genelde dogru degildir. O-asal
alt modiiller i¢in bu gerektirmenin tersinin de dogru oldugu bir 6zellik verilmistir.
Ayni1 zamanda modiiliin gii¢lii nilpotent elemanlar: ile tiim O-asal alt modiillerinin
kesigsimi arasindaki iligkiler incelenmigtir. Baz1 kosullar altinda, M modiiliiniin N
alt modiliinii kapsayan tiim O-asal alt modiillerinin kesigimi olan O-rady(N)'nin
elemanlar1 karakterize edilmistir. M, O-radikal alt modiiller iizerinde artan zincir
kogulunu saglayan devirli sol R-modiil olsun. O halde M’deki herhangi bir O-radikal
alt modiiliin, sonlu tane O-asal alt modiiliin kesigimi oldugu ifade edilmistir.

Degismeli R halkasimin [ ideali ile iligkili olan tiimleyen Zariski topolojisi X
tanimlanmis ve bu topolojinin yari-kompakt veya Noetherian olmasi i¢in baz1 ge-
rekli ve yeterli cebirsel kogullar elde edilmistir. Radikal idealin bir genellemesi olan,
I idealini kapsamayan fakat 0 idealini kapsayan ideallerin kesigimi olarak tanim-
lanan N7(0) idealinin asalligi ile X; topolojisinin indirgenemezliginin denk oldugu
gosterilmigtir. Hem Zariski topolojisinin alt uzaylari hem de halkalar i¢in baz ka-
rakterizasyonlar elde edilmesine yardimeci olan cebirsel ve topolojik 6zellikler bulmak
i¢in halkanin idealleri ile tiimleyen Zariski topolojileri arasindaki iligkiler incelenmis-
tir. Zariski topolojisinin sonlu tane indirgenemez agik alt kiimelerin birlesimi olarak
ifade edilmesiyle N7, (0)'1n, R'nin asal ideali ve R halkasmin bazi I; ideallerinin top-
lam1 olarak yazilabilmesinin denk oldugu gosterilmistir.

Degismeli halka tizerinde M modiiliiniin b6liim modiilii tizerinde dual Zariski
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topolojisi kullanilarak M modiilii tizerinde baz1 topolojiler ve bu topolojiler arasinda
siirekli bir fonksiyon tanimlanmigtir. M nin boliim modiilii tizerinde dual Zariski
topolojisine homeomorf olan M tizerinde bir topoloji bulunmustur.
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2. KURAMSAL BIiLGILER ve KAYNAK TARAMALARI

Bu boliimde tez boyunca sik¢a kullanilan bazi temel kavramlarin tanimi ve
onemli sonuclar: verilecektir. Bu boliimdeki temel kavramlar icin Anderson ve Ful;
er (11992). Atiyah ve MacDonald| (1969). Bland (2011), Bourbaki (19664, E), ohen
(1946), Dummit ve Foote (1999), |Goodearl ve Warfield (2004). Lam (1991), Matsu-
mara 6 p (2 kitaplarmdan; Abuhlail (2015). Ansari-Toroghy ve Fars-
hadifa 2007), Behboodi (200 enkins ve Smith (1992). Kaplansky
(1974), v (1997), McCasland ve Moore%991|), McCasland ve Smith
(1993), ( ) makalelerinden ve Annin (2002) doktora tezinden yararla-
nilmistir. Diger 6zel kavramlarin tanimi ve sonuglari, tez boyunca konu igerisinde
uygun yerlerde aciklanacaktir.

Tanim 2.1. R bir halka olsun. R’nin asal radikali, R’nin tim asal ideallerinin
kesisimidir ve radgr(0) ile gosterilir. Eger R nin sifir ideali asal ise R’ye asal halka
denir.

Onerme 2.2. R bir halka olsun. R halkasinan bir P ideali icin asagidaki kosullar
denktir:

a) P, R’nin asal idealidir.
b) R'nin P C I ve P C J idealleri igin I.J ¢ P ’dir.
¢) R/P asal halkadur.

d) R'nin IJ C P olacak sekildeki sag I ve J idealleri i¢in I C P wveya
J C P’dir.

e) R'nin IJ C P olacak sekildeki sol I ve J idealleri i¢in I C P veya
J C P’dir.

f) xRy C P olacak sekilde x,y € R i¢in x € P veya y € P dir.

Tanmum 2.3. R bir halka ve ) # S C R olsun. Her a,b € S igin arb € S olacak
sekilde r € R wvarsa S’ye m-sistem (multiplicative system) denir.

R degismeli bir halka oldugunda ise S’ye carpimsal kapali kiime denir.

Carpimsal kapali bir kﬁme m- sistem fakat tersi dogru degildir. Ornegin R bir
halka ve a € R olmak iizere {a, a?, a?, ...} bir m-sistem fakat carpimsal kapal kiime
degildir.

Tanim 2.4. R bir halka ve I, R’nin bir ideali olsun.

VI = {s € R: s’yi igeren her m-sistem’in I ile kesigimi bostan farkldir}
6
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ile tanvmlanir. R degismeli bir halka oldugunda

VI={zeR:birneZ" igina" € I'dir}
kiimesi R halkasinan Iy kapsayan bir idealidir. Bu ideale I idealinin radikali denir.
Sonug 2.5. R degismeli bir halka olsun. I = 0 ideali i¢in

VO={z € R: birneZ" i¢in 2™ = 0’dwr}

ideali, halkanin tim nilpotent elemanlarimin olusturdugu kiimedir. Bu ideale nil ra-
dikal veya asal radikal denir ve Ng(0) ile gosterilir.

Sonug @ ile v/O = radg(0)'dir.

Sonug 2.6. R bir halka olsun. P, R’nin asal idealidir ancak ve ancak R\P bir
m-sistemdir.

Onerme 2.7. R dejismeli bir halka, I ve J, R’nin iki ideali olsun. Bu durumda
asaqidakiler saglanar:

YVI+J \/ V. dir.

i) VI ++/J = R’dir ancak ve ancak I + J = R’dir.
iii) VIJ =INJ=~TnJdir.

Onerme 2.8. R degismeli bir halka olsun. I, R'nin ideali ve ) # S C R carpimsal
kapaly kiime olmak tizere INS = 0 olsun. O halde PN S = 0 olacak sekilde Iy
iceren R'nin bir P asal idealt vardar.

Onerme 2.9. R bir halka olsun. I, R’nin sol ideali ve ) # S C R bir m-sistem
olmak tizere INS = 0 olsun. O halde PNS = 0 olacak sekilde Iy iceren R nin bir
P asal ideali vardar.

Tanim 2.10. R bir halka ve a € R olsun. Her ¢ € N i¢in a;11 € a;Ra; ve ag = a
kosullariny saglayan n(a) = {a,ay,....} kimesine a’nin dizisi denir.

Tanim 2.11. R bir halka, a € R ve I, R’nin sol ideali olsun. Her bir

{a; € R:a;41 € a;Ra; ve ag = a, i € Z} dizisi i¢in ap R C I olacak sekilde pozitif bir
k tam sayise varsa R’nin a elemanina I tzerinde gli¢li nilpotent eleman (strongly
nilpotent element) denir.

Baska bir ifadeyle bu tanim su sekilde de verilebilir:
n(a) = {a; € R: ajs1 € a;Ra; ve ag = a, i € Z} olmak tizere n(a) N1 # 0 ise a’ya
I dzerinde giclii nilpotent eleman denir. Sg(I), R’nin I dzerinde tanymly tim gugli
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nilpotent elemanlarnan kimesini gostermek tizere Sg(1) tarafindan dretilen sol ideal
Wr(I) ile gosterilir.

Onerme 2.12. R bir halka olsun. Ejer a € R giicli nilpotent eleman ise a nilpotent
elemandwr. Eger R degismeli ise o halde R’nin her nilpotent elemans giicli nilpotent
elemandar.

Ispat. a € R giiclii nilpotent eleman olsun. ay = a ve a;41 € a;Ra; kosulunu
saglayan her ag, ay,... dizisinin sonlu elemani sifirdan farkhdir. ay = a ve

ani1 = a = aylga, € a,Ra, olacak sekilde bir dizi segelim. O halde a; = a?,
as =a*, ..., a, = a*",... fakat bazi n > 0 icin a, = a®" = 0 olur. Béylece a nilpotent
elemandir.

R degismeli halka ve a € R nilpotent olsun. ag = a ve a;11 € a;Ra; kogulunu
saglayan ag, aq, ... dizisini diiginelim. O halde

a; = arpga = 7“0612

Ay = 17161 = rla% = 7"17"(2)@4

o 2 2n—2 2n—1 on
Ap = Tp-1Tp_o...T7  T§

a € R nilpotent oldugundan a™ = 0 olacak sekilde pozitif bir m tam sayis1 vardir.
Eger n, 2" > m olacak sgekilde segilirse a,, = 0 ve boylece a, giicli nilpotent eleman
olur. [

Onerme 2.13. R bir halka olsun. O halde R’nin asal radikali, R’nin tim gicli
nilpotent elemanlarinin kimesine egittir (radg(0) = Wg(0)).

R degismeli bir halka olsun. R’nin ideallerinin her artan zinciri sonlu bir
adimda duruyorsa R’ye Noetherian halka denir. Noetherian halkalar i¢in kullanigh
olan agagidaki onermeyi verelim.

Onerme 2.14. R degismeli bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

i) R Noetherian halkadur.

1) R’nin her ideali sonlu tretilmistir.

ii1) R’nin ideallerinden olusan bostan farkly her ailenin bir maksimal elemans
vardur.
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Her temel ideal bolgesi bir Noetherian halkadir. Ornegin Z bir Noetherian
halkadir.

Onteorem 2.15. R degismeli bir halka olsun. Eger R Noetherian halka ise R ’nin
her ideali, asal ideallerin bir carpimin icerir.

Ispat. Q = {I C R: I asal ideallerin bir ¢arpimini icermesin} olsun.  # ) olsa,
R Noetherian oldugundan €2’nin maksimal bir P eleman1 vardir. P € ) maksimal
elemam asal olmadigindan BC' C P fakat B ¢ P ve C ¢ P olacak sekilde B, C
idealleri bulunabilir. Béylece P ¢ B+ P, P C C+ P ve (B+ P)(C + P) C P olup
P asal ideallerin bir ¢arpimini igerir. Bu ise P € {2 olmasi ile ¢eligir. Sonug olarak
Q = 0 olur. O

Literatiirde Cohen teoremi olarak bilinen agagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.16. R degismeli bir halka olsun. R’ nin her asal ideali sonlu tiretilmis ise
R Noetheriandar.

Ispat. R halkasinm her asal ideali sonlu iiretilmis olsun. R Noetherian olmasin.
Q ={I CR: I, Rnin sonlu tretilmemis ideali} kiimesini olugturalim. Q # (’tur.
(Q, ) swrali kiimesinin herhangi bir tam sirali alt kiimesi (zincir) olarak {I;} alalim.
J = UI; de R’nin sonlu iiretilmemis bir idealidir. Eger J sonlu tiretilmis olsa, zincirde
iireteclerin hepsini kapsayan bir [ ideali bulunur ve bu durumda J = [ olacagindan
zincirdeki ideallerin sonlu tretilmedigi kabuliiyle celigir. O halde J € €2 bir st sinir
ve Zorn Onteoremine gore 2'nmin en az bir maksimal elemani P vardir. P’nin asal
ideal oldugu gosterilirse, asal ideallerin sonlu tretildigi kabul edildigi i¢in bir celigki
elde edilir ve Q = () bulunup her idealin sonlu tiretilmis oldugu ispatlanmis olunur.

R = R.1y sonlu iiretilmig ve P € €2 sonlu tretilmediginden P C R’dir.
a,b € R\P ve ab € P olsun. O halde P C P + Ra oldugundan py,ps,...,pm € P
ve 11, ...,Tm € R olmak tizere P + Ra = (p; + r1a, ..., Py + Tma) sonlu tretilmistir.
(P:a)={r € R:raec P} olmak iizere ab € P oldugundan b € (P : a) ve bdylece
P C (P : a) olur. O halde vy,...,v, € R icin (P : a) = (vy,...,v,) ideali de sonlu
tiretilmig ve her i = 1,2,...,n i¢in av; € P’dir. Boylece P = (py, ..., pn, avy, ..., av,)
sonlu tretilmisg bir ideal olur.

Gergekten, s; € R olmak iizere her x € P elemanu,

x = i si(pi +1ria) = i sipi + (i sm) a
=1 i=1 =1

m

olup (Z &m) a= x—z s;p; € P’dir. O halde s = Z sir; € (P : a)’dir. Buradan

=1 =1 i=1
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n
t;eE Rves= thvj olmak tlizere
j=1
m n
x = Z sipi + Z ti(av;)
j=1

=1

seklinde yazilabilir. Bu ise P € ) olmast ile ¢eligir. Sonug olarak ab ¢ P olup P asal
idealdir. O

Asagidaki teorem literatiirde Kaplansky teoremi olarak bilinir.

Teorem 2.17. R degismeli bir halka ve Noetherian olsun. O halde R temel ideal
halkasidir ancak ve ancak R’nin her maksimal ideali temel idealdir.

Asal idealler tizerinde tanimlanan Zariski topolojisinin tanimini ve ozellikle-
rini vermeden once tezin daha sonraki boliimlerinde de kullanilacak olan topoloji ile
ilgili baz1 tanim ve 6zellikleri verelim.

Tanim 2.18. X herhangi bir kime ve P(X), X ’in kuvvet kiimesi olmak ‘zere
T C P(X) olsun. Eger T ailesi;

i)0,X e,
) U,VeriseUNV er,

iii) Herie N iginU; € Tise |JU; €1
i€A

kosullariny saghyorsa (X, 1) ¢iftine topolojik uzay denir.
Tanmim 2.19. (X, 7) topolojik uzay olsun.

i) A C X olsun. A dzerindeki alt uzay topolojisi T4 = {ANU :U € 1} ile
tanamlanar.

i) A C X olsun. A’mn icerdigi X ’in tim a¢ik alt kimelerinin birlesimine
A’nin ici denir ve A ile gosterilir.

i11) X # 0 olsun. Xy ve Xy, X'’in bostan farkl kapal alt kiimeleri olmak
tizere her X1 U Xo = X ayrmsimae icin X = X, veya X = X5 ise X topolojik uzayina
indirgenemez (irreducible) denir.

iv) D C X olsun. Xin bostan farkly her a¢ik kimesi U igin U N D # () ise
D’ye X ’de yogundur (dense) denir.

v) X'in her a¢ik ortistinin sonlu bir alt értisi varsa X topolojik uzayina
10
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yari-kompakt (quasi-compact) denir.

vi) B, X 'in agik alt kiimelerin bir kimest olsun. Eger X "in her a¢ik alt kiimesi
B’ye ait olan bir takim kimelerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa B'ye X topolojik
uzayrnman bir tabant denir.

vii) X ve Y topolojik uzay ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. Eger V CY
agik kiimesi igin f~Y(V) ={x € X : f(x) € V'}, X in bir agtk kimesi ise f ye X wve

Y topolojik uzaylar, arasinda strekli fonksiyon denir.

viii) X ve Y topolojik uzay, f: X — Y birebir ve orten bir fonksiyon olsun.
Eger f ve f=1 fonksiyonlarimn her ikisi de sirekli ise f ye bir homeomorfizma denir.
Eger X veY topolojik uzaylar, arasinda bir homeomorfizma varsa X ve Y topolojik
uzaylarina homeomorf uzaylar denir.

iz) X ’in kapalv alt kimeleri azalan zincir kosulunu saglhyorsa X ’e Noetherian
topolojik uzay denir.

Onerme 2.20. R degismeli bir halka, A C R ve V(A) = {P € Spec(R) : A C P}

olsun.
i) Eger I, R'nin A tarafindan dretilen ideali ise V(A) = V(I) = V(/I) dar.
i1) V(0) = Spec(R) ve V(R) = 0 tur.

i1i) (A;)ien, R'nin alt kiimelerinin herhangt bir ailesi olmak ‘izere

AV(A)=V <U Ai) dir.
ieA ieA
i) I ve J, R’nin iki ideali olmak tizere V(I)UV (J) =V (INJ) =V (1J) dir.

Ispat. i) A C I C /I oldugundan V(v/T) C V(I) C V(A)'dir. Fakat I, A’y1 iceren
en kugik ideal oldugu igin P € V(A) olmas1 P € V(I) olmasimi gerektirir. O halde
V(I) = V(A)dir. Acikca V(I) = V(+/I)dur.

i1) Agik.
i1i) P € () V(A;) olsun. O halde her i € A i¢in A; C P’dir. Boylece
i€
UA, CPolupPeV (U Ai>’dir.
i€ i€EA

Diger kapsama benzer yontemle ispat edilir.

iv) P e V(INJ) olsun. O halde I N J C P’dir. Béylece I C P veya J C P
olup P € V(I) veya P € V(J)'dir. O halde P € V(I) UV (J)dir. Diger kapsama
benzer yontemle ispat edilir.

11
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P € V(IJ) olsun. O halde IJ C P’dir. Boylece I C P veya J C P olup
P e V(I)veya P e V(J)dir. Buradan P € V() U V(J) dir.

Diger kapsama benzer yontemle gosterilir. [

X = Spec(R)’de tiim kapall kiimelerin ailesini I' = {V(E) : E C R} ile gos-
terelim. Onerme 'deki (1), (ii) ve (iv) ozellikleriyle I', topolojik uzaym kapal
kiimeler i¢in aksiyomlarimi saglar. Iya Spec(R) tizerinde Zariski topolojisi denir.

Onerme 2.21. R degismeli bir halka ve r € R olsun. O halde X, = X\V(r) olarak
tanmamlanan {X, : r € R} kiimesi Zariski topolojisi i¢in bir tabandar.

Ispat. U C X bir acik kiime olsun. O halde J, R'nin ideali olmak tizere
U = X\V(J)dir. Buradan

U = x\V (Um) = X\ (ﬂV(j)>

jeJ jed
= U@wo) =Ua
jeJ jed
olup {X, : r € R} kiimesi Zariski topolojisi i¢gin bir tabandir. O

Onerme 2.22. R degismeli bir halka ve r € R igin X, = X\V(r) olsun. O halde
asagqidakiler saglanur:

i) Her r,s € R i¢in X, N Xy = X, 'dir.
it) X, = 0’tur ancak ve ancak r elemant nilpotenttir.
i1i) X, = X dir ancak ve ancak r birim elemandar.
) X, = X, dir ancak ve ancak \/W = \/@’dz’r.
v) X yari-kompakttr.
vi) Her r € R i¢in X, yari-kompakttur.
Ispat. (i), (ii), (444) ve (iv) X, nin tanimi ile agiktir.
(v) {U; :i € A}, X’nin agk bir ortist olsun. Her bir U;, A, kiimelerinin

birlegsimi olarak yazilabildiginden her ¢ € A i¢in U; = X, olarak kabul edebiliriz. O
halde

x = Ja, =J@x\wvm)

LIS 1€EA
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X\ (ﬂ V(ﬁ)) = X\V <U {Tz}>

ve boylece V (({r; : i € A})) = 0, yani ({r; : i € A})’y1 igeren asal ideal yoktur. O
halde ({r; : i € A}) = (1g)’dir. Béylece j € A i¢in z; € R olmak tizere 1 = Y z;r;

jea
olacak sekilde sonlu bir A C A kiimesi vardir. Buradan V ({({r; : j € A})) = 0 ve
boylece

X = X\V({r;:jeA})=2x\ (ﬂ vm)
— U (X\V(r)) U X,

JEA JEA
dir. X' sonlu sayida X, tarafindan értiildiginden X yari-kompakttir.

(vi) r € Rolsun. Her i € A i¢in r; € R olmak tzere {X,, : ¢ € A}, X,.’nin agik
bir ortiisii olsun. O halde

X, = X\V(r) UX —U (X\V(r;))

= X\ (ﬂ V(Tz‘)) = X\V (U {Tz})

€A iEA

= X\V({r;:ieA})

dir. Buradan V (< U {r¢}>> C V(r) = V(1/({r)) olup \/{r) C <9A {n-}>’dir.

i€A
O halde ™ € <U {n}> olacak sekilde pozitif bir n tam sayis1 vardir. Her j € A
ieA
i¢in z; € R olmak tizere r™ = ) z;r; olacak sekilde sonlu bir A C A kiimesi vardur.
JEA

Ayrica P € V(r") < P € V(r) oldugundan

() € {rj 7€ A}
olup
VI({r;:5 €A CV(E") =V(r)
dir. Buradan (| V (r;) C V(r) ve |J (X\V (r;)) 2 X\V (r) olup &, C |J &, dir.
jeA

JEA jeA
A sonlu kiime oldugundan X, yari-kompakttir. O

Onteorem 2.23. R degismeli bir halka olsun. X = Spec(R) indirgenemezdir ancak
ve ancak R’nin nil radikali Ng(0) asal idealdir.

13
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Ispat. (:=) R halkasimn nil radikali N(0) asal ideal olmasm. O halde ab € Ng(0)
fakat a,b ¢ Ng(0) olacak sekilde a,b € R vardir. Buradan a ¢ Ng(0) oldugundan
V(a) # X ve X, # () olur. Benzer sekilde &}, # () olur. Aymi zamanda X, ve X3, X’de
acik kiimelerdir. Fakat

X, NX, = Xy = X\V(ab) C X\V(Ng(0)) =10
olup & indirgenemez degildir.

(«<:) R’nin nil radikali Ng(0) asal ideal olsun. X’in bog olmayan iki acik alt
kiimesi olarak D ve T alalim. Pp € D ve Pr € T olsun. S, R’nin ideali olmak tizere
D = xX\V(S) olsun. Buradan Pp € D olup Pp ¢ V(S) ve S ¢ Pp’dir. Ng(0) C Pp
oldugundan S &€ Ng(0), yani Ng(0) ¢ V(S) ve Ng(0) € D’dir. Benzer sekilde
Ng(0) € T oldugu gosterilebilir. Boylece Ng(0) € DNT ve DNT # ) olur. Sonug
olarak X indirgenemezdir. O

Tanim 2.24. R degismeli bir halka, M bir R-modil ve N, M 'nin alt modiili olsun.
(N:M)={re R:rM C N}, R'nin bir idealidir. (0: M) ={r € R:rM = 0} ide-
aline M modilinin sifirlayicise denir ve Anng(M) ile gosterilir. Eger Anng(M) =0
ise M modiline sadik (faithful) modil denir.

Bu ideal tez boyunca sik sik kullanilacaktir.

Tanim 2.25. R tambik bélgesi ve M bir R-modiil olsun. m € M elemans igin rm = 0
olacak sekilde bir 0 # r € R (regiler eleman, yani sag ve sol sifir bolen eleman degil)
varsa m’ye M ‘nin burulmaly (torsion) elemany denir.

T(M)={m € M :rm =0 olacak sekilde bir 0 # r € R vardur}
alt modiiliine de M 'nin burulmaly (torsion) alt modili denir.

T(M) = M ise M 'ye burulmaly (torsion) modil, T(M) = 0 ise M ’ye serbest
burulmaly (torsion-free) modiil denir.

Asal ideallerin genellemesi olan asal alt modiil kavrami modil teoride 6nemli
bir yer tutar. Bu alt sinif kullanilarak modiillerin karakterizasyonu ile ilgili 6nemli
sonuglar elde edilmigtir (Lu 1984, 1997, Man ve Smith 2002, McCasland ve Smith
1993).

Tanim 2.26. R bir halka olmak tizere M sol R-modil ve P, M nin 6z alt modiili
olsun. rRm C P olacak sekilde her r € R ve m € M i¢in m € P veyar € (P: M)
ise P’ye M 'nin asal alt modili denir.

Degismeli halka tizerinde asal alt modil tanima ise su sekildedir: R degismeli
bir halka, M bir R-modil ve P, M 'nin oz alt modili olsun. rm € P olacak sekilde
herr € R vem € M i¢cinm € P veya r € (P : M) ise P’ye M nin asal alt modili

14
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denir.
Ornek. i) Degismeli R halkasimn her asal ideali R-modiil R nin asal alt modiiliidiir.

1) 22D L, Z-modil ZHZ nin asal alt modili fakat 22637, Z-modil Z&Z nin
asal alt moduli degildir.

i1i) p sabit bir asal sayr olsun. Z(p™) = {# +Z:reZnc N*}, Q/Z’nin
sifirdan farkl Z-alt modilidir. Z(p™) 'un asal alt modili yoktur.

Onerme 2.27. R dejismeli bir halka, M bir R-modil ve N, M 'nin 6z alt mo-
dilii olsun. N alt modilinin asal olmasu i¢in gerek ve yeter kosul (N : M) ’nin R
halkasian asal ideali olmasi ve M /N 'nin bir serbest burulmaly R/(N : M)-modiil
olmasidar.

Ispat. N asal alt modiil olsun.

a,b € R olmak tizere ab € (N : M) ve b ¢ (N : M) olsun. O halde abM C N
ve bM ¢ N olur. Boylece abt € N ve bt ¢ N olacak sekilde bir ¢ € M vardir. N,
M’nin asal alt modiilii oldugundan a € (N : M) olur. Béylece (N : M) € Spec(R)
dir.

0#7 € R/(N :M)vem € M/N olmak iizere 7m = 0 olsun. O halde
rm € N ver ¢ (N : M)dir. N asal alt modiil oldugundan m € N ve boylece m = 0
olur. O halde M/N serbest burulmal R/(N : M)-modildiir.

M/N serbest burulmali R/(N : M)-modiil olsun.
r € Rvem € M olmak tizere rm € N ver ¢ (N : M) olsun. O halde #m =0

ve 0 # 7 olur. M/N serbest burulmali R/(N : M)-modiil oldugundan m = 0 ve
boylece m € N olur. Sonug olarak N, M’nin asal alt modiiliidiir.

]

N, M’nin asal alt modiili iken (N : M) € Spec(R) oldugunu gérdik. Ancak
tersi her zaman dogru degildir.

Ornek. M =Z & Z bir Z-modiil ve N = 27 & 0, M 'nin alt modiili olsun. Burada
(N : M) =0 € Spec(Z) fakat N asal alt modil degildir. Cinki (1,0) € M ve 2 € Z
olmak tzere 2(1,0) = (2,0) € N fakat (1,0) ¢ N ve 2 ¢ (N : M) dir.

Onteorem 2.28. R degismeli halka ve M bir R-modiil olsun. Eger (N : M), R nin
maksimal ideali ise N, M 'nin asal alt modiiliidir.

Onteorem 2.29. R degismeli bir halka, M bir R-modil olsun. Eder N, M 'nin
maksimal alt modili ise N asal alt modildiir.

Onerme 2.30. R degismeli bir halka ve M bir R-modiil olsun. Asaqidaki ifadeler
15
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denktir:
i) M Noetherian modildiir.
1) M 'nin her alt modili sonlu tretilmistir.

i) M 'nin alt modillerinin herhangi bir bostan farkly ailesinin bir maksimal
elemans vardar.

Bir idealin radikali cebirsel geometride ¢ok 6nemli bir yer tesgkil etmektedir.
Bu acidan bir idealin radikali kavraminin bir genellemesi olarak bir alt modiiliin
radikal kavrami da modiil teoride énemli bir kavramdir. Bu kavram kullanilarak
halka ve modiil karakterize edilmektedir.

Tanim 2.31. R degismeli bir halka, M bir R-modil ve N, M nin 6z alt modiili
olsun. N yi kapsayan asal alt modil varsa N “yi kapsayan tim asal alt modiillerin
kesisimine N alt modilinin radikali denir ve rady(N) ile gosterilir. Eger N ’yi

kapsayan asal alt modil yoksa rady (N) = M olarak tanvmlanar.

Ozel olarak rady (M) = M olur. rady(0) radikaline M ‘nin radikali denir.
rady (N) = N ise N 'ye radikal alt modil denir.

Ornek. M = R = 7 olsun. 247 yi kapsayan asal alt modiiller 27 ve 3Z dir. O halde
rady(24Z) = 2Z N 3Z = 6Z dir.

Teorem 2.32. R degismeli bir halka, M bir R-modil ve N ile L, M 'nin alt modviilleri
olsun. O halde asagidakiler saglanar:

i) N Crady(N) dir.

1) rady(rady (N)) = rady (N) dir.

iii) rady (N N L) C rady(N) Nrady (L) dir.

i) R’nin her I ideali i¢in rady (IM) = rady (vVIM) 'dir.
v) /(N : M) C (rady/(N) : M) dir.

vi) M sonlu tretilmis R-modil ise rady (N) = M olmasy igin gerek ve yeter
sart N = M olmasidar.

vii) (rady(N) : rady (L)) = (rady(N) : L) dir.
viti) radyn(0) = (rada(N))/N dir.

Ispat. Daha sonraki boliimde kullanacagimiz (viii) nin ispatini verelim.
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P;, M’nin asal alt modiilii ve rady/n(0) = () F;/N olmak iizere
N/NCP;/N
T=x+ N € P;/N olsun. O halde z € P;’dir. N C P; oldugundan z € rady;(N)’dir.
O halde Z = 2 + N € (rady(N))/N olup buradan rady,n(0) C (rady(N))/N’dir.

P;, M’nin asal alt modiilii ve rady (N) = () P; olmak {izere
NCP;
T=x+ N € (rady(N))/N olsun. O halde = € rady/(N)'dir. Buradan
N C P olmak tizere x € P;/’dir. O halde z = x + N € P;/N olur. Dolayisiyla
T € radyyn(0)'dir. Buradan (rady(N))/N C radyyn(0)’dir. Sonug olarak
radyn(0) = (rady (N)) /N dir. O

Teorem 2.33. R degismeli bir halka olsun. M sonlu tretilmis R-modil, N ve L,
M "nin alt modilleri olsun. O halde rady (N) + rady (L) = M 'dir ancak ve ancak
N + L = M ’dir.

Bir idealin radikalinin modiil teorideki diger bir genellemesini de gimdi vere-
lim. Daha onceki genelleme ile egitligi kullanilarak halka ve modiiller hakkinda bilgi
sahibi olunabiliniyor.

Tanim 2.34. R degismeli bir halka ve M bir R-modiil olsun. N, M nin alt modili
olmak “zere

meM:r,e R, m; € M ve k; € N olmak tizere
- )

ki :
m = r;m; ve r;'m; € N dir
kiimesinin tretmis oldugu

méeM:r,e R, m; € M ven,k; € N olmak tizere

n
m= > rim; ve rfimi € N'dir
i=1

alt modiiliime N 'nin zarfo denir ve (Ey(N)) ile gdsterilir.
Ey(N), M’nin her zaman alt modiilii olmak zorunda degildir.

Ornek. M = Z @ Z bir Z-modiil ve N = (9,9)Z + (4,8)Z olsun.

Er62((9,9)Z + (4,8)Z), Z ® Z’nin alt modiili degildir.

Gergekten, (3,3) € Ey(N) dir. Ciinki 3(1,1) = (3,3) ve 3%(1,1) € N “dir.

(2,4) € Ey(N) dir. Ciinki 2(1,2) = (2,4) ve 2%(1,2) € N “dir.

Fakat (3,3) + (2,4) = (5,7) ¢ En(N) ’dir. Varsayalim ki (5,7) € Ep(N) olsun. O

halde (5,7) = r(a,b) ve r%(a,b) € N olur. Buradan ra =5, rb =7 oldugundan r|5

ve 1|7 dir. Boylece r = £1°dir. O halde r = 1 olmak iizere (5,7) = (a,b) € N 'dir.

(5,7) € N ise (5,7) = 2(9,9) + y(4,8) olacak sekilde x,y € Z vardwr. Buradan
= 9z + 4y ve 7 = 8y + 9x denklemlerinden y = % olur. Bu ise y € Z olmas ile

celigir. Sonug olarak Ey(N), M 'nin alt modili degildir.
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Onteorem 2.35. R dejismeli bir halka, M bir R-modil ve N, M 'nin herhangi bir
alt modiili olsun. O halde asagidakiler saglanur:

i) (Ep(0)) € rady(0) ‘dor.
i) (Em(0)) € (Em(N)) C rady(N) dir.
ii1) (Eayn(0)) = (Ex(N)) /N “dir.

Tanim 2.36. R degismeli bir halka ve M bir R-modil olsun. M 'nin her N alt
modilii i¢in rady (N) = (Ey(N)) ise M modiline radikal formili saglar denir.
Her R-modiil radikal formiili saglarsa R halkasina radikal formaili saglar denir.

Radikal formiil her zaman saglanmaz. Bunun i¢in agagidaki tanim ve onte-
oremden sonra bir 6rnek verilecektir. Bazi modiil siniflarinda da saglandigi sonraki
boliimde gosterilecektir.

Tanim 2.37. R degismeli bir halka, M bir R-modil ve N, M 'nin alt modili olsun.
k € Z*t olmak izere her r € R ve m € M i¢in r*m € N iken rm € N ise N alt
modiline yari-asal (semiprime) denir.

Onteorem 2.38. R dejismeli bir halka ve M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler
denktir:

i) M radikal formili saglar.

i1) M ’'nin her yari-asal alt modiili, M "nin asal alt modiillerinin bir kesisimidir
ve (En((Ean(0)))) = (En(0)) 'dor

Ispat. (i) = (ii) N, M’nin yari-asal alt modiilii olsun. O halde (F;(N)) = Ndir.
(1) ile rady (N) = N’dir. Boylece N, M’nin asal alt modillerinin bir kesigimidir.
Diger taraftan (Ey/(0)) = rady(0) oldugundan (E,,(0)) yari-asal ve boylece

(Em({(En(0)))) = (Ean(0)) dir.

(i1) = (1) (Ex((Ewm(0)))) = (Ep(0)) oldugundan (Ej,(0)) yari-asaldir. Boy-
lece rady(0) C (E(0))’dir. Dolayisiyla M radikal formilii saglar. O

Simdi daha 6nce bahsettigimiz radikal formiiliin her zaman saglanmayacagina
dair 6rnegi verelim.

Ornek. Z tamsayilar halkasi ve R = 7. [X] olsun. F = R® R serbest R-modiil olsun.
f=1(2X) € FveP = R2+ RX, R’nin maksimal ideali olsun. N = Pf olsun.
O halde N, F’nin asal alt modiillerinin kesisimi olmayan F’nin bir yari-asal alt
modilidir. Bu F modili, radikal formili saglamaz. Cunki f = (2,X) € F olmak
tizere P = R2 4+ RX, R’nin maksimal ideali ve N = Pf olsun. N nin yari-asal alt
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modil oldugunu gorelim.

r€ Rvef€F iginr*fe Pf=N olsun. O halde r* € P dir. P maksimal
ideal ve her maksimal ideal asal ideal oldugundan P asal idealdir. Dolayisiyla
r € P’dir. Boylece rf € Pf = N olup N yari-asaldur.

Bu F modiili radikal formiili saglamaz.

M = F/N alalim. N yarr-asal oldugundan (Ep/n(0)) = (Ey(0)) = 0°der. O
halde Rf/N = rady;(0) # (Ey(0)) = 0dir.

Tanim 2.39. R degismeli bir halka, M bir R-modiil ve S = {ya},cp de M nin bir
treteg sistemi olsun. Her m € M elemani, v, € R ve y, € S olmak tizere

m = Y. rolYa seklinde sonlu bir toplam olarak yazlabiliyor ve bu yazls tek tirli
aEA
oluyorsa S = {Ya},en e M 'nin bir tabana denir. M modiiliine de bir serbest modiil

denir.

Onerme 2.40. R dejismeli bir halka olsun. Her R-modil M, bir serbest R-modiiliin
homomorf gorintistidir.

Tanim 2.41. R degismeli bir halka ve M bir R-modiil olsun. A ve B, R-modiiller
olmak tizere her g : A — B R-modil epimorfizmasi ve her h : M — B R-modiil
homomorfizmasi icin h = gf olacak sekilde bir f : M — A R-modiil homomorfiz-
mast bulunabiliyorsa M “ye bir projektif R-modiil denir.

M
[ Lh

A 2 B — 0

Onerme 2.42. R degismeli bir halka ve {P,},., R-modillerin bir ailesi olsun. O

halde @@ P, projektif R-modildir ancak ve ancak her o € A igin P, projektif
a€A

R-moduldiir.

Teorem 2.43. R degismeli bir halka, M ve P bir R-modil olsun. Asagidaki ifadeler
denktir:

i) Her M —s/ P — 0 R-epimorfizmas: i¢in fa = 1p olacak sekilde bir
a: P — M R-homomorfizmast vardar.

i1) P, bir F' serbest R-modilinde bir direkt toplam terimidir.
iii) P projektiftir.

Tanim 2.44. R bir halka ve M sifirdan farkl bir R-modil olsun.
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i) M nin kendisinden ve sifirdan farkly bir alt modili yoksa M ye basit
(simple) modil denir.

1) (Ta)aen, M 'nin basit alt modillerinin bir ailesi olsun. M = @qepTy
parcalanigr varsa M 'ye yari-basit (semisimple) modil denir.

Tanim 2.45. R bir halka, M sol R-modil ve N, M 'nin alt modili olsun. M 'nin
sifirdan farkly her A alt modiili i¢in N N A # 0 ise N 'ye M 'nin bir esas (essential)
alt modiilii, M ye de N 'nin bir esas genislemesi (essential extension) denir ve

N <. M ile gosterilir. M 'nin sifirdan farkly her alt modiili M 'de esas ise M ye
diizgiin (uniform) modil denir.

Esas alt modiiliin bir baska denk tanima ise su sekildedir: R bir halka, M sol
R-modiil ve N, M 'nin alt modiili olsun. Her m € M i¢in 0 # rm € N olacak sekilde
r € R varsa N’ye M de esas (essential) alt modiil denir.

Tanim 2.46. R bir halka, M sol R-modiil ve N, M 'nin alt modili olsun. Eger N 'nin
M ’de esas genislemesi yoksa N 'ye M ’de kapalr denir. N, K ’da esas olacak sekilde
N ve K, M ’nin alt modilii olsun. Eger K, M ’de kapalr ise K ya N nin kapanis
denir. M nin her kapaly alt modili M 'nin bir direkt toplams ise M 'ye C'S-modiil
(extending modil) denir.

Onerme 2.47. R bir halka ve M bir sol R-modiil olsun. M nin sokulu (socle)

soc(M) = Y A{K <M : K, M’nin basit alt modiili}
= M{L<M:L, M’nin esas alt modili}

olur.

M’nin sokulu, M’nin basit alt modiilleri tarafindan tretilen en biyik alt
modiilidiir.

Tanim 2.48. R bir halka olsun.

i) Eger R’nin tim sol ve sag idealleri projektif R-modiil ise R’ye hereditary
halka denir.

it) Eger R halkast sag ve sol Noetherian, R’nin sifirdan farkl ideallerinin
carprma yine sifirdan farkly (R asal halka) ve hereditary ise R’ye HN P-halka denir.

Dedekind halkalar1 cebirsel geometride ve cebirsel sayilar teorisinde 6énemli
bir tutar. Ayrica, bir halka tizerindeki herhangi bir modiiliin yapisinin belirlenmesi
zor bir problem olmasina ragmen Dedekind halka tizerindeki modiil yapilar: kismi
olarak belirlenebilir.

Tanim 2.49. R tamk bolgesi ve R’nin her oz ideali, sonlu saiyda asal idealin
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carprma olarak tek tirli yazlabiliyorsa R’ye Dedekind halka denir.

Dedekind bolgesi iizerinde sonlu tiretilmis modiillerin yapisini agagidaki te-
orem ile hatirlayalim. Bu nedenden dolay1 Dedekind bolgeleri halka teoride énemli
bir yer tutmaktadir.

Teorem 2.50. R Dedekind bolgesi ve M sonlu tretilmis R-modil olsun. n, M ‘nin
ranky ve T'(M), M "nin burulmalr alt modili olsun. P, R’ nin asal idealinin kuvveti,
a; >1,t>0,i€{1,2,....,t} ve I, R'nin bir ideali olmak tizere

M2R1'®olIoT(M)
ve

T(M)= R/PM™ ® R/P® @ ... ® R/P™
dir.

Dedekind halkalari tizerinde tanimlanan modiillerin karakterizasyonu yapila-
bildiginden Dedekind halkalar: énemli bir halka sinifi olusturmaktadir.

Teorem 2.51. R Dedekind halka ise her R-modil M i¢in rady (0) = (Ey(0)) 'dar.
O halde Dedekind halkalar1 radikal formiilii saglar.

Simdi asal alt modiiliin dual kavram olan egasal (second) alt modiiliin tani-
mini, baz 6zelliklerini ve esasal alt modil tizerinde tanimlanan Zariski topolojisini
verelim.

Tanim 2.52. R bir halka ve M bir sol R-modil olsun. M # 0 ve M 'nin her N 6z
alt modiilii i¢in Anng(M) = Anng(M/N) ise M 'ye esasal R-modiil denir.

Degismeli halka tizerinde esasal alt modiil tanima ise su sekildedir: R degismeli
bir halka, M bir R-modil ve 0 #= N, M 'nin alt modilii olsun. Herr € R icinrN =0
veya rN = N ise N ye M 'nin esasal (second) alt modiilii denir.

Son yillarda yapilan ¢alismalar bu alt modiil sinifinin modiil ve halka karak-

terizasyonlarinda 6nemli bir rol oynadigini gostermistir (Abuhlail 2015, Annin 2002,
Ansari-Toroghy ve Farshadifar] 2012, 2014, Ansari-Toroghy vd 2016, [Yassemi 2001)).

Ornek. Her basit modil esasal modiildiir.

Onerme 2.53. M sifirdan farkl bir sol R-modiil olsun. O halde M esasal sol
R-modildiir ancak ve ancak R’nin her I ideali i¢in IM = 0 veya IM = M “dir.

Ispat. (:=>) M esasal bir sol R-modiil ve I, R'nin bir ideali olsun. M # M oldu-
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gunu kabul edelim. O halde Anng(M) = Anng(M/IM) olur. Buda I C Anng(M)
olmasini gerektirir. Boylece IM = 0’dur.

(«<:) R'nin her [ ideali i¢gin IM = 0 veya IM = M oldugunu kabul edelim.
N, M’nin bir 6z alt modiili ve Anng(M/N) = I olsun. Béylece IM # M’dir. O
halde IM = 0 ve buradan I C Anng(M)’dir. Béylece Anng(M) = Anng(M/N)
olur. ]

Onerme 2.54. M esasal bir sol R-modiil ise Anng(M), R’nin bir asal idealidir.

Ispat. M esasal bir R-modiil olsun. I ve J, R’nin idealleri olmak {izere

I1J C Anng(M) olsun. J € Anng(M) oldugunu kabul edelim. O zaman JM # 0’dur.
M esasal oldugundan JM = M’dir. Buradan (IJ)M = I(JM) = IM = 0 ve
dolaywsiyla I C Anng(M) olur. Bu da Anng(M)nin R’nin bir asal ideali oldugunu
gosterir. O

Onerme ’iin tersi genel olarak dogru degildir. Ornegin Anngz(Zz) = 0,
Z’nin bir asal idealidir ancak Zy esasal bir modil degildir.

Asal alt modiller tizerinde tanimlanan Zariski topolojisine benzer sekilde asal
alt modiillerin duali olan esasal alt modiiller tizerinde de Zariski topolojisi tanim-
lanmagtar.

Onerme 2.55. R dejismeli halka, M bir R-modil ve N, M 'nin alt modiilii olsun.
VS(N) ={P € Spec (M) : Anng(N) C Anngr(P)} olsun. O halde

i) V5(0) =0 ve V(M) = Spec*(M),

it) A indeks kimesi ve Ny, M ’nin alt modili olmak tzere

0 V) = v (0 Anna(Vy).

icA ieA
i11) N ve L, M 'nin alt modili olmak tizere VS (N)UV*(L) = V*(N + L) 'dir.
Onerme ile (M) = {V*(N) : N, M'nin alt modilii} topolojik uzay
i¢in kapali kiime aksiyomlarim saglar ve boylece I'*(M) kapali kiimeler ailesi olmak
tizere Spec®(M) tizerindeki topolojiye dual Zariski topolojisi denir.
Onerme 2.56. R degismeli halka, M bir R-modiil ve r € R olsun. O halde

X5 = X\V((0 :pr 7)) olarak tansmlanan {X? : r € R} kiimesi dual Zariski topolojisi
i¢in bir tabandar.

Ispat. U C X* bir acik kiime olsun. O halde J, R’nin ideali olmak {izere
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U= X*\V*((0 :ps J)) dir. Buradan

U = x°\ve (U(o ‘M r)) = X%\ (ﬂ V(0 r))

red red
= J@\v ) =Ja;
reJ reJ
olup {X? : r € R} kiimesi dual Zariski topolojisi igin bir tabandir. O
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3. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boéliim tamamen 6zgiin calismalardan olugsmustur. Elde edilen sonuglar:
Radikal Formiil, Sol O-asal Ideal, O-asal Alt Modiil, Ideallerle ilgili Zariski Alt
Uzay Topolojileri ve Modiil Uzerinde Baz1 Topolojilerin Yapis1 bashklar1 altinda
verilecektir.

3.1. RADIKAL FORMUL

Bu boltimde aksi belirtilmedikge kullanilan tiim halkalar birimli ve tiim mo-
diiller birimli sol modiil olarak diigtintiilecektir. R birimli bir halka ve M birimli sol
R-modiil olarak alinacaktir.

Degismeli ve birimli bir halkanin nilpotent elemanlarinin kiimesi bir ideal be-
lirtir ve bu ideal tiim asal ideallerin kesisimine denktir. Asal ideal kavrami modiillere
genisletilmis ve modiil versiyonu aragtirilmigtir (Dauns 1980).

Radikal formili ile Dedekind bolgesi arasindaki iliskiler bircok makaleye ca-
lisma konusu olmustur (Alkan ve Tirag 2007, Jenkins ve Smith 1992, McCasland
ve Moorg 1991, Pusat-Yilmaz ve Smith 2002, Smith 2001, Tiras ve Alkan 2003).
Boylece bu kavramlar kullanilarak Dedekind bolgeleri ve modiiller i¢in baz1 karak-
terizasyonlar verilmigtir. Fakat degismesiz halka teorisinde, radikal formiil ile Dede-
kind bolgesinin bir genellemesi olan H N P-halkas1 arasinda yeteri kadar kullanigh
sonuglar yoktur.

Degismesiz halka teorisinde, bir idealin radikalinin m-sistem ile karakterize
edilebiliyor olmas1 kullanigh baz sonuglar1 beraberinde getirmistir (Lam 1991). De-
gismesiz halka tlizerinde asal ideal ve radikal kavramlar: modiillere genellegtirilmigtir
(McCasland ve Smith 1993). i1k olarak degismeli halka teorisindekine benzer sekilde,
degismesiz halka iizerinde bir modiiliin alt modiiliiniin radikalinin bir formunun ve
radikal formiil ile H N P-halkalar1 arasinda bir iligskinin olup olmadigi sorusu ortaya
cikmigtir.

R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin alt modiili olsun. Bu béliimde, N
alt modilii tizerinde giiglii nilpotent elemanlar tarafindan iiretilen alt modiil olan
W (N) ve modilin radikali tizerine odaklamlacaktir. Degismesiz halka tizerinde
radikal formiili saglayan bazi sol modil siniflar1 bulunmustur. N alt modiiliiniin
radikali icin su tamimlama verilecektir: R, R = R/Wg(0) yari-basit olacak sekilde
bir halka olmak tizere rady (N) = Wy (N) = Wr(0)M + N’dir (Teorem :

~—

Bu bolimiin son kisminda ise H N P-halkalar1 tizerindeki modiiller ele alina-
caktir. C'S-modiil kavrami modiil teorinin 6nemli konularindan biri olup son yillarda
birgok yazar tarafindan ¢alisilmaktadir (Ceken ve Alkan 2012, Dung vd 1994). Asal
alt modiiller kullanilarak, belli bir kogul altinda sol C'S-halkanin sol sokulunun Ja-
cobson radikalinde oldugu gosterilecek ve belli bir kosul altinda H N P-halkas1 tize-
rinde sonlu iiretilmig modiiliin hem radikal formili sagladigi hem de C'S-modiil ile
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burulmali modiiliin direkt toplami seklinde yazilabilecegi gosterilecektir (Sonug ,
Teorem B.21|, Teorem B.22).

3.1.1. Alt Modiiliin Radikali

Sol R-modiul R’nin asal alt modiilinin bazi 6zelliklerini ifade eden énteorem
ile baglayalim.

Onteorem 3.1. R bir halka ve P, R’nin sol ideali olsun. O halde

i) Eger 0 # f € Endg(R/P) birebir (injektif) ise P sol R-modil R’nin asal
alt modulidir.

i1) Her xy € P i¢in xRy C P olacak sekilde P bir asal alt modiil ise her
f € Endgr(R/P) birebirdir.

Ispat. i) 2Ry C P olacak sekilde z,y € R olsun. Eger y ¢ P ise f(I+ P) =1ly+ P
olacak sekilde f € Endgr(R/P) tammlayalim. Her r € R i¢in f(xr + P) = 0’dir. O
halde xR C P’dir.

i1) f € Endr(R/P) olsun. f(1+ P) =y + P olacak sekilde y € R\ P vardur.
Eger x + P €Cek f ise xy € P ve boylece xRy C P’dir. O halde y € P veya xR C P
olup Cekf = 0’dir. O halde her f € Endgr(R/P) birebirdir. O

Onteorem @’in sonucu olarak su verilebilir:

Sonug 3.2. xy € P i¢cin xRy C P olacak sekilde P, R’ nin sol ideali olsun. Eger
P, sol R-modil R’nin asal alt modiilii ise R/ P bir ayrisamaz (indecomposable)
R-modziildir.

Ispat. P C A ve P C B, R'nin idealleri olmak iizere R/P = A/P & B/P olsun.
@ =a+ P € A/P olmak iizere f(a,b) = @ 6rten homomorfizmasini (epimorfizma)
diistinelim. Onteorem ile Cekf = 0’duir. O halde R/P sifirdan farkh iki alt mo-
diiliiniin direkt toplami seklinde yazilamaz. [

Simdi herhangi bir alt modiil tizerinde taniml giiclii nilpotent eleman kavra-
mini tanimini hatirlayalim.

R bir halka, M sol R-modiil ve N, M’ nin alt modilii olsun. a € Rve m € M
olacak sekilde pozitif bir k tam sayisi varsa M’'nin x = am elemanina N tizerinde
guclii nilpotent eleman denir. Sy;(N)’yi M'nin N tizerinde tanimh ttiim giiglii nilpo-
tent elemanlarimin kiimesi olarak gosterecegiz. Sy (N) kiimesi M 'nin bir alt modulii
olmak zorunda degil. Sy/(V) kiimesi tarafindan tiretilen alt modilia Wy (V) ile gos-
terecegiz. R halkasi degismeli ise Wy (N) = (Ep(N))’dir. Buradan goriilecegi tizere
Wi (N), Ep(N)'nin bir genellemesidir. Eger Wy, (N) = rady (N) ise N'ye radikal
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formili saglar denir. Eger her R-modiil M radikal formiilii saglarsa R’ye radikal
formiilii saglar denir.

M = R durumunda daha 6zel bir tanmim elde edilir. R sol R-modiil ve I,
R’nin alt modiilii olsun. Her bir {a; € R : a;41 € a;Ra; ve ag = a, i € Z} dizisi i¢in
arR C I olacak sekilde pozitif bir k£ tam sayis1 varsa R'nin a elemanina [ tlizerinde
glicli nilpotent eleman denir.

Agagidaki onteorem giiglii nilpotent elemanlarinin kiimesinin R-modil ho-
momorfizmasi altinda korundugunu gostermektedir.

Onteorem 3.3. M, N sol R-modiil ve B, M 'nin alt modilii olsun. O halde
f: M — N R-modil homomorfizmast icin f(Wy(B)) C Wy (f(B)) dir.

Eger f bir epimorfizma ve Cekf C B ise Wx(f(B)) C f(Wn(B)) 'dir.

ispat. m € M ve a € R olmak tizere © = am € Sy (B) olsun. O halde ag = a ve
a;+1 € a;Ra; olmak tlizere ag, ay, as, ... dizisi i¢in apRm C B olacak sekilde pozitif k
tam sayis1 vardir. O halde f(axRm) = axRf(m) C f(B) ve boylece

f(z) € Sn(f(B))dir. Sonug olarak f(Wy(B)) C Wx(f(B))'dir.

Tersi igin n € N ve t € R olmak tizere x = tn € Sy(f(B)) olsun. f érten bir
modiil homomorfizmasi oldugundan n = f(b) olacak sekilde b € B vardir. O halde
b, € Bver € Rigin agrn = f(b.) ve her r € R i¢in f(axrb — b,) = 0’dur.
Baoylece apRb C B olup x € f(Sy(B))’dir. Sonug olarak Sy(f(B)) C f(Su(B))
olup buradan Wy (f(B)) C f(Wy(B)) dir. O

Onteorem 3.4. M sol R-modil ve N, M ’nin alt modili olsun. O halde
Wr(N : MYM C Wy (N) dir.

Ispat. a € Sp(N : M) ve m € M olmak iizere + = am € Sgr(N : M)M olsun.
a € Sr(N : M) oldugundan ay = a ve a;41 € a;Ra; olacak sekilde ag,aq,as, ...

arRM C N ve her m € M igin axRm C N'dir. O halde z = am € Sy (N) ve
boylece Wr(N : M)M C Wy (N)'dir. O

Asgagidaki 6nteorem bir alt modiil lizerinde tanimlanan giiclii nilpotent ele-
manlarinin kiimesinin, bu alt modiilii kapsayan biitiin asal alt modiillerin kesigiminde
oldugunu gostermektedir.

Onteorem 3.5. M sol R-modil ve N, M 'nin alt modiili olsun. O halde
Wy (N) C rady (N) 'dir.

Ispat. 2 = am € Sy (N) ve x ¢ rady(N) olsun. am ¢ P olacak sekilde M nin N'yi
igeren bir P asal alt modiilii vardir. P asal alt modiil oldugundan aRam ¢ P’dir.
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O halde aym ¢ P olacak sekilde a; € aRa vardir. Benzer gekilde P tizerindeki
hipotez ile a; Ra;m gz P’dir. Boylece aym ¢ P olacak gekilde ay € a;Ra; elemani
vardir. Sonug olarak a = ag ve a;11 € a;Ra; olacak sekilde bir ag, ay,as, ... dizisi
elde ederiz (i = 0,1,2,3,...) fakat aym € P olacak sekilde bir pozitif k& tam sayisi
yoktur. O halde ayRm ¢ N olup M’'nin am elemam N tzerinde giiclii nilpotent
degildir. Bu ise am € Sy (N) ile geligir. O halde Sy (N) C rady(N) ve béylece
Wiy (N) C rady (N)'dir. O

Onteorem 3.6. M sonlu iretilmis sol R-modiil, N ve L, M 'nin alt modiilleri olsun.
O halde Wy (N) + Wy (L) = M 'dir ancak ve ancak N + L = M “dir.

Ispat. Sy/(N)U Sy (L) kitmesinin Wy (N) 4+ Wiy (L)yi iirettigini gozlemleyebiliriz.

(:=) N+ L # M olsun. M sonlu tretilmig R-modiil oldugundan N+ L C T
olacak gekilde M’nin maksimal T alt modiilii vardir. 7" ayn1 zamanda M nin asal
alt modiili oldugundan Wy, (N) C T ve Wy, (L) C T’dir. Dolayisiyla
M =Wy (N)+ Wy (L) C T olur. Bu ise T"nin maksimal alt modiil olmas: ile gelisir.
O halde N + L = M’dir.

(<) N CWy(N), L C Wy(L) ve N+ L = M oldugundan
War(N) + W (L) = Mdir. 0

Asgagidaki teorem halka ile modiiliin, radikali ve gticlii nilpotent elemanlarinin
kiimesi arasindaki iligkiyi gostermektedir.

Teorem 3.7. R bir halka ve I, R’nin sol ideali olsun. O halde Radg(IR), R’nin
IR idealini kapsayan tim asal ideallerinin kesisimi olmak tizere

Wgr(I) C radr(I) C radg(IR) = Radr(IR) = Wg(IR)
dir.

Ispat. Wx(I) C radg(I) oldugu Onteorem @ ile agiktir.

R’nin her asal ideali, sol R-modiil R'nin asal alt modiili oldugundan
radr(I) € Radgr(IR)’dir. O halde Wr(I) C radr(I) C Radgr(IR) ve
Wgr(IR) C radg(IR) C Radg(IR)dir.

x ¢ Sg(IR) olsun. O halde her pozitif k tam sayisi i¢in 2R ¢ IR olacak
sekilde {z; € R : x;11 € x;Rx; ve v = z, i € Z} dizisi vardir ve x, ¢ [R’dir.
S = {xg, 1,2, ...} bir m-sistem fakat SN IR = @’tur. O halde ¢ Radgr(IR)’dir.
Sonug olarak Radgr(IR) C Wr(IR)'dir. O

Teorem @’nin sonucu olarak su ifade edilebilir:

Sonug 3.8. R bir halka ve I, sol R-modil R nin alt modili olsun. Eger I alt modiili
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asagqrdaki kosullardan birini saglarsa radg(1) = Wg(1) dur.
i) IR’nin her elemanu I tzerinde gigli nilpotent elemandar.
i) I, R’nin idealidir.

Ispat. i) © € Sg(IR) olsun. O halde her {z; € R: x;41 € x;Rx; ve xy = x, 1 € Z}
dizisi i¢in xR C I R olacak sekilde pozitif k tam sayisi vardir ve x;, € I R’dir. Hipotez
ile her bir {a; € R : a;41 € a;Ra; ve ag = x, i € Z} igin a;R C I olacak gekilde
pozitif bir ¢ tam sayis1 vardir. Bévlece x, I iizerinde giiclii nilpotent elemandir ve

x € Wg(I)dir. O halde Teorem B.7 ile radg(l) = Wg(I) dir.
i1) (1)’den agik. O

Agagidaki onteorem giicli nilpotent elemanlar ile radikal modulin bolim
modiiliindeki 6zelligini ifade etmektedir.

Onteorem 3.9. M sol R-modiil ve N, M ’nin alt modiilii olsun. O halde asagidakiler
saglanr:

i) Wayn(0) = Wy (N)/N).
it) radyn(0) = (rady(N)/N).
Ispat. i) Syn(0) = {r(z + N) : ra € Sy (N)} oldugunu gostermek yeterlidir.

m = r(m + N) € Syyn(0) olsun. O halde a;41 € a;Ra; ve ag = r olmak

tam sayisi vardir. Buradan ayRm C N’dir. O halde rm € Sy (N) ve sonug olarak
m=r(m+ N) e {r(x+ N):rz € Sy(N)} olup Wyyn(0) C (Wy(N)/N)dir.

m=m+N € {r(z+ N):rx e Sy(N)} olsun. O halde m = rz € Sy (N)
varsayabiliriz. Her {a; € R : a;11 € a;Ra; ve ag = r, i € Z} dizisi i¢gin aqyRx C N
olacak gekilde pozitif bir k£ tam sayist vardir ve boylece apR(z + N) = 0 + N'dir.
Buradan m = r(z + N) € Syyn(0) olup (W (N)/N) € Wayn(0)'dar.

i1) Teorem . O

Teorem 3.10. R bir halka ve m € M olmak tizere M = Rm sol R-modil olsun. O
halde asagqidakiler saglanur:

i) War(0) = Wgr(Anng(m))m dir.

i1) Anng(m)R nin her elemani Anng(m) tzerinde gi¢li nilpotent ise
rady(0) = Wi (0) dar.
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Ispat. M = Rm ve I = Anng(m) olsun. O halde I, R'nin sol idealidir.

i) d € R olmak tizere x = rdm € Sy(0) olsun. O halde a;11 € a;Ra; ve
ao = rd olmak tizere R'nin ag, ay, as,... dizisi i¢in a Rm = 0 olacak sekilde pozitif bir
k tam sayisi vardir ve buradan ay R C Anng(m)’dir. Dolayisiyla rd € Sgr(Anng(m))
ve boylece Wy (0) € Wgr(Anng(m))m’dir. Tersi Onteorem ile acik. O halde
Wi (0) = W(Anng(m))m’dir.

it) M = Rm, R/I'ya izomorf oldugundan Wy (0), Wg/1(0) = Wr(I)/I'ya
izomorftur. Bengzer sekilde rady(0), radg/r(0) = radr(l)/I’ya izomorftur. Diger

taraftan Sonug @ ile radg(I) = Wg(I) ve boylece rady(0), Wy (0)’a izomorftur.
Sonug olarak rady(0) = Wy, (0)’dur. O

Simdiki 6ntereom ise gii¢lii nilpotent elemanin ve radikal modiiliin dik top-
lananlarindaki 6zelligini vermektedir.

Onteorem 3.11. M ve M*sol R-modiil olsun. O halde asaqidakiler saglanur:
i) War(0) @ Wi (0) = Wasgar(0) “dar.
i1) rady(0) @ rady«(0) = radysg = (0) dar.

Ispat. (i)’yi gostermek yeterlidir.

A ={(ra,0):ra € Sy(0)} (B=1{(0,kb) : kb € Sp+(0)}) kitmesi W),(0) & 0
(0 & Wy«(0)) alt modiliini tiretir.

x € AU B olsun. = (rm,0) € A varsayabiliriz ve boylece rm € Sy (0)’dur.
agp = r ve a;y1 € a;Ra; olmak lizere R'nin ag, ay, as, ... dizisi i¢in ax Rm = 0 olacak
sekilde pozitif bir k tam sayisi vardir ve boylece aiR(m,0) = 0’dir. O halde
r(m,0) € Syem+(0) olup Wi (0) & Wi (0) € Wasgar-(0) dur.

x =r(m,n) € Syem-(0) olsun. ay = r ve a;41 € a;Ra; olmak tizere R'nin
ag, ai, az, ... dizisi i¢in axR(m,n) = 0 olacak gekilde pozitif bir k tam sayis1 vardir.
O halde axRm = 0 ve aiRn = 0’dir. Sonug olarak
r(m,n) =r(m,0) +7r(0,n) € Wi (0) & Wy« (0)'dir. Buradan

Sonug olarak Wy, (0) @ Wi«(0) = Wasaar-(0)’dur. O

Onerme ve Onteorem kullanarak asagidaki teorem ispatlanabilir.

Teorem 3.12. R bir halka olsun. Eger her serbest R-modiil radikal formiili saglarsa
her R-modil de radikal formili saglar.
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Onerme 3.13. R bir halka ve M projektif sol R-modiil olsun. O halde
Wgr(0)M = Wy (0) = rady (0) = radr(0) M
dir.

Ispat. M projektif sol R-modiil olsun. O halde F = M @& A olacak sekilde serbest
R-modiil F' ve R-modiil A vardir.

[k olarak iddiamizin F icin dogru oldugunu ispatlayalim.

{z; :i € A} kiimesi F' igin bir taban olsun. O halde F' = € Rx;’dir. Her
i€EA
x € F’nin sonlu tanesi sifirdan farkh olan r; € R i¢in x = ) r;x; olacak sekilde tek
€A
bir a¢ihmi vardir. ¢,(x) = r; ile tamimh ¢, : F' — R homomorfizmasi tanimlayalim.

O halde i € A igin ¢, 6rten bir homomorfizmadir ve x = > ¢,(z)z; dir.
LIS

Sonlu tanesi sifirdan farkli olan r; € R i¢in v = ) rz; € Wp(0) olsun.

[ISHN
Boylece u = > ¢,(u)z; ve Onteorem @ ile u = Z @;(u)x; € Wr(0)F’dir. O halde
ieA

Wr(0) € Wg(0)F ve buradan Wg(0) = Wgr(0)F” dlr

m € Wi (0) olsun. Onteorem ile Wg(0) = Wi (0) @ W4(0) ve boylece
m € Wp(0) = Wr(0)F = Wr(0)M & Wr(0)A'dwr. O halde r;, k; € Wi(0), m; € M
ve a; € A olmak tizere m =Y r;m; + > k;ja; dir. Sonug olarak
m = > r;m; € Wg(0)M ve boylece Wg(0)M = Wy, (0)’dur.

Benzer gekilde rady (0) = radr(0)M oldugu gosterilir. radr(0) = Wg(0)
oldugundan Wy, (0) = Wgr(0)M = radr(0)M = rady(0) dur. O

Teorem 3.14. R bir halka, M/N projektif sol R-modil ve N, M 'nin alt modiilii
olsun. O halde

dir.

Ispat. Onteorem @ ile rady/n(0) = (rady (I N ve Wy (N)/N = Win(0)'dir.
M/N projektif R-modiil oldugundan Onerme

rady/n(0) = Wayn(0) = Wr(0)(M/N) ve boylece

Wy (N)/N = (Wgr(0)M + N) /N)’dir. Sonug olarak

Sonug 3.15. R bir halka, M/N projektif sol R-modil ve Wr(0)M C N olacak
sekilde N, R-modil M 'nin alt modili olsun. O halde rady (N) = Wy (N) = N ’dir.
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Ispat. Teorem ile acik. [

Teorem 3.16. R = R/Wg(0) yari-basit olacak sekilde R bir halka ve N, sol R-modiil
M 'nin alt modili olsun. O halde rady (N) = Wy (N) = Wgr(0)M + N ’dir.

Ispat. N = 0 olsun. rady(0) = Wg(0)M oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
Lam (1991) ile R yari-basit oldugundan R-modill M = M /Wg(0)M_de yari-basittir
ve yari-basit halka tizerindeki modiil projektif oldugundan Teorem ile

Wiy (0) = Wi(0)M = rad;;(0) = 0°dir. Buradan rady; (0) = Wx(0)M dir.

N # 0 olsun. O halde rady;/n(0) = Wx(0)(M/N)'dir. Sonug olarak Onteorem
@ ve Teorem ile rady (N) = Wgr(0)M + N = Wy (N)'dir. O

Baz1 halka siniflar tizerindeki modiillerin radikal formiilii sagladigi bilinmek-
tedir. Bu halka simiflarindan birini agagidaki sonug ile bulabiliriz.

Sonug 3.17. R = R/Wx(0) yari-basit olacak sekilde R bir halka olsun. O halde R
radikal formdili saglar.

Ispat. M bir R-modiil olsun. Teorem ile rady(0) = Wg(0) M dir.
Wr(0)M C Wi (0) C radp(0) oldugundan Wx(0)M = Wy (0) = rady (0)’dir. O
halde M radikal formiilii saglar. [

3.1.2. HN P-halkalar1 Uzerindeki Modiiller

Bu kisimda H N P-halkalarinin bir genellemesi olan H N P S-halkalar1 tanim-
lanacak ve H N P-halkalar i¢in karakterizasyon verilecektir.

Teorem 3.18. R HN P-halkasi, M sonlu tretilmis sol R-modil, m; € M ve K
projektif sol R-modil olmak tzere M = (&7 Rm;) & K olsun. Sifirdan farkl her
re Rwveie{l,..,n} icin Anng(m;) = Anng(rm;) olsun. Bu durumda

WR (ﬂ?zlAnnR(mi)) (@?Zlle) D WR(O)K = WM(())
dar.

Ispat. Wx (N, Anng(m;)) (®r, Rm;) = W( 0) gostermek istiyoruz.

EB?:1Rmi) (
n = 2 ic¢in yapalim.

M € S(R,, @Rmy)(0) olsun. ag = r ve a;11 € a;Ra; olmak tizere ag, a1, az, ...

Buradan ayRd; = 0 ve agRe; = 0’dir. Hipotez ile ay R C Anng(my) N Anng(ms)’dir.
Sonug olarak r € Sg(Anng(mi) N Anng(ms)) ve
WiR,, @Rmy)(0) € Wr(Anng(mi) N Anng(ms))(Rmy © Rmg)'dir.
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Tersi i¢in a € Sg(Anng(my) N Anng(ms)) olmak tizere
n = a(dy,e;) € Sp(Anng(my) N Anng(ms))(Rmy & Rms) olsun.
ag = a ve a;41 € a;Ra; olmak tizere ag, ay, ...dizisi i¢in a, R C Anng(mq)NAnng(ms)
olacak gekilde pozitif bir k& tam sayist vardir ve boylece aiR(mq,ms) = 0 olup
Wr(Anng(my) N Anng(mz))(Rmy © Rma) C W(R,, @rm)(0)’'dir. O halde

WR (AnnR(ml) N AnnR(mz)) (le & RmQ) = W(le@RmQ)(O)
dir. Aym zamanda Onerme ile Wi (0) = Wx(0)K ve Onteorem ile de

Wi (0) = Wirmerma)@x (0) = WiRmi@Rrm,) (0) & Wik (0)
oldugundan
Wi (0) = Wr (Anng(my) N Anng(ms)) (Rmy & Rmsy) @ Wik (0)
dir. Sonug olarak
W (M Anng(m;)) (@72 Rm;) & Wr(0)K = Wi (0)
dur. O

Dedekind bolgeleri degismeli halka teorisinde 6énemli rol oynar ve Dedekind
bolgeleri radikal formiilii saglar. Degismesiz halka teorisinde bu kavramin genelle-
melerinden birisi de H N P-halkalaridir. Dolayisiyla H N P-halkalarinin da radikal
formiili saglayip saglamadigi kontrol edilebilir. Bunun i¢in ilk 6énce bir M modiilii-
niin karakterizasyonunu verelim. M, H N P-halkasi tizerinde sonlu iiretilmis modiil
ve K, M’nin alt modiilii olsun. O halde K, M/T(M)’ye izomorf olmak tizere
M = T(M) & K’dir (McConnel ve Robson 1987). Bu kisimda M modiili igin bu
ayrigimdan yararlanilacaktir.

Onteorem 3.19. Her eleman regiiler olacak sekilde R bir halka ve T(M) C N
olmak tizere N, sol R-modil M 'nin alt modili olsun. O halde N 'nin kapamist L,
T(M/N)=L/N formundadar.

Eger M, HN P-halkas: tizerinde sonlu tiretilmis ise L, M nin bir direkt top-
lamadar.

Ispat. N, K’da esas olacak sekilde N ve K, M’nin alt modiilleri olsun. O halde
K/N, T(M/N)'nin alt modiiliir.

T(M) € N ve L/N = T(M/N) olacak sekilde N ve L, M’nin alt modili
olsun. 0 # = + N € T(M/N) alahm. O halde 0 # rz € N olacak sekilde r € R
vardir. Aksi durumda x + N = 0 olur. Béylece L, N'nin esas geniglemesidir. M /L,
(M/N) /T(M/N)ye izomorf oldugundan M /L serbest burulmali modiil olup L,
M’nin kapali bir alt modiiliudiir.
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Eger M, HN P-halkas: iizerinde sonlu iiretilmis modil ise M /L projektif ve
boylece L, M'nin bir direkt toplam terimidir. [

R bir halka ve P, R'nin asal ideali olsun. x,y € R olmak iizere zy € P
iken xRy C P ise P’ye S-kosulunu saglar denir. Eger H N P-halkas1 R ve sifir ideali
S-kosulunu saglhyor ise R’ye HN PS-halka denir. Agikca, H N PS-halkas1 Dedekind

bolgesinin bir genellemesidir.
Bu kosul altinda agsagidaki sonuca ulagilir.
Sonug 3.20. R sol C'S-halka olsun. O halde

i) P, sol R-modil R’nin S-kosulunu saglayan asal alt modilii olsun. Bu
durumda P, R’de esastir.

1) Eger R’nin her asal ideali S-kosulunu saghyorsa J(R), R nin tim maksi-
mal ideallerinin kesisimi (Jacobson radikali) olmak tizere
soc(rR) C radgr(0) C J(R) dir.

Ispat. i) P, sol R-modul R'nin asal alt modiili ve L, P’nin kapanigi olsun. R sol
C'S-halka oldugundan R = L& K olacak R'nin K alt modiilii vardir. Diger taraftan
Sonug @ ile R/ P ayrigtirllamaz ve boylece K = 0’dir. Buradan P, R’de esastir.

i1) soc(rR), R'nin esas sol ideallerinin kesigimi oldugundan
soc(rR) C radgr(0) C J(R) dir. O

Agagidaki teoremde Sonug kullanilarak H N PS-halkasi tizerinde sonlu
iiretilmis bir modiil i¢in bir karakterizasyon verilir.

Teorem 3.21. R, HN PS-halka ve M sonlu tretilmis sol R-modiil olsun. O halde
M modiilii burulmaly modiil ile C'S-modiiliin direkt toplamadar.

Ispat. M, HN P-halkasi iizerinde sonlu iiretilmis modiil ise K, M /T(M)’ye izomorf
olmak tizere M = T'(M) @ K’dir (McConnel ve Robson [1987). A, K’nin alt modiili
olsun. O zaman Onteorem @ ile L, A'nin bir kapanis1 olmak tizere T'(K/A) = L/A
ve boylece L, K'nin direkt toplam terimidir. O halde K C'S-modiildiir. O

Radikal formiil ile ilgili asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 3.22. M, HN P-halkas: tizerinde sonlu tiretilmis sol modil olsun. m € M
olmak tzere Anng(m)R nin her elemani Anng(m) tuzerinde gii¢li nilpotent ise M
radikal formaiili saglar.

Ispat. M, HN P-halkas: tizerinde sonlu iiretilmis modiil olsun. O halde McConnel
ve Robson ([1987) ile M, devirli modiil veya projektif modiiliin direkt toplamidir.
Teorem ve Onerme kullanilarak ispat tamamlanir. ]
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3.2. SOL O-ASAL iDEAL

Bu boliimde aksi belirtilmedikge kullanilan tiim halkalar birimli olarak diigii-
nulecektir. R birimli bir halka olarak alinacaktir.

Degismeli halka tizerinde asal idealler hakkindaki Cohen ve Kaplansky te-
oremleri halkalar1 karakterize etmek i¢in 6nemli teoremlerdir (Cohen 1950, Kap-
lansky 1974). Bu teoremlerden yola gikarak bu boliimde, degigsmesiz halkalarin ya-
pisini incelemek igin sol O-asal idealler tizerine yogunlagilacaktir. Degismeli halka
teorisinde, bir halkanin nilpotent elemanlarinin kiimesi bir ideal belirtir ve bu ideal
tiim asal ideallerin kesigimine esittir. Ancak degismesiz halka teorisinde, nilpotent
elemanlarimin kiimesi bir ideal belirtmez ve asal ideallerin kesigsimi ise m-sistem ile

karakterize edilir (Lam [1991)).

Bu bilgi dogrultusunda bu boéliimde, asal ideallerin genellemesi ve bir idealin
radikali i¢in yeni tanmim verilecek, bu yeni ideal sinifinin temel Ozellikleri incele-
necek, degismeli halka tizerinde tanmimlanan asal ideal kavrami ile benzerlikleri ve
farkliliklar1 belirtilecektir. Halkanin maksimal sol idealinin sol O-asal ideal oldugu
gosterilecektir (Onteorem ) R bir halka olsun. I, R'nin sol ideali ve
K ={a; € R:ap=ave a1 € a;Ra;, i € N} C R olmak tizere I N K = () olsun. O
halde PN K = () olacak sekilde I’y1 kapsayan R'nin P sol O-asal idealinin var oldu-
gunu gosterilecektir (Onerme @) Bu sonug kullanilarak ve belli kogullar altinda
R’nin sol [ idealini igeren tiim sol O-asal ideallerinin kesigimi olan O-radg(I)nin ele-
manlari i¢in karakterizasyon verilecektir. Son olarak R sol O-radikal idealler tizerinde
artan zincir kogulunu saghyorsa R'nin K sol O-radikal idealinin (O-rad K ) =K)
sonlu tane O-asal ideallerinin kesigimi oldugu ifade edilecektir Teorem

v

3.2.1. Sol O-asal ideal

Degismeli halkadaki asal ideal kavraminin degismesiz halka tizerinde bir ge-
nellemesi de "completely” asal idealdir. Reyes’te (2010) degigmesiz halkalarda ”comp-
letely” asal idealin bir genellemesi olarak "completely” sag asal ideal tanimlanmig ve
bu yeni sinifin 6zelliklerini aragtirilmigtir. R bir halka ve P, R’nin sag ideali olsun.
R’nin aP C P ve ab € P olacak sekilde a ve b elemanlari i¢in a € P veya b € P ise
P’ye "completely” sag asal ideal denir.

Bu tanimi agagidaki gibi genellegtirebiliriz.

Tanim 3.23. R bir halka ve P, R’nin sol ideali olsun. R'nin PJ C P ve IJ C P
olacak sekilde sol I, J idealleri i¢in I C P veya J C P ise P’ye R’nin sol O-asal
ideali denir.

Eger P asal ideal ise sol O-asal ideal oldugu aciktir. Ayrica degismesiz R
halkas1 degismeli olursa Tanim , bilinen asal ideal tanimina denk olmaktadir.

P, R’nin sol ideali olsun. PJ C P olan R'nin sol J ideallerinin toplami olarak
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tamimlanan [g(P), R'nin sol idealidir. Sunu da gozlemleyebiliriz: Iz(P) = R'dir
ancak ve ancak P, R’nin idealidir.

Asgagidaki 6nteorem bu sol idealin bazi 6zellikleri gostermektedir.

Onteorem 3.24. R bir halka ve I, R’nin sol ideali olsun. O halde asagidaki ifadeler
saglanar:

Z) ]IR<I) g ]IR<I2) “dir.
ZZ) I[R([) Q HR(HR(I)) “dar.

i) Eger f : R — S bir halka epimorfizmasi ise f(Ig(1)) C Is(f(1)) dur.
Ayrica Cekf C I ise bu kapsamanin tersi de dogrudur.

Ispat. (i) J € Ig(I) olsun. O halde IJ C I ve buradan I?J = II1J C I? olup
Tp(I) C I(1?)dir.

(i1) J € Ig({) olsun. O halde I.J C I’dir. ITg(I)J C I oldugundan
J € Ig(Ir(1)) olup Ir(I) C Ir(Ir(l)) dur.

(4i) J, R'nin sol ideali olmak tzere f(J) € f(Ig(I)) ve IJ C I olsun. Buradan
fUJ)=f(I)f(J) C f(I) ve f(J), S’nin sol ideali oldugundan f(J) € Is(f (1)) dur.

Ters kapsama igin f(J) € Is(f (1)) olsun. Béylece f(I)f(J) C f(I)dir. z € I
ve z € J alalim. f(zz) = f(y) olacak sekilde y € I vardir. Boylece f(zz—y) = 0’dur.
O halde zz —y €Cekf C I ve xz € I'dir. Boylece IJ C I olup buradan

f(J) e f(Ig(1))dur. O
Bu sol ideal sinifi ile sol O-asal ideal arasinda soyle bir iligki vardir:

Onteorem 3.25. R bir halka ve P, R’nin sol ideali olsun. O halde P sol O-asal
idealdir ancak ve ancak Igr(P) = P dir.

Ispat. Iz(P) = P olsun. Iz(P)nin tanimi ile P, R'nin sol O-asal idealidir.

P, R’nin sol O-asal ideali olsun. Hipotez ile Iz(P) # R’dir. O halde
a € R\Ig(P) ve b € Ig(P) elemanlarini alalim. Béylece ¢ = pra ¢ P olacak sekilde
x € R ve p € P elemam vardir. Buradan ¢cRb C PRb C P ve P sol O-asal ideal
oldugundan ¢ € P veya b € P’dir. ¢ ¢ P oldugundan b € P olup Ig(P) C P’dir.
Diger kapsama her zaman saglandigindan Iz(P) = P’dir. [

Sol O-asal ideal ile asal ideal kavramlarinin farkli oldugunu agagidaki 6nte-
orem ile gorebiliriz.

Onteorem 3.26. R halkasinin herhangi bir sol maksimal ideali sol O-asal idealdir.
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Ispat. P, R'nin sol maksimal ideali olsun. PJ C P olacak sekilde I ve .J’yi R’nin sol
idealleri olarak alalim. Eger I ve J sol idealleri P’de degilse P’'nin maksimalliginden
P+I=RveP+J=Rdir.Ohalde R=(P+I)(P+J)=P+1Jolup IJ, P’de
degildir. Sonug olarak P sol O-asal idealdir. [

Onteorem 3.27. I?, R’nin sol O-asal ideali olacak sekilde I, R nin ideali olsun. O
halde I idempotent idealdir.

Ispat. I? sol O-asal ideal, I*I C I? ve I C I? oldugundan I C I?’dir. Sonug olarak
I = I? olup I idempotent ideal olur. O

Asgagidaki 6nerme sol O-asal idealin epimorfizma altinda korundugunu gos-
termektedir.

Onerme 3.28. R, S iki halka ve P, R’nin sol ideali olsun. ¢ : R — S halka
epimorfizmasy ve Ceky C P olsun. O halde P, R’nin sol O-asal idealidir ancak ve
ancak p(P), S’nin sol O-asal idealidir.

Ispat. (:=) ¢(P)J C ( ) ve IJ C ¢(P) olacak sekilde I ve J, S’nin sol idealleri
olsun. O halde p~'(I)p~(J) C P ve Pp~!(J) C P’dir. P, R'nin sol O-asal ideali
oldugundan ¢=*(I) C P veya o' (J) C P’dir. Béylece I C ¢(P) veya J C o(P)dir.

Sonug olarak ¢(P), S'nin sol O-asal idealidir.

(<:) p(P), S'nin sol O-asal ideali olsun. PB C P ve AB C P olacak sekilde A
ve B, R'nin sol idealleri olsun. O halde ¢(A)p(B) C ¢(P) ve p(P)p(B) C ¢(P) dir.
Boylece p(A) C ¢(P) veya p(B) C ¢(P)’dir. Cekp C P oldugundan A C P veya
B C P’dir. Sonug olarak P, R'nin sol O-asal idealdir. ]

Onerme ’den agagidaki sonug ifade edilebilir.

Sonug 3.29. R bir halka olsun. O halde P, R’nin sol O-asal idealidir ancak ve ancak
N C P C R olacak sekilde her N ideali i¢in P/N, R/N 'nin sol O-asal idealidir.

3.2.2. Sol O-asal idealin radikali

Simdi literatiirde iyi bilinen, bir idealin radikali tanimina benzer sekilde sol
O-asal idealin radikali kavramini tanitalim.

Tanim 3.30. R bir halka ve I, R’nin sol ideali olsun. Iy iceren R nin tim sol
O-asal ideallerinin kesigimine I’'nin O-radikali denir ve O-radg(l) ile gdsterilir.
Eger O-radr(l) =1 = Wg(I) ise I ’ya sol O-radikal ideal denir.

R’nin her asal ideali sol O-asal ideal oldugundan O-radg(I) C radg(I)’dir.

Degismeli halka teorisinden hatirlanacag tlizere agagidaki teoremin benzeri
radikal modiiller i¢in ifade edilmistir (Teorem ). Agagidaki teorem bunun
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O-radikal ideal versiyonudur ve bu teorem halkanin sol idealleri ile bu ideallere ait
O-radikal idealler arasindaki iligkiyi ifade etmektedir.

Teorem 3.31. R bir halka, N ve L, R’nin sol ideali olsun. O halde
O-radr(N) + O-radg(L) = R’dir ancak ve ancak N + L = R’dir.

Ispat. O-radg(N) + O-radg(L) = R ve N + L # R olsun. O halde N + L C T
olacak sekilde R'nin bir T sol maksimal ideali vardir. Onteorem ile T', R'nin sol
O-asal ideali oldugundan O-radr(N) C T ve O-radg(L) C T’dir. Boylece
O-radr(N) + O-radr(L) C T
olup bu T' C R olmasiyla celigir. O halde N + L = R’dir.
N C O-radr(N), L C O-radg(L) ve N + L = R oldugundan
O-radr(N) + O-radr(L) = R

dir. O]

Simdiki 6nerme sol O-asal ideallerin ¢arpimsal kiime ile baglantisini ifade
etmektedir.

Onerme 3.32. R bir halka olsun. I, R'nin sol ideali ve K C R bir carpimsal kiime
olmak tizere I N K = () olsun. O halde P N K = 0 olacak sekilde R’nin I 'y igceren
bir P sol O-asal ideali vardar.

Ispat. U kiimesini su sekilde tanimlayalim:
U ={L:LNK={(veL, Rnin sol ideali}.

I € U oldugundan ¥ # (’tur. Zorn 6nteorem ile ¥’'nin bir maksimal P elemamn
vardir. PB C P olacak gekilde A ve B, R’nin sol idealleri olsun.

A ve B, P’de olmasim. O halde hem (P+A)NK # () hem de (P+B)NK # ()
olur. a € (P+ A)N K ve b € (P+ B) N K olacak sekilde a,b € R vardir. Buradan
abe KN((P+ A)(P+ B)) = KN (AB + P) olup AB, P’de olamaz. Boylece P,
R'nin sol O-asal idealidir. [

Asagidaki 6nerme sol O-asal ideal ile halkanin bir elemanina ait dizisi ara-
sindaki iligkiyi ifade etmektedir.

Onerme 3.33. R bir halka olsun. I, R’nin sol ideali ve

K ={a; € R:ag=a ve a;y1 € a;Ra;, i € N} C R olmak tizere N K =0 olsun. O
halde PN K = 0 olacak sekilde R’nin Iy iceren bir P sol O-asal ideali vardar.

37



BULGULAR ve TARTISMA Ortag ONES

Ispat. ¥ kiimesini su sekilde tanimlayalim:
U ={L:LNK=(ve L, Rnin sol ideali}.

I € U oldugundan ¥ # (’dir. Zorn énteorem ile U'nin bir maksimal P elemani
vardir. PB C P olacak sekilde A ve B, R’nin sol idealleri olsun.

A ve B, P’de olmasimm. O halde hem (P + A) N K # () hem de
(P+B)NK #0Qolur.r, € (P+A)NKvehert >nignr, € (P+A)NK
olsun. Benzer sekilde r,, € (P + B) N K ve her v > m i¢in r, € (P + B) N K olsun.
m > n varsayalim. O halde [,k € R olmak tizere 7,1 = lr,kr, ’dir ve boylece
Tme1 € KN ((P+ A)(P+ B)) = KN (AB+ P)'dir. Buradan AB, P’de olamaz ve
boylece P, R'nin sol O-asal idealidir. ]

Simdi Wx([I) ile sol O-asal ideal arasindaki iligkiyi verelim.

Onteorem 3.34. R bir halka, a € R ve I, R’nin sol ideali olsun. O halde
O-radgr(I) C Wg(I) dur.

Ispat. a € O-radg(I) fakat a, I tizerinde giiclii nilpotent eleman olmasin. O halde
IN K = olacak sekilde K = {a; € R: ag = a ve a;11 € a;Ra;, i € N} C R kiimesi
vardir. Onerme @ ile PN K = () olacak sekilde R'nin I’y1 iceren bir P sol O-asal
ideali vardir. Bu ise a € O-radg(I) olmasiyla geligir. O halde

O-radg(I) C Wg(1)'dir. O

Asagidaki 6nteoremin sartlarindan birinin saglanmas: durumunda Onteorem
’teki kapsamanin tersi de dogrudur.

Onteorem 3.35. R bir halka, a € R ve I, R’nin sol ideali olsun. Asagidaki kosullar-
dan biri saglamirsa O-radg(I) = Wgr(I) dor.

1) R’nin P sol O-asal ideali i¢in xa ¢ P iken axa ¢ P dir.
2) Ideal olmayan her P sol O-asal ideal, sol maksimal idealdir.

Ispat. Wg(I) C O-radg(I) oldugunu gosterelim. Diger kapsama Onteorem ’te
gosterildi.

a € Sg(I) fakat a ¢ O-radg (I) olsun. O halde a ¢ P olacak sekilde R'nin
I’y1igeren bir P sol O-asal ideali vardir. P sol O-asal ideali i¢in iki durum vardir:

a) PRa C P olsun. aRa, P’de olmadigindan sifirdan farkh a; = atpa € aRa
elemani vardir ve a; ¢ P’dir. O halde PRa; C PRa C P ve béylece a; Ray, P’'de
degildir. Benzer sekilde sifirdan farkli ay = aitja; € a;Ra; elemani vardir. Bu
yontemi kullanarak a'nin n(a) = {a; : a;41 € a;Ra; ve ag = a, i € N} dizisini elde
ederiz fakat her 7 € N i¢in a; ¢ P oldugundan n(a) N I = @) olur. Sonug olarak a, I
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tizerinde R’nin gliglii nilpotent elemani degildir. Bu ise a € Sg([) ile ¢geligir. O halde
WR(I) - O—de(I)’dlr.

b) PRa ¢ P olsun.

i) (1)’deki kosul saglansin. (poz)a ¢ P olacak sekilde py € P ve x € R vardir
ve (1) ile a; = a (pox) a ¢ P elemanimi segebiliriz.

i1) (2)’deki kogul saglansin. O halde R'nin P sol maksimal ideali vardir ve
P + PRa = R’dir. O halde 1 = m + ka olacak gekilde m € P ve k € PR vardir ve
a —am = aka ¢ P’dir. a; = aka olarak segelim.

PRa, QZ P oldugundan b’deki yontem ile ¢t € R olmak iizere ay = ajta; ¢ P
elemanini segebiliriz.

Sonug olarak amin n(a) = {a; : a1 € a;Ra; ve ag = a, i € N} dizisi
vardir fakat her i € N igin a; ¢ P oldugundan n(a) NI = @ olur. O halde a, I
tizerinde R'nin gii¢lii nilpotent elemani degildir. Bu ise a € Sg(I) ile geligir. O halde
Wgr(I) C O-radg(I)’dir. O

Onteorem ’te (1)’deki kogulu saglayan bir sol O-asal ideal i¢in 6rnek ve-

relim.

bir halka olsun. O halde

RS>

F F
Ornek. F bir cisim olmak iizere R= |0 F
0 O

F
P=10
0

SRS IS

F
0| sol ideal fakat sag ideal degildir.
0

Ik once P nin sol O-asal ideal oldugunu gésterelim. Bunun igin
Igr(P) ={a € R: PRa C P} yi hesaplayalim.

a b c

Egerq= |0 d e| €lg(P) ise Pq C PRq C P dir.
00 f

0 0 0] [a b ¢ 000

01 0|0 de|l=1]|0de|leP

00 00O f 000

dir ancak ve ancak e = 0 dur.
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a b c
Boylece g = |0 d 0] dar.
0 0 f
0 0 0] [a b ¢ 000
¢1=10 0 1{ |0 4 Of=1]0 O f
0 0 1110 0 f 00 f

olsun. O halde ¢ € Rq ve PRq1u C PRq C P oldugundan ¢, € 1g(P) dir. Béylece
f =0 olup g € P’dir. Sonu¢ olarak Iz(P) = P olup Onteorem [5’25 ile P, R’nin sol
O-asal idealidir.

g:

o O O
o O O
O = O

0
1f, p=
1

o O O
O = O
o O O

0 0
1 0| vex =
00

olsun. O halde hem xg hem de pxrg P’de degil ve buradan PRg ¢ P’dir. Sonug
olarak gprg ¢ P olup P sol O-asal ideali, Onteorem |3. 3’3 ‘teki (1) kosulunu saglar.

Fakat
0 0 0 0 00
g1=10 0 1| ¢ Pvegao=1(0 1 0| ¢P
0 00 0 0 1

ise gog1 & P fakat g1g2g1 € P dir. Bu ise Onteorem ’teki (1) kosulunu saglama-
yan bir ornektir. Sonug olarak bu kosul her zaman saglanmaz.

Agagidaki teorem bir sol idealin sonlu tiretilmemis tiim sol idealler arasinda
maksimal ise bunun sol O-asal ideal oldugunu gostermektedir.

Teorem 3.36. R bir halka ve R’nin sag ideal olmayan P sol ideali, Rnin sonlu
tretilmemis tim sol idealleri arasinda maksimal olsun. O halde P, R’nin sol O-asal
idealidir.

Ispat. Iz(P) # P, b € Iz(P)\P ve aRb C P olacak sekilde a € R olsun. O halde
P + Rb, P’den farklhidir ve sonlu tiretilmistir. p; € P ve r; € R olmak tizere
{p1 + r1b,...,ps + 7:b}, P + Rb'nin treteg kiimesi olsun. K = {y € R : yb € P}
kiimesini tanimlayalim. O halde K, a ve P’yi iceren R’nin bir sol idealidir.

a ¢ P olsun. P + Ra # P oldugundan K, R'nin sonlu iiretilmig bir sol
idealidir. x € P alahm. O halde u; € R olmak tizere x = uy(p; +71b)+ ...+ uy(p; +74b)
ve buradan x— (u1p1+...+up;) = (uiri+...+ury)b'dir. Boylece (ugri+...4ury) € K
olup buradan z € Rp; + ... + Rp; + Kb ve P = Rp; + ... + Rp; + Kb'dir. Bu ise
P’nin sonlu iiretilmemis olmasiyla celigir. O halde a € P ve P, R’nin sol O-asal
idealidir. [
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Teorem M ile agagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.37. R bir halka olsun. Eger R nin sag ideal olmayan her sol O-asal ideali
sonlu tretilmis ise R sol idealler tizerinde artan zincir kosulunu saglar.

Ispat. R’de her sol O-asal ideali sonlu iiretilmis olsun. Su kiimeyi olugturalim:
Q= {1, : I;, R'nin sonlu tretilmemis sol ideali}

Q # 0 olsun. O halde I; € Q olmak tizere J = UI;, R'nin sonlu iiretilmemis sol

idealidir ve J, €2 icin bir tist sinirdir. Zorn énteorem ile {2’nin maksimal bir P elemani

vardir. Onteorem B.26 ile P, R’'nin sol O-asal idealidir. Buise P € Q olmasi ile celisir.
Boylece R, sol idealler tizerinde artan zincir kogulunu saglar. Il

Bu, sol O-asal idealler i¢in Cohen Teoreminin degismeli olmayan halkalar
tizerindeki bir genellemesi sonucuna ulagtirir.

Sonug 3.38. (Sol O-asal idealler i¢in Cohen Teoremi) R bir halka olsun. Eger R’nin
her sol O-asal ideali sonlu tretilmis ise R sol Noetherian halkadur.

Simdiki teorem, belli bir kosul altinda R’deki herhangi sol O-radikal idealin
sonlu tane sol O-asal ideallerin kesigimi oldugunu gostermektedir.

Teorem 3.39. R, sol O-radikal idealler tizerinde artan zincir kosulunu saglayan
bir halka olsun. O halde R’deki herhangi sol O-radikal ideal, sonlu tane sol O-asal
ideallerin kesisimidir. Ek olarak R’deki herhangi sol ideal, sonlu tane sol O-asal
idealin kesisimidir.

Ispat. R’deki sol O-radikal ideal, sonlu tane sol O-asal ideallerin kesigimi olmasin
ve I = O-radg(I) sol O-radikal ideali bu sart1 saglayan idealler arasinda maksimal
olsun. O halde I, sol O-asal degildir ve boylece [g(I) # I’dir. aRb C I olacak sekilde
a € R\I ve b € Ig(I)\I alahm. J, I + Ra’nin sol O-radikali ve K, I + Rb'nin sol

O-radikali olsun. I maksimal oldugundan J ve K, sonlu tane sol O-asal idealin
kesigimi seklinde ifade edilebilir. I = JN K oldugunu gostererek geligki elde edecegiz.

x € JNK olsun. J = O-radr(I + Ra) ve K = O-radg(I + Rb) olup buradan
I+ Ra C Wgr(I + Ra) ve I + Rb C Wg(I + Rb)’dir O halde = hem I + Ra hem de
I + Rb tizerinde giclii nilpotent elemandir. Eger
T ={a; : a;y1 € a;Ra; ve ag = x, i € N} ise a,, € (I + Ra) NT olacak gekilde n € N
vardir ve her ¢ > n i¢in a; € (I + Ra)NT’dir. Benzer sekilde a,, € (I+ Rb)NT olacak
sekilde m € N vardir ve her v > m i¢in a, € (I + Rb) N T"dir. n < m varsayalim.
I,k € Ricin a,,11 = layka,, € T’dir ve béylece
amy1 € TN ((L + Ra)(I + Rb)) = T N I’dir. O halde a,,41 € I ve I, sol O-radikal
ideal oldugundan Wx(I) = O-radgr(I) = radg(I) = I olup x € I’dir. Bu ise I'nin
sonlu tane sol O-asal ideallerin kesigimi olmamasi varsayimi ile geligir. Sonug olarak
R’deki herhangi sol O-radikal ideal, sonlu tane sol O-asal idealin kesigimidir. [
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3.3. O-ASAL ALT MODUL

Bu boltimde aksi belirtilmedikge kullanilan tiim halkalar birimli ve tiim mo-
diiller birimli sol modiil olarak diigiiniilecektir. R birimli bir halka ve M birimli sol
R-modiil olarak alinacaktir.

Bu boliimde modillerin yapisi, sadece sol O-asal idealin modiil versiyonu ol-
mayan, ayni zamanda asal alt modiiliin de bir genellemesi olan O-asal alt modiil
yardimiyla incelenecektir. Ilk olarak O-asal alt modiillerin 6zelliklerine calisilacak
ve bu smif ile bilinen diger asal alt modil simiflar1 arasindaki iligkiler incelenecek-
tir. O-asal alt modiiller ile bilinen diger asal alt modiil sitmiflarinin farkl oldugunu
vurgulamak amaciyla bir érnek verilecektir (Onteorem ) M sonlu iiretilmis sol
R-modiil olsun. N, M’nin alt modiilii ve
K ={a; € R\{Ogr} : ap = a ve a;41 € a;Ra;, i € N} C R olmak tizere
NN Km = () olsun. O halde P N K'm = () olacak sekilde N’yi iceren M nin
O-asal alt modiiliit P'nin var oldugu gosterilecektir (Onerme @) Bu sonug kulla-
nilarak belli kosullar altinda M modiiliintin N alt modiiliinii kapsayan tiim
O-asal alt modiillerinin kesisimi olan O-rady;(N)nin elemanlar1 karakterize edile-
cektir (Teorem ) Son olarak devirli M modili O-radikal alt modiiller tizerinde
artan zincir kogulunu saghyorsa M nin O-radikal alt modiilii N'nin sonlu tane O-asal
alt modiliin kesigimi oldugu gosterilecektir (Teorem B.54).

3.3.1. O-asal Alt Modiil

Bir 6nceki boliimde halka i¢in yapilanlarin modiil versiyonu iizerine ¢alisila-
caktir. Ik olarak O-asal alt modiil kavramini tanitarak bu boliime baslayalim.

Tanim 3.40. R bir halka, M sol R-modil ve P, M 'nin 6z alt modiili olsun.
(P:m)Rb C (P :m) ve aRbm C P olacak sekilde R’nin a,b elemanlary ve M 'nin
m elemant i¢in am € P veya bm € P ise P’ye M nin O-asal alt modili denir.

M’nin her asal alt modulii O-asal alt modiildiir. Her m € R\I i¢gin [ = (I : m)
olacak sekilde I, R'nin bir sol ideali ise I, sol R-modiil R’nin O-asal alt modiilidir
ancak ve ancak I, R'nin sol O-asal idealidir. Simdi m € M olmak tizere
Qn(P) = (P:m)={r € R:rm € P} kiimesini olugturalm. Agik¢a Q,,,(P), R'nin
sol idealidir. Ayrica su da gozlemlenebilir: €2, (P) = R’dir ancak ve ancak m € P’dir.

P, M’nin alt modiili ve f : M — M* bir R-modil homomorfizmas: olsun.
O halde m € M icin Q,,(P) C Q) (f(P)) dir. Eger Cekf C P ise bu kapsamanin
tersi de dogrudur.

Agagidaki dnteorem ile ayni zamanda asal alt modiil olmayan fakat O-asal
alt modiil olan bir 6érnek de verilmis olur.

Onteorem 3.41. R asal bir halka, M = R @& R sol R-modil ve P, R'nin asal
ideali olsun. O halde N =0& P, M nin O-asal alt modiliidir fakat asal alt modiili
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degildir.

Ispat. N, M’nin alt modiilii olmak tizere rRm C N olacak sekilde r € P ve
m = (0,1) € M olsun. Agtkca m ¢ N ve rM ¢ N’dir. Sonug olarak N, M’ nin asal
alt modili degildir.

Simdi N’'nin O-asal alt modiil oldugunu gosterelim.

rRy(a,b) € N ve Qup)(N)Ry € Qqp) (V) olacak sekilde z,y,a,b € R olsun.
Boylece her t € R igin xtya = 0 ve xtyb € P’dir. O halde agagidaki durumlar vardir:

i) Eger x = 0 ise x(a,b) € N'dir.
i1) Eger y = 0 ise y(a,b) € N'dir.

i11) Eger hem x hem de y sifir degil ise R asal halka ve zRyb C Poldugundan
a = 0'dir. P € Spec(R) oldugundan z € P veya yb € P’dir.

Eger x € P ise z(0,b) € N'dir.
Eger yb € P ise y(0,b) € N'dir. O halde N, M’nin O-asal alt modulidir. [

M degismeli bir halka tizerinde bir modiil ve P, M nin alt modiilii olsun. P,
M’nin asal alt modiili iken (P : M), R'nin asal ideali olmasima ragmen (P : M),
R’nin asal ideali iken P, M nin asal alt modiilii olmak zorunda degildir. Bu ytlizden
gogu makale “(P : M), R'nin asal ideali iken P, M nin ne zaman asal alt modiili
olur 7 7 agik problemini ele almigtir.

Asagidaki onteorem, sol O-asal ideal ile O-asal alt modiil arasindaki iligkiyi
gostermektedir.

Onteorem 3.42. M sol R-modiil ve P, M 'nin alt modiili olsun. O halde P, M 'nin
O-asal alt modilidir ancak ve ancak m € M\P i¢in Q,(P), R’nin sol O-asal
idealidir.

Ispat. (:=) P, M’nin O-asal alt modiilii olsun.

Q,,(P)Rb C Q. (P) ve aRb C Q,,(P) olacak sekilde a € R ve b € R\Q,,,(P)
alalim. O halde aRbm C P ve P, M’nin O-asal alt modiili oldugundan
a € Q,(P)dir.

(«<:) m € M\P igin Q,,(P), R'nin sol O-asal ideali olsun.
Q,(P)Rb C Q,,(P) ve aRbm C P olacak sekilde a € R ve b € R\Q,,(P)

alalim. O halde aRb C §,,(P) ve Q,,(P)Rb C Q,,(P)’dir. ,,(P), R'nin sol O-asal
ideali oldugundan am € P’dir. [
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Onteorem 3.43. M sol R-modiil ve P, M 'nin alt modiilii olsun. Eger
0 # f € Endy(M/P) birebir ise P, M 'nin O-asal alt modulidiir.

Ispat. aRbm C P ve Q,,(P)Rb C Q,,(P) olacak sekilde a,b € R ve m € M olsun.
Eger a ¢ Q,,(P) ise f(m+ P) = am + P olacak sekilde f € Endy/(M/P) alalim. O
halde f(bm + P) = 0’dir. Sonug olarak b € Q,,(P)’dir. O

Agagidaki 6nerme O-asal alt modiiliin epimorfizma altinda korundugunu gos-
termektedir.

Onerme 3.44. M, M* sol R-modiil ve P, M 'nin alt modiilii olsun. o : M — M*
R-modiil epimorfizmast ve Cekp C P olsun. O halde P, M "nin O-asal alt modiliidiir
ancak ve ancak o(P), M*"in O-asal alt modulidir.

Ispat. (:=) P, M’nin O-asal alt modiilii olsun.

aRbg(m) € 9(P) ve Ly (9(P)) b € Qi (9(P)) olacak sekilde
a, b€ R, m e M ve o(m) € M*olsun. p(aRbm) C ¢(P) ve Ceky C P oldugundan
aRbm C P ve Q,,(P)Rb C Q,,(P)’dir. Hipotez ile a € Q,,(P) veya b € Q,,(P)’dir.
Boylece p(am) € ¢(P) veya @(bm) € ¢(P)’dir. Sonug olarak ¢(P), M*'m O-asal
alt moduludiir.

(<:) p(P), M*1m O-asal alt modiilii olsun.

aRbm C P ve Q,,(P)Rb C Q,,(P) olacak sekilde a,b € R ve m € M ol-
sun. Boylece aRbp(m) C ¢(P) ve Qum)(@(P))Rb C Quam(p(P)) dir. Hipotez ile
p(am) € p(P) veya o(bm) € ¢(P)’dir. Ceky C P oldugundan am € P veya
bm € P’dir. O

Onerme ’ten agsagidaki sonucu ifade edebiliriz.

Sonug¢ 3.45. R bir halka ve M sol R-modiil olsun. O halde P, M 'nin O-asal alt
modulidir ancak ve ancak her N C P C M olacak sekilde N alt modili i¢in P/N,
R-modil M /N "nin O-asal alt modiilidiir.

3.3.2. O-radikal alt modiil

Literattirde iyi bilinen, bir modiiliin radikali tanimina benzer gsekilde O-asal
alt modiiliin radikali kavramini tanitalim.

Tanim 3.46. M sol R-modil ve N, M 'nin alt modilii olsun. N yi iceren M ‘nin
tiim O-asal alt modiillerinin kesisimine N alt modiilinin O-radikali denir ve
O-rady (N) ile gosterilir. Eger O-rady(N) = N = Wy (N) ise N 'ye M "nin
O-radikal alt modiili denir.

Teorem ’de benzeri ifade edilen ve onun O-asal alt modiil versiyonu olan
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agsagidaki teoremi ispatsiz ifade edelim.

Teorem 3.47. M sonlu tretilmis sol R-modil, N ve L, M 'nin alt modiilleri olsun.
O halde O-rady (N) 4+ O-rady (L) = M ’dir ancak ve ancak N + L = M dir.

Simdiki 6nerme O-asal alt modiliin ¢arpimsal kiime ile baglantisini ifade
etmektedir.

Onerme 3.48. M sonlu dretilmis sol R-modil ve N, M 'nin alt modiilii olsun.
m € M ve K C R bir ¢arpimsal kiime olmak tizere N 0N Km = () olsun. O halde
PN Km =0 olacak sekilde M 'nin N ’yi iceren bir O-asal alt modili P vardar.

Ispat. N C L ve L, M’nin alt modiilii olmak tizere ¥ kiimesini su sekilde tanimla-
yalim:

U={L:LNKm=0veya (L: M)NK =0}

U kiime kapsama bagintisina gore kismi sirali kiimedir. Ayni1 zamanda gunu da
gozlemleyebiliriz: LN Km = () ise (L : M) N K = (’tur.

U’den A zinciri alalim. O halde A = |J A; ve boylece A € ¥’dir. Zorn
A; €N
onteorem ile U'nin maksimal bir P elemani vardir.

n € M\P, a € R\Q,(P) ve b € R\Q,(P) i¢in Q,(P)Rb C Q,(P) olsun.
aRbn € P oldugunu gostermek istiyoruz. P, ¥'de maksimal oldugundan
(P: M)+ Ra)NK # 0 ve (P+ Rbn) N Km # () olur. Il € (P : M)+ Ra) N K
ve km € (P + Rbn) N Km olsun. ¢ € (P : M), t,d € R, k € K ve p € P olmak
tizere [ = q + da ve km = p + tbn’dir. K carpimsal oldugundan [k € K’dir. O halde
lkm = (q+da)(p+tbn) = gp+ qtbn+dap+ datbn € Km olup gp+ qtbn+dap € P ve
PN Km =0 oldugundan datbn ¢ P’dir. Sonug olarak aRbn ¢ P’dir. O

Agagidaki 6nerme O-asal alt modiil ile modiiliin bir elemanina ait dizisi ara-
sindaki iligkiyi ifade etmektedir.

Onerme 3.49. M sonlu dretilmis sol R-modiil ve N, M 'nin alt modiilii olsun.

m e M ve K ={a; € R:ay = a veay € a;Ra;, i € N} C R olmak iizere
NN EKm =0 olsun. O halde PN Km = 0 olacak sekilde M 'nin N ’yi i¢eren O-asal
alt modilu P vardr.

Ispat. N C L ve L, M’nin alt modiilii olmak tizere ¥ kiimesini su sekilde tanimla-
yalim:

UV={L:LNKm=0veya (L: M)NK =0}

A, ¥'de bir zincir olsun. O halde A = |J A; ve boylece A € W'dir. Zorn 6nteorem
A EN
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ile ¥’nin maksimal bir P elemani vardir.

n € M\P,r, € R\Q,(P) very € R\Q,(P) igin Q,(P)Rry C Q,(P) olsun. P,
U’de maksimal oldugundan (P + Rron) N Km # 0 ve [(P : M) + Rri]N K # § olur.
kam € (P+Rron)NKm # QOvek, € [(P: M) + Rri)NK # () olsun. a > b varsayalim.
g€ (P: M) t, de Rvep € P olmak tizere ky, = q + dry ve kym = p + tron’dir.
Onerme @’ﬁn ispatina benzer yontemle k.., = xkyyk, € K olacak sekilde z,y € R
vardir ve boylece

korim = zxkyyksm = x(q + dr)y(p + tran)
= xqyp + xqytron + xdriyp + xdriytron € Km

dir. zqyp + zqytron + xdriyp € P ve PN Km = () oldugundan xdryytron ¢ P’dir.
Sonug olarak 71 Rron € P’dir. O

Simdiki onteorem O-rady;(N) veya M devirli ise O-asal alt modiillerin kesigi-
minin, giiglii nilpotent elemanlar tarafindan tiretilen alt modiilde kapsandigini gos-
termektedir.

Onteorem 3.50. M sol R-modiil ve N, M ‘nin alt modiili olsun. Eger O-rady;(N)
veya M devirli ise O-rady (N) C Wy (N) “dir.

Ispat. m € M icin O-rady (N) = Rm olsun. a € R olmak iizere am € O-rady(N)
fakat am, N tlzerinde gicli nilpotent eleman olmasim. O halde N N K'm = () olacak
sekilde K = {a; € R: ap = a ve a;;1 € a;Ra;, i € N} C R vardir. Onerme ile
P N Km = () olacak sekilde N’yi iceren M’nin O-asal alt modulii P vardir. Bu ise
am € O-rady(N) ile geligir. O halde O-rady (N) C Wy (N) dir.

m € M igin M = Rm olsun. a € R olmak tizere am € O-rady (N) fakat am,
N tizerinde giicli nilpotent eleman olmasin. N N K'm = () olacak sekilde
K ={a; € R:ay = ave ajy1 € a;Ra;, i € N} C R vardir. Onerme ile
PN Km = ( olacak sekilde N’yi iceren M'nin O-asal alt modilii P vardir. Bu ise
am € O-rady(N) ile geligir. O halde O-rady (N) C Wy (N) dir. O

Asagidaki 6nteoremin sartlarindan birinin saglanmas: durumunda Onteorem

’deki kapsamanin tersi de dogrudur.

Onteorem 3.51. M sol R-modiil ve N, M 'nin alt modiilii olsun. Ejer O-rady;(N)
veya M devirli ve asaqidaki kosullardan biri saglanirsa Wy (N) = O-rady(N) “dir.

1) P, M 'nin O-asal alt modilii olmak tizere xam ¢ P iken axam ¢ P dir.
2) Her O-asal alt modil P maksimal alt modildir.

Ispat. Wy (N) C O-rady (N) oldugunu gosterelim. Diger kapsama Onteorem m
de gosterildi.
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am € Wy (N) fakat am ¢ O-rady(N) olsun. O halde N'yi iceren M ’nin
bir O-asal alt modulii P vardir ve am ¢ P’dir. O-asal alt modiil P igin iki durum
vardir:

a) Qm(P)Ra C §,,(P) olsun.

aRam ¢ P oldugundan a;m ¢ P olacak sekilde sifirdan farkh

a; = atpa € aRa vardir. O halde Q,,(P)Ra; C Q,,(P)Ra C Q,,(P) ve boylece
arRaym ¢ P’dir. Dolayisiyla aom ¢ P olacak sekilde sifirdan farkh

as = ajtiay € ayRay vardir. Bu yontem kullanilarak a;m ¢ P olacak sgekilde a’nin
n(a) = {a; : aix1 € a;Ra; ve ag = a, i € N} dizisi elde edilir fakat her i € N
i¢gin a;m ¢ P oldugundan n(a)m N P = ( olur. O halde am, M’nin N iizerinde
glicli nilpotent elemam degildir. Bu ise am € W)y (N) olmasiyla geligir. O halde
Wy (N) C O-rady (N)'dir.

b) Q(P)Ra € 2, (P) olsun.

i) (1)’deki kogul saglansin. (pox) am ¢ P olacak sekilde x € R ve py € Q,,,(P)
elemanlar1 vardir ve boylece (1) ile aym = a (pox) am ¢ P elemanin segebiliriz.

i1) (2)’deki kosul saglansin. O halde P, M’nin maksimal alt modiili ve
P + Ram = M’dir. Boylece a € R i¢in aM = aP + aRam ve boylece
am — ap = alam ¢ P’dir. O halde aym = atam elemanimn segebiliriz.

Q(P)PRay € Q,,(P) oldugundan b’deki yontem ile ¢ € R olmak tzere
asm = ayta;m ¢ P elemanini segebiliriz.

Sonug olarak a'nin n(a) = {a,a,as, ... : a;41 € a;Ra; ve ag = a, i € N} dizisi
vardir fakat her i € N igin a;m ¢ P oldugundan n(a)m N P = @ olur. O halde am,
M’nin N fiizerinde giiglii nilpotent elemam degildir. Bu ise am € Wy, (N) olmasiyla
celigir. O halde Wy (N) C O-rady (N ) dir. O

Asagidaki teorem bir alt modiil sonlu iiretilmemis alt modiiller arasinda mak-
simal ise bunun O-asal alt modiil oldugunu gosterir.

Teorem 3.52. R sol Noetherian halka, M sol R-modil ve P, M nin alt modiili
olsun. P, M ’nin sonlu tretilmemis tim alt modiilleri arasinda maksimal olsun. O
halde P, M 'nin O-asal alt modiilidiir.

Ispat. aRbm C P ve Q,,(P)Rb C Q,,(P) olacak sekilde m € M, Q,,(P) # R,
a € R\Q,,(P) ve b € R\Q,,(P) olsun. O halde P + Rbm # P ve P + Rbm sonlu
tretilmistir. p; € P ve r; € R olmak tzere {p; + rmbm,...,p; + r;bm}, P + Rbm’nin
iireteg kiimesi olsun.

K ={y € R : ybm € P} kiimesini tammlayalim. R sol Noetherian halka
oldugundan K, R’nin sonlu iiretilmis sol idealidir.
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x € P C P+ Rbm alalim. u; € R igin © = uy(p1 + ribm) + ... + ui(pr + ribm)
ve bdylece

x— (ugpy + oo +ugpy) = (urry + ... + ugry)bm

dir. O halde (uyry + ... + wyry) € K’dir. Buradan « € Rp; + ... + Rp; + Kbm olup
P C Rp; +...4+ Rp, + Kbm/’dir. Diger taraftan Rp; + ...+ Rp, + Kbm C P’dir. Sonug
olarak P = Rp; + ... + Rp; + Kbm olur. Bu ise P'nin sonlu tiretilmemis olmasiyla
gelisir. O halde P, M’'nin O-asal alt modiilidiir. [

M’nin her asal alt modiilii sonlu tiretilmis ise M alt modiiller tizerinde artan
zincir kogulunu saglar. O halde agagidaki sonucu ifade edebiliriz.

Sonug 3.53. M nin her O-asal alt modiili sonlu tretilmis ise M alt modiller vize-
rinde artan zincir kosulunu saglar.

Ispat. M’nin her O-asal alt modiilii sonlu iiretilmis olsun. € kiimesini su gekilde
tanimlayalim:

Q = {N; : N;, M’nin sonlu tiretilmemis alt modiilii}.

Q # () olsun. O halde J = UN;, M’nin sonlu tiretilmemis alt modiili ve J, ’de bir
st smirdir. Zorn onteorem ile €2’nin maksimal bir P elemam vardir. Teorem B.5

ile P, M’'nin O-asal alt modiiliidiir. Bu ise P’nin sonlu tiretilmis olmasiyla celigir. O
halde ©Q = ) olup M alt modiiller tizerinde artan zincir kosulunu saglar. [

Asagidaki teorem O-asal alt modiiller i¢in Kaplansky teoreminin bir genelle-
mesi olarak kabul edilebilir.

Teorem 3.54. M, O-radikal alt modiiller tzerinde artan zincir kosulunu saglayan
devirli sol R-modil olsun. O halde M ’deki herhangi bir O-radikal alt modiil, sonlu
tane O-asal alt modiilin kesisimidir. Ek olarak M “deki herhangi alt modiil sonlu tane
O-asal alt modiiliin kesisimidir.

Ispat. m € M olmak iizere M = Rm ve P, M’nin alt modiilii ise P = Q,,(P)m dir.
M’deki herhangi bir O-radikal alt modil sonlu tane O-asal alt modiiliin kesigimi
olmasin ve bu sart1 bozanlar arasinda P alt modilii maksimal olsun. Agikga P,
O-asal alt modil degildir. aRbm C P ve §2,,(P)Rb C Q,,(P) olacak sekilde

Qn(P) # R, a € R\Q,,(P) ve b € R\Q,,(P) elemanlarin alahm. J, Q,,,(P)+ Ra’nin
sol O-radikal ideali ve K, P + Rbm’nin O-radikal alt modiilii olsun. P maksimal,
bm ¢ P ve P C P+ Rbm oldugundan K, sonlu tane O-asal alt modiiliin kesigimi
olarak ifade edilebilir. p € P = Q,,(P)m alalim. p = tm olacak sekilde ¢t € Q,,(P)
vardir. O halde p € Jm olup P C Jm’dir. Boylece Jm sonlu tane O-asal alt modiiliin
kesigimi olarak ifade edilebilir. P = Jm N K’ye ulagarak bir ¢eligki bulmak istiyoruz.

z € Jm N K olsun.

48



Ortag ONES BULGULAR ve TARTISMA

O halde K = O-rady/ (P + Rbm) ve Jm = (O-radr(Qy,(P) + Ra)) m olup

r € Jm C Wr(Qu(P)+ Ra)ym ve x € K C Wy (P + Rbm)’dir. Béylece = hem
((2,,(P) + Ra)m) hem de P + Rbm tizerinde giiclii nilpotent elemandir.

T ={a; : a;41 € a;Ra; ve ag = j, i € N} olmak tzere a,m € ((2,,(P)+ Ra)m)NTm
eleman1 vardir ve her ¢t > n igin a;m € ((2,,(P) + Ra)m) N'Tm’dir. Benzer sekilde
amm € (P+Rbm)NT'm eleman: vardir ve her v > m i¢in a,m € (P+Rbm)NTm’dir.
n < m varsayalim. O halde sunu gozlemleyebiliriz: [, k € R i¢in a,,+1 = la,ka,, € T
ve amerm € Tm N (2 (P) + Ra)(P + Rbm))) € T'm N P’dir. O halde a,,41m € P
olup P, O-radikal alt modiil oldugundan a,,ym € Wy (P) = P = O-rady(P)’dir.
Teorem B.1( ile Wy (P) = Wgr(P : m)m = radg(P : m)m olup € P’dir. O halde
P = Jm N K olur fakat bu varsayim ile ¢eligir. Sonug olarak M’deki herhangi bir
O-radikal alt modiil sonlu tane O-asal alt modiliin kesisimidir. [

3.4. IDEALLER ILE ILISKILI ZARISKI ALT UZAY TOPOLOJILERI

Bu boliimde aksi belirtilmedikge kullanilan tiim halkalar birimli ve degismeli
olarak diigiiniilecektir.

Halkalar: ve idealleri karakterize etmek i¢in kullanilan asal ideal kavrami, asal
ideallerin spektrumu iizerinde tanimlanan topolojilerin gelismesine de yol a¢mistir.
Bunun bir sonucu olarak topolojiler ile cebirsel ozellikler arasinda bir¢cok kullanigh
baglantilar ispatlanmigtir (Ansari-Toroghy ve Farshadifar 2014, Lu [1999). Literatiir-
den iyi bilindigi gibi degismeli bir halkanin nil radikalinin asal ideal olmasi i¢in ge-
rekli ve yeterli topolojik kogullar vardir (Atiyah ve MacDonald 1969). Ayni1 zamanda
spektral uzay, modiil ile iligkili topoloji bilindiginde modiiliin cebirsel 6zelliklerinin
caligilmasina da katkida bulunmus ve bu durum spektral uzayi, cebirsel geometride
temel araclardan biri yapmigtir. Genel nokta (generic point) veya Noetherian uzay
bu tir caligmalara 6rnektir. Ayrica asal alt modiiller iizerinde tanimlanan Zariski
topolojisi bircok vazarin dikkatini gekmektedir (Lu 1999, 2010, McCasland vd [1968,
1997, Zariski ve Samue] 1975).

Bu boltimde, halkanin bir ideali i¢in Zariski topolojisinin alt uzay1 tanimlana-
cak ve Zariski topolojisinin agik alt uzaylar1 ile halkanin idealleri arasindaki iligkiler
incelenecektir. Nil radikal ve halkalar i¢in baz1 karakterizasyonlar veren topolojik ya-
pilar elde etmek i¢in bu topolojik uzay incelenecektir. Ayni zamanda Zariski topolo-
jisinin alt uzayinin yari-kompakt, yogun, indirgenemez veya Noetherian uzay olmasi
icin kogullar1 belirlememize olanak saglayacak bazi cebirsel yapilara da yogunlasila-
caktir. 11k olarak sonlu iiretimis ideal ile yari-kompakt kavramlar: arasindaki iligkiler
incelenecektir. R halkasinin I idealinin tiimleyen (complement) Zariski topolojisi ola-
rak tamimlanan X; yari-kompakt iken r; € R olmak iizere VI = VRri+ ..+ Rr,
oldugu gosterilecektir (Teorem B.5§). Ayrica X;'nin yari-kompakt olmasi igin gerekli
ve yeterli cebirsel sart ifade edilecektir (Teorem B.5§). Radikal idealin bir genellemesi
olan N7(0) ideali tammlanacak ve bu idealin temel 6zellikleri belirtilecektir (Tanim
ve Onerme ) Fakat indirgenemezlik icin bir karakterizasyon bulmada, bu
idealin cebirsel 6zelliklerinden ziyade onun topolojik 6zellikleriyle daha fazla ilgileni-
lecektir. R bir halka olsun. I, R'nin 6z ideali ve VI #+ v/0 olsun. Teorem ’de su
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gosterilecektir: X7 indirgenemezdir ancak ve ancak N;(0), R'nin asal idealidir. Ay-
rica X;'nin Noetherian olmasi icin bazi cebirsel gerekli ve yeterli sartlar verilecektir
(Teorem @ ve Teorem E)

Halka i¢in karakterizasyonlar belirlenmesine yardimci olacak bazi cebirsel
ve topolojik yapilar bulmak i¢in halkanin idealleri ile tiimleyen Zariski topolojileri
arasindaki iligkilere yogunlagilacaktir. Teorem B.64'nin bir sonucu olarak su goste-
rilecektir: R bir halka, I ve J, R’'nin 6z idealleri olsun. O halde X; N X; = (’tur
ancak ve ancak vIN+/J = /IJ = 4/0’dir (Sonug E) Teorem B.67'de Spec(R) nin
indirgenemezligi tizerine odaklanilacak ve su ispatlanacaktir: X = Spec(R) indirge-
nemezdir ancak ve ancak R/+/0'm her ideali esastir. Ayrica acik bir alt uzaym acik
bir ortiistiniin olmasi veya yari-kompakt olmasi i¢in cebirsel gerekli ve yeterli kogullar
verilecektir (Sonug @lve Sonug B.72). Boylece halkanin nil radikalini karakterize
etmek i¢cin hem cebirsel hem de topolojik araclar bulunacak ve son olarak /;, R'nin

0z ideali ve X, indirgenemez olmak tizere X = |J A7, dir ancak ve ancak R = > I;
i=1 i=1

ve N7,(0), R'nin asal ideali oldugu gosterilecektir (Teorem )
3.4.1. 1deal ile iligkili alt uzay

Bu bolimde siklikla kullanilacak asagidaki énerme R halkasinin [ ideali ile
iligkili Zariski alt uzay topolojisini tanimlamaktadir.

Onerme 3.55. R bir halka ve I, R’nin ideali olsun. X; = Spec(R)\V (I) ve R’nin
B ideali igin V(B) = V(B)\V(I) olmak tizere

Iy = {V(B) : B, R'nin ideali}
ailesi Xy tizerinde bir topolojik uzayin kapaly kimeler ailesidir.
fspat. B, R’nin bir ideali olmak iizere U = V(B) olsun.

i) Eger B = 0 ise V(0) = Spec(R)’dir. O halde

V(0) = V(0)\V(I) = Spec(R)\V(I) = X;

olup X7 € I'/’dur.

V(R)

(Spec(R),T) topolojik uzay oldugundan V(R) = ) ve béylece
=0 e'pdr.

i7) i € A i¢in B;, R'nin ideali olmak iizere I';'nin {V(B,)} ailesini goz 6niine
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alalim.
(V(B)=V (U Bi>
ieA ieA
olmak tlizere

V(B) = VBNV = <ﬂ(V(Bi)> \V(I)

i€EA (IS i€EA

=V (U BZ») \V (1)

€A

= V(UBZ) el

€A
dir.

i) Uy ve Uy, R'nin idealleri olmak tizere V (U), V (Us) € I'; olsun. (Spec(R),T)
topolojik uzay oldugundan

dir. Boylece

V(U)UV(Uy) = [(V(U) UV (U)\V ()
(

V(Ui nU2))\V(I)
= ‘N/(Ul N UQ) el

dar. O

Onerme ’te tanmimlanan topolojiye R’de I idealinin timleyen (comple-
ment) Zariski topolojisi denir.

Su kolayca gozlemlenebilir: I = R iken X7 = Spec(R) ve I = () iken
X; = (’tur.

Ornek. R = Z, J = 30Z ve I = 10Z olsun. O halde Spec(R) = {p;Z : p; € P},
V(I) ={2Z,5Z2} ve X; = {p;Z : p; € P\{2,5}} tir.

V(30Z) = {27, 3%, 57}

fakat V(30Z) =

(30Z2)/V(10Z) = {3Z} dir. Sonu¢ olarak R’de I’min timleyen
Zariski topolojisi (X,T")

Zariski topolojisinden farkldur.

Simdi tiimleyen Zariski topolojisi i¢in bir taban verelim.
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Teorem 3.56. R bir halka ve I, R’nin ideali olsun. r € R olmak tzere
(X" = X\V(r) olsun. O halde {(X;)" : r € R} ailesi R’de I’ 'nin timleyen Zariski
topolojisi i¢in bir tabandar.

Ispat. Eger X; = ) ise 0 zaman (X;)" = () olup bu asikar durumdur. O halde X; # ()
varsayabiliriz.

U C X acik bir kiime olsun. O halde J, R'nin bir ideali olmak iizere
U=X\V(J) = Spec(R)\(V(J)UV(I))dir. Béylece

U = x\V (U {7‘2»}) = X\ (ﬂ f/(m))

r,€J r,€J

= J@\v)) = J @)

ri€J ri€J

dir. Sonug olarak {(X;)" : r € R} ailesi R’de I'nin tumleyen Zariski topolojisi i¢in
bir tabandir. O

Agagidaki 6nerme A7 ile [ ideali arasindaki iligkileri belirtmektedir.
Onerme 3.57. R bir halka ve I, R’nin ideali olsun. O halde asaqidakiler saglanar:

i) r € R igin (X)) = X\V(r) = Spec(R)\(V (r1)) 'dur.

ii) Her r,s € R i¢in (Xr)" N (&) = (&)™ dir.

i11) (Xr)" = 0’tur ancak ve ancak r1 C VO dar.

iv) Eger r birim eleman ise (Xp)" = Xy dur.

v) (X)) = (X))® 'dir ancak ve ancak /7T = /s dur.

vi) Eger (Xp)" = Xy dse N/rI =T C \/{r) dir.

Ispat. ) (A7) nin tanimindan aciktir.

i) P € (X7)" N (Xr)® olsun. O halde P € (X;)" ve P € (X)*’dir. Buradan
rI & Pve sl ¢ Polup P € X oldugundan rsI ¢ P’dir. Dolaysiyla P € (X;)"™ ve
(X)) N (&) C (X)) dir.

P e (X)) = Spec(R)\V (rsl)olsun. O halde rsI ¢ P’dir. P € Spec(R)
oldugundan r ¢ P, s ¢ P ve I € P’dir. O halde P € Spec(R)\V (rl) ve

P e Spec(R)\V (sI)dir. Béylece P € (X[)" ve P € (X)® olup buradan
P e (X;)" N (X;)%dir. Dolaysiyla (X;)™ C (X;)" N (X)) dir.
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i11) (X)" = 0 olsun. O halde Spec(R) = V (rI)’dir. Boylece R'nin her P asal
ideali i¢in I C P olup rI C VO dir.

rI C /0 olsun. O halde R'nin her P asal ideali icin I C P’dir. Boylece
Spec(R) = V(rl) olup (X;)" = 0 olur.

iv) Eger r birim eleman ise r, R'nin higbir asal idealinde olamaz. O halde
V(r) = 0 ve boylece (X;)" = X dir.

v) (X;)" = (X;)® olsun. O halde V (rI) = V(sI) olup buradan v/rI = v/sIdur.
V7T = +/sI olsun. O halde V(rI) = V(sI) olup buradan (X;)" = (&;)*'dir.

vi) (Xr)" = & olsun. O halde V(rI) = V(I)'dir. O halde
Vil =T C \/{r)dir. O

Asgagidaki teoremi vermeden 6nce bu teoremin ispatinda bize yardimei olacak
su ozelligi verelim:

R bir halka ve I, R'nin 6z ideali olsun. v/T C \/({r; € R :i € A}) iken
VI = \/{rj:j € A}) olacak sekilde A'min sonlu bir alt kiimesi A varsa I'ya (¥)

kogulunu saglar denir. Ornek olarak R/+/I Noetherian halka ise I, (%) kogulunu
saglar.

Agagidaki teorem I idealine ait cebirsel bir 6zellik ve A7’ya ait topolojik bir
ozellik vermektedir.

Teorem 3.58. R bir halka ve I, R'nin 6z ideali olsun. r € R olmak tzere
(X)) = X \V(r) olsun. O halde asaqidakiler saglanar:

i) Her r € R igin (X;)" yari-kompaktur.

i1) Eger X yari-kompakt ise r; € R olmak tizere V1 = /Rri + ...+ Rr, 'dir.
iii) Eger I, (%) kosulunu saglarsa X yari-kompaktur.

Ispat. i) r,r; € R olmak iizere her i € A igin {(&X;)" :i € A}, (&;)"nin agik bir
ortisii olsun. O halde

() = 2\V() < Jn = (anve)

1EA LIS

- X\ (ﬂ f/(n)> = X\V (U {n}>

i€EA i€EA
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ve boylece V (< U {n}>) CV(r) =V (\/W) 'dir. Buradan +/(r) C < U {n}>

ieA ieh
olur. O halde ™ € < U {7"1}> olacak sekilde pozitif bir n tam sayis: vardir. Boylece
ieA
z; € R olmak tizere j € A i¢in r™ = ) z;r; olacak sekilde sonlu bir A C A kiimesi
vardir. O halde 7" € ({r; : j € A}) ve béylece ) )
V({r;:5€A})) CV(r") = V(r)dir. Buradan () V(r;) C V(r)’dir. O halde

JEA

J@\V () 2 2n\V(r)

JEA

ve

(X" < (J@n)

jea
dir. A sonlu bir kiime oldugundan (X;)" yari-kompakttir.

ii) Xy yari-kompakt ve I = (r; : i € A) olsun. O halde
V ({{r;:ie A})) =V () ve boylece V ({{r; : i € A})) = () olur. Buradan

xr = AN\D= XI\V (U T‘z‘) = X1\ <ﬂ V(ﬁ))
= U (@) = U

dir. X; yar-kompakt oldugundan X; = [J (X)) = X\V ((r1, 7, ...,7)) olacak
i=1
sekilde sonlu bir A = {1,2,..n} C A kiimesi vardur.

Boylece V ({(r1,72, ..., 7)) = 0 olur. O halde su iki durum vardir:
V ((ri,m2,...ym)) = 0 veya V ({r1, 79, ...,rn)) C V(I)dur.
Eger V ((ry,r2,...,m,)) = 0 ise I = R olup bu I'nin 6z ideal olmasi ile geligir.

O halde V ((r,79,...,7,)) € V(I)'dir. Buradan VI C +/{ry,rs,...,Tn) ve
(1,79, ., mm) € VT oldugundan /T = /Rry + Rry + ... Rr,, dir.

i11) I, (%) kogulunu saglasin.

{A; :i € A}, Xrnin agk bir ortisii olsun. A;, 7, € R olmak tzere (AX)™
kiimelerinin bir birlegimi olarak ifade edilebildiginden her i € A igin A; = (&)™
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olarak alabiliriz. O halde

A C U(XI)” = U (XI\V(Tz)>

IS €A

S\ (ﬂ V(m> = X\V (U ri>

ieA ieA
= X\V({ri:ieA}).
dir. Boylece V (({r; : i € A})) = 0 olup su iki durum vardar:

a) V ({({r; :i € A})) = 0 olmasi durumu;

({r; : 1 € A})"1 igeren asal ideal yoktur. Boylece ({r;:i € A}) = R'dir. O

halde a; € R olmak tizere 1 = ) a;r; olacak sekilde sonlu bir alt kitme A C A
jEA

vardir. Boylece V ({{rj : j € A})) =0 ve

X = X]\V ({Tj j € A}) = X[\ (m V(Tb))

JEA

= U (a\ven) = U@

jEA jeA
dir. X} sonlu tane (X;)" tarafindan ortildiginden X yari-kompakttir.

b) V ({({ri : i € A})) € V(I) olmasi durumu;

VI C\/{r; i€ A})dir. () kosuluile VT = \/({r; : j € A}) olacak sekilde

sonlu bir A C A kiimesi vardir. O halde V(1) = V ({{r; :j € A})) ve béylece
V ({({r; : 7 € A})) = 0 olur. Boylece

X = %\V({m:jeA})):%\(ﬂ Vm))

jen
= U (a\ven) = U@
jea jea
dir. &} sonlu tane (X;)" tarafindan ortildiginden & yari-kompakttir. O

Agagidaki tanim halkanin radikal idealinin bir genellemesi olan yeni bir ideal
sinifin1 tanitmaktadir.

Tanim 3.59. R bir halka ve I, R'nin ideali olsun. R’nin Iy icermeyen ama R 'nin
bir T idealini iceren tim asal ideallerin kesisimine I-radikal ideal denir ve Ni(T)

ile gosterilir.
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Eger I = R ise Ni(T), T idealinin radikaline egittir.

Agagidaki 6nerme bu [-radikal idealin bazi cebirsel 6zelliklerini vurgulamak-
tadir.

Onerme 3.60. R bir halka ve I, R’nin 6z ideali olsun. O halde asadidakiler saglanur:
i) Ni(T), R’nin idealidir.

1) K C I CT olacak sekilde K ve T, R’nin idealleri olmak tzere
N[/K(T/K) = N[(T)/K “dar.

iii) N7(0) = N 7(0) “dor.
Ispat. i) N7 (T)nin tanmm ile aciktir.

it) I € Q; ve Q;, R'nin asal ideali olmak tizere N7(T) = ()] Q; olsun. O

TCQ;

halde T/K C Q;/K ve Q;/K, R/K'nmn asal ideali ve I/K ¢ Q,;/K’dir. Boylece
Ni(T)/K = ( NQl/K= N (Q/K)=Nyx(T/K)d.

TCQ; T/KCQ;/K

iii) I'y1 icermeyen bir asal ideal v/I’y1 da iceremeyeceginden N7(0) = N. 1(0)
dir. O

Asagidaki teorem N7(0) ile X} arasinda bir iligiki vermektedir.

Teorem 3.61. R bir halka olsun. I, R’nin 6z ideali ve VI #+ V0 olsun.
X indirgenemezdir ancak ve ancak Ni(0), R’nin asal idealidir.

Ispat. («<:) NV;(0), R'nin asal ideali ve K, X;'nin bostan farkli acik bir alt kiimesi

olsun. O halde F, R'nin ideali olmak tizere
K = X/\V(E) = Spec(R)\ (V(I) UV(E)) = Spec(R)\V (IE)’dir.

P € K alahm. O halde P ¢ (V(E)UV(I)) ve buradan I € P ve E ¢ P’dir.
Boylece N7(0) € P ve E ¢ N;(0) C P’dir. Buradan N;(0) ¢ V(E) ve N7(0)'mm
tammu ile N7(0) ¢ V(I)’dir. O halde N;(0) € K’dir. Boylece Xy'nin herhangi bos
olmayan agik alt kiimesi N7(0)" igerir. Sonug olarak X indirgenemezdir.

(:=) X indirgenemez olsun. N7(0), R'nin asal ideali olmasim. O halde
ab € N7(0) ve a, b € R\N7(0) olacak sekilde R'nin a ve b elemanlar: vardir. v/T # /0
ve a € R\N;(0) oldugundan V(a) # 0 ve V(a) # X;’dir. Dolayisiyla (X;)* # () olur.
Benzer yontem ile (X;)” # () olur. Sonug olarak

(Xn)* N (X" = (Xn)™ = x;\V(ab)
C X \V(N;(0)
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= Spec(R)\ (V(N1(0)) UV (1)) =0

olur. Bu ise X;'nin indirgenemezligi ile geligir. O halde N7(0), R'nin asal idealidir.
L]

Topolojik uzay ile halka arasinda daha fazla iligki bulunmasina yardime ola-
cak [-radikal idealler iizerinde bir kosul tanimlayalim.

R bir halka ve I, R'nin 0z ideali olsun. U;, R'nin ideali olmak tizere
N1 (Uy) C Ni(Uy) € N;(Us) C ... zinciri igin N7(U,,) = N7(Upyi) (her i € N igin)
olacak gekilde pozitif bir m tam sayis1 varsa R’ye T'N-kosulunu saglar denir.
Teorem 3.62. R bir halka ve I, R’nin 6z ideali olsun. O halde asagidakiler denktir:

i) R halkas: TN -kosulunu saglar.

i1) X Noetherian topolojik uzaydar.

Ispat. (i) = (ii) R halkasi T N-kosulunu saglasin.

U;, R'nin ideali olmak tizere V(U;) D V(Uy) D V(Us) D ... zincirini alahm.
O halde N7(U;) C N (Uz) € N;(Us) C ... ve R halkasi T'N-kogulunu sagladigindan
her i € N igin N7(Up,) = Ni(Upyi) olacak sekilde pozitif bir m tam sayisi vardir.
Sonug olarak her i € N i¢in V(U,;,) = V(U,4) dir. Boylece X7 Noetheriandir.

(17) = (i) X Noetherian olsun.

Ui, R'nin ideali olmak tizere N7(U;) € N;(Us) € N (Us) C ... zincirini alalim.
Buradan V (Uy) 2 V(Uz) 2 V(Us) 2 ... ve A7 Noetherian oldugundan her i € N igin
V(Up) = V(Upnsi) olacak sekilde pozitif m tam sayist vardir ve boylece her i € N
i¢in N7 (U,,) = Ni(Upi)'dir. Sonug olarak R halkasi T'N-kogulunu saglar. O

Agagidaki teorem cebirsel ve topolojik ozellikler arasindaki bazi iligkileri gos-
termektedir.

Teorem 3.63. R bir halka olsun. O halde asaqidakiler denktir:
i) X Noetherian topolojik uzaydur.
i1) R’nin her I ideali i¢in X; Noetherian topolojik uzaydar.
i) R halkast TN -kosulunu saglar.
iv) R halkasi radikal idealleri tzerinde artan zincir kosulunu saglar.

Ispat. (i) = (i) ve (iv) = (i) Agktir.
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(17) = (i) U;, R'nin ideali olmak tizere V(Uy) D V(Uy) 2 V(U3) D ... zincirini
ve I = NU; alahm. O halde V(U;) 2 V(Uy) 2 V(Us) D ... zinciri vardir. X;
Noetherian oldugundan her i € N i¢in V(U,,) = V(Upnys) olacak sekilde pozitif m
tam sayis1 vardir ve V(Uy,) = V(U,,4:) dir. O halde X Noetheriandr.

(17) < (i1i) Teorem . O
3.4.2. Idealler ile Alt uzaylar arasindaki iligkiler

Bu kisimda halkalar i¢in baz1 karakterizasyonlar bulunacak ve halkanin ide-
alleri ile tiimleyen Zariski topolojileri arasindaki iligkiler incelenecektir.

Asgagidaki teorem timleyen Zariski topolojileri ile halkanin idealleri arasin-
daki iligkileri gostermektedir.

Teorem 3.64. R bir halka, I,J ve K, R’nin éz idealleri olsun. O halde asagidakiler
saglanar:

i) X’in herhangi bir a¢ik kiimesi X formundadar.
1) X = X; dir ancak ve ancak VI =+/Jdir.
i) Xp N Xy = Xg 'dir ancak ve ancak VINVJI =VIJ = VK dir.
i) X C X, dir ancak ve ancak VI C W dir.
Ispat. i) X;'nm tammimdan aciktir.

it) X; = Spec(R)\V (I) = X; = Spec(R)\V (J) olsun. O halde V(1) = V(J)
ve buradan /I = v/.J'dir,

VI =+/J olsun. O halde V(I) = V(.J) olup buradan X; = X, dir.

i11) XN Xy = Xk olsun. XN A&, = Spec(R)\V(INJ) ve
X = Spec(R)\V (K) oldugundan hipotez ile Spec(R)\V (INJ) = Spec(R)\V (K ) dur.
Buradan V(K) = V(I N.J) olup béylece VINJ =vINVJ=+1J =+/K'du.

VINYJ = VIJ = VK olsun. Buradan V(K) = V(I N J) olup o halde
Spec(R)\V (I N J) = Spec(R)\V (K)'dir. Sonug olarak X; N X; = X 'dur.

iv) Xr = Spec(R)\V(I) C Spec(R)\V (J) = X olsun. O halde V(J) C V(I)
ve boylece I C v/ J'dir.

VI C +/J olsun. O halde V(.J) C V(I) ve boylece
X1 = Spec(R)\V(I) C Spec(R)\V(J) = X, dir. O
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Asgagidaki sonug, Teorem (444)'nin 6zel bir halidir.

Sonug 3.65. R bir halka, I ve J, R’nin 6z idealleri olsun. O halde XN\ X; = () 'tur
ancak ve ancak I NVJ = VIJ = /0 dwr.

Teorem 3.66. R bir halka ve I, R’nin oz ideali olsun. O halde X;, X 'de yogundur
ancak ve ancak /0 da olmayan R’nin her J 0z ideali i¢in v 1J # VO dar.

Ispat. X;, X’de yogun ve J, R'nin v/0'da olmayan bir 6z ideali olsun. O halde
X; = Spec(R)\V(J) # 0, Zariski topolojisinde agik bir kiimedir. Hipotez ile
X; N X; # 0 olur. Sonug B.65 ile v/1J # +/0dir.

v/0’da olmayan R’nin her J 6z ideali icin vIJ # +/0 olsun. Sonu¢ ile
XN Xy # () olur. O halde X7, X’de yogundur. O

Asagidaki teorem topolojik ézellikler kullanilarak R/+/0 halkasi icin bir ka-
rakterizasyon vermektedir.

Teorem 3.67. R bir halka olsun. O halde asagidaki ifadeler denktir:
i) V0, R'nin asal idealidir.
i1) X = Spec(R) indirgenemezdir.
iii) R/\/0m her ideali esastir.
iv) X = Spec(R) 'nin her agik alt kimesi yogundur.
Ispat. (i) < (ii) Onteorem .

(13i) = (iv) I ve J, R'nin idealleri olmak iizere X; ve X; acik alt kiimeler

olsun. O halde (J + \/6) /\/6 ve (I + \/6) /\/6, R/\/ﬁ’ln idealidir. Buradan

VO # \/(J+\/6)m<l+\/6)

_ \/<J+\/6> <I+\/6> :\/(JI+\/5)

olup VI.J # +/0'dir. Dolaysiyla X7 N Xy = Spec(R)\V(I.J) # () olur. O halde A7,
X’de yogundur.

(i1) = (iii) (J++0)/V0 ve (I++0)/v0, R/v0'm ideali olmak iizere
((J+ \/6) /\/6) N (([+ \/6) /\/6) = /0 olsun. O halde

\/(J+ \/6) N (I + \/6) = \/(JI + \/6) = /0 olur ve buradan IJ C v/0dir. Boy-

lece Xy N X; = Spec(R)\V(IJ) = 0 olur. Bu ise X’in indirgenemezligi ile geligir. O
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halde ((J + \/6) /\/6) N ((I + \/6) /\/6) # /0 olup R/\/ﬁ’m her ideali esastir.

(iv) = (i) Spec(R)'nin her agik alt kiimesi yogun ise I ve J, R'nin ideali
olmak tizere X; N X; = Spec(R)\V (IJ) # () olur. O halde X indirgenemezdir. [

Teorem 3.68. R bir halka ve her i € A i¢in I;, R’nin 6z ideali olsun. D, R’nin

ideali olmak tizere ) X;, = Xp dir ancak ve ancak /D = |3 I, dir.
ieh i€

Ispat. (:=) D, R'nin ideali olmak iizere |J X, = Xp olsun.
ieA

D C P olacak gekilde P, R'nin asal ideali olsun. O halde P ¢ Xp ve boylece
P ¢ |J &y, dir. Dolayisiyla her @ € A i¢in P ¢ Aj,’dir. Her ¢ € A i¢in I; C P ve

i€A
buradan |J I; € P olup /> I; € +/D'dir.
(SN i€A

P, R’nin asal ideali olmak tizere >  I; C P olsun. O halde |J I; € P olup
ieA i€EA
her ¢ € A igin I; C P’dir. Dolayisiyla her ¢ € A igin P ¢ A, ’dir. Buradan
P ¢ |J &5, = Xp olup D C Pdir. Sonug olarak D C /3" I;'dir. Her iki kapsa-
ieA IS\

madan da /D = > I;dir.
i€A

(<) VD= /3 I olsun.

iEA

P € Xp alahm. O halde D ¢ P olup VD ¢ P’dir. Hipotez ile /> I; ¢ P

€A
ve buradan > I; ¢ P olup her ¢ € A i¢in [; ¢ P’dir. O halde P € A}, ve boylece
ieA
Pe U X[i Olup Xp C U X[i7di1‘.
ieA ieA

P e |J &y, olsun. O halde her i € A igin I; ¢ P’dir. Buradan I, ¢ P

€A i€A
olup /> I; ¢ P’dir. Hipotez ile VD ¢ P olup D ¢ P’dir. Boylece P € Xp olup
1EA
U &5, € Xp’dir. Her iki kapsamadan da |J X, = Xp'dir. O
ieA ieA

Teorem 3.69. R bir halka, her © € A i¢in I;, R’nin 6z ideali ve D, R’nin sonlu
tretilmis ideali olsun. O halde asagidaki ifadeler denktir:

’L) U XI@' = XD "dir.

€A
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i) |J X5, = Xp olacak sekilde sonlu A C A alt kiimesi vardur.
i€A

iii) S I; = v/D olacak sekilde sonlu A C A alt kiimesi vardar.
i€A

Ispat. (i) = (iii) [>. I, =+/D,t € Nve D, d; € R olmak iizere {dy, ..., d;} kiimesi

i€A
tarafindan iretilen R'nin ideali olsun. Her d; i¢in d;" € ) I; olacak sekilde pozitif
LIS
bir n; tam says1 vardir. Boylece d;" € > I; olacak gekilde sonlu bir A; C A alt

€A,
kiimesi vardir. n = max{ny,...n;} ve A = [J A; olsun. O halde /3" I; = +/D’dir.

=1 i€EA

(idi) = (ii) Teorem p.68.
(17) = (i) Agik. O
Teorem ’un bir sonucu olarak su ifade edilebilir:

Sonug 3.70. R bir halka ve heri € A icin I;, R’nin 6z ideali olsun. O halde asagidaki
ifadeler denktir:

i) U X1, = Spec(R) dir.
ieA
i1) |J X5, = Spec(R) olacak sekilde sonlu A C A alt kimesi vardur.
i€A
iii) > I; = R olacak sekilde sonlu A C A alt kiimesi vardar.
ieA

Boylece agagidaki sonug literatiirde iyi bilinen bir sonucun genellemesini ifade
etmektedir.

Sonug 3.71. R bir halka ve D, R’nin sonlu tiretilmis ideali olsun. O halde Xp
yari-kompakttur.

Sonug 3.72. R bir halka olsun. R lokal halkadir ancak ve ancak Spec(R) nin agik
bir alt ortisi yoktur.

Asagidaki teorem topolojik ézellikler kullanarak R'nin v/0 ideali icin bir ka-
rakterizasyon vermektedir.

Teorem 3.73. R, her ideali i¢in T N-kosulunu saglayan bir halka olsun. O halde
VO = VT,.. .1, olacak sekilde R'nin I, ..., I, 6z idealleri vardar.

Ispat. R, her ideali icin TN-kosulunu saglayan bir halka oldugundan Teorem
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ile X = Spec(R) Noetherian topolojik uzaydir. Kunz (1985) ile |J U; = X olacak
i=1
sekilde X’in sonlu tane birbirinden farkli U; indirgenemez bilesenleri vardir.

Atiyah ve MacDonald’dan (1969) bir topolojik uzayin indirgenemez bilegeni
kapalhdir. O halde her i € {1,...,n} i¢in U; = V(I;) olacak sekilde R’'nin I; ideali
vardir. Buradan

n n

0=\ (U V(I,-)) = (X\V(L) =)

i=1 i=1
dir. Teorem ile VO = N VI = VI,..I, dir. O
i=1

Simdiki teorem R halkasinin bazi ideallerinin sonlu toplami seklinde yazilmasi
ile X’in sonlu tane indirgenemez A7, 'nin birlesimi seklinde olmas1 arasinda gerek ve
yeter sart oldugunu ifade etmektedir.

Teorem 3.74. R bir halka ve I;, R'nin 6z ideali olsun. O halde Xj, indirgenemez

olmak tzere X = |J Xy, 'dir ancak ve ancak R =" I; ve N1,(0), R nin asal idealidir.

=1 =1

Ispat. Teorem ve Teorem ile ispat aciktir. [

3.5. MODUL UZERINDE BAZI TOPOLOJILERIN YAPISI

Bu boltimde aksi belirtilmedikge kullanilan tiim halkalar birimli, degismeli
ve tiim modiiller birimli modiil olarak diigtiniilecektir. R birimli, degismeli bir halka
ve M birimli R-modiil olarak alinacaktir.

2001 yilinda Yassemi tarafindan asal alt modiillerin dual kavrami olarak ta-
nimlanan esasal alt modiiller ile ilgili son yillarda bir¢ok calisma yapilmaktadir.
Yapilan bu ¢aligmalar, esasal alt modiillerin halka ve modiillerin karakterizasyon-
larinin belirlenmesinde 6nemli bir rol oynadigin1 gostermektedir. Esasal alt modiil
simifinin topolojik yapilar ile ilgili énemli baglantilar1 bulunmustur (Ansari-Toroghy
ve Farshadifay 2014, Ceken ve Alkan 2011). Bir modiiliin egasal alt modiillerinin kii-
mesi lizerinde bazi topolojilerin tanimli oldugu gosterilmis ve halka iizerinde taniml
Zariski topolojisine dual olabilecek bir topolojik uzayin ozellikleri ile ilgili caligmalar
yapilmigtir (Abuhlail 2015). Abuhlail’in bu ¢alismasindan sonra egasal alt modiiller
kullanilarak topoloji ile cebir arasinda énemli iligkilerin kurulabilecegi diigtintilmek-
tedir.

M modiiliintin asal spektrumu, M'nin tiim asal alt modillerinin kiimesidir
ve Spec(M) ile gosterilir. N, M’nin alt modilii olsun. Spec(M) iizerinde kapal
kiimesinin formu V(N) = {P € Spec(M) : (N : M) C (P : M)} seklinde olan
Zariski topolojisini Ly (1999) tammladi. Spec(M) tizerinde tanimlanan bu topoloji
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bircok vazar tarafindan da c¢aligilmaktadir (Behboodi ve Haddadi 20084, Lu 2010,
McCasland vd [1997).

Asal alt modiillerin dual kavrami olan esasal (second) alt modiller bir¢ok
vazar tarafindan calisilmaktadir (Ansari-Toroghy ve Farshadifan 2012, Ceken vd
2013a,b, Ceken ve Alkan 2015a). M bir R-modil ve 0 # N, M’nin alt modiili ol-
sun. Her r € Rigin rN = 0 veyarN = N ise N'ye M nin egasal (second) alt modiili
denir. Eger N, M’nin egasal alt modiili ise p = Anng(N), R'nin asal idealidir. Bu
durumda N’ye M’nin p-egasal (p-second) alt modiilii denir. M modiiliintin egasal
spektrumu, M ’nin tiim egasal alt modillerinin kiimesidir ve X* = Spec®(M) ile
gosterilir. N, M'nin alt modiilii olsun. Spec®(M) iizerinde kapal kiimesinin formu
VS(N) = {P € Spec*(M) : Anng(N) C Anng(P)} olan Zariski topolojisinin duali
tanimlanmigtir (Ansari-Toroghy ve Farshadifar 2014).
{V*(N) : N, M’nin alt moduli} kiimesi Spec®(M) iizerinde topolojik uzay igin
kapali kiimeler aksiyomlarini saglar ve bu topolojiye dual Zariski topolojisi denir
(Onteorem ) Spec®(M) tizerinde tanimlanan dual Zariski topolojisi bir¢ok ya-
zar tarafindan cahsilmaktadir (Ansari-Toroghy ve Farshadifar 2014, Ceken ve Al
kan 2011, 2015b). Ceken ve Alkan’da (2015h) M nin diizgiin (uniform) modil veya
M’nin sonlu tane maksimal egasal alt modiiliiniin var olmasi gibi bircok cebirsel
ozelliklere denk olan topolojik oOzellikler verilmis fakat Spec®(M) tzerindeki dual
Zariski topolojisi kullanilarak M ’nin béliim modiiliiniin 6zelliklerine ¢aligilmamigtir.

Bu bolimde, M modiiliintin boliim modiili tizerinde dual Zariski topoloji-
sini kullanarak M modiilii iizerinde bazi topolojiler inga edilecek ve bu elde edilen
topolojiler arasinda siirekli bir fonksiyon tamimlanacaktir (Onerme , Onerme

, Onerme B.79). Son olarak M modiiliiniin béliim modiilii tizerinde dual Zariski
topolojisine homeomorf olan M tzerinde bir topoloji bulunacaktir (Teorem )

3.5.1. Modiil Uzerindeki Topolojiler
Esasal alt modiiller i¢in temel 6nteorem ile baglayalim.

Onteorem 3.75. M bir R-modil ve N, M 'nin alt modiilii olsun. Eder S, M 'nin
esasal alt modiilii ve N ¢ S ise (N : S+ N) = (0:5) dir.

Ispat. 7 € (N : S+ N) olsun. O halde 7(S + N) C N ve buradan S C N'dir. S,
Mnin egasal alt modiilii oldugundan rS = 0 veya rS = S’dir. Eger rS = S ise bu
N ¢ S ile geligir. Boylece rS = 0 ve buradan r € (0 : S) olup

(N :S+ N)C(0:95)dir. Diger kapsama agiktir. O

Onerme 3.76. f: M — M’ bir R-modiil monomorfizmasy (birebir homomorfizma)
ve P, M 'nin alt modili olsun. O halde P — f(P) ile taniml
Q: (Spec*(M), ) — (Spec®*(M'), ") fonksiyonu birebir ve sireklidir.

Ispat. V*(N'), Spec®(M')'de kapal bir kiime olsun. Q~*(V*(N’)) niin (Spec* (M), 7)
da kapal, yani Q71 (V*(N')) = V*(f~1(N')) oldugunu gostermek istiyoruz.
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S e VE(f~1(N")) olsun. O halde (0 : f~'(N")) C (0 : S)dir.
(0: N") C(0: f(9))yi gostermek istiyoruz. Eger rN' = 0 ise
0= f(rN') = rf(N')diir. Burada sunu gozlemleyebiliriz: r f~*(N’) = 0 ve buradan
(0:N)C(0: f7YN") C(0:85)C(0: f(9))dir. Ayrica f(S), M"de esasal alt
modiildiir. O halde f(S) € V*(N') diir.

€ Q Y(V#(N")) olsun. O halde f(S) € V*(N’) ve boylece
(0: ) C (0: f(S))dir. rf~1(N") = 0 olacak sekilde r € R olsun. O halde
0=rf(S)= f(rS)dir. f monomorfizma oldugundan rS = 0’dir. O halde
(0: f7HN") C(0:8) ve S e V(fHN))diir. O

Onerme ’mn sonucu olarak su ifade edilebilir:

Sonug 3.77. M bir R-modil ve N, M 'nin alt modili olsun. Spec®*(N) tizerindeki
dual Zariski topolojisi Spec®(M) 'nin alt uzay topolojisidir.

Onerme 3.78. M bir R-modil ve N, M 'nin alt modiili olsun.
X. = Spec®*(M)\Spec*(N) ve B, M 'nin alt modiili olmak
tizere Vo.(B) = V*(B)\Spec*(N) ise I'. = {V.(B) : B, M 'nin alt modili}, X, fize-

rinde topolojik uzay i¢in kapalr kiime aksiyomlarini saglar.

Ispat. i) Eger B = M ise V*(B) = Spec®(M) ve béylece
Vo(B) = Spec®*(M)\Spec*(N) = X, € I' dir.

Spec®(M) topolojik uzay oldugundan V*(B) = () olacak gekilde M’ nin bir B
alt moduli vardir. Boylece V.(B) = () € T'.’dir.

i1) B;, M’nin alt modiilii olmak tizere V.(B;) = V*(B;)\Spec*(N) olsun. O
halde A indeks kiimesi ve IN;, M’ nin alt modili olmak tizere

ﬂ VS(BZ) =V <ﬂ (O M ATLTLR<B,))>

ien i
dir.
QVC(BJ = Q( *(Bi)\Spec’(N)) = <OAV )\Spec( )
=V (Q(O v Annp(B ))) \Spec*(N)
= V. (ﬂ(o M AnnR(Bz))> el
ien
dir.
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iii) V* (Uy) \Spec®*(N), V* (Uy) \Spec®*(N) € T'. olsun. Spec®(M) topolojik
uzay oldugundan U; ve Uy, M’nin alt modiilleri olmak tizere

VE(U) UVE(Uy) = VE(Uy + Us)

dir.
Ve(Ur) U Ve(Ua) [(VE(U1)\Spec®(N))] U [(V*(U2)\Spec®(N))]
[(V*(Ur) UV*(U2))] \Spec*(N)
[(V*(Ur + U2))] \Spec®(N)
= V(U +Us)
dir. ]

Onerme ’de tanimlanan topolojiye M’de N'nin tiimleyen dual Zariski
topolojisi denir ve 7. = {X\V.(B) : B, M’nin alt modiilii} olmak iizere (X, 7.) ile
gosterilir.

M bir R-modil olsun. D, N ve B, M’nin alt modiilleri ve x, M nin alt
modiliiniin bir kiimesi olsun.

X/N={(A+N)/N:Aex}
«(D)={B < M:B/N e V*D/N)}

olarak tanimlayalim. Agikca V*(D/N) = ¢(D)/N’dir. N;, M’nin alt modili olmak

tzere () (N;/N) = (ﬂ Ni) /N esitligini biliyoruz.
i€ ieA

Bu bilgiler altinda asagidaki énerme yeni bir topoloji tanimlamaktadir.
Onerme 3.79. M bir R-modiil ve N, M 'nin alt modiilii olsun. Eder
X, ={A< M:A/N e Spec*(M/N)} ise I'y = {s(D) : D, M 'nin alt modili}, X,
tzerinde bir topolojik uzay i¢in kapalr kime aksiyomlarini saglar.

Ispat. Sunu gozlemleyebiliriz:

¢(D) = {B<M:B/NeV*D/N)}
= {Be&,: (N:D)C (N:B)}

dir.

65



BULGULAR ve TARTISMA Ortag ONES

i) D = N igin

«(D)={BeX,:(N:N)C(N:B)}=0€T,
dur.

D = M igin

((D)={BeX,:(N:M)C(N:B)} =X, €T,
dur.

i1) N;, M'nin alt modiili ve A indeks kiimesi olmak tizere [ ¢(N;) = ¢(K)
ieA
olacak gekilde M nin bir K alt modiilii var oldugunu gostermek istiyoruz.

1EA S

[ﬂC(Ni)] /N = [(N:)/N) = (V*(N:/N)

= Vs ﬂ(O M/N AnnR(Ni/N>>>

(IS

= v ﬂ(Li/M)

€A

“(0s)) - (0s)

dir. O halde () ¢(N;) =<() L;) olup K = [ L; segebiliriz.

€A €A €A

i11) N7 ve Ny, M’nin alt modiilleri olmak tizere ¢(N1) U(Na) = ¢(Ny + N»)
oldugunu gostermek istiyoruz. O halde

(S(N1) Us(No)) /N = [¢(N1)/NJU[c(N2)/N]
= V*(N;/N)UV?(Ny/N)
= V*((N1+ Ny)/N)
= ¢(N1+ No)/N

olup ¢(N1) Ug(Ng) = ¢(Ny + Ny)'dir. O

Onerme ’da tanimlanan topolojiye M nin N tarafindan bélim dual Za-
riski topolojisi denir ve 7, = {X,\¢(B) : B, M'nin alt modiilii } olmak tizere (X, 7,)
ile gosterilir.

Asagidaki teorem, Onerme ’da tanimlanan topoloji ile (Spec®*(M/N),T)
topolojisi arasinda birebir, orten, kendisi ve tersi siirekli bir fonksiyonun varligini
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gostermektedir.

Teorem 3.80. M bir R-modil ve N, M 'nin alt modili olsun. (X,,1,) ile
(Spec®*(M/N), 1) homeomorf topolojik uzaylardar.

Ispat. S € X, olmak iizere S — S/N ile tammh ¢ : (X,,7,) — (Spec*(M/N),T)
bir fonksiyon olsun.

Y (Spect(M/N)\V3(A/N)) = X,\s(A) oldugunu gésterelim.

S € X, \¢(A) olsun. O halde S/N € Spec*(M/N) ve S ¢ ¢(A)dir. Béylece
S/N ¢ V*(A/N)'dir. Buradan ¥(S) € Spec*(M/N)\V*(A/N) olup
S € ¢ (Spec’(M/N)\V*(A/N))dir.

S € ¢ (Spec’(M/N)\V*(A/N)) olsun. O halde
»(S)=S/N € Spec*(M/N)\V*(A/N)'dir. S/N, M /N’de egasal alt modiil oldugun-
dan S € X, dur. Boylece S ¢ ¢(A) ve S € &, \¢(A) dur.

O halde v siirekli foksiyondur.

S — S/N ile tammh ¢ : (X, 7,) — (Spec*(M/N), ) fonksiyonunun birebir
ve orten oldugu aciktir. Ayni zamanda ¢'nin tersi de siirekli ve boylece (X, 7,) ile
(Spec®*(M/N), 1) homeomorf topolojik uzaylardir. O

Asagidaki teorem (Spec®(M/N),T) topolojisi Noetherian ise Onerme
de tamimlanan topolojinin de Noetherian oldugu gostermektedir.

Teorem 3.81. M bir R-modil ve N, M 'nin alt modili olsun. Eger (Spec®(M),T)
Noetherian topolojik uzay ise N ‘nin timleyen dual Zariski topolojisi de Noethe-
rian’dur.

Ispat. (X.,7.), N'nin tiimleyen dual Zariski topolojisi olsun. U;, M nin alt modiilii
olmak tizere V*(Uy)\Spec®(N) D V*(Uz)\Spec®*(N) D ... zincirini alalim. Buradan
VE(Uy) 2 V5(Us) 2 ... zincirini elde ederiz. (Spec®(M), ) Noetherian topolojik uzay
oldugundan her i pozitif tam sayisi i¢in V*(U,,) = V*(U,,.,) olacak sekilde m € Z*
vardir. Buradan her ¢ pozitif tam sayisi i¢in

VE(Un)\Spec®(N) = Vo (Upvi)\Spec®(N)'dir. Boylece (X,, 7.) Noetherian topolojik
uzaydir. [

Thmleyen dual Zariski topolojisi ile boliim dual Zariski topolojisinin birbi-
rinden farkli olduguna dair bir 6rnek vererek bu tez ¢aligmasini bitirelim.

Ornek. M = R = Z ve N = 30Z olsun. O halde Spec’(M) = X, = () fakat
Spec®*(M/N) = {15Z/30Z, 10Z/30Z,67Z/30Z} ve X, = {6Z,10Z,15Z} dir. Sonug
olarak M ’de N ’'nin timleyen dual Zariski topolojisi, M 'nin N tarafindan bélim
dual Zariski topolojisinden farklidir. Ek olarak S ve N, M ’nin alt modili olmak
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tzere S/N, M/N ’de esasal iken S’nin M 'de esasal olmak zorunda olmadigina da
bir ornektir.
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4. SONUCQ

Asal ideal, asal alt modil, esasal alt modiil ve Zariski topolojisinin halka
ve modiil teorisindeki 6nemini ve bir¢ok alanda uygulamasinin oldugunu biliyoruz.
Bu kavramlar araciligiyla halka ve modiil i¢in karakterizasyonlar verilebiliyor. Bu
tezde bu karakterizasyonlarin bazilar1 6zellikle girig ve temel kavramlar boliimiinde
hatirlatilmigtir.

Bu tezde asagidaki sonuclar bulunmustur:

H N P-halkas: i¢in bir karakteriasyon bulunmusgtur (Teorem ) Dedekind
bolgelerinin bir genellemesi olan H N P-halkasinin bir genellemesi olarak H N P.S-
halkas1 tanimlanmig ve H N PS-halkasi tizerinde sonlu iiretilmis modiilin bir kogul
altinda hem radikal formiilii sagladigi hem de C'S-modiil ile burulmali modiiliin di-
rekt toplami geklinde yazilabildigi gosterilmistir (Teorem B.21|, Teorem @) Ayrica
asal alt modiiller kullanilarak sol extending halkanin sol sokulunun bir kogul altinda
Jacobson radikalinde oldugu gosterilmistir (Sonug @)

Asal ideallerin genellemesi ve bir idealin radikali i¢in yeni tanmim verilmistir
(Tanim @ ve Tanim B.30). R bir halka olsun. I, R'nin sol ideali ve

K ={a; € R:ap=ave a;y41 € a;Ra;, i € N} C R olmak tizere I N K = () olsun. O
halde P N K = () olacak sekilde I’y1 kapsayan R’'nin P sol O-asal idealinin var ol-
dugunu gosterilmistir (Onerme B.33). Bu sonug kullanilarak ve belli kogullar altinda
R’nin sol [ idealini igeren tiim sol O-asal ideallerinin kesisimi olan O-radg(I)nin ele-
manlar1 i¢in karakterizasyon verilmistir (Onteorem B.35). Bunun bir sonucu olarak
sol O-asal idealler i¢cin Cohen teoreminin degismesiz halka teorisindeki bir genel-
lemesi ifade edilmigtir (Sonug B.3§). R sol O-radikal idealler tizerinde artan zincir
kogulunu saghyorsa R'nin K sol O-radikal idealinin (O-radg(K) = K) sonlu tane
O-asal ideallerinin kesigimi oldugu gosterilmigtir (Teorem B.39).

Modiillerin yapisi, sadece sol O-asal idealin modiil versiyonu olmayan ayni
zamanda asal alt modiillerin bir genellemesi de olan O-asal alt modiil yardimiyla
incelenmigtir. M sonlu tiretilmis sol R-modil olsun. N, M nin alt modiilii ve
K ={a; € R:ag=ave aj;1 € a;Ra;, i € N} C R olmak iizere
NN Km = () olsun. O halde P N Km = () olacak sekilde N’yi iceren M’nin bir
O-asal alt modiilii P'nin var oldugu gosterilmistir (Onerme . Bu sonug kullani-
larak belli kogullar altinda O-rady; (N ) 'nin elemanlar: karakterize edilmistir (Teorem
3.51)). M modiilii O-radikal alt modiiller tizerinde artan zincir kogulunu sagliyorsa
M’nin O-radikal alt modiiltiniin sonlu tane O-asal alt modiiliin kesigimi oldugu gos-
terilmigtir (Teorem )

Halkanin bir ideali igin Zariski topolojisinin alt uzay1 tanimlanmig ve Zariski
topolojisinin acik alt uzaylar1 ile halkanin idealleri arasindaki iligkiler incelenmis-
tir. Sonlu tretimis ideal ile yari-kompakt uzay kavramlari arasinda iligki bulun-
mustur. R halkasinin [ idealinin tiimleyen Zariski topolojisi olarak tanimlanan X
yari-kompakt iken r; € R olmak tizere VI = /Rry + ... + Rr,, oldugu gosterilmistir
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(Teorem ) Ayrica X7'nin yari-kompakt olmasi icin gerekli ve yeterli cebirsel sart
ifade edilmistir (Teorem B.5§). Radikal idealin bir genellemesi olan N7(0) idealinin
tanimi verilmis ve bu idealin temel 6zellikleri belirtilmigtir (Tanim ve Onerme
@) R bir halka olsun. I, R'nin 6z ideali ve v/I # +/0 olsun. Teorem @’te su
gosterilmigtir: A7 indirgenemezdir ancak ve ancak N7(0), R'nin asal idealidir. Ayrica
X;'nin Noetherian olmasi i¢in bazi cebirsel gerekli ve yeterli sartlar verilmigtir (Te-
orem B.62 ve Teorem B.63). Halkalar i¢in karakterizasyonlar vermek i¢in yardimci
olacak baz1 cebirsel ve topolojik yapilar bulmak i¢in halkanin idealleri ile tiimleyen
Zariski topolojileri arasindaki iligkilere yogunlagilmigtir. Teorem B.67'te Spec(R) nin
indirgenemezligi tizerine odaklanilmig ve gu ispatlanmigtir: X = Spec(R) indirgene-
mezdir ancak ve ancak R/+/01n her ideali esastir. Ayrica acik bir alt uzaym acik bir
ortiistinlin olmasi veya yari-kompakt olmasi icin cebirsel gerekli ve yeterli kogullar
verilmigtir (Sonug @ ve Sonug ) Boylece halkanin nil radikalini karakterize
etmek icin hem cebirsel hem de topolojik araclar bulunmustur. /;, R'nin 6z ideali ve

Xy, indirgenemez olmak tizere X = |J A, dir ancak ve ancak R = > I; ve N7,(0),
=1 i=1
(Teorem )

R’nin asal ideali oldugu gosterilmigtir

M modiiltiintin béltim modiilii tizerinde dual Zariski topolojisini kullanarak M
modiilii tizerinde bazi topolojiler inga edilmig ve bu elde edilen_topolojiler arasinda
siirekli bir fonksiyon tanimlanmigtir (Onerme , Onerme B.78, Onerme B.79).
Ayrica M modiiliiniin béliim modili tizerinde dual Zariski topolojisine homeomorf
olan M tizerinde bir topoloji de bulunmugtur (Teorem B.80).

Bundan sonra yapilacak caligmalar i¢in bu tezde tanimlanan topolojilerin
alt uzaylar ile alt modiilleri arasindaki iligkinin incelenmesi, bu iligki yardimiyla
topoloji ve modiiliin 6zelliklerinin kargilagtirilmas: diigiiniilmektedir.
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