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Post-Lie cebirler, posetlerin pargalanig homologileri ile iligkili olarak Valette tara-
findan tanitilmig ve iizerine ¢esitli calismalar yapilmistir.

Pre-Lie cebirler 6zellikle geometri ve fizik gibi bircok alanda 6énemli rol oynar.
Bir post-Lie cebir, pre-Lie cebrin bir genellemesidir.

Lie cebir ¢ifti (L,n) i¢in post-lie cebir yapist incelenmis, yaribasitlik ve ¢oziile-
bilirlik i¢in post lie cebrin varlik kriteleri Burde (2009), Burde (2016) ve Burde | (2012
teknikleri yenilenerek incelenmistir.

N-tiirev kavrami, tiirev ve 3-1ii tiirev kavraminin dogal bir genellemesedir. L sonlu
boyutlu bir Cartan altcebir tarafindan derecelendirilmis bir Lie cebir olsun. L nin tiirev
cebri ile N-tiirev cebri iligkisi incelenmis ve cakigsmalari i¢in kosullar Lian ve Chen! (2016)
teknikleriyle belirtilmistir.

Schrodinger-Virasora cebir, Kac-Moody cebirlerde uygulanmigtir. Ayrica, basit
cebirler i¢in (v, 3,v)—tiirev kavrami ve 6zellikleri arastirilmigtir. Genellesmis tiirevler
kullanilarak post-Lie cebir yapisi siniflandirilabilecegi belirlenmistir.
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Post-Lie algebras were introduced by Valette in relation to the disintegration ho-
mologies of the posets and various studies were carried out on them.
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The concept of the N-derivative is a natural generalization of the derivative and
the 3-dimension derivative concept. Let L be a Lie algebra rated by a Cartan subtype of
finite dimension. The /NV-derivative algebra and the N —derivative algebraic relation have
been studied and the conditions for overlapping Lian ve Chen| (2016) have been reported.

Schrdinger-Virasora algebra, Kac-Moody algebra. In addition, («, 3,) - deriva-
tive concept and its properties have been investigated for simple algebras. It has been de-
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ONSOZ

Lie teorisi matematigin her dalinda genis kullanim alanina sahiptir. Lie gruplar1 ve
cebirleri diferensiyel denklem sistemlerinin integrasyonu ile ilgili ¢alismalarda Norveg’li
matematikci Sophus Lie (1842-1899) tarafindan gelistirilmistir. Lie teorisi, matematigin
diferensiyel geometri, analiz, topoloji ve cebir gibi bircok dalinda uygulamalara sahiptir.

Tez giris, kurumsal bilgiler - kaynak tramalar1 ve bulgular olmak iizere iic ana
boliimden olusmaktadir.

Giris boliimiinde : Lie cebirleri, Lie altcebirleri, idealleri, Lie homomorfizmleri ve
Lie cebri temsilleri kavramlar1 tanitilarak Kartan kriteri ve Killing formu ifade edilmistir.
Ayrica Lie cebirlerin 6rnekleri i¢in iligkili Lie gruplarin 6rnekler: verilmistir.

Ikinci boliim de ise, Levi ayrisinu ifade edilerek, yar1 basit Lie-cebri ve kok sis-
temleri ile s/(3, C) temsilleri ve kokleri, ikili temsili ile se(3), su(2) cebirleri ve temsilleri
tizerinde durulmustur.

Bulgular kisim adi altinda Post-Lie cebri, Pre-Lie cebri tanitilarak, Post-Lie ce-
bir yapisi tizerinde durulmustur. Bu kavramlarin ¢oziilebilir ve nilpotent Lie cebirleri ile
iligkisi incelenmistir.

Lie cebir tiirevleri, cift Lie cebir tiirevleri, sonlu iiretilen Lie cebirler i¢in N-tiirev,
(cv, B, 7)-tirev kavramlart ve ozellikleri arastirilmigtir. Lie cebrin N-tiirevi i¢in esas te-
oremi Schrodinger-virasoro cebri, Mc-Moody cebri i¢in uygulanmustir.

Bu calismanin hazirlanmasinda bilgi ve tecriibeleriyle beni aydinlatan, gurbette
gectigim zor durumlarda motivasyonumu yiikselten ve yardim eden, her asamasinda yar-
dimlarini esirgemeyen ve degerli zamanlarini ayirarak ¢alismanin tamamlanmasini sagla-
yan saygideger hocam Sayin Dog¢. Dr. Nesrin TUTAS a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
Rahmetli babam, annem, ailem ve bana destek veren teyzemin oglu Wessam ZEMMO’ya
tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica Antalya’daki ikinci ailem ozellikle Ahmet PEHLIVAN
ve Ramazan KALKAN agabeylerim, bana Tiirk¢e 6greten hocalarim’a tesekkiir etmek
istiyorum.
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GIRIS Mohammad ZMMO

1. GIRIS

Bu béliimde Lie cebirlerinin, Lie gruplarinin temel kavramlarini ve ileriki boliim-
lerde kullanilacak olan temel Ozellikleri ifade edece8iz. Bu boliimdeki kavramlar hak-
kinda ayrintili bilgi i¢in Erdmann ve Wildon (2006), Kirillov (2008), Semenov (1983),
Kutsal | (2005) ve Cahn! (2014) kaynaklar1 incelenebilir.

1.1. Lie Cebirleri ve Gruplan

Tamim 1.1 (Lie cebiri). F' bir cisim olmak iizere ve L, F' iizerinde bir vektor uzay1 olsun.
Budurumda, [.,.]: L x L — L, (z,y) — [z, y] fonksiyonu

(a) bilineer,
(b) herz € Ligin [z,2] =0,
(¢) herz,y,z € Licin, [z, [y, z]] + [y, [z, z]] + [z, [z,y]] = 0

kosullarini saglarsa L’ye [’ tizerinde bir Lie cebir denir.

Yukaridaki tamimda (3) kosulu Jakobi 6zdesligi olarak bilinir. L , F' {izerinde bir
Lie cebir ise kisaca” L bir lie cebirdir” denir. z,y € L igin Lie islemi [z, y|’ye x ile y’nin
komiitatorii diyecegiz.

Lie cebrin degismeli olmast igin gerekli ve yeterli kosul, her z, y € L i¢in [z, y] =
0 dir.

Her z € L i¢in [z, z] = 0 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul, her 2,y € L igin
[z,y] = —[y, z] dir. $6yleki; her x € L i¢in [z, 2] = Oise her x,y € L i¢in

0 = [x+y,z+y
= [z,2] + [z,y] + [y, 2] + [y, 9]
= [ZL’,y] + [y,ZE] = [ZE,y] - —[y,l'}.

Diger yandan [z, y] = —[y, z] ise [z, 2] = —[x,z] ve [x,z] = 0’dwr. Her z,y, z € L i¢in
[z, [y, 21 + [y, [2, 2] + [2, [, y]] = 0 ancak ve ancak [[z, y], 2] + [[y, 2], «] + [[2, 2], y] = 0
dir.

Ornek. (1) A, F cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. Her 2,y € A igin [z, y] = xy—yzx
tanimlayalim. Bu durumda A ’nin bir Lie cebir oldugu soyle gosterilebilir:

(@ a,be€ Fveux,y,z € Aigin [z, ax + by| = alz, x| + b[z, y] olur.
(b) Her z € Aigin [z, 2] = zx — zx = 0 dir.
(c) Herx,y,z € Aigin
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[x7 [y,ZH + [y7 [’Z?'TH + [27 [xay]] = [m,yz - Zy] + [y,Zl’ - LUZ] + [Z,Q?y - ySC]
= XYz — XY — YZT + 2Yr + Yyzxr — yrz
—ZXY + X2Y + 2xY — 2Yr — TYZ + Yyrz
=0

dir.

(2) C™*", C uzerinde bir Lie cebirdir. Burada C"™*", kompleks girdili n x n matris halka-
sidir. (C™™, 4 .) bir vektor uzay1 ve My, My € C™*" igin [My, Ms] = My My — My M,
tamimlanirsa C™*", C' iizerinde bir Lie cebiri olur.

(3) V, F cismi iizerinde bir vektor uzay1 ve End(V)={ g : V — V bir endomorfizm}
olsun. Bu durumda f,g € End(V) igin [f,g9] = f o g — g o f tammlanirsa End(V), F
tizerinde bir Lie cebir olur. Bu cebri gi(V) ile gosterecegiz.

4 F=RveX = (z1,22,23), Y = (41,2, Y3), Z = (21, 22, 23) € R*igin
(X, Y] = (2y3 — T3y, T3Yy1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)

tanimiyla R, R iizerinde bir Lie cebiridir.

(@) a,b€ Rve X,Y,Z € R?icin

[aX +bY,Z] = [(axy + byy, axs + bys, axs + bys), (21, 22, 23)]
= ((axq + by2)zs — (axsbys)z2, (axs + bys)z1—
(azy + byy)zs, (axy + byy)ze — (azo + byz)21)
= (ax923 + byazs — awzze — bysze, axszy + bysz;
—aw123 — by 23, ax120 + by 20 — axozy — byaz1)
= a(woz3 — X329, 321 — T123, X122 — To21)+
b(y223 — Y322, Y321 — Y123, Y122 — Y221)

= alX, Z] + b[Y, Z]
Ayni sekilde [Z,aX + bY] = a[Z, X]| 4+ b[Z, Y] olur.
(b) Her X = (21,79, 23) € R? igin

(X, X] = (vox3 — 2329, x371 — X123, L1209 — T221) = (0,0, 0) dir.
(©) X = (v1,22,23),Y = (Y1,42,¥3), Z = (21, 22, 23) € R icin

[X» [Y7 ZH = (952%23 — ToY221 — T3Y321 + T3Y123, T3Y223 — T3Y322
—T1Y1 29 + T1Y221, T1Y321 — T1Y123 — TolY223 + T2Y329)

Y, [Z, X]] = (22102 — Yozo1 — Y3231 + Y321 T3, Y321 T3 — Y323T2
—Y121T2 + Y12201, Y123% — Y12103 — Y2213 + Y223T2)

[Z,[X, Y]] = (2221y2 — 22@2y1 — 23T3Y1 + 23T1Y3, 23T2Y3 — 23T3Y2
—21T1Y2 + 21T2Y1, 21T3Y1 — Z1T1Y3 — ZaTals + 22T3Ys)
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Ohalde, X, [Y, Z]| + [Y, [Z, X]]| + [Z, [ X, Y]] = 0 dir.
1.1.1. Lie alt cebiri , idealleri ve boliim cebri

Tamim 1.2. L bir lie cebiri olmak iizere K, L’nin bir alt vektor uzayi olsun. Her z,y € K
icin [z, y] € K olursa K’ya L’nin bir alt cebiri denir.

Tamim 1.3. L bir lie cebiri olmak iizere. I, L’nin bir alt vektdr uzayr olsun. Her x €
L,y € I igin [x,y] € I olursa I’'ya L’nin bir sol ideali denir ve her z € L,y € I
icin [y, 2] € I olursa I’ya L'nin bir sag ideali denir. Her =,y € L i¢in [z,y] = —[y, x]
oldugundan L’nin her sol ideali bir sag idealidir. Bu durumda [ ’ya L ’nin ideali denir.

Her Lie cebirinde en az iki ideal vardir: kendisi ve sifirdir.

Tanim 1.4. L bir lie cebiri olmak iizere. I, L’nin bir ideali olsun. L/ = {x+ [ :x € L}
kiimesine L’nin / ya gore boliim cebri denir.

L/I" dekilieiglemi: her z,y € Licin [z +1,y+ 1] = [z, y]+ I olarak tanmimlanir.
Bu iglemler 1yi tammmhidir. Clinkii, egerx + [ =21+ 1 vey+ 1 =y +lisex; —x € [
ve y; —y € [ dir. Bu durumda

[z,p] = [z + (1 —2),y+ (1 —y)]
= [zl + 1 — 2yl + [z, 00—yl + 21 — 2,01 — Y]

[y —x,y] € 1, [x,y1 —y] € I, [t7 — x,y1 — y] € ] oldugundan [x1,1;] + [ =
[z, y] + I dur.

Tanmim 1.5. a) L bir lie cebiri olmak iizere. A, L’de bos olmayan bir alt kiime olsun. Bu
durumda

C(A) = {x € L;herv € Aigin [z,v] = 0 dir}
kiimesine A’nin merkezleyicisi denir.

b) C' = {c € Liherv € L igin [¢,v] = 0} ile tammlanan kiimeye lie cebrinin
merkezi denir.

L bir lie cebiri olmak iizere. A, L’de bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Bu du-
rumda C(A), L’nin bir lie alt cebiridir. Soyle gorebiliriz; x,y € C(A) ve a € A olsun.
Bu durumda [[$7 y]a CL] = _[[ya Cl], l’] - Haa .T],y] = _[Oa l’] - [07 y] = 0 dir.

L bir lie cebiri olmak iizere. I, L’nin bir ideali olsun. Bu durumda C'(I), L’nin
bir idealidir. Benzer sekilde, c € C'(I),v € L ve x € I olsun. Bu durumda, [[c, v], z] =
—[[v, 2], ¢] — [[z, ¢], v] fakat ¢ € C(I) oldugu i¢in [z, c] = 0 olur, [v, 2] € I oldugundan
[[v, 2], c] = 0°dur.
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Tanmm 1.6. L degismeli olmayan bir lie cebiri olmak iizere. L’nin {0} ve kendisinden
bagka bir ideali yoksa , L’ye bir basit lie cebiri denir.

Tanmm 1.7. L bir lie cebiri olmak tizere I ve J , L’nin iki ideali olsun. Bu durumda
L =1 @ J olarak yazilirsa L ’ye I ve J ideallerinin direk toplami denir.

Tanmim 1.8. L bir lie cebiri olmak iizere A, B, L nin iki ideali olsun .Bu durumda [A, B] =
{la,b];a € A,b € B} ye komiitator ideali denir.

Tanim 1.9. Bir Lie cebrinin kendi komiitator idealine esit olmasi halinde miikkemmeldir
denir.

Lie cebrinin her elemani komiitatorler tarafindan yaratilan idealde oldugu takdirde
bir Lie cebri miikemmel olarak sdylenir.

Omek. L = s1(2,C) = o € gl2.Chtr(a) = 0bve T = {esh flie = |} |

0 0

1 0 00

h= 0 -1y f= 10

basit degilse, I # {0} ve sl(2,C)’den farkli bir I ideali vardir. 0 # v € I alirsa v =

ae+Bf+vh;a #0,8# 0,7 #0,a, B,y € Colarak yazilabilir. [h, €] = he —eh = 2e,

[h, f]1 = =2f, [e, f] = holur. Simdi o # Oise [v, f] = (ae+Lf+~h)f— f(ae+Bf+h)

dir. O halde [v, f] = ah—2vf € I ve v, f], f] = —2af € [ olur. f € Iise h = [e, f] €

I = e=1/2]h,e] € I, 0 halde o # 0 i¢cin I = L dir. Benzer sekilde 5 # 0 ise, [ = L

dir. Son olarak v # 0 ise, [v,e] = —fh + 2ve € I, 0 halde I = L olur. Sonug olarak
L = sl(2,C) bir basit lie cebirdir.

onun tabani olsun. Bu durumda, bir basit lie cebiridir. Ciinkii,

1.1.2. Lie homomorfizmleri

Tanmm 1.10. L, ve L, iki Lie cebiri olsun. Eger ¢ : L; — Lo bir lineer doniisiimii ve
her z,y € Ly icin ¢([x,y]) = [p(z), ¢(y)] kosulu saglanirsa ¢’ye L,’den Ly’ye bir lie
homomorfizmi denir. ker(¢) = {x € Li;¢(x) = 0} kiimesine ¢ nin ¢ekirdegi denir.
Im(p) ={y € Ly; 3z € Ly ve p(x) = y} kilmesine ’nin goriintiisti denir.

ker(y), L, tizerinde bir idealidir ve tm (), Lo nin bir lie alt cebridir.

Teorem 1.11 (izomorfizm teoremi). a) Live Ly iki lie cebiri olmak iizere. p : L1 — Lo
bir lie homomorfizmi olsun. Bu durumda L, [ker(p) = im(p) olur.

b) L bir lie cebiri ve I, J L’nin iki ideali olmak iizere :
(I+J)/J=I/(InJ).
2)Eger I C Jise J/I,L/I’nin biridealive (L/I)/(J/I) = L/J dir.

Ispat. (Erdmann ve Wildon 2006). O
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Ornek. F bir cisim olmak iizere sl(n, F) = {A € F™";tr(A) =0} ve gl(n, F) = {A €
Fr=m:det(A) # 0} olsun. tr : gl(n, F) — F,x v tr(z) doniisiimii tamimlayalim. Bu
durumda tr bir lie cebiri homomorfizmi olur. Ciinkii, tr lineer déniigiimii ve tr([x,y]) =
tr(xzy — yz) = tr(zy) — tr(yz) = 0 oldugundan tr(z,y] = [tr(x),tr(y)] = 0 dir, tr
orten ve ker(tr) = sl(n, F') dir. O halde gl(n, F')/sl(n, F') = F olur.

Tanim 1.12. F bir cisim ve A, F' iizerinde bir cebir olsun. F' cismi iizerinde bir lineer
doniigimii D : A — A her a,b € Ai¢in D(a.b) = a.D(b) + D(a).b saglanirsa D’ye
A’nin tiirevidir denir ve A’nin tiirevlerinin kiimesi Der(A) ile gosterilir.

Dy, Dy € Der(A)igin [Dy, Dy] = Dy Dy — Dy D, olarak tanimlanirsa

1) Der(A), gl(A) nin bir alt lie cebridir.

2) Der(A), gl(A) tizerinde bir lie cebirdir.

Tanmm 1.13. L bir lie cebiri olmak iizere I ,L 'nin bir ideal olsun. Bu durumda L ’nin her
D tiirevi i¢in D(I) C I ise I ya L ’nin bir karakteristik ideali denir.

L' = [L, L] bir karakterstik idealdir. Oyleki; her D € Der(L) igin:

D(L') = DIL, L] = [D(L), L] + [L, D(L)] € [L, L] + [L, L] = [L, L} = L".
Ornek. A = CR tiim sonsuz tiirevlenebilir fonksiyonlarn vektor uzayt olmak iizere.
f,g € Avex € Rolsun. f ile g’nin carpimi (f.g)(x) = f(x).g(x) ile tammlanirsa A
birlesmeli bir cebir olur.

1.1.3. Lie cebiri eslenik temsilleri

L bir lie cebiri olsun. Her z € L i¢in adx : L. — Lhery € L i¢in adz(y) = [z, y]

ile tanimlanan fonksiyonuna adx lineer operatorii denir ve her x € L igin adx lerden

olusan kiime ad L ile gostelirlir .

Jakobi 6zdesliginden adx lineer operatorii lie bir tiirevi olur. Ciinkii, her u,v € L
i¢in

adz[u,v] = |z, [u,v]]
= —lu[v,2]] = [v, [2,ul]
= [u, [z, 0]] + [[2, u], 0]
[u, adz(v)] + [adz(u), V]

dir. adz ’e L ’nin eslenik temsili denir.

L bir lie cebir olmak iizere ad : L — Der(L);x — adx doniigimii L’den
Der(L)’ye bir lie homomorfizmi olur. Ciinkii, her z,y € L igin ad(x + y) = adx + ady

5
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dir. Ispatlayalim: her z € L icin

ad(z+y)(z) = [v+vy,2]
= |2+ 1y 4
= adz(z) + ady(z)
= (adz + ady)(z)

dir.

2) Her a € F icin ad(azx) = a(adz) dir. Soyle ispatlayalim: ad(ax)(z) =
lazx, z] = afz, z] = cadz(2).

3)Her z,y € L igin ad|x,y] = [adz, ady| ispatlayalim: her z € L igin

adlz,yl(z) = [[z,v],2]
= —ly, 2], 2] — [[2, 2], 9]
= [2,[y,2]] = [y, [z, 2]

= adz(ady(z)) — ady(adz(z))
= adr(ady(z)) — ady(adz(z))
= (adz o ady — ady o adz)(z)

dir. adL, Der(L)’de bir idealdir. Ciinkii, her x € L i¢in [D,adx] = ad(Dz) dir. Her
x € Lveher D € Der(L) ve hery € L i¢in

[D,adx](y) = (D oadx— adxo D)(y)
= D[%,y]—[l’,Dy]
= [Dz,y] = ad(Dz)(y)

dir.
1.1.4. Coziilebilir, yaribasit ve nilpotent Lie cebir

L bir lie cebiri olmak iizere L' := [L, L] ye L'nin tiirevidir. L', her x,y € L igin
[z, y] carpimu ile iiretilir ve her z,y, 2 € L igin [[z,y], 2] € [L, L] = L' olur.

Tamim 1.14. L bir lie cebir olmak iizere.
LO=L> LW =1 > LP=[/,[/]>...D LY > LY = [LO O] 5 .

serisine L’nin tiiretilmis serisi denir. Uygun bir k € Z* icin L*) = {0} ise L’ye coziile-
bilir bir cebir denir.

Her i i¢in L bir karakteristik idealdir.
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Onerme 1.15. L bir lie cebir olmak iizere I, L ’nin bir ideali olsun. Bu durumda, L
coziilebilirdir ancak ve ancak I , J ¢oziilebilirdir.

Ispat. ©: L — L/I dogal homomorfizm ve tiimevarim kullanimiyla ispatlanr. 0

Sonug 1.16. L bir lie cebir olmak iizere I ve J , L ’nin bir ideali olsun. Bu durumda 1
ve J ¢oziilebilirse I + J ideali ¢oziilebilirdir.

Ispat. x € L olmak iizere [z, [ + J] = [z, I]+[z, J| C I+J dir. Budurumda [ +J L ’nin
bir idealidir. Simdi, homomorfizm teoreminden (/ + J) /J = I /(I N J) olur. I /(I N J)
¢oziilebilir oldugundan (I + J) /J, I + J ¢oziilebilirdir. O

Tanmm 1.17. Rs = {[; I, L’nin ¢oziilebilir bir idealidir}’ye L nin ¢6ziilebilir radikali
denir. Eger s = {0} ise L’ye yaribasit lie cebir denir.

Bundan sonraki kavramlar hakkinda bilgi i¢cin Erdmann ve Wildon! (2006)) , Cahn
(2014) ve \Gonzalez| (2007) kaynaklar1 incelenebilir.

Tamm 1.18. L bir Lie cebiri olmak iizere Loy = [L, L], Le) = [L, L] = [L, [L, L],
Lay = [L, L(k_l)] serisine L nin alt merkezi serisi denir. Uygun bir m > 1i¢in L) =0
ise L ye nilpotent Lie cebiri denir.

Teorem 1.19. (Lie teoremi) V sifirdan farkli ve karmagik vektor uzayt olsun. L, gl(V') nin
coziilebilir bir Lie altcebridir. Bu durumda {vi,vs, ...,v,} , V nin tabant ise L nin her
elemanin iist iicgensel matrisi vardir.

Ispat. (Gonzalez/2007). O

Teorem 1.20. L, F cisim iizerinde bir Lie cebir olmak iizere L' nilpotent ise L ¢iziilebilir
bir cebirdir.

Ispat. (Gonzalez/2007). O
Tammm 1.21. L, I iizerinde bir lie cebiri olsun. Bu durumda

B:Lx L— F;(x,y) — tr(adz o ady)
doniistimiin’e L, iizerinde killing formu denir.

B(y,z) = tr(ady o adz) = tr(adx o ady) = B(x,y) oldugundan killing formu
simetrik olur. x1, x5, 23 € L ve o, f € F igin

B(azy + pre,y) = tr(ad(axy + Prs) o ady) = tr((aadz, + Padzy) o ady)
= atr(adzy o ady) + Ptr(adzy o ady)
= aB(xby)—i_ﬁB(x%y)
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oldugundan B(z,y) bilineerdir.

Lemma 1.22. L bir Lie cebir olsun. Bu durumda her x,y,z € L icin B([x,y],z) =
B(z, [y, z]) olur.

Ispat. tr([adz,ady] o adz) = tr(adx o [ady, adz]) oldugundan tr(ad|x,y] o adz) =
tr(adx o ad [y, z]) o halde B([z,y],2) = B(x, [y, 2]) dir. O

Teorem 1.23. L, F' iizerinde bir lie cebiri olsun. Bu durumda L ¢oziilebilirdir ancak ve
ancak her x € [L, Ll vey € L i¢in B(x,y) = 0 dur.

Ispat. (Erdmann ve Wildon 2006). O

Teorem 1.24. B, F' iizerinde bir bilineer formu olsun. Eger sifirdan farkli her x € F icin
(z,y) # 0 olacak sekilde bir y € F varsa B’ye dejenere degildir denir.

Ispat. (Erdmann ve Wildon 2006). O
Teorem 1.25. B, F iizerinde bir bilineer form ve A, F iizerinde verilen 3 tabanina gore
B’nin matrisi olsun. Bu durumda , B dejenere degildir ancak ve ancak A tekil olmayan
bir matristir.

Ispat. (Erdmann ve Wildon 2006). O

Teorem 1.26. L, Fliizerinde bir lie cebiri olsun. Bu durumda, L yaribasittir ancak ve
ancak B dejenere degildir.

Ispat. (Erdmann ve Wildon 2006). O

Ornek. I = sl(2, C) olmak iizere e = [é 8}, f= [0 0}, h = [(1) _OJ L’nin standart
tabami {e, f, h} olsun. Bu durumda

adh(e) = [h,e] =2e adh(f) = [h, f] = —2f adh(h) =[h,h] =0

olarak temsil edilir.

B(e,e) = tr(ade o ade) = tr

o O O
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200
Ble, f) =tr(adeocadf)=tr [0 0 0| =4
0 0 2
[0 0 0]
B(e,h) =tr(adeoadh) =tr |0 0 0| =0
0 -2 0]
[0 0 0]
B(f,f)=tr(adf cadf) =tr |2 0 0| =0
(0 0 0
0 00
B(f,h) =tr(adf coadh) =tr | 0 0 0| =0
-2 0 0
4 0 0
B(h,h) =tr(adh oadh) =tr |0 4 0| = 8dir.
000
0 40
Bu durumda (e, f, h) taban tizerinde B’nin matrisi A = |4 0 0| dir, det(A) =
0 0 8

—128 # 0 oldugundan B dejenere degildir. Bu durumda L yaribasittir.

Tamim 1.27. p : L — gl(V') bir homomorfizm ve p([s,t]) = [p(s), p(t)] ise p ya L’nin
bir temsili denir.

L bir Lie cebir olmak iizere ve V' bir vektor uzayi ve f : L — gl(V) bir temsil
olsun. Burada V vektor uzayina f nin temsil uzay1 ve V nin boyutuna da f temsilinin
boyutu denir .

f L — gl(V) L nin bir temsili ve W, V' nin bir alt uzay1 olsun. Her z € L i¢in
(p(z))(W) C W oluyorsa W ya bir alt temsil uzay1, f nin W ya kisitlanigina alt temsil
denir.

Tammm 1.28. F' bir cisim olmak tizere L , F' iizerinde bir Lie cebir ve V, F' iizerinde
bir vektor uzay1 olsun. Eger V' iizerinde L ’nin temsili varsa V' ya L-modulu denir ve V'
tizerinde L temsil edilmis sdyleyebiliriz.

Tamim 1.29. V', 7 temsiliyle L-modulu olmak iizere U, V nin alt vektor uzayi olsun. Eger
her x € Ligin U, tiim 7(x) 6peratorlarin altinda degismez ise U ya bir L-alt modulu denir.

Tanim 1.30. 7, V iizerinde L *nin temsili olsun. Eger V' nin {0} ve kendisinden bagka L-
altmodulu yoksa 7 ye indirgenemez temsili denir ve V' ye indirgenemez L-modulu denir.
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Tanim 1.31. F bir cisim olmak iizere L , F' lizerinde bir Lie cebir ve Vve W , F' iizerinde
iki vektor uzayr , m; : L — gl(V) ve m9 : L — gl(W) L ’nin iki temsilleri olsun. Bu
durumda, eger her x € Licin T : V' — W lineer doniigiimii ve ma(x) o T = T o my(2)
saglamiyorsa T ye 7 ve o nin i¢-ige temsili denir.

Teorem 1.32. ( L = sl(2, C)’nin temel temsil teoremi)

[1 O] f= {(1) 8} ,h = [é _01} olacak sekilde (e, f, h), L’nin standart

tabani, V' karmasik vektor uzay:1 ve 7,V iizerinde L’nin indirgenemez temsili olsun. Bu
durumda 7(h) ’nin 6z vektorii vy ve onun 6zdegeri Aw(e)vy = 0 ’dir. Her j € Z* i¢in

v; = (7(f))’vo olsun. Bu durumda:

1. 6zdegeri A = n pozitif tam say1.
2. Un+1 = 0.

3. {vo, v1, ..., v, } , V ’nin bir tabanidur.

4. 7(f)vj = v

5. 7(h)v; = (n — 2j)v;. Boylece tabanin her v; vektorii , 7(h) nin 6zvektoriidiir.
6. m(e)v; =j(n —j+ 1)v;_1.

Ispat. V karmagik vektor uzay1 oldugundan lineer peratorii () nin 6zdegeri 1 karma-
siktir. 7(h)’nin 7 ‘iin karsilik gelen 6zvektorii v olsun.

m(h)(m(e)v) = m(e)(m(h)v) + (w(h)m(e) — m(e)m(h))(v)
= pm(e)v+ [w(h), m(e)lv
= pm(e)v+mlh,el(v)
= pm(e)v+2m(e)v

= (p+2)m(e)v

dir.7(e)v’ nin karsiik gelen dzdegeri (p + 2)’dir. w(e)*(v) = 7(e)(w(e)v) oldugundan
7(e)?v ’nin karsilik gelen 6zdegeri (1 + 4) olur. Boylece 7(e)®v ‘nin karsilik gelen 6z
degeri (1 + 2s) olur. Simdi 7(e)’nin 6zdegerleri sonlu oldugundan uygun bir s € N i¢in
m(e)*v = 0 dir. w(e)*v # 0 fakat 7(e)**t v # 0 olacak bigimde en kiigiik pozitif tam say1
solsun . vy = 7(e)*v olursa w(e)vy = 0 dir. vy , 7(h) nin 6zvektdri ve A = (11 +2s) onun
ozdegeridir. Simdi her j € N igin v; = 7(f)7v tammlanirsa (4) ispatlanir. Her j € Z*
icin timvarim kullanarak 7(h)v; = (A — 27)v, ispatlayalim. j = 0 i¢in 7(h)vy = Avg, v,
icin w(h)v; = (A — 2j)v; kabul edelim ve v, ; i¢in dogru oldugunu ispatlayalim.

m(h)vj = w(h)(7(f)vy)
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dir. Eger v; # 0 ise 7(h) nin dzdegerini A —2j ise karsilik gelen 6zvektorii v;’dir. V sonlu
oldugundan uygun bir j € Nigin v; = 0 dir v,, # 0 ve v,41 = 0 olacak sekilde en kiigiik
pozitif tam say1 n olsun. Bu durumda j > 1 i¢in timevarim kullanarak 7(e)v; = j(A —
J+ 1)v;_y ispatlayalim j = 1 i¢in 7w(e)vy = 7(e)(n(f)vo) = w(f)(m(e)vo) + 7e, flvg =
0 + 7(h)vg = Avg, Genel olarak j > 1 igin

m(e)vjs1 = w(e)(w(f)vy)
= w(f)(m(e)v;) + e, flv;
= JA =7+ D7r(f)vj—1 + 7w (h)v;
JA =7+ v + (A = 25)v;
(J+ DA =)y,

dir. $imdi v,, 1 = 0 oldugundan 0 = 7(e) v,41 = (n+1)(A—n)v, olur. v,, # 0 oldugun-
dan (n 4 1)(A —n) = 0’dir, bu durumda A = n olur. A = ni¢in 7(h)v; = (A — 2j)v; ve
m(e)v; = j(A — 7 + 1)v;_1 den (5) ve (6) goriiniir. (vo, ..., v,,) vektorleri kesinlikle lineer
bagimsiz vektorlerdir . Onlar 7(h)’ nin 6zvektorleri ve farkli 6zdegerlerine kargilik gelen-
dir. (4),(5) ve (6) den (v, ..., v,) nin C-span1 7(h), w(e) ve 7w(f) altinda degismeyendir.
(e, f,g), L’nin tabam oldugu i¢in dogrusal bir L-degismez altuzay oldugunu goriiyoruz.
V' indirgenemez L-modiil oldugundan (3)’ii ispatlar . 0

Teoremin anlami gdyledir: w(h), V' iizerinde yaribasit lineer operatorii ve n, (n
2),...,—(n — 2), —n onun dzdegerleridir. 7(e) ve 7(f) nilpotent Speratdlerdir.

{vo,v1, ..., v, } tabanina ait 7(e) nin matrisi iist tiggen bir matristir ve 7(f) nin
matrisi alt icgen bir matristir.

Burada Lie grubun tanimin1 ve bazi orneklerini ifade edecegiz. Ayrintili bilgi i¢in Kutsal
(2005) ve (Gallier J | (2012) kaynaklar1 incelenebilir.

U, R" de bir agik altkiime olmak iizere eger bir f : U — R fonksiyonunundur. k. merte-
beden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli ise f, fonksiyonu C* sinifindan diferensiyelle-

nebilirdir denir. U da C* sinifindan diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi C* (U, R)
ile gosterilir, yani

CKU,R) = {f, f: U — R ve f fonksiyonu C* siifindan diferensiyellenebilir} dir.
Tanim 1.33. (Lie grubu) Bir G kiime verilsin. Bu durumda

(a) G bir diferensiyellenebilir manifolddur.

11
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(b) (G, ) bir grupdur.
(©) -:GxG— G, (x,y) = x -y ! diferensiyellenebilir fonksiyondur

kosullar1 saglanirsa G’ye bir lie gruptur denir.
Ornekler:
1) GL(n,C) grubu, kompleks regiiler matrislerin genel lineer grubudur.
M € GL(n,C) igin det(M) # 0, GL(n,C) nin boyutu r = 2n? dir.
2) SL(n,C) grubu, ozel lineer grup, GL(n,C) grubunun bir alt grubudur .
M € SL(n,C) i¢in det(M) = 1. SL(n,C) nin boyutu r = 2(n? — 1)dir.
3) GL(n,R) grubu, reel regiiler matrislerin genel lineer grubudur.
M € GL(n,R) i¢in det(M) # 0, boyutu r = 2n? dir.

4) SL(n,R) grubu, 6zel lineer grup. GL(n, R) grubunun bir alt grubudur. M € SL(n,R),
det(M) = 1, SL(n,R) nin boyutu r = n? — 1 dir.

5) U(n) grubu, u.u’ = u'.u = 1 kogulunu saglayan kompleks matrislerin iiniter gurubu-
dur. u da v matrisinin kompleks eslenigidir. U(n) nin boyutu r = n2dir

6) SU(n), ozel tiniter grup , U(n) grubunun alt grubudur. v € SU(n) igin det(u) = 1.
SU(n) boyutu r = n? — 1 dir.

T
U(n) = {A A=At Ac (C”X”}
ve SU(n), U(n) in determinati 1 olan alt gruplaridir
_T
SU(n) = {A A =Alvedet(A)=1,A¢€ C”X"}
7) O(n), nxn tipinde reel katsay1li tersi transpozuna esit olan matrislerin kiimesidir.

On)={A: A"=A" AcR""}

8) SP(n), simpletik grubudur: terimleri kuaternion olan tersi esleniginin transpozuna esit
olan , nxn tipindeki matrislerin kiimesidir.

SP(n)={A: A" = A" Ae H""}

dir. Burada H = {z + iy + jz + kw : z,y,2,w € Rve i* = j2 = k% ijk = 1} = R* dir
12
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kuaternionlar halkasidir.

Ornek. G = GL(n,R) = {A = [a;] : detA # 0} matris carpumi islemine gore bir
grup olup, iistelik bir Lie grubudur: Biitiin n x n tipindeki reel matrislerin ciimlesi olan
gl(n, R), reel saylar cismi iizerinde n*-boyutlu bir vektirii uzaydir ve dolayistyla bir ma-

nifolddur.

Her bir a = [a;5] € gl(n, R) i¢in [a;;] = (a11,0215-.-,Qn1, Q12,5002 - Clpse o)
alip b; = a;; + (j — 1)n dersek gl(n, R) nin a = [a;;] matrisine R" nin (by, by, ..., by,)
noktasini kargilik tutabiliriz. Boylece gl(n, R) ile R"™ arasinda birebir tekabiil kurmusg
oluruz. Bu gl(n, R) den R™ ye bir lineer izomorfizm, dolayisiyla koordinat sistemi verir.
GL(n,R) = {g € gl(n, R);detg # 0} kiimesi matris carpimi altinda bir gruptur.

det : gl(n, R) — R, A — detA = detla;;] = Y, cq 591(0)015(1)020(2) - Ano(n),
o € S, determinant fonksiyonu diferensiyellenebilir fonksiyonlarin ¢arpimlarinin topla-
mina esit oldugundan diferensiyellenebilirdir ve dolayisiyla siireklidir. Stirekli bir fonk-
siyonda, deger kiimesinde bir kapal1 (veya acik) kiimein ters goriintiisii yine kapal1 (veya
acik)dir.

det : gl(n,R) — R fonksiyonu siirekli ve {O}ciimlesi R de kapali oldugun-
dan det~'{0} = {g € gl(n, R);detg = 0} kiimesi gl(n, R) de kapalidir. Bu kiime ise
gl(n, R) ye gore GL(n, R)nin timleyenidir. O halde GL(n, R) kiimesi gl(n, R) nin bir
acik altkiimesidir. Boylece G L(n, R) bir manifolddur.

Simdi a,b € GL(n,R) i¢in, GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R), (a,b)
ab~tgrup islemi (matris carpimi) nin diferensiyellenebilir oldugunu gosterelim: a = [a;;],
b= [bi;] veb™! = [b;;/ |b]] igin ab™t = [Z:—1 airbi;,/ ] olarak yazilir.

Burada [Z:—1 aixbij,/ |b]] fonksiyonlari diferensiyellenebilir oldugundan ab™*

diferensiyellenebilirdir. Boylece G L(n, R) bir Lie grubudur.

13
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2. KURAMSAL BIiLGILER VE KAYNAK TARAMALARI
Bu boliimde s1(3,C) "nin temsillerini ve kok sistemlerini inceleyecegiz. Ek olarak
se(3) ve su(2) nin temsilleri uygulama olarak verilecektir. Bu boliimdaki kavramlar hak-
kinda ayrintili bilgi i¢in Vasja Susic| (2011)) ve Kosmann-Schwarzbach| (2009) kaynaklari
incelenebilir.
2.1. Yari-basit Lie Cebiri ve Kok Sistemleri
Burada s1(3,C) 'nin temsillerini ve kok sistemlerini inceleyecegiz.
Tanim 2.1. L bir Lie cebri olmak iizere ve I, L’nin bir ideali olsun. Bu durumda
{reLineZigina" €1}
kiimesine L’nin radikali denir ve rad(L) ile gosterilir.
Teorem 2.2. (Levi ayrisumti). Her Lie cebiri L’nin bir Levi ayrisimi vardir
L =rad(L) ® Lgs
Burada rad(L) L’nin Radikali, ve L de L’nin bir yart basit altcebirdir.
Ispat. (Vasja Susic/2011). O
Bu sonug bize, bir Lie cebirini, maksimal ideal olan (Radikal) kendi “Abelyen” ve
“Abelyen olmayan” parcalarina ve hicbir kalan ideal icermeyen bazi kalanlara (bir yar
basit Lie cebiri) her zaman ayristirabilecegimizi soyler.
Onerme 2.3. Bir Lie cebiri L, L;’nin basit Lie cebirleri olmak iizere, L. = @ Ly ise yart
basit halkadir. Dolaytsiyla, bir yari basit Lie cebiri L’yi, kendi idealleri icin sadece 0’a ve
L;’ye sahip basit Lie Cebirleri L;’ nin bir direk toplami olarak gorebiliriz. Bilhassa, her
bir basit Lie cebiri aynt zamanda yari basit cebirdir.
Ispat. (Vasja Susic|2011). O
2.1.1. Bir Yar Basit Lie Cebirinin Kok Sistemi

Tamim 2.4. (Toral, Cartan Alt cebirler).

1. Bir n C L alt cebiri komiitatif ve her icin h € 7 i¢in [h, .| kdsegenlestirilebilir ise
(vektor uzay1 g iizerindeki dogrusal doniisiim gibi) toraldir denir.

2. L’nin bir yar1 basit Lie cebiri oldugunu diistinelim.

Bu durumda eger bir toral alt cebir ve C'(r7) merkez olmak iizere, C'(n) = n ise n

14
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bir Cartan alt cebirdir. Bu da bize her zamanki asina oldugumuz Cartan alt cebir tanimini
verir. Yani, eger bir maksimal toral alt cebir ise 1’nin bir Cartan alt cebir oldugu anlagi-
lir, ve bu alt cebirde [hq, he] = 0 oldugu i¢in kdsegenlestirilebilir elemanlarin maksimal
alt cebiridir (vektor uzay1 L’de kosegenlestirilebilir). Cartan alt cebirin varli§1 konusuna
detayli girmeyecegiz; sadece her tiirlii karmasik yar1 basit halka Lie cebirinin aslinda bir
Cartan alt cebire sahip oldugunu belirtecegiz.

Tanim 2.5. (Indirgenmis Kok Sistemi). V, bir 6klit vektor uzay1 olsun (sonlu - kanonik
i¢ carpimli (.,.) reel vektor zay1). Bu durumda agagidaki 6zelliklere sahip R C V' \{0} bir
indirgenmis kok sistemi denir.

1. R sonludur ve V vektor uzayinin bir tabanini icerir.

2. a, B € R kokleri i¢in n,s ‘nin tam say1 olmasini isteriz

2(a, B)
Nag = e Z
"7 G.B)
3.Egers, =V =V s5,(V) =X — 2((;0:\)) ise, tim «, 8 € R ig¢in s,(f3) € R olur.
4. Eger birkag reel c i¢in «, ca € R ise, o halde ¢ = 1 veya ¢ = —1 olur.

Her ne kadar bu kosullar1 bi¢imsel bir tarzda yazmus olsak da, bunlar1 gorsellestir-
meyi denemek de dgreticidir . Dolayisiyla, biitiin V 6klit uzayini kapsayan, noktalarin bir
sonlu toplanmasi ile baglayacagiz. S kokii yonii tizerine « “nin bir izdiigtimiidiir.

Uciincii kosul, o yoniinde bir \ vektoriinden \‘nin iki kat1 izdiisiimiinii cikaran bir
S, fonksiyonu olusturur: tek bir ¢ikarma bize o vektoriiniin dikey tiimleyenini verecektir
(ki bu da esboyut hiperdiizlemi 1°dir), ama iki kat1 bir ¢ikarma aslinda A vektoriiniin a-
bilesenini tersine ¢evirir: lambda,

Lo ={\€V;(\,a) =0} = {R,}* hiperdiizlemi iizerine yansitilir. Dolayistyla
ticiincii kosul bir # € R kokii icin indirgenmis R kok sistemi‘nin ayn1 zamanda, R’deki
kokler tarafindan olusturulmus, hiperdiizlemler {izerindeki tiim 5 yansimalarini igermesi-
nin zorunlu oldugunu belirtir.

Dordiincii kosul, bu yapiya bir indirgenmis kok sistemi denmesinin sebebidir.
Yani, o € R denmesinin. O halde, sadece ilk ii¢ kosul dikkate alindiginda hangi ca’larin
da R’de olmasina izin verildigini bilmek isteriz. Ikinci kosul bize 210 = 2¢ € Z
oldugunu soyler, ki bu da ¢’nin yarim-tam sayr olmast gerektigi anlamina gelir. Aynisi
20.ca = 2/c € Z igin gegerlidir. Eger ¢ ve 1/c yarim-tam say1 ise, olasiliklar sadece sun-
lardir: ¢ € {£2,+1, £1/2}. Dordiincii kosul buna biraz daha sinirlama getirir ve boylece
alt1 olasiliktan sadece 2 tanesine izin veririz.
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Bu kosullarm yine de koklerin daha ileri 6zelliklerini ifade ettigini gorecegiz. Or-
negin biliyoruz ki, kok vektorler o, 5 € R oldugunda ve ¢ onlar arasindaki ac1 iken,
V oklit uzayinda standart skaler ¢arpim («, ) = |af - |fB|cos¢ degerini verir. Bununla
birlikte, n,s sayilarini su sekilde yeniden yazabiliriz

o - |Blcosep _, |a]
Neg = 2 = 2-— Ccos
i 18] 15 |61
NapNga = 20C08° @
Nag, Naa € Z oldugu ve ayrica % = % oldugu icin, iki kok arasinda ve ayn1 zamanda

bunlarin nispi uzunlugunda ¢ acist lizerinde kisitlamalar elde ederiz.
2.1.2. sl(n, C) ’nin Temsilleri

sl(n,C) iginde trace’i sifir olan kdsegen matrislerin abelyen Lie altcebrini 7 ile
gosterelim. 7, sl(n, C) i¢cinde abelyen maksimal Lie alt cebirdir. si(n, C) i¢inde 1 yi kap-
sayan kosegen olmayan matris cebri, non abelyendir ve kdsegen traceless her matrisle
degismeli kosegen olmayan matris yoktur. si(n,C) iginde 1 ye sl(n,C) nin Cartan alt-
cebri denir.

E;; : 1,7 girdisi 1, de8erleri O oln matris olsun. H; = E;; — E; ;41 diyelim.
sl(n,C), Ejjileiiretili, 1 <i<n,1<j<n,i#j,burada H;i=1,2,...,n—1,7
nin tabanidir.

EijEkl = 5jk:Eil ve
|Eij, Bl = 0uEq — duEy;
(H, Eij] = (A —\)(H)Ey;

ve \; : H — \;(H) n den C ye dogrusal doniisiimdiir.
Ornek olarak s/(3, C)’nin temsilleri inceleyecegiz.

1. si(3, C)’nin Temsilleri:

1 0 0
sl(3,C) ’nin Cartan alt cebiri 7’ nun boyutu 2 ve onun taban1t H; = [0 —1 0],
0 0 0
0 0 O
Hy= |0 1 0 | dir. sl(3,C) 'nin degismeli lie alt cebiri 1 olsun. Ust iicgensel matris-
00 —1
lerin olusturdugu vektor uzayinin tabanini alalim:
010 000 0 01
E1:E12: OOO,EQZEQ;)): 001,E3:E13: OOO,VG
000 000 0 00
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alt licgen matrislerin vektor uzayinin tabani olarak haline getirebliriz

Fi = E! = Ey ,Fy = EY = Esy, F3 = EY = FE31, Hy = Hy + Hy =

1 0 0
00 O olsun. Bu durumda
0 0 —1
(Hy,H,) = H1H,— H,H,
[1 0 0] 0O 0 O 00 0] 1 0 O
= |0 =1 O 01 0]l—-—1]101 O 0 -1 0
0 0 0 0 0 -1 00 —1] 0O 0 O
[0 0 O] 0 0 0 0 0 O]
= |0 -1 0| —-10 =1 Ol =10 0 0] =0
0 0 0 0O 0 O 0 0 0
dir.

Ayni sekilde [E1,Es]=E;  [E.F;] = H; ;i =1,2,3i¢in
[F1,Fy)) = F; , [E\Ey] =0 , [EoEs]=0 ,[F.Fy]=0,[FsFy =0dr

ve [El,FQ]:O [EQ,Fl]:O [El,F3]:-F2 [Eg,Fl}:-EQ [EQ,F3]:F1 [Eg,Fz]:El dir.

|H\,E1] = H\Ey— E\H;
[1 0 0][0 1 0 01 0]t 0 O
= |0 =1 0|0 0 Ol ={0 0 O] |0 =1 ©
0 0 0] [0 00 00 0/]0 0 0
0 1 0 0 —1 0 010
= 100 0l=1[0 0 0]l=2(00 0| =2F
0 0 0 0 0 0 000

dir.

Bu bagntilardan bazilar1 si(3, C) nun endomorfizlerin ady, ve ady, ortak 6zvektorlerin
Ey, Es, E3 oldugunu ifade eder.

[HlaEl] - 2E1 [H27E1} - _El
[Hy, Bs] = —E [Hy, B = 2E,
[H17E1] = E3 [H27E3] = E3

Bu bagintilardan bazilar1 sl(3, C) nun endomorfizlerin ady, ve ady, ortak dzvektorlerin
Fy, Fy, F5 oldugunu ifade eder.
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Hy, F\| =—2F, [Hy, Fy| = F4

[Hy, Fy] = Fy [Hay, Fy] = —2F;

[Hy, Fs] = —F3 [Hy, Fs] = —F3

a1(Hy) , adg, 'nin 6zdegeri olsun. Bu durumda oy (H,) = 2, ay(H;) = —1

Cartan altcebiri 7’nun her elemani H; ve H, ’nin birlesimi kombinasyon olarak yazilir.
Bu da 7 iizerinde o lineer formunu tanimlar. (H;, Hy) vektorlerin tabanlarinin iizerinde
bu lineer formlarin degerleri (2, —1)’dir. Aym sekilde , Fy 6zvektorii icin H € 71 'nun
0zdegeri soyle olur:

as(Hy) = —1 , ag(Hy) = 2 dir. Son olarak Ej5 dzvektorii icin H € 7 ’nun dzdegeri
az(Hy) =1, as(Hy) =1 ve az = ay + asolur.

[H;, Ej] = oj(Hi)E; ,1<i<3,1<j<3

(H;, Fj] = oj(H)F; ,1<i<3,1<j<3 olur

aq, g, i3, —(vp, —Qi, —avg ye 1 lizerinde si(3, C) 'n kokleri denir.

051:>\1—>\2 ,042:)\2—)\3 ,063:)\1—)\3(111'.

n’nun (I3,Y") ve (I3, Ty) tabanlari si(3, C) ’nin Cartan altcebiri 1 nun yeni taban1 (/3,Y")
sOyle tanimlanir:

0
0
-2

0
0

1

o = O

1
ve Ty = By = _L_ |0
0

o = O

(I3, Tg), sl(3,C) *nin Cartan altcebiri 7’ nun bir tabani olur.
2. Adjoint temsili ve kokleri:

p temsilinin agirhigt w, n iizerinde bir lineer formudur. Her H € 7 igin p(H)v =
w(H )v olacak sekilde v # 0,v € FE vardir.

M(H) 0 0
H = 0 X(H) 0 , tammlasin ve [H, E;;| = (\(H) — Ni(H))E;;
0 0 N(H)

olsun. Bu durumda s/(3, C) iin kokleri asagidaki tablodaki gibidir:
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kok | iligki (I3,Y) taban | (I3, T3) tabant
o |=E,[Y,E]|=0 ( (1,0)
2
o | =3B, [VE]=E, | (=35,1) (— % 3)
Qa3 137E3] - %E?) ) [Yv ] = E3 ( <%7 23)
o) |=-F,Y,[h]=0 (=1,0) (=1,0)
) |=5F,. [V, =-F |(3-1) (3,— \/Tg)
v | =3B, VBl =-F| (=3 -1) (-1,-8)
Tabloda a3 = a1 + s, o) = —ay , & = —ay, oy = —ag’tlir ve onun sekli Sekil 2.1
dir. Jaobi 6zdesliginden
Ts
da=Az-hs ty=hy-Az
D 79
- 0 ftazdy-ds I3
(1,0 (1,00
03 ==, - “f “otp( -2
Sekil 2.1. (8 temsili)
[Hi7E3] [Hla [HbEQH

tir. Temel temsili:

1
H1€1 =10
0

—1

[Hi, En], Eo] +
a1 (H;) [Hy, Es] + oo (H;) [Hy, Eo) + (00 + a) (H;) Es

0

o O O
o O =

0

o O O

[Ey, [H;, B

o oo
Il
oo~
o oo

19
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1 0 0 000 0 0 0
Hiea =10 =1 0.0 1 Of =1(0 =1 0] = —eq
0 0 0 000 0 0 0

]
@]
@]
]
]
]

0 0
Hyeo =10 1 0 |.]0 1 Of=1(0 1 0 =e
0

Hie3 =10 -1 0(.]0 O Of=1(0 0 O

H2€3 =10

—_
=}
]
]
=}
Il
]
]
@]
Il
|
]

w

—_
=}
]
]
=}
Il
]
]
]

H2€1 = |0

00 O 000 000
Hye, = |0 . 1 0f =10 1 0f =eydir
00 -1 000 000

—_
=}
]

Bu temsilin agirliklari , 7 {izerinde A1, Ay ve A3 formlaridir. H € 7 i¢in He; = \;(H )e;.
(Hy, H,) tabaninda agirliklart Ay = (1,0), Ao = (—1,0), A3 = (0, —1) dir.

agirlik | iligki (I3,Y) tabant | (I3,7Tg) tabani | sembol
/\1 13.61 = %61 , Y.61 = %61 (%7 %) (%, 2%/3) u
W [he=ta Vastm [0 [Chyg |7
A3 I.e3=0,Y.e3 = _§€3 (0, _g) (0, 2\%/5) s

(I3, Tg) tabaninda eskenar iiggenden A\; = wy, Ao = wy, A3 = w, temel temsilin
agirliklart A; + Ay + A3 = 0 olur. s/(3, C)’nin temel temsilin agirliklarin ¢izelgisine 3 ile
gosterilecegiz ve onun sekli Sekil 2.2 dir.

3. Temel temsilin duali:
Temel temsilden dual, X € sl(3,C) matrisi yerine X' = —X* degisimiyle gecilir
ve HJIGZ = —/\Z(Hj)ez veE Hi@l = —€q, H;Gl =0 , Hi@g = €9, Héeg = —€9, Hieg = 0,

Hjes = es olur. Bu durumda (H,, H,) tabaninda agirhklan A\, = (—1,0), A, = (1, —1),
Ay = (0,1) olur.
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1 1
vl — 5 A=Wl )

7

= I3
2
Aa=w;
(0,-%)
Sekil 2.2. (3 temsili)

agirlik | iligki (I3,Y) tabam | (I3, Tg) tabam | sembol
/\/1 ]3.61 = —%el, Y.61 = —%61 (—%, —%) (-%, —ﬁg) I_L
AIQ 13.62 = %62 . Y@Q = —%62 (%, —%> (%, —2%/?;) d
)\/3 13.63 =0 , Y.eg = %63 (O, %) (O, 3%—3) g

<

9ZZ’
a

agirhik vektorlere antikuarklar denir. (I3, Tg) tabaninda eskenar iiggendan /\/1 =
=w_ , A\ = w- temel temsilin agirliklart A, + A\, + A3 = 0 olur. si(3, C)’nin

S
VA

temel temsili dualinin agirliklarini ¢izelgisine 3 diyecegiz ve onun sekli Sekil 2.3 dir.
4. Bir sonlu-boyutlu temsil en yiiksek agirhg:

Eger bir temsilin kendisi ve {0} diginda alt temsili yoksa bu temsile indirgenemez
temsil denir .

L bir Lie cebir olmak iizere ve V' bir vektor uzayr olsun. Bu durumda si(n, C)
nin indirgenemez temsillerini siniflandirirken 6zdegerlere bir siralama veririz. Genel du-
rumda, agirliklarin bdyle bir lineer siralamasi s6z konusu olmayabilir. Fakat yine de en
yiiksek agirlik olarak adlandirilan farkl agirliklar vardir.

f L — gl(V) temsilinin bir en yiiksek agirlhigi, f nin bir en yiiksek agirlik
vektoriinlin agirhi§idir. Sifir olmayan bir skalar ile carpimina gore tanimlanan en yiiksek

agirhiga karsilik gelen bir 6zvektor, en yiiksek agirlik vektorii olarak adlandirilir.

Ornek. 3 te en yiiksek agirlik \; = w,, onun ézvektirii de e; = u . Bu durumda agagidaki
ozellikleri dogrudur.
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Ni'—"'

A=wirf- Ea_ﬁ)

Sekil 2.3. (3 temsili)

(1) Hie; = e1, Hyey = 0, (her H € 7 i¢in e bir 6zvektordur)
(11) Eijel =0 ,i = 1, 2, 3.

Ayrica e; lizerinde Fi, F, ve Fj tarafindan ey ve es elde edilir: Fiey = ey, Fhey = 0,

Fseq = es dir. 3 te en yiiksek agirlik )\,3 = w_ onun ozvektorii de es = s. Bu durumda
asagidaki ozellikleri dogrudur.

(1) Hieg =0, Héeg = e, (her H € nigin e bir 6zvektordiir)
(i1) E;eg = —Fies =0,1 = 1,2, 3. Ayrica e; iizerinde F{,FQ' ve F?; tarafindan e, ve

es elde edilirki: Fles = —Ejes = 0, Fyes = —Faes = —ey, Fyes = —Eses = —ejolur.
8 de en yiiksek agirlik o tiir ve onun 6zvektorii de Fs tiir.

(i) [Hy,Es] = E3,[Hy, B3] = E3 (her H € 1 igin E3 bir 6zvektordur)
(i) [H;, B5] =0,i=1,2,3.

burada FE;, E», Fy, F>, F5, Hy, Hy ; Fi, F5 ve F3 tarafindan elde edilir:
[, B3] = By, [Fy, B3] = —E |, [F3, B3] = —Hj

[F, [F1, Bs]] = —Ha, [F3, [Fy, B]| = =By, [Fy, [Fy, Bs]] = —Hy, [F3, [Fy, Bs]] =
Fy, [F5,[F3, Bs]] = —2F5 olur.

Ornek. 6 da en yiiksek agirhgin gosterimi w = 2\iolsun. Baska agirliklart \; — A\
Ao — A3 ve Ay — A3 olur ve en yiiksek agirligin vektorii olsun. Bu durumda ve tamumdan:
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Hyv = 2v, Hyv = 0, Byv = Fyv = Esv = 0 dir. Hv = w(H)v ve (1) den
dolay1 H(Fv) = (w — ay)(H)(Fv), burada; H(Fiv) = (w — (A — \2))(H)(Fiv) =
(M + o) (H)(Fiv) = —X\3(H)(Fyv)

H(Fgl)) = (U} — ()\1 — Ag))(H)(FgU) = ()\1 + )\3) (H)(Fg?]) = _)\Q(H)(ng)

Fy, F, ve Fj3 igin tekrar edersek 6 temsili elde edilir ve sekli 2.4 tiir.

-0l =?|;3-:'L]_
o2

Sekil 2.4. (6 temsili)

Ornek. 10 da en yiiksek agirligin gésterimini w = 3\; ve Q) = %Y+] 3 olsun. Bu temsilin
agirliklarimin listesi asagidadir:
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w agirhgi w(lz) | wY) | w(Ts) | w(Q) | sembol
3\ 3 1 5] ATT
21 + Ao 1 1 Vil AT
Do —dg=M+2% | -1 |1 3] AO
2 3 |1 S
- M =20+A | -1 |0 0 -1 |z
N—M=A+2 | L -1 [ -8B |1 |z
BA3=2X3—A1 — X | O -2 /3 | -1 Q-
Do~ =20+ A\ |1 -1 [ -8 o =+
M t2M =M |1 0 0 1 o+
0 0 0 0 0 =+
Ts
&
Al

Sekil 2.5. (10 temsili)
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2.1.3. su(2) ve se(3) lie cebirleri

Bu boliimde Lie cebirleri i¢in bazi ornekler ve adjoint temsilleri ifade edecegiz. Bu bo-
liimdaki kavramlar hakkinda ayrintili bilgi i¢in Kutsal | (2005) ve Bakhturin| (1985) kay-
naklar1 incelenebilir.

1. su(2) Lie cebiri

Uc boyutlu uzayda bir vektdr geometrik olarak girdileri -,y ve z olan bir siitun

vektor ile temsil edilebilir. Bir vektoriin donmesi (rotasyon), 3 x 3 tipinde bir matris ile
cos sing 0

temsil edilebilir. Ozel olarak, z ekseninde bir ¢ dénmesi | —sing —cose 0| matri-

0 0 1
siyle verilebilir. Kii¢iik rotasyonlar i¢in

coS ¢ sing 0
—singp —cosp 0| ~ 1 —1pT,,

0 0 1
0 — 0 00 O 00 1
T,= (¢« 0 0] dir. Benzer sekilde T,=|0 0 —i| veT, = |0 0 0] dir
0 0 O 0 7 O 1 00
7,1, = 1,T,—T,T,
(0 0 0 00 4 00 = 00 O
= (0 0 —2 00 0l—-1]000 00 —:
0 i 0 t 00 i 00 07 0
[0 0 0 0 -1 0 0 10
= -1 0 0f—-—|0 O Of=|-1 00
|0 0 0 0 0 O 0 00
= T,

Benzer sekilde [T}, T.] = iT, ve [I,,T,] = iT, simdi lie cebri olusturalim anti-simetrik
ozelligi: [at + bt, ct| = [at, ct] + [bt, ct] ve |at, bt] = [—bt, at].

Jakobi ozdesligi : [at, [bt, ct]] + [bt, [ct, at]] + [ct, [at, bt]] = O dur.
lat,at] = at.at — at.at = 0 dir. ty = t, +it, ,t_ = t, — it, tammlayalim. Bu durumda

[toty] = [tote+ity) = [To, Tu] +i [t t,)]
ity + i(—ity) = ity 4ty =ty

Benzer sekilde: [t.,t_| = —t_ ve [t ,t_] = 2t, dir.
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Simdi ¢! T, olarak temsil edilmis oldugunu farz edelimt, — 7, ve t, — T,
. vj , V'nin bir girdisi ve T,v; = jv; , T v; = 0 tammlasin. Bu durumda [7},,7" | =
.7 -7T.7, = -1 =T,7 -T.7T,=T, T =-T.T,—T_dir. Ohalde

TZT_Uj = (—T_TZ — T_) — Uy
—T_TZUj - T_Uj
= (1 —-1T v

Simdi 7_v; = v;_; olsun, benzer sekilde v,_; = T_ v, v sonluise T v, = 0’dir.

2. se(3) lie cebiri

se(3) = {s = [ 76] g } sw € R¥3 0 e R wl = —w} ile tammlanir.

O—w1w2v1
|w v | ws 0 —wy Vol .. . . .
s = [ 0 O} = _wy w 0 biciminde yazilabilir.
0O 0 0 0
00 0 0 0 010 0 -1 0 0
B 00 -1 0], 0000f |1 0 00
ST WMo 1 0 ol "™ lc1 000! "™ o 0 0 0
00 0 0 0 00 0 0 0 00
0001 0000 0000
o |00 0 0p 00 0 1 0 0 00
oo o0 ol " ™loo 00 "T%®loo 01
0000 0000 0000

s =wyLy +walg +wsls +vi Ly + voLls + v3Ls
se(3) = {Ly, Ly, L3, Ly, Ls, Lg} dir, burada

Ly, X ekseni etrafindaki donme

Lo, Y ekseni etrafindaki donme

Ls, Z ekseni etrafindaki donme

L4, X ekseni boyunca oteleme

L5, Y ekseni boyunca dteleme
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Lg, Z ekseni boyunca oteleme ‘ye karsilik gelen matrislerdir.

3. se(3) Lie cebirinin adjoint temsili

r =w1Ly +walo + w3l + v1Ls +vels + v3L5 € S€<3) olmak iizere.

adz Ly

adx Lo

adxrLs

arly

adx Ls

adx Ls

[z, L1] = [w1 Ly +wyLo + w3Lg 4+ v1 Ly + voLs + v3 L5, L]
wy (L1, Ly] + wo [La, L] + ws [Ls, L1] 4+ vy [La, L]

+uvy [Ls, L1] + vs [Lg, L]

0L1 4+ wsleg — wols 4+ 0Ly + v3Ls — v9Lg

[, Lo] = [wy Ly + wyLy + w3Ls 4+ v1 Ly + voLs + v3L5, Lo]
wy (L, Lo] + wq [La, L] + ws [Ls, Ly| 4+ vy [Ly, Lo

+vg [Ls, Lo| + v3 [Lg, Lo]

—wsLq 4+ 0Ly + wyLs — v3Ly + OLs + vy Lg dor.

[, L3] = [wy Ly + walo + w3Lg 4+ v1 Ly + voLs + v3Ls, L]
wy Ly, Ls] 4wy [Lo, L] + ws [Ls, L3] + vy [Ly, L]

+uy [Ls, L3] + vs [ Lg, Ls]

woly — w1 Lo+ 0L3 +voly —v1 L5+ 0Lg

[, Ly] = [w1 Ly + wyLy + wsLs + v1 Ly + voLs + v3Ls, Ly
wy (L1, Ly] + wo [La, Ly] + w3 [Ls, Ls] + vy [La, L4]

+va [Ls, Ly] + v3 [Le, L]

0L + Ow1 Lo+ 0L3 + 0Ly + wsLs — wolg

[, Ls| = [wy Ly +wyLo + wsLg + v1 Ly + voLs + v3 L5, Ls)
wy Ly, Ls] 4wy [Lg, Ls] + ws [Ls, Ls] + vy [Ly, Ls]

+uvy [Ls, Ls| + vs [ Lg, Ls]

OL + 0wy Ly + 0L3 — wsLy + 0L5 + wq Lg dir.

(@, Ls] = [wy Ly + waLy + w3Ls + v1 Ly + voLis + v3Ls, L)
wy [L1, Ls| + we [La, Ls] + w3 [Ls, Ls] + v1 [Ly, Ls]

+vg [Ls, Ls| + v3 [Lg, Ls]

OL + OwyLs + 0Ls — wsLy + OLs + wy Lg
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ad.CEL(; [l’, L6] = [’LUlLl + ’LU2L2 + w3L3 -+ ’UlL4 + U2L5 + U3L5,L6]
wy [Ly, Lg] + wo [ Lo, L¢] + ws [Ls, Lg| + vy [Ly, L]
+vy [Ls, Lg] + v3 [Lg, L]

0L + 0w1L2 + 0L3 + w2L4 — w1L5 + OL(;

[ 0 —Wws3 W2 0 0 0 i
ws 0 — W1 0 0 0
die. Temsili, | %2 @1 0 00 0 edilir
0 —Us (%) 0 —Ws Wa
Vs 0 —U1 Ws 0 —WwW1
_—Ug (%1 0 —W3a w1 0 i

2 ve [v] anti-simetrik matrisler olmak iizere [adx] matrisi kisaca adx = {[S] g}

seklinde de yazilir.
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3. BULGULAR

Bu boliimde Post-Lie cebiri, Post-Lie cebir yapisi, Lie cebir bazi tiirevleri ifade
edecegiz. Bu boliimdeki kavramlar hakkinda ayrintili bilgi i¢in Burde| (2009) , Burde
(2012) , Burde (2016) ve Ayupov ve Kudaybergenov| (2016)) kaynaklari incelenebilir.
3.1. Post-Lie Cebiri

Tanim 3.1. F bir cisim olmak iizere V , F iizerinde bir vektor uzay1 , x.y ve {z,y} iki
F-bilineer operatorleri olsun. Bu durumda (V,{, }) bir Lie cebri ve her z,y, z € V i¢in

{z,y} .2 = (yax)z—y.(x.2) — (v.y).z + z(y.2) 3.1)
zA{y,z} = {zy, 2z} +{y,z.2} (3.2)

kosullart saglaniyorsa (V, -, {, }) ye bir post-Lie cebiri denir.

Tamm 3.2 (pre-Lie cebiri). V bir vektor uzayr olmak iizere - : V x V. — V lineer
doniisiimii ve her x,y, z € V igin

(xy).z —z.(y.2) = (y.).z —y.(z.2)

kosulunu sagliyorsa (V, )’ ye pre-Lie cebiri denir.

Tanim 3.3. V' bir vektor uzay1 olmak iizere - : V' x V' — V lineer doniisiimii ve her
z,y,z €V igin

z.(y.2) — (xy).z =y.(x.2) — (y.x).2

kosulunu saghyorsa (V, )’ ye LR-yapis1 denir.

Tamm 3.4. V' bir vektor uzayr olmak tizere - : V' x V. — V lineer doniisiimii ve her
x,y,z € Vigin

(z,y,2) = (y,,2)

kosulunu sagliyorsa (V, )’ ye LSA-yapisi denir.

Post-Lie cebiri tanimin’da eger {z,y} = 0 ise Post-Lie cebiri bir Pre-Lie cebiri
olur. Tkinci kosulu L(z)y = 2.y igin L(z), (V, {, }) Lie cebrinin bir tiirevi olur. Ciinkii;

L(x){y, 2} = v Ay, 2} = {z.y, 2} + {y,v.2} = {L(2)y, 2} + {y, L(x)z} di.

Onerme 3.5. (V, ., {,}) Post- Lie cebiri ile diger parantez arasindaki iligki her x,y € V
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icin

[,y =2y —y.x+ {x,y} (3.3)
dir.
Ispat. Her z,y,z € V icin

[z [y,2]] = [z,y2— 2y +{y 2}]
= [z,y.2] = [z, 2.9] + [z, {y; 2}]
x.(y.2) — (y2)r + {zr,yz} — z(zy) + (zy)x
—{z, 2y +a{y 2t —{y, 2} 2 +{z,{y, 2}}

dir. Bu durumda

[, [y, 2]] + [y, [2,2]] + [2, [2,9]) = {x,y,2} +{y, 2,2} + {z, 2,9} + {2y, 2}
+{z, 2y} —{y, 2z} +y.{z, 2} +{z,yz}
—{zyxt+ 2z, y} +{y, 22} — {z, 2y}
+(yz)z —y(xz) — (vy)z + x(y2)+ {z,y} 2
+(z2)y — x(2y) — (22)y + 2(zy)-{z, 2}y
+(zy)r — 2(yx) — (y2)z +y(22)-{y, 2} x
=0

dir. ]
Onerme 3.6. (V, ., {,}) bir post Lie cebir olsun . Bu durumda

[z,y] .2 =2.(y.2) — y.(x.2) (3.4)
kosulu saglanr.
Ispat.

(xy —yx+{x,y}).z

(zy)z — (yx)z +{z,y} .2

(zy)z — (yz)2 + (y.2).2 — (y2)2 — y.(22) — (2y)2 + 2(y2)
= z(yz) —y(x2)

[z,yl .2 =

U
L:V — End(V); v+~ L(x), (V,],]) Lie cebirinin bir temsili oldugunu ifade eder.

Tamim 3.7. V' vektor uzay1 iizerinde g = (V, [,]) ve n = (V,{, }) iki Lie cebri olsun . Bu
durumda (g,n) ye bir Lie cebir ¢ifti denir. Vektor uzayi olarak g = n = V dir.
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Tanmm 3.8. (g,7n) bir Lie cebir ¢ifti olmak iizere v iizerinde F-bilineer carpimi

ry—yxr = [z,y]—{z,y} (3.5)
[z, y].2 = x.(y.2) —y.(x.2) (3.6)
v dy,z} = {zy 2} +{y,xz} 3.7)

kosullarini sagliyorsa x.y "ye (g,n) tizerinde bir Post Lie cebir yapisi denir.
Agiktir ki (V) -, {, }), ikinci Lie cebir ile iliskili Post-Lie cebirdir.

Lemma 3.9. Onceki tammn kosullar asagidaki ézellikleri ifade eder: her x,y,z € V
icin:

{z,y} .2 = (yx).z—y.(x.2) — (x.y).z+2(y.2) (3.8)

2lz,yl = z2(zy) — 2(yz) + 2 {z;y} (3.9)
[xy, 2] + [y, 22] — z[y, 2] = (2y)z — (z2)y + y(z2)
—z(yz) + x(zy) — z(zy) (3.10)

x{y, 2z} +y{zat +z{z,y} = {lx,y],2} +{[y, 2], 2} +{[z, =], y} (3.11)

{z,y}z+{y, 2}z + {22}y = {lv,yl,2} +{ly, 2], 2} +{[z, 2], y}
+H{z y}, 2]+ [{y, 2}, 2] + [{z 7}, 4] (3.12)

Ispat. (3.8) icin (3.5) ve (3.6)’dan
{z,y} 2 = ([zy] -2y +ya)2

[,y]z — (z.y).2 + (y.x).2
= (yx)z—y.(r.2)— (v.y).z+z.(y.2)

dir. (3.9) i¢in

z[x’y] = Z.(l’.y —y.r+ [xay] )
= z(xy) — z(yx) + z {x, y}

dir. (3.10) icin (3.5) ve (3.7)yi kullanarak

x(yz) —x(2y) = w(yz — zy)
= 2([y, 2] — [y, 2])

;2] =z {y, 2}

ly; 2] = {zy, 2} — {y, vz}

v, 2] = ([zy, 2] + 2(zy) — (2y)=)

—([y; zz] + (z2)y — y(22))
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dir. (3.11) i¢in

0 = {{z,y},2} + {y, 2}, 2} + {{z,2},y}
= Az, y] —zy +yx, 2} +{[y, 2] —yz + zy, 2} +{[z, 2] — 22 + 22, y}
= {lz,yl, 2} — {zy, 2} +{yz, 2} + {ly, 2|, 2} — {yz, 2} + {2y, 2}
+{le 2l v}t — {22, y} + {22, 9}
= Az, yl, 2} +{ly, 2], o} + {[z, 2], y} — 2 {y, 2} —y{z, 2} — 2 {z,y}

(3.12) icin (3.5) i kullanarak

0 = {{z,y}, 2} +{{y, 2}, o} + {{z,2},y}
= [z, y},2] —{z,y} 2z + 2 {x,y} + [{y, 2} , 2]
Ay, 2t +a{y, 2} + {22}y —{z, 2ty + y [z, 7]

elde edilir. O]

Ornek. Her x,y € V icin 2.y = 0 ise [v,y] = {x,y} olur ve bu durumda (g,[,]) =
(n,{,}) dir

Ornek. 1) abelyan ise her x,y € V icin {x,y} = 0 dir. Bu durumda :
Dxy—yx=|z,vy
2) [z,y] .z =2.(y.2) —y.(z2)
yani X.y , g iizerinde bir pre-Lie cebri carpimidir.
Ornek. g abelyan ise kosullar
Daxy—yz=—{zy}
) z.(y.2) =y.(v.2)
3) (z.y).z = (x.2).y
seklinde indirgenebilir, yani —z.y, n lizerinde bir LR-carpimidir.
Tanim 3.10. Eger Der(n) = ad(n) ve C(n) = 0 ise n ye tam Lie cebri denir.
Onerme 3.11. x.y, (g,m) bir post -Lie cebir yapist olmak iizere . 1) tam bir Lie cebir
olsun . Bu durumda z.y = {(x),y} olacak sekilde ¢ : V — V lineer doniisiimii vardir
ve L(z) = ad(p(x)) saglanr.

Ispat. Her z € V igin L(z) € Der(n) = ad(n) olur ve 1 nin merkezi sifirdir.
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L(z) = ad(p(z))icin p(z) € nvardir o : V — V ; x,y,2' € V igin

{p(x+2"),y} = (z+2)y
= xy+2y

= {p(x),y} +{e@),y}
= {o(@) + (@), y}

o(x) + p(2') = p(x + '), ¢linkii  nun merkezi sifirdir. o

Onerme 3.12. (g,7n) Lie cebrin cifti olmak iizere  'nun merkezi sifir ve ¢ € End(V)
olsun. Bu durumda x.y = {¢(x),y}, (g9,n) iizerinde bir Post-Lie cebir yapisi ancak ve
ancak her x,y € V icin

{o(@), y} +{z,0(y)} = [z,y] — {=,y} (3.13)

o([r,y]) = {o(x), ¢(y)} dir.

Ispat. =)x.y = {p(x),y} bir Post-Lie cebir yapisi olsun bu durumda (3.5)’ten

{o([z,9]),2} = [z,y].2
= z.(y.z) —y.(zz)
= z{p(y),z} —y-{p(z), 2}
= {o(@),{eW), 2}} —{v), {p(2), 2}}
= {{o(@),0(y)}, 2} dir.

C(n) = 0 oldugundan iddamiz dogrudur , yani ¢ : g — 7 bir Lie cebir homomorfizmdir.
<) B zy —yx={po),y} —{ely),x} = [z,y] — {z,y} dir. (3.2) i¢in

[z,y] .z = {elz,9]),2}
= {{e(@),0(¥)}, 2}
= {e() {e), 2} —{e) {o(x), 21}
= z.{oy), 2} —y.{o(z), 2}
= x.(y.2) — y.(zz) dir.

(3.3) igin Jakobi 6zdesliginden z. {y, z} = {z.y, 2z} + {y, .z} dir. O

@ :g—nxDer(n) ;zw— (x,L(x)) donisimii alahm ve n x Der(n) tizerinde
Lie Operatorii soyle tanimlasin:

(z, D), (', D")] = ({z, 2"} + D(z') = D'(x), [D, D))

Onerme 3.13. 2.y, (g,7) iizerinde bir Post Lie cebir yapist olsun.
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Bu durumda ¢ : g — n x Der(n); x — (x,L(x)) bir Lie cebirlerinin 1 — 1
homomorfizmdir ve tersine birinci ¢arpim iizerindeki birim doniisiim 6zdesligi ile (g, n)
izerinde bir Post Lie cebir yapisi elde edilir.

Ispat. x.y, (g,n) izerinde bir Post Lie cebir yapisi olsun. Bu durumda:

(), 0(y)] = [(z,L(x)), (y, L(y))]
= ({z,y} +2y—yx [ L(z), L(y)]
= ([z,y], L([z,y]) = o([z,y])

dir. O halde ¢ homomorfizm olur. 0
Onerme 3.14. (g, 7) cift Lie cebri olmak iizere \ ¢ {0,1} olsun . Bu durumda
zy =X lz,yl,(g9.0)
tizerinde bir bir post- Lie cebir yapisi ancak ve ancak
{z,y} = (1 = 2X). [z, 9]
g ve n nilpotent ve siniflari en fazla sifirdir.

Ispat. x.y = \.[z,y] bir post- Lie cebir yapisi olsun. (3.5) ten z.y—y.xz = [z,y] —{z,y}

A [ZL‘,y] + A [l’,y] = [l’,y] - {ZL‘,y} = 2\ [:L‘,y] = [ﬁ,y] - {ZE,y}
= {z,y} = (1 -2X).[z,y]

<) {z,y} = (1 -2\ .[z,y] .x.y = A [z,y]. (3.5) "i ispatlayalim:

T = [v.y]—{z,y}
= [z,y] = (1 =2X).[z,y]
= [z,y] — [z, y] + 2\ [z,y] = 2\ [z, y]
= Az, yl+ Az, y]
= Az, y] = Ay, 7]
= zy—yx="1T5

dir. (3.6)y1 ispatlamak (3.5) gibidir. (3.7)yi ispatlamak i¢in 1 = % olmak iizere . Bu

durumda {z,y} = 2z.y

Ay, z} = pa(y.2)
= X[z, [y, 2]]
= X [[z,y] 2]+ A [y, [, 2]
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= p(z.t).z+ py(r.z)
= {zy,z} +{y,x.2}

dir. O]
Burada bazi 6zel durumlari not edelim:

A =0isex.y = 0ve [z,y] = {x,y} olur. Bu durumde Post- Lie cebir yapisina (g, g)
tizere bir basit [z, y] = — {z,y} yapisi denir.

* X\ = ligin z.y = [z,y] = —{z,y} olur ve bu durumda her Lie cebir g i¢in (g,-g)
tizerinde Post- Lie cebir yapisi olur.

* X\ = 1i¢inz.y = i [z,y] ve {z,y} = 0 olur. Bu durumda 7 abelyen ve Pre- Lie cebir
tanimlar.

Onceki gibi eger [z, y] = (1 +2pu). {z, y} ve g,n iki nilpotenttir. Post- Lie cebir tanimlar.
Eger = —3, g abelyan ve z.y = —3 {x, y} ise LR-yapis1 tanimlar.

Ornek. p ¢ {0,1} ve {x,y} = p|x,y] olsun. Bu durumda x.y, (g,7) iizerinde bir Post-
Lie cebir yapist ancak ve ancak

Day—yz=(1-p)lzy

2) (1 =p)(z(y-2) —y(22) = (x.y).2 = (yx).2

3) 2.(y.2) — y.(x2) = (2.)2 — 2(y) — (2.2).y + z.(2.9)
kosullart saglanir.

Ornek. {z,y} = [z, y] olmak iizere , .y, (g, n) iizerinde bir Post- Lie cebir yapist ancak
ve ancak

Doy =yx
D) [2,y] 2 = 2.(y.2) — y.(x2)
3) 2. [y, 2] = [1.y, 2] + [y, 2.2]
dir.

Tanim 3.15. Heisenberg Lie cebiri : 3-boyutlu Lie cebirdir tiretegleri X, Y, Z ve [X, Y] =
Z,1X,Z) =0, Y, Z] = 0 bagintilarin1 saglanir, n,(C) ile gosterilir.
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010 0 00 0 01
Heisenberg Lie cebiri X = |0 0 0|,Y =10 0 1(,Z= |0 0 0| mat-
0 00 0 00 000

risleri ile temsil edilebilir.

Ornek. Heisenberg Lie cebiri n;(C), Cliin tabani (ey, ey, e3) olsun . g nin operatirii
le1, 2] = e3 ve n niin operatirii {e1,es} =e3 ve g =1n=1n3(C), a,5,v€ Cve f#0
olsun. Bu durumda

Dej.es =ep — B les + ey

_ _ +ap?
2) €1.69 = €9.61 = 561 — e9 + 2 23 €3

3) ex.e2 = 321 — Bea + ves
kosullar1 sagliyorsa (g,n) iizerinde degismeli Post- Lie cebir yapis1 tanimlanir.

1. durum: (g, [,]) ve (1, {, }) abelyan olsunlar. Bu durumda V nin tabani (e;, e3) olsun
le1,e9] = {e1,e2} = 0 dir. (5)’ten z.y = y.x, (3.6)’dan x.(y.z) = y.(xz) ve (3.7)
dogrudur. z.(z.y) = z.(y.z) = y.(z.z) = (z.2).y olur ondan dolay1 (C?, C?) iizerinde
Post- Lie cebir yapis1 2- boyutlu degismeli ve cebirlere karsilik gelir. Asagidaki cebirler
yukaridaki kosullar1 saglar

V| carpim L] {.}

Vil — le1,e2]) =0 | {e1,e2} =0
Vo | er.ea = e le1,e2] =0 | {e1,e2} =0
Vi | er.e1 = e, e9.60 = €9 le1,e2] =0 | {e1,e2} =0
Vi | er1.ea = eq,69.61 = €1,69.0 = €9 | [e1,€2] =0 | {e1,e2} =0
Vs | es.e9 = €9 le1,e9]) =0 | {e1,e2} =0

2. durum: (g, [,]) abelyen ve (1, {, }) abelyan degildir. Burada V’nin tabani (ey, e5) olsun
ve [eg,ez) =0, {e1, €2} = —e; olsun. Bu durumda (C?, 73 (C)) iizerinde post-Lie cebir
yapisi 7 iizerinnde sadece LR-yapisi olur.

V| carpim [,] {.}

Ve | e1.61 = €1, ea.69 = —eq | [e1,e2) =0 | {e1,e2} = —¢e4
Vil erea=e [61, 62] =0 {@1762} =@
Ve | eg.60 = —¢; le1,e0] =0 | {er,e2} = —e;

3. durum: (g, [,]) abelyan degildir ve (7, {, }) abelyendir .Burada V’nin tabani (e;, €3)
olsun ve [e1, 5] = €1, {e1,e2} = 0. Bu durumda (75 (C ), C?) (iizerinde Post-Lie cebir
yapisi 7 iizerinde sadece LS A-yapis1 olur)
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\ garpim ] {.}

Vo(a) €9.61 = —€1,62.63 = (€ le1,ea] = €9 | {e1,e2} =0
Vlo(ﬁ)aﬁ # 0 61~€2:5€1,62-61:(5'1)61,62-62:562 [617 6’2] = €3 {61, 62} =0
Vi €9.6] = —€] , €9.69 = €] — €3 le1,e2] = ea | {e1,e2} =0
‘/12 €1.€61=€2, €2.€1=-€1, 62.62=-262 [61, 62] = €9 {61, 62} =0
Vis €1.69 = €1, €9.69 = €1 + €9 le1,e2] = €2 | {e1,e2} =0

4. durum: (g, [,]) ve (1, {, }) ikisi abelyan degildir. Burada V’nin tabani (e, e5) olsun ve
[e1, €2] = arer + ages, (g, an) # (0,0), {e1,ea} = €1 . a1 veya o bagka varsayimlar
yapmamaya dikkat edelim. Ancak (3.5),(3.6),(3.7) kosullar1 ¢cok hale gelir ve sunu ifade
eder as = 0 ve oy # 0 dir. Bu durumda miimkiin tiim ¢arpimlari kolaylikla listeleyebili-
riz. Post-Lie cebir homomorfizm bagimsiz olarak iki cebir ailesini elde ediyoruz.

Ik: e.e; = (1 — ap)ey, eg.65 = ey olacak sekilde o € C vardur.

Ikincisi: ej.eo = —eq, 9.1 = — aje1,e9.0 = [e; olacak sekilde a € C kayfi bir say1
vardir.

¢ = (¢;;) €End(V). ¢, n nun bir otomorfizmdir ancak ve ancak ;) = 0, gy = 1
ve det(p) = 1, # 0

\YJ carpim N 1}

Vida 01 #0 | ea.ep = (1 —aq)ey le1,e2] = arer | {er,ea} = €1
Vis €2.69 = €1 [61, 62] =€ {61, 62} =€
Vibas, a1 # 0 | e1.ea = eg,e9.61 = —aqeg [e1,e2] = areq | {e1,ea} =€y
Viz e1.e9=—e1, €9.€1=€1, €3.€9=€1 | [e1, €3] = —e1 | {e1,e2} =€

(Vig, 1,.) ve (Vis,.) LR ve LSA dir. Fakat (Vig, aq,.) ve (Viz,.) degildir. Bu
durumda her z,y,z € V i¢in z.(y.2) + y.(x.2) + z.(x.y) = (y.2).x + (z.2).y + (x.y).2
dir.

Lemma 3.16. n 2-adim nilpotent Lie cebri ve m, abelyen Lie cebir olsun. Ikisinin vektor
uzayt V dir . Bu durumda V : n x Der(n) — m x Der(m) = m x gl(m), (z,D) —
(z, %ad(a:) + D) Lie cebir homomorfizmdir. (x: semidirekt carpim semboliidiir).

Ispat. n 2-adim nilpotent oldugundan ad([x, y]) = 0 dir.

[D, ad(z)] = ad(D(z)) kullanarak

V([(z1, D1), (v2, D2)]) = Y([z1,22] + Di(w2) — Da(x1), [D1, D2))
= ([z1,22] + D1(22) — Da(x1), ad(D;(x2))

—%ad(Dg(xl)) (D1, Dy dir.
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ve

(U ((z1,D1)), VU ((x2,Ds))] = [(ml, %ad(:vl) + D), (22, %ad(:vg) + Dz)}

= (5ad(e:)(a) ~ gad(es)(®) + Dy(x)

~Dy(a), [%ad(xl) + Dy, Zad(w) + Dg] )
= (w10 + Diw) — Dafwr), 3 [ad(ar) + D)
+5 [Dy,ad(z:)] + [Dy, D))
= (e, 0] + Dile) — Dafmr), ad(D, )

—%ad(Dz(fE1>) + [D1, Dy))
dir. -

Ornek. 7 yar: basit bir Lie cebir olsun . Bu durumda (g,n) iizerinde iki acik Post-Lie
cebir yapisi vardir. ya p = 0 yada p = —id dir. Oylese [v,y] = F {x,y} dir. Yani, eger
¢ =0isex.y=0ve[x,y] ={x,y}.efer p = —idise x.y = [z,y] = — {z,y}olur.

Onerme 3.17. z.y = {p(z),y},(g,n) iizerinde bir Post-Lie cebir yapist olmak iizere
n ve g yari-basit Lie cebirleri olsun. Bu durumda ya ¢ = 0 yada ¢ = —id dir. Ikinci
durumunda g ve 1) izomorftur.

Ispat. g ve 1 yati-basit oldugu durumda bakalim. g ve 1 izomorf oldugunu sanirrm. Bu
durumda basit faktolerden kaynaklanan post-Lie cebir yapilar vardir.Ote yandan, post-Lie
cebir yapilari bulabilir. Ornek olarak L = si(2,C) @ sl(2, C) ve onun taban

{61, fl, hl, €9, fQ, h} olsun. Bu durumda {61, fl} = hl, {62, fg} = hg, {61, hl} =
—2ey, {62, hz} = —2ey, {fh h1} = 2f1, {fz, h2} = 2f5 olur.

4 -1 4 0 0
Budurumda A= |—-1 1 2| dirveyp = [ } dir. [
-2 1 3 A0

Ornek. 1 = s1(2,C)® sl(2,C) ve (e1, fi, by, es, f2, ha) onun tabani olsun. Lie operator-
leri soyle tamimlasin:

{er, fi} =M {ea, f2} = ho
{617 hl} = —261 {62, hg} = —262
{fi.hi} =2A {f2.ha} = 2f>
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4 -1 —4 0 0
A=1|-1 1 2 |icinp= [ A 0] tanimlasin.
-2 1 3

z.y = {¢(x),y}, (g,n) lizerinde bir post-Lie cebir yapisi olur ve x.y sdyle tanimlanir:
e1.eg = —4des + hy , fi.eo =2e5—hy , hi.eg = 6ey — 2hy
er.fo=4fa+4hy , fi.fo=-2fr—hy , hi.fo = —6fy —4hy
erthy = —8es — 2fy , fiho =2es +2fy , hihy = 8es +4fs

clinkii,

€1.69 = {@(61),62} = {461 — fg - 2h2,€2}
= 4{eg, ho} — {f2.e2} —2{h2,e2} = —4ea + ho

g Lie cebri i¢in Lie operatérleri soyle olur: [z,y] = — {z, y}

e, fi]=h [fi,hi] =2/, [
e, hy]|= 262 [f1,ea] = 2e9 — hoy [
[el, 62] 4€2+h2 [fl, fg] = —2f2 — h2 [el, fg] = hg
[ [ [
[ [ [

€1, fz] 4f2+4h2 fl, hg] = 262 + 2f2
€1, hg] 862 2f2 hl, CQ] = 662 - 2h2

Bu durumda g, n ye izomorftur. g unimodular ve = si(2,C) & sl(2,C) olmak iizere
(g,m) tizerinde tiim Post-Lie cebir yapilarin1 hesaplamak igin miimkiindiir. ¢ matrisi asa-
gidakilerden biri olabilir:

fo o]  [-id o] [0 o [=id 0
1Ao7 A oY T A —id|YT A —id

,52
00 N
Yukaridaki ornek ¢ = { A O} ve A = |~ % ) ile genellestirebi-
—  —p6  1-86
2 26 " 2a

lir; burada oy # 0;00 — By # 0;6 = ad — Bv;e2 + day = 0 dir. (o, 8,7,0,¢) =
(4,—4,—1,2,4) alirsak 6nceki 6rnegine doneriz.

Onerme 3.18. Farz edelimki (g, n) iizerinde bir Post-Lie cebir yapist mevcuttur. Bu du-
rumda eger g nilpotent ise, n ¢oziilebilirdir .

Ispat. ¢ : g — n x Der(n), x — z(z, L(z)) Post-Lie cebir yapisi tarafindan indir-
genmistir. Bu durumda n = L(g) bir nilpotant Lie cebiridir. n X n = ¢(g) @ 1 oldugunu
farzedelim . Ashinda, (x,y) € nxnicin (z,y)—¢(x) = (z,y)—(z, L(x)) = (0,y—L(z))

39



Mohammad ZMMO BULGULAR

tir . Bu nedenle (z,y) = ¢(x) + (0,y — L(z)) € v(g) & n . Tersine , (z,y) € n x n i¢in
(x,y) = ¢(a) + (0, L(b)) = (a, L(a) + L(b)) = (a,L(a + b)) € n x n olacak sekilde
a,b € g vardir. Boylece, n x n , iki nilpotent Lie cebrinin direkt vektor uzay1 toplami-
dir. Iki nilpotent Lie cebrinin toplamin ¢oziilebilirdir. Dolayisiyla, n x 7 ¢oziilebilir ve
boylece n kendisi ¢oziilebilirdir. 0

Onerme 3.19. (g, n) iizerinde bir Post-Lie cebir yapist oldugunu varsayalim , Eger n
coziilebilir ve nilpotent degil ise , g miikemmel degildir.

Ispat. Varsayim ile n’nin nilradikali nil(n), n’den farkhidir. ¢ # [g, g] gostermeliyiz .
Tiim x € n i¢in sol ¢arpma L(z), n’nin bir tirevidir. Her D tiirevi i¢in D(rad(n)) C
nil(n) dir. n ¢ozilebilir oldugu igin D(n) C nil(n) dir . Ozel olarak n.n € nil(n)
oldugu i¢in ve her z,y € g icin [z,y] = 2y — yx + {z,y} € nil(n) dir . Bu nedenle
lg, 9] C nil(n) € n = g vektor uzayidir. Bu yiizden g # [g, ¢] dir. O

Onerme 3.20. z.y, (g, n) iizerinde bir post-Lie cebir yapist olmak iizere g ve n basittir .
Bu durumda ya x.y = 0 ve her x,y i¢cin [x,y]| = {z,y} yada x.y = [x,y] = — {x,y} dir.

Ispat. Herhangi bir post-Lie cebri yapis1 n & n ’nin 7 bir alt cebire karsilik gelir ve n @
nicin py — ps : nH n — n doniisimi 7 'nin g ’ye izomorfizmini belirler . g basit
oldugu icin 7 de basittir. Her iki projeksiyon doniisiimleri p; ve py , 1) iizerine Lie cebri
homomorfizmleridir . Bu nedenle, ¢ekirdeklerin ker(py(n)) ve ker(pa(n)), n’de idealdir
ve dolayisiyla ya 0 ya da i olmalidir. U¢ durum vardir:

1. durum: py(n) = 0 dir. Bu durumda n = {(z,0); x € n} ¢iinkii, her x € L i¢in
L(z) = ad(0) = 0 dirBu durumda z.y = 0 ve her z,y € n i¢in [z,y] = {z,y} dir.
burada g = n dir.

2. durum: p;(n) = 0 dir. Bu durumda n = {(0,z); x € n} ¢iinki, her x € L i¢in
L(z) = —ad(z) dir.Bu durumda her x,y € n i¢in [z,y] = — {z,y} dir. burada ¢ = —n
dir.

3 durum: pi(n) # 0 ve pa(n) # 0 dir. Bu durumda ker(p1y,) = ker(pa,) = 0
dir. p; ve p; 1 — 1 oldugundan n = {(z,¢(x)) : © € n} olacak sekilde ¢ : n — n
1 — 1 lineer doniisiimii vardir. 7 , n @& n nin alt vektor uzay1 oldugu gibi her z,y €

icin [(x, p(x)), (y, ¢(y))] € n dir. Bu durumda baz1 z € n i¢in ({z,y}, {p(z), ©(y)})
(z,(z)) dir. O halde z = {z, y} dir.

e({z,y}) = 0(2) = {o(x), p(y) }

ve ¢ € Aut(n) dir. N. Jacobson|(1962) inden A = 1, ¢ nin bir 6zdegeridir. Bu durumda
pr—p2:h—g:(x,0(x)) = x — p(x) izomorfizm degildir ve bu bir ¢eligkidir. O

-

s

Onerme 3.21. z.y , (g, 1) iizerinde bir post-Lie cebir yapist olsun. Bu durumda n =
sl(2,C) ise g ,ya n(sl(2,C) yada N # —1 igin r3(C) (¢oziilebilir non-nilpotent Lie
cebri)’ ye izomorftur.
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Ispat. (Burde |[2012). O

Onerme 3.22. (1, {,}) bir Lie cebir ve 1 =ADB olacak sekilde iki altcebiri A ,B nin
vektor uzayt olarak direkt toplami olsun. (g,{,}) Lie cebiri A®B ve iizerinde parantez
Lie carpimi [a + b,a’ + V] = {a,ar} — {b,V'} olsun. Bu durumda , (g,n) lie cebir ¢ifti
lizerinde Post-Lie cebir yapist (a +b).(a' +b") = — {b,a’ + V'} ile elde edilir.

Ispat. U : g —+A®DB; U(a+b) = a—b tanimlasin. Bu durumda ,¥ bir Lie homomorfizmi
olur . g bir lie cebir ve genel olarak n den farklidir, ciinkii A ve B nin direkt lie cebir
toplami degildir . Simdi: x = a + b,y = a/ +V' olsun. z,y € A @ B, bu durumda

ry—yx = (a+b).(d+¥b)—(d+V)(a+D)
= {bd +V}+{VV,a+0b}
= {d, b} +2{V, 0} +{V,a}
= {a,at} — {b,0'} —{a+0bd +¥b}
= la+bad +V]—{a+bd+V}
= {z,y} —{zy}

dir. (3.2) icin:
[z,y] .2 = ({a,at} —{b,V'}).2
= {{b’ b/} 7Z}
= {b7 {blvz}} - {blv{b7 Z}}
= —{o {blvz}}+{b/?{b’ 2t}
= (a+b).((a"+V).2) = (a+V).((a+b).2)
= x.(y.2) —y.(z.2)

dir. (3.3) icin:

vA{y,z} = —{b{y, z}}
= —{{Z,b}wy}_{{bay}’z}
= {y,—{b,2}} +{—{b,y}, 2}

= {y,zy} +{zy 2}
dir. ]
3.1.1. Cift Lie cebirin tiirevleri ve Lie cebir 6zdeslikleri
L bir Lie cebir ve D , L’nin bir tiirevi olsun.
Soru 1) Hangi D tiirevleri i¢in skw simetik bilineer doniisiim [z, y|p = D([x,y]) Jakobi

0zdesligini saglar.
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Soru 2) Hangi Lie cebirleri , her D € Der(L) i¢im [x,y]p = D([x,y]) ozdesligine
sahiptir ve Jakobi 6zdesligini saglar.

Bu boliimde soru 1 ve soru 2 ile ilgilenecegiz ve gerekli 6zdeslikleri inceleyecegiz.

Tanim 3.23. a) V, F iizerinde bir vektor uzay: olmak iizere ve L = (V,[,]), V tizerinde
bir Lie cebir olsun. Bu durumdaeger R: L — L ;

[z, ylr = [R(2),y] + [z, R(y)]

lineer doniisiimii bir Lie parantezini tanimlarsa klasik bir R-matrisi olarak adlandirilir.
(g, R) ye gift Lie cebri denir.

b) Br(z,y) = [R(x), R(y)] — R([R(x),y] + [z, R(y)]) tammlayalm.
Onerme 3.24. L bir Lie cebir olmak iizere her ., y,w € Licin;
[z, ylr = [R(2),y] + [z, R(y)]
parantezi jakobi 6zdesligi saglanmast icin gerekli ve yeterli kosul;
[Br(2,y), w] + [Br(y, w), z] + [Br(w, z),y] = 0
dir.
Ispat.
Br(z,y) = [R(x), R(y)] = R([R(2), y] + [z, R(y)])
oldugundan,
R(x,y) = [R(z), R(y)] — R([z,y]r)

dir. Bu durumda

[BR<x> y)v w]+[BR(y7 w)? $}+[BR(IU, :E)v y] = HR(ZL’), R(y)] - R([% y]R)’ w]
+[[R(y), R(w)] — R([y, wr), 2]
+[[R(w), R(z)] — R([w, z]r), Y]

dir.
ve jakobi 6zdesligini kullanilirsa;

[BR(x7y)7w] + [BR(va)7x] + [BR(w7x)7y] =0
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dir. [
Tanim 3.25. A € F've her z,y € L igin
BR(’I’ y) + )\[l’,y] =0

0zdesligine MYBE 06zdesligi denir (modified Yang-Baxter equation) MYBE’nin her bir
¢cOziimiiniin bir klasik R -matris oldugu aciktir. Karsit1 genelde dogru olmayabilir.

Soru 1 ile ilgili olarak asagidaki sonuca sahibiz.

Onerme 3.26. L bir Lie cebir olmak iizere ve D € Der(L) bir tiirevi olsun. Bu durumda
Jher z,y,w € Licin D nin Jakobi ozdesligini saglanmasi icin gerekli ve yeterli kosul

D([D(l’), [y7w]] + [D(y)v [w’ "L‘H + [D(w)v [Ivy]]) =0 (3.14)
dir.
Ispat.

[z, y]p, wlp = [[D(x),y] + [z, D(y)], w]p

oldugu i¢in

dir. Son adimda jakobi 6zdesligini 3 defa kullanirsak

[D(z),y], w] + [ly, w], D(x)] + [[w, D(z)],y] = 0
dir. Aym sekilde D(y)ve D(w) igin ispatlanir. O
(3.14) dzdesligi asagidaki bicimde de ifade edilebilir

0= [ZL‘, [D(y)> D()H + [ya [D<w)v D(fL’)H + [w’ [D(.I‘), D(?J)H
+ [D*(y), [z, w]] + [D*(w), [y, 2]] + [D*(z), [w, y]]

dir.
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Tanim 3.27. a) L bir Lie cebir ve D € Der(L) bir tiirevi olsun. Bu durumda [z, y|p =
D([z,y]) baska bir Lie parantezi L, tanimlarsa (g, D)’ya ¢ift Lie cebir tiirevi denir.

b) Bir D : L. — L doniisiimii ve x,y, z € L icin
[D(x), [y, 2]] + [D(y), [z, #]] + [D(2), [z,4]] = 0 (3.15)
dir. Hom-Jacobi 6zdesligi denir.

Sonug 3.28. L bir Lie cebir olmak iizere ve z € L olsun. Bu durumda [z, y|p = |z, [z, y]]
parantezi jakobi 6zdesligini saglanmasi icin gerekli ve yeterli kosul her x,y, w € L icin

2, [[z, 2] [y, wll] + 2, [[2, 9], [w, 2]]] + [z, [[2, w], [2,9]]] = O (3.16)
dir.
Ispat. Onerme 2.24 de D = ad(z) olmal ispat igin yeterlidir. O

(3.16) 6zdesliginde z = w alirsak her x,y € L i¢in

(2, [z, 2], [z, 9]] = O (3.17)
elde edilir.

Lemma 3.29. L bir Lie cebri olsun ve D = ad(z) klasik bir R-matrisi oldugunu varsa-
yalim. Bu nedenle [x,y|p = |z, [r,y]] ikinci bir Lie parantezi tammlar ve ad(z)?, L’nin
tiirevidir.
Ispat. D = ad(z) ve (3.17) 6zdesliginden

0= D([D(x), D(y)]) = [D*(x), D(y)] + [D(x), D*(y)]
dir. Buradan

D¥([z,y]) = [D*(x),y] + [, D*(y)]

dir. O halde D3 = ad(z)? bir tiirevi dir. Kargit olarak, ad(z)® , L'nin tiirevi 3 # 0 ise

(3.17) saglanir. ]
Eger f, : L — K ;herx € Ligin [z, [z, z]] = f.(z)z lineer bir doniisiimii varsa
Lie cebrinin elemant z ’ye extremal denir. [eq, €3] = ey ve [e1,e3] = es ile verilen 3-

boyutlu ¢oziilebilir Lie cebiri denir ve r3(C') ile gosterilir. Premet’in bilinen sonucuna
gore karakterstigi 2 ve 3 olmayan cebirsel kapali cisim iizerinde her Lie cebrin extemal
elemani vardir. Her extremal eleman z € L i¢in ad(z)® = 0 dir.

Onerme 3.30. L = si(2,C) olsun. O halde, R = ad(z) tim z € L i¢in klasik bir R
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-matrisidir. Lie cebiri Ly, tiim z # 0 icin r31(C') ile izomorftur.

Ispat. (eq,es,¢€3), sl(2,C) *nin standart tabani olsun ve [e1, e5] = e3, [e1, €3] = —2ey,
[ea, €3] = 2e5 2z = z1€1 + 2269 + 2z3€3 Olsun. [z, y]|r = [z, [z, y]] kullanarak

le1, ea)r = [2, [e1, e2]] = [z, €3] = —2z1€1 + 229€9
le1, es]r = [z, [e1, €3]] = [z, —2e1] = —223€1 + 229€3
€2, €3]r = [2, [ea, €3]] = [z, 2e0] = —223e5 + 22163
ve
le1, [ea, e3]rlrR = [€1, —223€9 + 22163 = —4202360 + 4212963
le2, [e3, €1]r|r = [€2, 22361 — 22963 p = 4212361 — 421 20€3
[63, [61, 62]R]R = [63, —2z1€1 + 22262]3 = —dz123e1 + 4292369
o halde
le1, [e2, es]rlr + [e2, [es, e1]r]r + [e3, [e1, €2]r]R = 0
dir. Elde edilen Lie cebrini Ly , z = 0 disinda 3 1 (C) ile izomorftur. O

Teorem 3.31. [ cebirsel olarak kapali ve karakteristigi sifir bir cisim olsun. L, F iize-
rinde derecesi v > 2 basit bir Lie cebri olsun ve z € L R = ad(z) klasik bir R- matrisi
oldugunu varsayalim. O halde z = O ve R = 0 dir.

Ispat. (Burde2016). O

Sonuc 3.32. F' cebirsel olarak kapali ve Karakteristigi sifir bir cisim olsun. L, F' lizerinde
derecesi v > 2 basit bir Lie cebri olsun R = ad(z) ozdesligi modified Yang-Baxter
ozdesligini saglarsa, her x,y € L icin

[2, [z, [z, 9] = [[z, 2], [2, 9]] + Az, 0] (3.18)
dir.
Ispat. Burde (2016) dan z = 0 ve A = 0 ve her z € L i¢in

ad(z)*ad(x) — ad(z)ad(z)ad(z) + ad(x)ad(z)* = \ad(z)
olur. [
Sonug 3.33. L = sl(2, F) ve onun standart tabant {ey, e5, €3} ve z = z1e1 + 229 + 23€3

olsun . Bu durumda R = ad(z) her z € Lve her A € F i¢cin MYBE ézdesligini saglanmast
icin gerekli ve yeterli kosul X = 4(z129 + 22) dir .
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Ispat. Onerme 2-24 ve (3.15) dzdesliginden direkt hisapla elde edilir. O
Sonug 3.34. F' cebirsel olarak kapali ve karakteristigi sifir bir cisim olsun. L, F iizerinde
bir Lie cebir ve D, L’nin bir tiirevi olsun . Bu durumda D, (3.15) ézdegligi saglarsa D = 0
olur .

Ispat. (Burde|2016). O

Sonug 3.35. L nilpotent bir Lie cebir olsun . (3.14) ve (3.15) ozdesliklerini saglayan
D € Der(L), L nin bir tiirevi vardr.

Ispat. (Burde|2016). O
Tamim 3.36. (3.15) 6zdesligin bir sonucu olarak D = ad(z) alarak [[z,x],[z,y]] = 0
ozdesligini dikkate alalim. Bu 6zdesligi saglayan Lie cebire metabelyen denir, yani L(?) =
0 dir.

Burada aksi soylenmedikce karakterstik O kabul edilecektir.
Lemma 3.37. F' karakterstigi 2 olmayan bir cisim olmak iizere. L , F' cismi iizerinde
bir Lie cebiri olsun. Bu durumda L metabelian ancak ve ancak her x,y,z € L icin
[z, 2], [2, y]] = O ozdesligi saglanir.
Ispat. L nin metabeliyen oldugunu, diger bir deyisle,

[[27‘73]7 [w’ y“ =0
0zdesligini sagladigini varsayalim. w = z gerekli 6zdesligi elde ederiz. Tersine,

[z, 2], [z 9] = 0
olarak kabul edersek ve resmi olarak u + v ile degistirirsek tiim x, y, u, v i¢in

([u, =], [v, y]] = [[u, yl[v, =]

olur . Simdi bu 6zdesligini ve skew-simetriyi iki kere kullaniyoruz :

[z, 2], [w,y]] = [[w, y], [, 2]
= [[w, 2], [z, y]]
= [[z,w], [y, z]]
= [[2, 2], [y, w]]
dir. 2[[z, ], [w,y]] = 0 dir . O

Onerme 3.38. L (3.15) ozdesligi saglayan bir Lie cebri olsun . Bu durumda L metabeli-
veldir.
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Ispat. (3.15) dzdesliginde D = ad(w) alirak her x,y, z, w € L i¢in

[w, 2], ly, 2] + [[w, 9], [z, 2] + [[w, 2], [, 4]} = O

olur. w = z alirsak z,y, 2, € L i¢in

[[Z,l‘], [Za y]] =0
dir. Onceki lemmadan L metabeliyendir. 0

Ornek. L, 4 boyutlu nilpotent olmayan ve metabeliyen Lie cebri taban {e1,...,e4} olsun.
Parantezleri [e1, e5 = ey, [e1, €3] = €, [e1,€4] = e, €2, €3] = ey ile tammlamr . D =
diag(0, A\, X, 20), (3.14) ve (3.15) ozdesliklerini saglanmasi icin gerekli ve yeterli kosul
A= 0dir

[D(ex), [ea, es]] + [D(e2), [es, ea]] + [Dles), [ex, ea]] = —2e4

Lie cebiri L'nin dzdesligini (3.15) karsilamast icin, g*> = [g, g, 9]] = 0 gibi sartlar da
vardtr.

Ornek. L, Asagidaki kompleks 7-boyutlu nilpotent Lie parantezleri tarafindan verilen

cebir olsun. [x1,%s] = x4, [x1,23] = X¢, [T1,24] = x5, [21,25] = 7, [22, 23] = w5,

[xo, 24| = g, [T2, 6] = 7, [23,24] = (1 — N)x7 olsun. Bu durumda (3.14) saglanir

ancak ve ancak (3.15) saglanir. O halde N = 0 her A\ € C'i¢in ¢(Ly) =4 ,d(L,) =2 ve
] 13, A=—1igin

boyDer(L) = { 12, # —1 igin }

Onerme 3.39. F karakterstigi sifir olmayan bir cisim olmak iizere ve Lie cebri sl(2, F)
icin sonlu bir tabani (3.16) 6zdesligi ve 5 dereceden standart ozdesligi ile verilir.

Z (=D [zx(1); [Tr(2)s [T23), [Tr(a), 2ol]]] = O

dir.
2, [[w, 2], [w, y]]] = [w, [z, w], [z, y]]]
Ispat. (M. A. Semenov|1983). O

Onerme 3.40. (3.18) dzdesligi (3.16) ozdesliginin sonucudur:
Ispat. (3.16) dzdesliginde z yerinde z + v yazarsak

0= [z+v, [[z + v, 2], [y, w]]]+[z + v, [z + v, y], [w, z]]|+[z + v, [[z + v, w], [z, y]]]
= [z, [z, 2], [y, w]]] + [z, [[v, 2], [y, w]]] + [v, [[2, 2], [y, w]]]+[v, [[v, 2], [y, w]]]
+ [z, [z, 9], [w, 2]]] + [z, [[v, 9], [w, 2]]] + [v, [[2, y], [w, 2]]]+[v, [[v, y], [w, z]]]
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+ [z [z wl, [z 9] + [z [lv, wl, [, 9]]] + o, [[2, w], [z, g1+, [[v, @], [z, ]

dir. Simdi (3.16) 6zdesliginden elde ettigimiz terimlerin ilk ve son siitununa alirsak:

0= [z [[v, ], [y, wll + [z, [[v, ], [w, 2]]] + [, [[v, w], [, y]]]
+ [v, [z, 2], [y, wl]] + [v, [[2, 9], [w, z]]] + [v, [z, w], [, y]]]

dir. (3.16) 6zdesliginde v = w’nin ayarlanmasi ve z ve w’nin degistirilmesi ile ;

[w, [[w, ], [y, 2]]] + [w, [[w, 9], [z, z]] = [w, [2,w], [z, y]]]

dir. Bu durumda;

0= 2[z, [[w, 2], [y, w] + [w, [[z, 2], [y, w]]
+ [w, [[z,9], [w, 2]]] + [w, [[z,w], [z, y]]

= 2[27 [[U}, LE], [Z/, wm + 2[11), [[Z, U}L [:E, ym

dir. Yani (3.18) 6zdesligi elde edilir. L]
L bir Lie cebir z,y, z,w € L ve D € Der(L) i¢in agagidaki inceledik 6zdeslikleri

D([D(z), ly, wl] + [D(y), [w, «]] + [D(w), [z, y]]) = 0
[D(), [9.2]] + [D(y). [2.2]) + [D(2), e, o] = 0

. [z ) [y, wl)] + L2 [=, 9

[2, [z, 7], [z, ]]]=

e[z e ) — 2
. [ a], fw, o]

Bunlar litartiirde ¢ok yer bulan, Lie cebir teoresine dnderlik eden 6zdesliklerdir.
Acikga goriilebilirki (3.14) = (3.15) = (3.16) = (3.17) dir.

2,

Soru 2 ile ilgili olarak (3.14) saglanir ancak ve ancak [z,y]p = D([z,y]) her
D € Der(L) dir.

N < 4 boyutlu kompleks Lie cebirlerindan hangisi (3.14), (3.15), (3.16) ve (3.17)
Ozdesliklerini sagliyorsa asagidaki tabloda gosterecegiz:

L Lie parantezi (14) | (15) | (16) | (17)
r2(C) le1, ea] = €9 X X X X
r3A(C) le1, €2] = €9, [e1, €3] = Aes X X X X
sl(2,C) le1, €2] = e3,]e1,e3] = —2ey,[eq,e3] = 2e5 | X — X X
r9(C) & C? le1, ea] = €9 X X X X
r9(C) ® ro(C) | [e1, ea] = e, [e3,€4] = €4 X X X X
sl(2,C) @ C | [er,ea] = es,[e1,e3] = —2ey,[ea,e3]=2€2 X — X X
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3.2. Sonlu iiretilen Lie cebirler icin N-tiirevi

Burada L cebrin N-tiirevi ve asas teoremi ifade edecegiz. Schrodinger-Virasoro
cebiri ve Kac-Noody cebri uygulama olarak verilecegiz.Bu boliimdeki kavramlar hak-
kinda ayrintili bilgi i¢in Lian ve Chen (2016) kaynagi incelenebilir.

Tamim 3.41. L, F cismi iizerinde bir Lie cebri olmak lizere N > 2 pozitif bir tam say1
olsun. Bu durumda, eger ¢, L’den kendisine bir lineer doniisiim ve

90([%7 Ty, ..., TN-1, OUN]) = Zziv [901, L2y ooty Tj—1, ¥ (%) y Litl-y TN-1, iEN}
kosulu saglamiyorsa ; ©’ye L’nin N-tiirevi denir ve Der(™ (L) gosterilir.
N = 2icin Der®(L) = Der(L) dir. Ciinkii; o([x1, 22]) o (x1),xa] +

= |
[z1, ¢ (x5)] olur. Lie tiirevi Der (L), L'nin bir N-tiirevidir ve Der(L) € Der™)(L)olur.
Genel olarak N > 3 icin Der(L) , Der™)(L) nin altcebirdir.

Tamim 3.42. L, F cismi iizerinde bir Lie cebri olmak iizere . (o, L'den kendisine bir lineer
doniistimii ve her a,b,c € L igin ;

p(lla, 0], c]) = [lp(a), b] , e + [la, p(B)] ] + [[a, b] , p(c)]

kosulu saglaniyorsa ¢’ye L'nin {iglii tiirev denir.

G degismeli bir grup olmak iizere . L = @La , G-dereceli Lie cebri olsun.

acG
L1,y .uu.. ,TN—1, TN € ngln [ZL’l,CL’Q, ..... ,fL’N_l,IN} = [ZL‘l [xN_Q, s [IL‘N_hZEN]] ....... ]

N > 2 pozitif bir tam say1 olsun. Yukaridaki gibi Der™)(L), Der(L) , L'nin
tiim N-tiirevlerinin ve tiim L tiirevlerinin kiimesi olmak iizere Der(L) C Der™)(L)
Va, € G igin ¢(Lg) C Layp ise, N-tiirevi ¢, o dereceli homojen N-tiirevi olarak
adlandirilir.

DergN)(L) = {(p c Der(N)(L);deg<p = a}
tanimlanir.

Lemma 3.43. G degismeli bir grup olmak iizere her L = @La G-dereceli Lie cebri

aeG
icin,

Der™(L) = @Der&m (L)

drr.
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Ispat. Her o € L igin p, : L — L, kanonik projeksiyonu ve S, L yi iireten sonlu bir
altkiime ve

Y = SU{[z1, 29, oo, T 521,29, 0y iy €S ;m =23, ... N—1}
olsun. Y, L’nin sonlu bir alt kiimesidir. Y, bir /NV-Lie cebri olarak L’yi iiretir (yani, L, Y’yi

iceren ve [z1, ..., zy| bigimindeki yinelenmis parantez altina alinarak sabit olan en kiigiik
altuzaydir). ¢ € Der™) (L) icin,

YUp(Y)C > L.

acK

olacak sekilde sonlu kiime K C L vardir. & € G igin

P =D ParpPPsi s, € Lg,

Bea
1t =1,2,...., N i¢in tanimliyalim ve
5= 0o ([T81,Tp2, o TAN]) = Povi it Byt ot PTBL TP25 ooy TAN
icin
i=N
s = Pa+gl+52+...+5N(Z [@1, Tp2s s Tpiz1, P (Ti) s Tpit1--, THN-1, TN]
i=N -

= Zxﬁh Tp2y ... y LBi—1; PatB, P (37&) y LBit1++s LEN—1, VBN
= [xﬂh LB2y.enee y LBi—1, Py (xﬁz) y LBi41++y TN -1, xBN]

Bu durumda ¢, € Der&N)(L) olur
T = {a- o f €K}

olsun . T sonludur ve hery € Y i¢in

o) = D paersW) = D papisersv)

Q,BGK a,,BEK

- Z Z PripPPs(Y) = ZZ/)W—FBSOPB(ZJ)

BeEK yeK—p aceK ~veT

- Z Z Py4pPP5(Y) = Z Z Py+5PPp(Y)

veT BeEF veT BeG
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= > ¢

yeT

boylece ¢ ve Z ¢., » Y tzerinde iki Lie cebrinin N-tiirevidir ve esittir. [
yeT

3.2.1. Lie cebirin N-tiirevi icin esas teoremi

L, asikar olmayan sonlu boyutlu bir Cartan alt-cebri H tarafindan derecelendiril-
mis iiretilen bir Lie cebri olsun. H*, H ’nin dual uzay1 olsun. « € H* i¢in

Lo, ={x € L;[h,z] = a(h)z her h € H igin}
L, « ile iligkilendirilmis kok uzay1
R={a€ H" L, #{0}}
olmak iizere R’ye L’nin H ile ilgili kok sistemi denir. Bu durumda L = @La ve
Ly = H olur.
R* ={a € R;a # 0}

Ry ={a € R*;—a € R}
tanimlasin.

Tamim 3.44. L, F iizerinde bir Lie cebir olmak iizere o € R.. ve her z, € L, icin
(P1) Ya—p € La—p - ys € Ly ve § ¢ {0, o} igin 2o = [ya—s, ys]
(Po) x_o € L_q igin [To, o, T_o] # 0
Kosullardan biri sagliyorsa L ye (P) 6zelligini saglayan bir cebirdir denir.
Teorem 3.45. L, asikar olmayan sonlu boyutlu bir Cartan alt-cebri H tarafindan dere-
celendirilmis iiretilen bir Lie cebri, N > 3 pozitif bir tamsayt olsun. Eger N cift veya L,

(P) yi sagiliyorsa, Der™)(L) = Der(L) olur.

Ispat. H, R’yi yukaridaki gibi kabul edelim ve (Q = ZR abel grubu olsun. Agikgasi, L bir
sonlu olarak iiretilen ()-dereceli Lie cebridir. Onceki lemma kullanarak

Der™(L) = @Der&m (L)

olur. ¢ € DergN)(L), v € () olsun. Asagida, ¢’nin bir tiirev oldugunu ispatlayacagiz.

Tartigsmay1 iki durumda inceleyecegiz.
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l.durum: v =0; 2,y € H i¢in

o[z, y]) =0 = [p(x),y] + [z, 0(y)]

olur. ve 0 # y € Lo, @ € R* olsun. Bu durumda «(h,) = 1 olacak sekilde bir h, € H
vardir. y = [hq, -, hq, y] alirsak,
N-1

o(y) = (N = Da(p(ha))y + ¢(y)

oldugu i¢cin a(p(hy)) = 0 olur. x € L igin ¢,

[xay] = [I7 how Ty hgay]

alirsak o([z,y]) = [p(2),y] + [z, p(y)] elde ederiz.

2. durum: v # 0 ; Bu durumda ~(h,,) = 1 olacak sekilde bir h, € H var, h € H
i¢in
0= [hy, =, hy, h
(s s Ty ]

N-1

tizerinde ¢ alirsak 0 = [¢(h), h] + ¢(h) olur, o halde ¢(h) = (—adp(hy))(h) dir. ¥ =
v+ adp(hy) tammliyalim, ¥, N-tiirevidir ve V(H) = {0}dir. 0 # z,, € Lo, € R* i¢in
U(z,) = 0 oldugunu gormek igin iki alt durum kullanacagiz. Boylece ¢ = —adp(hv)
bir tiirevidir.

Laltdurumu: N cifttir veya v # —2a olsun a(h)N"1 £ (o + 7)(R)NL olacak
sekilde bir h € H vardir .

a(h) N try = [h, -, b, 14]

N-1

tizerinde ¢ alirsak :

a(h)¥(z,) = (a+7)(h) 1 (wa)
olur . O halde ¥(z,) = 0 olur.
2. altdurum: N tektir ve 7 = —2« dir. a # 0 oldugu i¢in «v(h,,) = 1 olacak sekilde

bir h, € H vardir . Eger L_,, = {0} ise ¥(z,) = O olur.L_,, # {0}, z, € L, farz edelim
. Eger z,, , (P1) 0zelligi sagliyorsa uygun y,_3 € Lo_s5 Ve ys € Lg icin ve 5 ¢ {0, a}
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To = [Ya—p, Yp) dir. Laltdurumu kullanilarak ve

Ta = [Pay - Pas Yap, 4]

N-2

U uygularsak ¥(z,) = 0 olur . Eger z,, ,(P2) ozelligi sagliyorsa ve baz1 —« € L_,, igin
[Ta, Ta, T_o)| # 0 olur. 6ncelikle, 1.altdurumu kullanilarak W (z_,) = 0 olur. Sonra; ¥,

Lo = haa ) hou Y-a, ya}
N-2

tizerinde alirsak (—2)V2[z_,, ¥(z,)] = 0 dir ve [x_,, ¥(z,)] = 0 dir . Son olarak : N
tek oldugundan h/ = [z, x_,] ve

Oé(h/)Nizxa = h/7 Tty hlv Loy T—quy Ia]

N-3
tizerinde W alirsak ;
a(MN2xy = [ Bt W, U (20), Ty T | = —a(W)N 2T (2,
(h1) - (%) (h1) (%a)

olur. (4, T, T_o] # 0 oldugu icin a(h/) # 0 olur. Bu durumda ¥(z,) = 0 dir. Bu
nedenle homojen derece v nin her /N-tiirevi bir tiirevdir. [

Bu kisimda uygulamalarindam bir kag¢ ornek verelim.

1. Schrodinger-Virasoro cebiri

Ornek. Schrodinger-Virasoro cebri so , C tabanli {Ln, M,,Y, 1 C|NeZ } SONSuUz
boyutlu bir Lie cebirdir ve asagidaki Lie parantezlerine tabidir:

[Lm7 Ln] = (n - m)Ln+m + (Sm—l-n,O% [Lm7 Mn] = nMn—l—m

[Lon, Yn-i—%] =(n+ I_Tm>ym+n+% [Ym+§= Yn—i—%] = (n=m)Mpini1
[Mm7 Mn] = [Mma YnJr%] =0 [507 C] = {O}

Der™)(so) =Der(so) dir.

Ornek. K = spanc { Lo, My, M_1} so *nun altcebri olsun. K, Cartan altcebri H = C Ly
olan sonlu olarak iiretilen bir Lie cebiridir. Fakat (P) ozelligini saglamaz. p : K — K
lineer doniigiimii oyleki (L) = @(M_1) = 0,(My) = M_y olsun [Ly, My] = M,
lizerinde @ yi uygularsak, p, K’nin bir tiirevi degildir. Fakat n > 3’ tek tamsayi ise ¢, K
‘min N -tiirevi dir.
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2. Kac-Moody cebri

A = [a;;] n x n tipinde bir matris asagidaki kosullar1 sagliyorsa genellestirilmis
bir Cartan matrisi denir:

l)au:2,z: 1,...,71.

2) a;j , 1 # j igin pozitif olmayan tamsayilar .

3) Q5 = 0 ise Qj; = 0 dir.

A= (aij)?jzl matrisi genellestirilmis bir Cartan matrisi ve ranki  olsun. (7, 1, 1)
ticliisiine A’nin gergeklenisi denirdir, burada 7 bir 2n — 1 boyutlu karmasik vektor uza-
yidir, 7 = {aq,...a,} C n*, MY = {af,...a’} C n swrasiyla n* ve i nin dogrusal
bagimsiz alt kiimeleri ve i, j = 1, ..., n i¢in o (o)) = a;; dir .

Tanim 3.46. Kac—Moody cebiri Lie cebiri L dir ve iiretecleri tarafindan tanimlanan

h,é1,...,en, f1, ..., [ tarafindan iiretilen karmasik bir Lie cebri L(A), A ile iligkili
Kac-Moody cebridir ve bagintilari

[€i7fj] = 51']'0&7\;/ . (Z,j = 17 ,TL)

[h,h'} — 0,(hh en)

[hye;] = ai(h)e;, (i=1,..,n)
ad(e;)' " (e;) ad(fi)' =" (f;) =0, (i # j)

dir.

Q = >, Zo; kok kafesi ve Q* = >_"" | Ney; olsun . Bu durumda ;

LA =( @ Laens( @ L)

a€Q;a#£0 a€Qt;a#£0

Cartan altcebri 7 ile iligkili () -dereceli Lie cebirdir. Burada
Lo ={z € L(A);h,z = a(h)x] ;her h € nigin }

« ile baglt bir kok uzayidir . o 2 0 igin L,, [es1, €2, ..., €is) (sirasyla [fi, fio, ..o, fis])
formunda elemanlarin iirettigi uzaydir; oyle ki

;1 + o + ... + ays = «a (sirasyla= —a ) dir gibidir.

1)Ly, =Ce;, L_,=Cf;,ie{l,..,n}
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2) Leo, = {0}, i €{1,....,n} || =1,
3) [eiyfiyei] = 2¢; # 0, [fiaeiyfi] =2fi#0,i¢€ {17 771}

4) e, ..., eis) = [eir, €, €isl] 5 [fit, o fis) = [far, [fizy s fisl] 5 01,085 €
{1,..,n},s>2.

Sonug 3.47. A = (a;;); ,_, matrisi genellestirilmis bir Cartan matrisi L(A) ve

b*=@P L:a

ace@t

olsun . Bu durumda ,eger N > 3 ise ; Der™)(L(A)) = Der(L(A)) ve Der®™)(b*) =
Der(b*) dir.

Ispat. Esas teoreminden elde edilir. O
3.2.2. Lie cebir («, /3, ) tiirevleri

Bu boliimdaki kavramlar hakkinda ayrintili bilgi icin Burde (2016) ve Burde
(2012) kaynaklar1 incelenebilir.

Tanim 3.48. L, F' cismi iizerinde bir Lie cebir olmak iizere. A € End(L) lineer donii-
simii ve o, 3,y € C olsun. Bu durumda her x,y € L igin

a. A lz,y] = . [Az, y] + v [z, Ay] (3.19)
kosullu saglaniyorsa A ya («, [, y) - tirevi denir. L nin («, 3, 7y) tiirevleri uzay1
A€ End(L) :

D@9 = o afe )= 5 Lol £ 1l ¥y 1§ S5DO5)
End(L)’nin alt uzayidir.

Lemma 3.49. her o, 5,y € Cicin
D(a, 8,7) =D(0,8 = v,v = B) N D2, B+ 7,7+ B)
Ispat. a,3,v€ C,A € D(a,3,7), ve z,y € L olsun.
a. A [z, y] = 6. [Azx,y| + v [z, Ay]
(2) a.A. [y, x| = 5. [Ay, x| + v [y, Ax] toplayalim:

0 = B.[Az,y] + [z, Ay] — B. [Ay, ] — 7 [y, Az]
[Az,y] (B —7) — [z, Ay] (B — )

= (B —7)([Az,y] — [z, Ay])
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(3) Cikaralim:

20 A [y, x] = B.[Az,y]+7
= B.[Az,y]+7

—

x, Ay| — B. [Ay, x] — 7 [y, Az]
x, Ay| + B. [z, Ay] + v [Az, y]

20.A. [y, z] = (B + ) ( [Az, y] + [z, Ay]) dir. Bundan dolay1

—

D(a, B,7) € D(0,8 — 7,7 = B)N D2, B + 7,7+ B)
dir. Tersini (2) ve (3) den elde edilir
D(a, B,7) =D(0, 8 = 7,7 = B) N D(2a, B + 7,7 + B)
dir. [

Onerme 3.50. L karmasik bir Lie cebri ve o, 3,y € C olsun . Bu durumda D(c, 3,7),
End(L)’nin asagidaki altuzaylarindan birine egittir.

a) D(0,0,0) = End(L)

b) D(1’070) = {QO < End<L)790([L7L]) = O}
¢) D(0.1,—1) = QC(L)

d) D(1,1,—-1) = D(0,1,—-1) N D(1,0,0)

&) D(5.1,1):6 € C

f) D(6,1,0) = D(0,1,—1) N D(0,1,1)

Ispat. (1) 8+~ = 0 olsun. Budurumdaya =+ =0yada 3= —v #0
() p=v=0i¢in D(a,B,7) =D(c,0,0)
(b) 8 =—7 #0icin

D(Oé,ﬁ,")/) = D(O>6 _777_ﬁ) ﬂD(QOé,0,0)
D(0,1,-1)N D(a,0,0)

ve
D(a,1,—1) =D(0,2,—2) N D(2c,0,0) =D(0,1,—1) N D(a,0,0)

= D(a, ,7) =D(a,1,—1) olur. (2) 8 + v # 0 olsun. Bu durumda ya 5 — v # 0 yada
B=~#0a)p—v#0igin

D(a,8,7) = D(0,8—7,7=8)NDQ2a,B+7,7+0)
2a

(5)e gore D(av, B,7) =D(5%5,1,0) dir.
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(b) B = v # 0 olsun . Bu durumda D(«, 3, ) :D(%, 1,1) olur. Simdi teoremin
olasi sonuglarin1 parametrenin degeri 0 € C y1 gorelim.

(1) D(0,0,0):
(a) 9 = 01i¢in D(0,0,0) =End(L)

(b) §#0 igin D(1,0,0) altuzay: tiirevsel cebir L? = [L, L] yi sifir vektorle
eslestirir.

D(1,0,0) = {A;End(L); Alz,y] Va,y € L}
)

=0,
= {A;End(L); A(L*) =0}
dir.
(2) D(6,1,—1): (a) 6 = O i¢in:
D(0,1,1) ={A; End(L); [Ax,y] = [z, Ay] ,Vz,y € L}
jordan cebri olur. D(0,1,1) C jor(L) olur.

(b) §#0 icin

D(6,0,0) = D(0,1,—1)N D(4,0,0)
= D(0,1,—1)N D(1,0,0)
= D(1,1,-1)N D(1,1,-1) C jor(L)

olur.
(3) D(6,1,0) igin inceleyelim;

(@) 0 = 0 i¢in L vektor uzayinin tiim dogrusal Operatorlerinin birlesik bir cebir
elde edilir.

D(6,1,0) = {A; End(L); A(L) C ¢(L)}

(b) 0 = ligin D(1,1,0), gi(L) iizerinde ad(L) nin adjoint temsilidir.
(c) kalan 9 degerleri icin
D(5,1,0) =D(0, 1, —1) N D(26,0,0)

olur.
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(4) D(6,1,1);

(a) D(0,1,1) ={A; End(L); [Ax,y] = — [z, Ay] ,Vx,y € L}
Lie cebiri olur.

(b) 6 =1ligin D(1,1,1) = der(L)

(c) kalan degerleri i¢in genel olarak D(d,1,1) bir Lie cebiridir fakat End(L)
nin alt vektor uzayidir. 0

(e, B,7) tirevini tammladik ve burada (o, 8,7) = (1,9,6),(1,1,0),(0,1,—-1)
durumlarda duracagiz.

1) Filippov 0—Tiirevlerinin uzayzi;

B o€ End(L) :
D(1,0,0) = { o ([x,y]) = dlp(x),y] + 0 [x, 0(y)] Vo, y € L }

2) (1,1,0)— tiirevlerinin uzayz;

D(1,1,0) = {¢ € End(L); ¢ ([z,y]) = [p(z),y] ; Yo,y € L}

L nin merkezine esittir;

C(L)={p € End(L); poad(x) = ad(z) o p;Vr € L}
dir. Ciinkii » € D(1,1,0) igin;

ez, y]) = —e(ly, 2]) = =), 2] = [z, e(y)]
olur .

3) (0, 1, —1)—tiirevlerinin uzay:

w € End(L) :

b1, =1) = { (o), o)) = [ 0(y)] Y,y € L } = Q)

58



BULGULAR Mohammad ZMMO

L’nin quasicentroid ad1 verilir. L’nin merkezi, £nd(L)’in birlesmeli altcebirdir, dyle ki;
[C(L),C(L)]] € Hom(L/[L, L], Z(L))
dir. Ozellikle eger L miikkemmel veya merkezsiz ise, C'(L) degismelidir.

Tanim 3.51. L’nin genellestirilmis tiirevlerinin uzay1

B v € End(L) : 3T,0 € End(L);
GDer(L) = { T ([z,y]) = [p(@)y] + [z, 0(y)]; Vo, y € L }

L’nin yar tiirevlerinin uzay1

m
&
S
=
~

B © ): 3T € End(L);
QDer(L) = { T ([2,9)) = [p(@),9] + [z 0(y)] ; Y2,y € L }

ile tanimlanir.
Gorebilinir ki:

ad(L) C Der(L) € QDer(L) C GDer(L) C End(L)
ve

QDer(L) + QC(L) GDer(L)
Der(L)+ C(L) C QDer(L)

dir.

Teorem 3.52. 1) L karmagik bir merkezsiz ve tam Lie cebri olsun. Bu durumda QC (L) =
C(L)ve GDer(L) = QDer(L) dir. Burada Z (L) = 0 ve [L, L] = L dir.

2) L karmagik bir bir basit Lie cebir olsun. Bu durumda D(0,1,—1) = QC(L) =
O(L) = C.id dir

3) L nin karmasik bir basit lie cebri ve derecesi en az iki olsun. Bu durumda
QDer(L) = ad(L)C.id dir.

Ispat. (Burde2016). O
Onerme 3.53. L = sl(2,C) i¢in Der(L) = End(L) dirle, f] = h ,[h,e] = 2e ve

[h, f] = —2f olacak sekilde (e, f,h), sl(2,C) ’nin standart tabani olsun. Bu durumda
o € End(L) ve p = (x;;) olsunve T € End(L)
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11 + T33 —T7 —2w3
T = —T21 Top + T35 —2w3
—X —X
- o T11 + T2

ile tanimlasin.

T([a,0]) = [¢(a), b] + [a, o (D)]
saglanir ve her z,y € L ve her ¢ € End(L) bir yan tiirevidir.

Teorem 3.54. n, sl(2, C)’nin kopyalarimin direkt bir toplami olmayan yaribasit bir Lie
cebri olsun. Bu durumda bazi z € nve A € C igin

zy ={{za},y} + Mz, y}

(L, n) iizerinde bir Post Lie cebir yapisidir . O halde ne x.y = 0 ve [z,y] = {x,y} ne de
vy =—{w,y}ve [r,y] = —{z,y} dir

Ispat. x.y = {p(z),y}; p(x) = {z,2} + \r alalim. Bu durumda .y , (L,n) iizerinde
bir Post-Lie cebir yapis1 ancak ve ancak her x,y € n icin

{o(@),y} +{z,0(y)} = [v,y] —{z,y}
e([v,y]) = {p(@), )}

kosullarini saglardir. O halde

[yl = {z{zyhh + A+ D {z,y}
{z.2} Az} = {2 {o b+ @A+ D {e Ay} + ( + ) {20}

ad(z)(x) = {z,z} nin adjoint operatorleri ve = = z alirak onceki 6zdeslikten
ad(2)® + (2X + 1)ad(2)? + (A\* + Nad(z) =0

olur ve ad(z) 'nin minimum polinomu
B A+FDE VNt =t + A+ 1)(E+N)

yi boler . Bu nedenli ad(z) 'nin miimkiin 6zdegerleri 0, —\ — 1 yada —\ dir .

1. durum: A = 0 dir. n yari-basit oldugundan ¢r(ad(z)) = 0 dir. Simdi sd(z) nin
tim 6zdegerleri 0 ve bazi m > 1 i¢in ad(2)™ = 0 oldugundan ad(z)® = —ad(z)? dir.
ad(z)? = ... = +ad(z)™ = 0 oldugunu sanirim. Bu durumda 2z bir savdvigtir. Jakobi
ozdesliginden her x € n i¢in ad(z)ad(z)ad(z) = 0 dir. Bu durumda (ad(z)ad(z))* = 0
dir. O halde er x € n i¢in killing form ¢r(ad(z)ad(x)) = 0 dir. Bu form degenere olmadigi
icin z = 0 dir. Bu durumda ¢ = Ove z-y = 0 dir.
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2. durum: A = —1. tr(ad(z)) = 0 oldugunan ad(z) nin tim 6zdegerleri sifirdir.
oneki gibi z = 0 ve ad(2)® = ad(z)? dir. Bu durumda ¢ = —id ve -y = —{z,y} dir.

3. durum: A\ # 0, —1 sanirimki ad(z) nin 3 6zdegeri vardir. Bunlar 0, —\, —1 — X
dir. minimum polinom direkt faktorlerle t(¢ + A + 1)(¢ + \) olsun . ad(z) kosegenlesti-
rilebilirdir. Bu durumda 0 = a+ 8= —-A—1—Adi.Ohalde A = -1, o = - =1
ven =Vo® Vi@ V_ydirz,y € Voigin {z,2} = {24} = 0ve (A2 + A){z,y} =
0 dir. varsaymmla {z,y} = 0 dir. Bu durumda {V;,Vy} = 0 dir. Onceki lemmadan
{V% , V%} = {V%l , V% } = 0 dir. n, Vy, Vy, V3 nin direkt toplami oldugundan n =
sl(2,C)@---®sl(2,C) dur. O

Onerme 3.55. Let n = sl(2,C) ve bazi z € n, A € Cicin x-y = {{z,2},y} + Mz, vy},
(L, n) iizerinde bir post-Lie cebir yapist olsun. O halde agagi durumlardan biridir

(@)z=0,A=0,2y =0ve [z,y] = {z,y}.
b)z=0,A=—-1,2y=—{z,y} ve [z,y] = —{z,y}.
©z#0,A=—3,2y={{z.a},y} — 5{z.y} ve [v.y] = {{z,2}, 4}
L lie cebri r3 1 (C) ye izomorftur.

Ispat. Onceki teoreminden 3. durumdan A = = ise,

vy = {{za} .y} 5 {00}

alirsak z = ae + [ f + vh yazabilirz. Kolay bir hesaplama, bu iiriiniin (L, n) tizerinde bir

post-Lie cebir yapist oldugunu gosterir ancak ve ancak aBt® — 1 dir . Ozellikle 2 # 0

16
icin L ’nin Operatorleri asagidaki gibi tanimlanir:

le, fl = —2ae+25f
le,h] = —dye+2Bh
[f,h] = —4vf+2ah
olur. OJ
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4. SONUC

Post-Lie cebirler, posetlerin parcalanis homologileri ile iliskili olarak Valette tara-
findan tamtilmis ve iizerinde ¢esitli calismalar yapilmistir. Pre-Lie cebirler 6zellikle ge-
ometri ve fizik gibi bir¢ok alanda 6nemli rol oynar. Bir post-Lie cebir, pre-Lie cebrin bir
genellemesidir. Lie cebir ¢ifti (L, n) i¢in post-lie cebir yapist incelenmis ve cebirlerden
birinin yaribasit, ¢oziilebilir olmasi durumlarinda post-lie cebir ¢iftinin varlif1 iizerinde
durulmustur.

Eger Der(n) = ad(n) ve C(n) = 0 ise n ye tam Lie cebri denir.

x.y, (g,m) bir post -Lie cebir yapist olmak tizere .  tam bir Lie cebir olsun .
Bu durumda z.y = {p(z),y} olacak sekilde ¢ : V' — V lineer doniisiimii vardir ve
L(z) = ad(p(z)) saglanr.

(g,m) cift Lie cebri olmak iizere A ¢ {0, 1} olsun . Bu durumda z.y = A. [z, y],
(g,m) uzerinde bir bir post- Lie cebir yapist ancak ve ancak {z,y} = (1 — 2)).[z,y] g
ve 1 nilpotent ve siniflar1 en fazla sifirdir.

(g, n) tizerinde bir Post-Lie cebir yapist oldugunu varsayalim , Eger n ¢oziilebilir
ve nilpotent degil ise , g milkemmel degildir.

x.y , (g,n) tizerinde bir post-Lie cebir yapist olmak iizere g ve n basittir. Bu du-
rumda ya x.y = 0 ve her z,y i¢in [z,y] = {z,y} yadaxz.y = [x,y] = — {z,y} dir

Yaribasit L, ¢oziilebilir n i¢in (L, n) iizerinde post-lie cebir yapist yoktur. Yariba-
sit n, ¢oziilebilir L i¢in post-Lie cebir yapist olusturulabilir. Diger yandan yaribasit n ve
¢oziilebilir, unimodiiler L i¢in post-Lie cebir yapist yoktur. Ayrica («, 3, y)—tiirev kav-
rami1 ve Ozellikleri incelenmistir. Genellesmis tiirevler kullanilarak post-Lie cebir yapisi
siniflandirilabilir.

N-tiirev kavrami, tiirev ve 3-1ii tiirev kavraminin dogal bir genellemesedir. L sonlu
boyutlu bir Cartan altcebir tarafindan derecelendirilmis bir Lie cebir olsun. L nin tiirev
cebri ile N-tiirev cebrinin ¢akigsmasi i¢in yeterli kosul incelenmigtir. L, asikar olmayan
sonlu boyutlu bir Cartan alt-cebri /{ tarafindan derecelendirilmis, sonlu olarak iiretilen
bir Lie cebri olsun. 7*, H ’nin dual uzay1 olsun. o« € H* i¢in ,

Ly,={x€ L;[h,x] =a(h)rherh e H },
L, « ile iligkilendirilmis kok uzayi
R={a€ H" L, #{0}}

olsun, R’ye L’nin H ile ilgili kok sistemi denir. Bu durumda L = @La ve Ly = H

aER

62



SONUC Mohammad ZMMO

olur. R* = {o € R;a # 0} ve Ry = {a € R*; —a € R} kiimelerini dikkate alalim. L,
F iizerinde bir Lie cebir olmak iizere o« € R4 ve her x, € L, icin:

(P1) Ta = [Ya—p:Ys) s Ya—p € La—p Ve ys € Lgicin ;8 ¢ {0, a}.

(P2) [Ty Ta, o) #0dir. z_, € L_, igin [z, T4, o] = 0 dir. Kosullardan biri sagliyora
L ye (P) 6zelligini saglayan bir cebirdir denir.

L, trivial olmayan sonlu boyutlu bir Cartan alt-cebri H ile sonlu olarak iiretilen
bir Lie cebri ve N > 3 pozitif bir tamsay1 olsun. Eger N cift veya L, (P) yi sagiliyorsa,
Der™)(L) = Der(L) olur.

Uygulama olarak Schrodinger-Virasora cebir, Kac-Moody cebirler verilebilir.

L’nin yan tiirevlerin uzay1 Q) Der(L), genellestirilmis tiirevleri uzayr G Der(L) olmak
lizere,

1) L karmagik bir merkezsiz ve tam Lie cebri ise QC(L) = C(L) ve GDer(L) =
(Q)Der(L) dir. Burada Z(L) = 0 ve [L, L] = L dir.

2) L karmasgik bir bir basit Lie cebir ise, D(0,1, —1) = QC(L) = C(L) = C.id dir.
3) L karmagik bir basit lie cebri ve derecesi en az iki ise Q Der(L) = ad(L)C'.id dir.
L karmasik bir Lie cebri ve a, 3,7,0 € C olsun . Bu durumda D(«, 3,7), End(L) nin

D(0,0,0), D(1,0,0), D(0,1,-1), D(1,1,-1), D(4,1,1), D(9, 1,0) altuzaylarindan bi-
rine esittir.
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