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OZET

CESITLI YARIGRUPLARIN DOGURDUGU KESIKLi HIPERSINGULER
INTEGRAL OPERATOR AILELERININ YAKINSAMA HIZLARININ
INCELENMESI

Selim COBANOGLU

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. lham ALIYEV
Temmuz 2017, 47 sayfa

Harmonik Analizin 6nemli problemlerinden biri, potansiyel tipli integral opera-
torler i¢in terslerini bulma formiillerinin elde edilmesidir. Bu konudaki ¢alismalar hiper-
singiiler integral tekniklerinin kullanilmasiyla gelistirilmistir. Bu tez ¢alismasinda, Pois-
son, metaharmonik ve Gauss-Weierstrass yarigruplarinin dogurdugu ve bir € parametre-
sine baglh kesikli hipersingiiler integraller aileleri tanitilmus, ardindan L,’den alinan bir
¢ fonksiyonunun piiriizsiizliik derecesi ile, bu kesikli hipersingiiler integral ailelerinin
¢ — 0i¢in noktasal ve L,-uzayinin normunda yakinsama hizlar1 arasindaki iligki incelen-
mistir. Ayrica, benzer problem Fourier-Bessel Harmonik Analizi ¢cer¢evesinde ifade edilip
genellesmis Riesz potansiyellerinin terslerini bulmak i¢in olusturulan kesikli hipersingii-
ler integral operatorler i¢in de incelenmigtir.
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by the use of hypersingular integral techniques. In this thesis, the families of truncated
hypersingular integrals generated by the Poisson, metaharmonic and Gauss-Weierstrass
semigroups and dependent on a parameter ¢, are introduced. Then the connection betwe-
en the order of smoothness of a given L,-function ¢ and the rate of convergence of these
families of truncated hypersingular integrals, which converge to ¢ when ¢ tends to 0, is
obtained. Also, similar problem is expressed for generalized Riesz potentials in frame-
work of Fourier-Bessel Harmonic Analysis.
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ONSOZ

Harmonik Analizin gelistirmis oldugu kavramlar ve matematiksel teknikler, teorik
matematigin cesitli dallarinda oldugu gibi, uygulamali matematikte, Fen ve Miihendisli-
gin bircok alaninda genis sekilde uygulanmaktadir. Harmonik Analizin en 6nemli teknik
araclarindan biri de potansiyel tipli operatorlerdir. Klasik Riesz ve Bessel potansiyelleri
olarak adlandirilan ve sirasiyla, /%p ve J%p ile gosterilen integral operatorler, Fourier
doniistimii dilinde

() (z) =|z| P (z), z€R", 0 < a<n;

(J) (@) = (L+[a]”) ?
seklinde tanimlanir.

p@), zeR" 0<a< oo

Potansiyeller teorisinin 6nemli problemlerinden biri, potansiyel tipli integral ope-
ratorlerin terslerini bulmakla ilgilidir. Hipersingiiler integraller teorisi ad ile bilinen teori,
Riesz ve Bessel potansiyellerinin terslerini bulmak amaciyla ortaya ¢cikmasgtir.

Bu tez calismasinda, ilk olarak, Klasik Riesz ve Bessel potansiyellerinin terslerini
belirlemek i¢in tanimlanan; Poisson (Abel-Poisson) ve metaharmonik yarigruplari yardi-
miyla olusturulan ve bir £ parametresine bagli olan kesikli hipersingiiler integral ailele-
rinin, ¢ sifira giderken noktasal yaklagim hizini, potansiyel operatoriin etki ettigi fonk-
siyonun piiriizsiizliikk derecesine baglh olarak incelenmistir. Daha sonra, benzer problem,
L,-yaklagim i¢in ifade edilerek ¢oziilmiistiir. Burada, Gauss-Weierstrass yarigrubu yardi-
muyla olusturulan kesikli hipersingiiler integral ailelerinin L,-uzayinin normundaki yak-
lasim hizlar1 da incelenmistir. Son olarak ise problem, Fourier-Bessel Harmonik Analizi
cercevesinde ifade edilmis ve genellesmis kaymanin dogurdugu yarigruplar kullanilarak
¢cOzlilmiistiir.

Bu ¢alisma teorik nitelikte olup, klasik Harmonik Analizde, Laplace-Bessel Har-
monik Analizin cesitli alanlarinda, Fonksiyonel Uzaylarda ve zayif tekillige sahip ¢ekir-
dekli integral denklemler alaninda ¢alisan matematikg¢iler icin yardimci kaynak roliinii
oynayabilir.

Bu tez calismasi boyunca bilgisini ve zamanini benimle paylasan, destegini esir-
gemeyen danisman hocam Sayin Prof. Dr. ilham ALIYEV e, b6liimiimiiziin diger hocala-
rma ve doktora dgrenimim boyunca 2211-Yurt I¢i Doktora Burs Programi kapsamindaki
desteklerinden dolayr TUBITAK a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Klasik Fourier Analizinin ve onun genisletilmesinden ortaya ¢ikan Harmonik Ana-
lizin gelistirmis oldugu kavramlar ve matematiksel teknikler, teorik matematigin cesitli
dallarinda oldugu gibi, uygulamali matematikte, Fen ve Miihendisligin bircok alaninda
genis sekilde uygulanmaktadir. Cesitli integral doniistimler (6rnegin, Fourier ve Lap-
lace doniisiimii), Fourier serileri, singiiler integraller, maksimal operatorler v.b. Harmonik
Analizin uyguladid1 teknik araclardan bazilaridir. Harmonik Analizin ¢ok onemli teknik
araclarindan biri de potansiyel tipli operatorlerdir. Matematigin bazi 6nemli diferansiyel
operatorlerinin negatif “kesirsel” kuvvetleri olarak yorumlanan potansiyel tipli integral
operatorler, onemli fonksiyonel uzaylarin (Sobolev uzaylari, Riesz ve Bessel potansiyel-
leri uzaylar1 v.b.) incelenmesinde, kismi tiirevli denklemlerin ¢oziimlerinde, ¢esitli in-
tegral doniisiimlerin (6rnegin, Radon doniisiimiiniin) terslerinin bulunmasinda ve bagka
alanlarda kullanilmaktadir.

Laplace diferansiyel operatorii diye adlandirilan

0? 0? 0?
A tal T T o

diferansiyel operatOriiniin, matematigin en iinlii diferansiyel operatorlerinden biri oldugu
iyi bilinmektedir (6rnegin, klasik dalga denklemi ve 1s1 ge¢irme denklemi bu operator
yardimiyla ifade edilir). Klasik Riesz potansiyelleri diye adlandirilan integral operatorler,
(—A) operatoriiniin negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlanmaktadir. Benzer sekilde,
klasik Bessel potansiyelleri diye adlandirilan integral operatorler de, I birim operator
olmak iizere, (I — A) diferansiyel operatoriiniin negatif kesirsel kuvvetleri olarak yo-
rumlanmaktadir. Bunlarin her ikisi de, zayif singiilariteye (tekillige) sahip olan girisim
(konvolusyon) tipli integral operatorlerdir.

Potansiyeller teorisinin dnemli problemlerinden biri de, potansiyel tipli integral
operatorlerin terslerini bulmakla ilgilidir. Hipersingiiler integraller teorisi ad1 ile bilinen
teori, Riesz ve Bessel potansiyellerinin terslerini bulmak amaciyla ortaya ¢ikmigstir. Bu
konuda genis bilgi, S. Samko, A. Kilbas ve O. Marichev’in (1993) ansiklopedik degere
sahip kitabinda, S. Samko’nun (2002) kitabinda, B. Rubin’in (1996) kitabinda ve ¢ok
sayida bagka kitap ve makalelerde bulunabilir.

1950 yillarindan bu yana, singiiler Laplace-Bessel diferansiyel operatorii ile siki
baglantili olan Fourier-Bessel Harmonik Analizi denilen Harmonik Analiz gelismeye bag-
lamig ve Klasik Fourier Harmonik Analizinde Riesz ve Bessel potansiyellerinin oynadigi
rolli, Fourier-Bessel Harmonik Analizinde, dogal olarak, Laplace-Bessel operatoriiniin
dogurdugu Bessel kaymasi (genellesmis kayma) ile iligkilendirilen Riesz ve Bessel po-
tansiyelleri oynamigtir. Bu potansiyellerin temel 6zellikleri Gadjiev(Haciyev) ve Aliyev
tarafindan (Gadjiev ve Aliev||1988)) verilmis ve bircok yayinda bu potansiyeller, ¢esitli
acilardan incelenmistir (6rnegin, |Aliev ve Bayrakci (1998,,[2002), |Aliev ve Rubin| (2005)),
Aliev vd (2008), Aliev| (2009), |Sezer ve Aliev| (2010) kaynaklarina bakilabilir).
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B. Rubin, 1986 yilinda yayinlanan makalesinde, potansiyellerin terslerini bulmak
icin yeni bir method uygulamistir. O, Abel-Poisson ve metaharmonik yarigruplarin do-
gurdugu hipersingiiler integral operatorleri ailelerini tamimlamis ve boylelikle, ¢cok degis-
kenli problemi tek degiskenli bagka bir probleme indirgeyerek, Riesz ve Bessel potansi-
yellerinin tersleri icin yeni formiiller bulmustur. Bu konuda [Samko vd| (1993) ve Rubin
(1996)) kitaplarinda da genis bilgi verilmistir. S6z konusu makalesinde B. Rubin, Pois-
son (Abel-Poisson) ve metaharmonik yarigruplarin dogurdugu ve bir ¢ > 0 parametre-
sine bagli “kesikli” hipersingiiler integral operatorler ailelerini tantmlamistir. Daha sonra,
L, (R"™), (1 < p < o0) uzaymdan alinmis bir ¢ fonksiyonunun Riesz (veya Bessel) po-
tansiyeli ile, ¢ parametresine baglh “kesikli” hipersingiiler integral operatorler ailesinin
kompozisyonunu olusturmus ve ¢ — 0 igin bu kompozisyonun ¢’ye noktasal ve L,-
normunda yakinsadigini gostermistir.

Dogal olarak, ortaya sdyle bir soru cikar: ¢ fonksiyonu, lokal olarak bir noktada,
veya global olarak L,-anlaminda bir tiir “piiriizsiizliige” sahip olsun. Bu fonksiyonun “pii-
riizsiizlik™ derecesine bagh olarak, yukarida bahsi gecen kompozisyonun, ¢ — 0 icin ¢
fonksiyonuna (noktasal veya L,-anlaminda) yakinsama hiz1 hakkinda bir yorum yapila-
bilir mi?

Aliev ve Eryigit tarafindan, 2013 yilinda yayinlanan ¢alismada, Gauss-Weierstrass
yarigrubu ve modifiye edilmis Gauss-Weierstrass yarigrubu yardimiyla olusturulan ve
L, (R™),(1 < p < oco) uzayindan alinmis bir ¢ fonksiyonunun Riesz ve Bessel potan-
siyelleri ile, £ parametresine bagh “kesikli” hipersingiiler integral operatorler ailelerinin
kompozisyonunun ¢ (2°)’a yakinsama hizi, ¢ 'nin bir 2° € R" noktasindaki “piiriizsiiz-
liikk” gostergesi (noktasal anlamda) dikkate alinarak, incelenmistir.

Bu tez calismasinin esas amaci: a) Klasik Riesz ve Bessel potansiyellerinin ters-
lerini belirlemek i¢in tanimlanan; Poisson ve metaharmonik yarigruplar: yardimiyla olus-
turulan ve bir € parametresine bagl olan kesikli hipersingiiler integral ailelerinin, ¢ sifira
giderken noktasal yaklasim hizini, potansiyel operatoriin etki ettigi fonksiyonun piiriiz-
siizlik derecesine bagl olarak incelemek; b) benzer problemi, L,-yaklagim i¢in ifade
ederek ¢ozmek; c) yukaridaki alt bagliklarda sunulmus problemleri, Fourier-Bessel Har-
monik Analizi cercevesinde ifade etmek ve genellesmis kaymanin dogurdugu yarigruplari
kullanarak, ¢6zmeye ¢alismaktir.

Tez ¢alismasi, Giris ve Kaynaklar boliimii disinda ii¢ kisimdan ibarettir.

Birinci kisimda, kaynak taramasi yapilarak tez calismasi boyunca gerekli olan bil-
giler verilmis ve bu konuda daha 6nce yapilmig olan ¢alismalar hakkinda kisa bilgilendir-
meler yapilmistir.

Ikinci kisim, ii¢ alt boliimden olusmaktadir.

-Birinci boliimde, klasik Riesz potansiyellerinin terslerini bulmak i¢in kurulan,
Poisson yarigrubunun dogurdugu ve bir € > 0 parametresine bagli kesikli hipersingiiler
integral ailesinin, ¢ sifira giderken noktasal yaklasim hizi, potansiyel operatoriin etki et-

2
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tigi fonksiyonun p-piiriizsiizliik derecesine bagli olarak incelenerek cesitli tahminler elde
edilmeye calisgilmistir. Yine bu boliimde, benzer sonuclar, klasik Bessel potansiyelleri-
nin terslerini bulmak i¢in kurulan, metaharmonik yarigrubunun dogurdugu ve bir ¢ > 0
parametresine bagl kesikli hipersingiiler integral operatdrler ailesi icin de elde edilmistir.

-Ikinci boliimde, klasik Riesz potansiyelleri icin kurulan, Poisson yarigrubunun
dogurdugu kesikli hipersingiiler integral operatorler ailesi ve klasik Bessel potansiyelleri
icin kurulan, metaharmonik yarigrubun dogurdugu kesikli hipersingiiler integral operator-
ler ailesinin L,-uzaymin normundaki yakinsama hizlari, potansiyellerin etki ettigi fonksi-
yonlarin L,, anlaminda piiriizsiizliik gostergesi goz oniinde bulundurularak, incelenmistir.
Yine, benzer sekilde, klasik Riesz potansiyelleri i¢in kurulan, Gauss-Weierstrass yarigru-
bunun dogurdugu kesikli hipersingiiler integral ailesi ve klasik Bessel potansiyelleri i¢in
kurulan, modifiye edilmis Gauss-Weierstrass yarigrubunun dogurdugu kesikli hipersingii-
ler integral ailesi i¢in L,-uzaymin normunda yakinsama hizlar1 incelenmistir.

-Uciincii boliimde de, Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu genel-
lestirilmis Riesz potansiyellerinin terslerini bulmak i¢in olusturulan kesikli hipersingiiler
integral operatorlerin yakinsama hizlari, bir “piiriizsiizliik gostergesine” bagh olarak in-
celenmisgtir.

Uciincii kisim ise, tez calismasi boyunca elde edilen sonuglarin ifade edildigi ki-
stmdir.
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2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI
Bu boliimde bu tez calismasina temel olusturacak bazi bilgiler ifade edilecektir.
Z, N, R ve C sirastyla tam sayilar, dogal sayilar, reel sayilar ve kompleks sayilar

kiimeleri olmak iizere, n boyutlu Oklid uzay1 ve bu uzaydaki norm asagidaki sekilde
tanimlanir:

=

R" = {z = (21,22, ...,2,) s 7; ERVj =1,...,n}; |o| = (a7 + ... +22)2.
L, = L, (R") uzayi,

I, = ([ 17 @r ) 1< p <ol = esssulf o)

z€R™

normuyla tanimli, R™’de dl¢iilebilir fonksiyonlarin klasik Lebesgue uzayidir.

Lte¢ (R™) ile, R™ in her noktasinin her J-komsulugunda integrallenen fonksiyonlar
uzay1 gosterilecektir.

C (R™) ile de R™de siirekli ve sinirl fonksiyonlar uzay gosterilecektir.

Asagida kullanilacak olan “Ahh” kisaltmasi, “hemen hemen her” anlamina gele-
cektir.

Bir baska kisaltma da O (biiyiik O) sembolii ile ilgilidir:
a(e)=0(()),e >0<=3c>0, |a(e)] <cl|b(e)].

Simdi tez boyunca kullanilacak olan bazi 6zel fonksiyonlar, esitsizlikler, 6zel do-
niistimler ve semboller kisaca tanitilacak ve bazi1 6nemli 6zellikleri verilecektir.

(a) Gamma Fonksiyonu ve Bazi Ozellikleri (Samko vd 1993, Rubin 1996):

Re z > 0 icin Gamma fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir:

['(z2)= / v* e dr.
0
Gamma fonksiyonunun bazi temel 6zellikleri soyledir:
i)I'(z4+1)=2I'(2),Rez >0,

i) T'(n+1)=nlneN,
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i) T (2)T(1—2) = (z€Z).

sm(7rz)

(b) Hardy-Littlewood Maksimal Fonksiyonu (Stein 1970, Rubin 1996):

f € Ll¢(R") fonksiyonu igin Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

(M) (z) = sup— /Iso )| dy (2.1)
x| Q|

seklinde tanimlanir. Burada, supremum, z’i iceren tim () yuvarlan (kiipleri) tizerinden
alinmustir. |Q)| ile s6z konusu yuvarin (kiipiin) hacmi gosterilmistir.

(c) McDonald Fonksiyonu (Rubin/ 1996):

r > 0 icin v dereceden McDonald fonksiyonu

(3)* e (1+0(3)) r>1,
(2":1); + O (r* ), r<l,v#0,veZ,
K, (r) = ((;))_,V (2.2)
2sin |V‘3T)F 1—|v|) + O (T_V) ) r< 1a 4 ¢ Z?
log %)—1—0(1), r<l,v=0,
seklinde tanimlanir.
(d) Holder Esitsizligi (Samko vd 1993):
fi€ Ly fo€ Ly 1<p,g<ocove % + (11 = 1 olsun. Bu durumda
|[f1 (@) fo () da < || full,, ([ £2l, (2.3)
R

olur. Burada p = oo igin ¢ = 1 olup || ||, = esssup | f (z)| tir.
TER™

(e) Genellestirilmis Minkowski Esitsizligi (Stein 1970, Folland 1984):

1 <p < oovep(r,y), R} x Ryde dlgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere,

/ ¢ (z,y) dy S/’ ||90('7y)”Lp(Rg)dy
y Y

esitsizligi saglanir.

Lp(RZ)
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(f) Klasik Fourier ve Ters Fourier Doniisiimleri ve Ozellikleri (Stein 1970,
Sadosky 1979):

f € Ly (R™) fonksiyonunun Fourier doniigiimii

Fa) = [ s

seklinde tammlanir. Burada, © = (21, ..., x,) ve £ = (£, ..., &,,) olmak iizere,
x-&=m:& + ...+ 2,8, dir

f € L1 (R™) fonksiyonunun ters Fourier doniigiimil ise

iy L[ e
R o IGAGL:

seklinde tanimlanir. Yukaridaki tanimlar goz oniine alinirsa,
1Y) =@2n) " F(=¢)

oldugu kolayca goriilebilir.
Fourier doniisiimiiniin iyi bilinen baz1 6nemli 6zellikleri asagidaki gibidir:
f € Li(R™) olsun. Bu durumda,
i) f"(x) siirli fonksiyondur ve Hf”oo <|Ifll;-
ii) f”(z) fonksiyonu tim R™’de diizgiin siireklidir.
iii) f > 0 olsun. O zaman
1 Moo = 171l = F7(0)

esitligi saglanir.
iv) |Zl|iinoofA(x) =0 dr.

v) f,g € L (R") olsun. O zaman

. [ (@)g(x)de = . f(@)g" (z)dx

esitligi saglanir.
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(g) Poisson Yarigrubu ve Ozellikleri (Stein 1970, Rubin 1996):

p(y;t), (y € R",0 <t < oco) fonksiyonu agagidaki sekilde tanimlansin:

4\ V ant _n+l n -+ 1
(e +1yl)

Bu sekilde tanimlanan p (y; t) fonksiyonuna Poisson ¢ekirdegi denir. P,y ile gos-
terilen ve Poisson yarigrubu diye adlandirilan integral operatorler ailesi asagidaki sekilde
tanimlanir:

(Po)(a) = [ plrt)e(e—v)dy, (¢>0), @5

Bu yarigrubun bazi temel 6zellikleri asagidaki lemmada verilmistir.
Lemma 2.1. (Rubin|1996))

i) Hert > Oiginp (-;t) € Ly olup

[ ptdy=1ve (51" (© = .6

esitlikleri saglanr.

it) ¢ € Ly, 1 < p < 0o olsun. Bu durumda asagidaki ézellikler saglanir:
D |[Pell, < llell,

2) sup |(Pp) (z)| < ct v lell, , sayisi t’den bagumsizdur;
3) hhh & € R™ igin sup | (Pp) (2)] < (Mig) (x)
>0
burada (M o) (x) , Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonudur (bakiniz: );

4) Pr [Pip ()] (x) = (Prsrp) (), £ >0, 7 > 05 (yarigrup ozelligi);

5) (hhhy) — lim (Pip) () = ¢ (x) -
Baska ifadeyle, lir% (Prp) (x) = ¢ (x) esitligi hhh x € R™ icin saglanur.
—

6) (L,) —lim (Pp) () = ¢ (), 1 < p < ox.

t—0
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Bagka ifadeyle,
lim || P — o, = 0
esitligi saglanir.
(h) Metaharmonik Yarigrup ve Ozellikleri (Rubin|1996):

m(y;t), (y € R" ¢t > 0) fonksiyonu,

Kngl( 1ﬁ“r|y|2)
my:t) = (e VIIF) () = 2 2.7)

n+1 n+1
2m) 2 2

seklinde tanimlanan metaharmonik ¢ekirdek olmak iizere, M, ile gosterilen metaharmo-
nik yarigrup asagidaki sekilde tanimlanir:

(Myp) () = L (y;t) o (x —y)dy, (t>0).

Burada, Koy (r), McDonald fonksiyonudur (bakiniz: ).
Asagidaki lemmada, bu yarigrubun bazi 6nemli 6zellikleri verilmistir.
Lemma 2.2. (Rubin|1996))

i) m (y; t) pozitiftir, her t > 0 icin m (-;t) € Ly olup,

m (y;t) dy = e ve (m (1)) (€) = e VIHEP 2.8)

]Rn

esitlikleri saglanir.
i1) ¢ € Ly, 1 < p < oo olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler saglanir:

1) [[Mpll, < cillell,, (c1 sayisi t’den bagimsizdir);

2) sup |(Myp) (2)] < €2 (M) (),
>
burada (M ¢) (x) , Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonudur;

3) sup |(Myp) ()] < 5”77 |||, (Vv > 0);
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burada c3, t > 0 parametresine bagl degildir;
4) (M Mrp) () = (Myyr0) (), (V6,7 > 0);

5) (hhhy) — Jim (Mip) (z) = ¢ (2);
6) (Ly) — lim (Mip) (z) = ¢ (2), L < p < oo

iii) ¢ € C'(R™) olsun ve p (00) = ‘ llim ¢ (x) sonlu limiti var olsun. Bu durumda,
Tr|—00

hert > 0 icin

(M) (-) € C(R") olup, lim (Myp) (x) = €' (o0)

|z| =00
saglamir. Ayrica, t — 07 icin
Myp — ¢

yakinsamasi tiim R"’de diizgiin yakinsamadir. Dahast, ¢ siirekli ve sumirli ise, o zaman
t — 0% icin

M — ¢
yakinsamasi R™ deki her kompakt alt kiimede diizgiin yakinsamadir.

Siradaki lemma, Poisson ¢ekirdegi ile metaharmonik ¢ekirdek arasindaki bagintiy1
vermektedir.

Lemma 2.3. (Rubin 1986, Aliev ve Bayrakci 2002)
m (y;t) ve p (y; t), sirastyla metaharmonik ve Poisson ¢cekirdekleri olsun. O halde,
0 <m(y;t) <cplyt)

esitsizligi saglanmir. Burada, ¢ > 0 sayisi, y ve t’den bagimsizdir.
(1) Gauss-Weierstrass Yarigrubu ve Ozellikleri (Rubin| 1987, (1996):

y € R" ve t > 0 olmak iizere, Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi

y|?

W (y:t) = (4mt) 2 e it (2.9)
seklinde tanimlanir.

Bir f (z), (z € R™) fonksiyonu tarafindan iiretilen Gauss-Weierstrass yarigrubu
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ise

(Uf) (@, t) = | W(y;t) f(z—y)dy, (t>0),

Rn

seklinde tanimlanir.
Bu yarigrubun bazi 6nemli 6zellikleri soyledir:
Lemma 2.4. (Sadosky 1979, Rubin 1996)

i) Hert > 0 igin

W{(y;t)dy = 1;

R

it) f € L,,1 < p < oo olsun. Bu durumda,

DA Coll, < I (2.10)
2)sup|(Uf) (@, )] < ct™2 || f],; (2.11)
3)sup|(US) (@ )] < (M) (@) (2.12)

burada (M f) (z) , Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonudur (bakiniz: );
4 U US ()] () = (Upsr f) (x), t >0, 7 > 0 (yarigrup ozelligi);

5) (hhhy) ~lim (UF) (2.1) = f (x):
6) (L)~ m (Uf) (1) = f. (1 <p<00).

(i) Modifiye Edilmis Gauss-Weierstrass Yarigrubu:

Modifiye edilmis Gauss-Weierstrass yarigrubu Uy, f,

(Upef) (w,t) = e (Uf) (x,t); (>0, z €R") (2.13)
seklinde tanimlanir. t = 0 i¢in (U f) (z,0) = (Un f) (2,0) = f (x) kabul edilir.

(Uf) (-, t) yarigrubu ile ilgili daha fazla bilgi icin Rubin| (1987, 1996)) kaynakla-
rina bakilabilir. Ayrica, Samko vd|(1993), |Stein ve Weiss| (1971) kaynaklarina da bakila-

10
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bilir.
(j) Klasik Riesz ve Bessel Potansiyelleri ve Cesitli Gosterimleri:

Sirasiyla, 1%p ve J%y ile gosterilen ve klasik Harmonik Analizde 6nemli uygula-
malara sahip olan Riesz ve Bessel potansiyelleri, Fourier doniisiimii dilinde

(I () = |2| *@(z), € R™, 0 < a < n;

(o (@) = (1 +|e*)

p@), zeR" 0<a<oo
seklinde tanimlanir.

Yukarida Fourier doniisiimii dilinde tanimlanan Riesz ve Bessel potansiyellerinin
integral gosterimleri, sirasiyla, soyledir (Stein|[1970):

19} @) = — [ eWle=ul""ay

burada,

207aT
@ELpolup,O<a<%ve’yn(a) :—(S

(°0) @) = 57 [ ¢ W) Gala=p)a,

burada,

9 €L, 0<a<oo, \(a)=2"1:T (E)

olmak tizere,

Go () = / tTe_t_%7
0

seklinde tanimlanmugtir.

Riesz potansiyelinin, Poisson yarigrubu vasitasiyla (bir boyutlu) integral gosterimi
sOyledir (Stein ve Weiss||1960):

oo o [ ) o

Buradaki P, Poisson yarigrubu, (2.5)’de tanimlandig: gibidir.

Bessel potansiyelinin, metaharmonik yarigrup vasitasiyla (bir boyutlu) integral

11
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gosterimi de sOyledir (Lizorkin/ 1964):

(J%) (z) = ) /0 "o (M) (2) dt.

Buradaki M;p metaharmonik yarigrup, (2.7))’de tanimlandig: gibidir.

Ayrica, Riesz ve Bessel potansiyelleri,

0? 0? 0?
Aot T o

Laplace diferansiyel operatorii ve /—birim operator olmak iizere, (—A) ve (I —A) opera-
torlerinin negatif “kesirsel kuvvetleri” olarak yorumlanabilirler (Stein/1970). Yani, formal
olarak,

w[R

I°f = (=A)2 fveJof =(I—A)>f

yazilabilir.

Riesz ve Bessel potansiyelleri ile ilgili genis bilgiye, Stein (1970), Samko vd
(1993), Samko (2002), Rubin (1996) kaynaklarindan ulasilabilir.

(k) Poisson ve Metaharmonik Yarigruplarin Dogurdugu Kesikli integraller:

Bir g (t), (t € R') fonksiyonunun [ € N dereceden ve 7 € R! adimli sonlu farki
sOyle tanimlanir:

A0 =3 () (-0 o+ k). @.14)

Rubin tarafindan, bu sonlu fark ile P, f ve M, f yarigruplar1 kullanilarak, “kesikli
integraller” tanimlanmigtir (Rubin/1986, 1996)):

[ _ 1 * l l B k T dr

(D) @) = 75 / LZ; (k)< )" (Perf) ( )] e (2.15)
. RS YAV |

(02) (@) = 73 / LZ:; (k>( D" (Mr f) ( )] ptrs (2.16)

12
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Burada !l > «, (P f) (z) = (Mof) (x) = f (z) ve

W) = [ -e e
0
sayis1, normallestirici katsay1 diye adlandirilir.

(1) Gauss-Weierstrass Yarigrubunun Dogurdugu Kesikli Integraller:

(Uf) (z,t) ve (Upn f) (x,t) yarigruplar: kullanilarak elde edilen “kesikli integral-
ler” asagidaki sekilde ifade edilir (Rubin/|1987,|1996):

PN = / ) Z() ‘() <a:,fw>] & @.17)
) ) = /:O [Z() UMf><x,kr>] T em

burada, x, () katsayisi,

X, (%) = /OO (1—e )t %at, (0 < % <l le N>
0

seklinde tanimlanan normallestirici katsayidir.

Not 2.5. ([2.15)-(2.18) kesikli integral ailelerine, kimi kaynaklarda Balakrishnan-Rubin
tipli kesikli integraller de denir (Aliev ve Bayrakci||l 998, Aliev ve Eryigit|2013)).

13
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3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. Cesitli Yarigruplarim Dogurdugu Kesikli Hipersingiiler Integral Ailelerinin Nok-
tasal Yakinsama Hizlarinin Incelenmesi

B. Rubin, 1986 yilinda yayinlanan ¢alismasinda Poisson yarigrubunun dogurdugu
D2 f (e > 0) ve metaharmonik yarigrubun dogurdugu D¢ f, (¢ > 0) kesikli hipersingiiler
integraller ailelerini tanitmis ve o > 0 parametresi ile ¢ € L, (R") fonksiyonu iizerine
konulan bazi kosullar altinda D 1% ve D2 .J%¢p ifadelerinin e — 07 i¢in noktasal (hemen
hemen her yerde) ve L,-normunda ¢ ’ye yakinsadigim kanitlamistir. Burada, 7% ve J%p,
sirastyla, ¢ € L, fonksiyonunun Riesz ve Bessel potansiyelleri olup, D ve D¢ aileleri

(2.15)-(2.16)’daki gibi tanimlanmustir.

Benzer sekilde B.Rubin, 1987 yilinda yayinlanan ¢alismasinda, Gauss-Weierstrass
yarigrubunun dogurdugu kesikli hipersingiiler integraller ailesini tanitmig ve benzer so-
nuclar elde etmistir.

2013 yilinda Aliev ve Eryigit tarafindan yayinlanan “On a rate of convergence
of truncated hypersingular integrals associated to Riesz and Bessel potentials” adli ca-
lismada, Gauss-Weierstrass yarigrubu ve modifiye edilmis Gauss-Weierstrass yarigrubu
yardimiyla olugturulan D27 ve D% J%¢p ifadelerinin ¢ (z°)’a yakinsama hizi, ©’nin bir
2% € R" noktasindaki “piiriizsiizlik” gostergesi (noktasal anlamda) dikkate alinarak, ir-
delenmisgtir.

Bu boliimde;

-Klasik Riesz potansiyellerinin terslerini belirlemek icin kurulan, Poisson yarigru-
bunun dogurdugu ve bir € > 0 parametresine bagh kesikli hipersingiiler integral ailelerin-
den;

-Klasik Bessel potansiyellerinin terslerini belirlemek i¢in kurulan, metaharmonik
yarigrubun dogurdugu ve bir ¢ > 0 parametresine bagl kesikli hipersingiiler integral
ailelerinden;

-Bu ailelerin, € sifira giderken noktasal yaklasim hizini, potansiyel operatoriin etki
ettigi fonksiyonun piiriizsiizliikk derecesine baglh olarak inceleme sonuclarindan bahsedi-

lecektir.

Bunun i¢in, 6n hazirlik olarak, bazi 6nemli lemmalar verilecek ve gerekli kavram-
lar tanitilacaktir.

Lemma 3.1. (Rubin|1986, 1996))

i)p € L,(R"),(1<p<oo)veO < a < 3 olsun. Bu durumda, her ¢ > 0 ve

14
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hemen hemen her (hhh) x € R" icin,

1%0) () = | T KO () (Poyo) () dy G.1)

0

esitligi saglanir.

ii)o € L,(R"), (1 <p<oo)veO < a < oo olsun. Bu durumda, her ¢ > 0 ve
hhh x € R" icin,

®20°0) (0) = [ KL (1) Oey) (2) 62)
0
esitligi saglanir.
Yukaridaki K (n) fonksiyonu soyle tamimlanir:

K () =T (1+a)x (@) 'n7 AL 0] (3.3)

0o — a®, a > 0igin
T 1 0, a<O0igin

l
olmak iizere, A | [n%] = 22:0 (k) (—1)F(n — k)$ olarak tanimlanmigstir.

Asagidaki lemmada, K, % (n) fonksiyonunun asimptotik davranisi ve bazi 6zellik-
leri ifade edilmistir.

Lemma 3.2. (Samko vd 1993, Rubin 1996)

(i) KY (n) € L1 (0, 00) ve [~ K (n) dn = 1dir.

. O(n*1), 0F
(ii) K& (n) ={ O(fﬁ_l_f), (e }

Asagidaki tanim ve ardindan gelen lemmalar bu boliimde énemli role sahiptir.

Tanim 3.3. p € (0, 1) sabitlenmig bir parametre ve p (), (0 < r < p) fonksiyonu [0, p]
araliginda siirekli, (0, p| *da pozitif ve 1 (0) = 0 olsun.

Bir ¢ € L (R") fonksiyonu, bir 2° € R™ noktasinda

(M) (2°) = sup L /| § |g0 (2° —2) — ¢ (2°) } dr < oo (3.4)

0<r<pT" it (1)

15
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kosulunu sagliyorsa, bu fonksiyon 2° € R™ noktasinda “u-piiriizsiizlik™ 6zelliine sahip-
1
tir denir. (Burada, |z| = (22 + ... + 22)2 ve dv = dx,...dz,, dir).

Not 3.4. Bundan sonra, bir a > 0 sayust icin i (t) > at, (0 <t < p)ve p < t < oo igin
p(t) = p(p) kabul edilecektir.

Lemma 3.5. (Aliev 1999, Sezer ve Aliev 2011, Aliev ve Eryigit 2013)
Bir ¢ € LY (R") fonksiyonu bir 2° € R"™ noktasinda p-piiriizsiizliik ozelligine
sahip olsun. Ayrica, ¢ (1), (0 < r < p) fonksiyonu, [0, p| araliginda azalan, negatif ol-

mayan ve siirekli diferensiyellenebilir olsun ve (M) (2°), ’de tammlandigr gibi
olsun. Bu durumda

[ lola =) = o (@) (el d
[z|<p
< (Myg) («9) {p”u Do)+ [ o) dr] 35)

esitsizligi saglanr.

Sonug 3.6. p (z,¢), (2.4) de tanimlanan Poisson ¢ekirdegi olsun, yani

an€ _ntl n+1
p(z;e):—2m,an:7r 2F( 5 )
(62—|—]a:|) 2

O zaman, oyle c > 0 sayist vardir ki

/|m|<p‘90(x0 _33) —90($0)|p($;5)d$

< c(Mup) (2°) {H /0 Oou(swlftg} (3.6)

esitsizligi saglanir.
. _ntl
Ispat. (3.5)de ¥ (|z]) = p(2;¢) = ane (62 + \x|2) 2 alinirsa,
/| |g0 (xo — ) — go(xo)}p(x;s)dx
z|<p

< (M) (a° [ (P —— <r>(—a—"€m> dr]
) (%) | 0" (p /0 I :

(e2+p%) 2 €2+ r2) 2

16
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elde edilir. Basit bir hesaplamayla

n ne p(p
p#(ﬂ)mécla (Clzan <)),
e2+p

Ve

/
ape er
——— | T (@=a(n+l)
(e2+1r2)> (e2+12)>
oldugu goriiliir. Elde edilen bu ifadeler (3.7)) esitsizliginde kullanilirsa ve ¢ = max {c1, c2}
alinirsa,

/|x|<p o («° =) — ¢ («°) | p(w;¢) da

<c(Mup) (5’70) €T /Op 5#,“ ") dr]

tn+1

= C(MM(,O) (ZL‘O) €+ /0‘E mu (St) dt]

< (M) (2°) :€+ / i /{Lfgdt]

esitsizligi elde edilir. [

Sonug 3.7. p(r), (0 <r < p < 1) fonksiyonu [0, p| araliginda siirekli, (0, p| araliginda
pozitif ve 11 (0) = 0 olsun. Ayrica, bir a > 0 sayist igcin p(t) > at, (0 <t <p) ve
p <t <ooiginp(t) = p(p)olsun. Bundan baska, lokal sinirli bir w (t) > 0 fonksiyonu
icin

w (t)
14 ¢2

u@@ﬁu@nwwve/m dt < oo,(e € (0,p),1€ (0.00)), ()
0

saglansin. O halde, ¢ € (0, p) parametresine bagli olmayan bir A > 0 sayist i¢in
[ e =5) = () plae)ds < An(e). (v € 0.9) 6:9)
z|<p

saglanir.

Ispat. (3.8))deki ifadeler (3.6)’da kullanilirsa ve p () > ag, (0 < e < p) kosulu goz
oniinde bulundurulursa,

/a:|<p o (2" = 2) — ¢ («°) | p(w;€) da

17
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IN

¢ (M) (°) [5+u(s) /0 IO dt}
< Au(e),

elde edilir. Burada, A > 0 sayisi, € > 0 parametresine bagl degildir. [l

Sirada, Sonug nin tiim kosullarini saglayan p (r) fonksiyonlarina 6rnekler ve-
rilmigtir.

Ornek. 0 < v < 1 olsun. Bu durumda,

T, 0 r<p<l1
N<T>_{pfy, r>p

fonksiyonu, w (t) = t7 icin, Sonug ’m'n tiim kosullarint saglar. Dolayistyla, @ esit-
sizligi, p(e) = &7, (0 < v < 1) igin saglamr.

Ornek. 0 < v < 1lve( < B < oo olsun. Bu durumda,

0, r=20
p(r)=< M nrf’, 0<r<p
P mpl®,  r>p
[Int|

B
fonksiyonu, w (t) = t7 (1 + m) icin, Sonug ’nin tiim kosullarimi saglar.

Gergekten, ¢ € (0,p) ve t € (0,00) igin

0, t=0
p(et) = 7 Ine + Int]”, O<t<?t
P pl”, t>2
0, t=0
< P14 ) g
B
P Inpl”, t>"2

< p(ew(t), (e€(0,p),t>0),

B
elde edilir. (Burada, w (t) = t7 <1 + I‘llr?;‘l) dir).

Simdi, yukaridaki hazirliklar kullanilarak, bu boliimiin ana sonuclari ifade edile-
cektir.

Teorem 3.8. 1 (1), (0 < r < 00) fonksiyonu, Sonug 3.7 nin tiim kosullarin saglasin. Ay-
rica, p € L, (R"), (1 < p < 00) fonksiyonu, 2° € R™ noktasinda Tanim [3.3)de verilen
p-piiriizsiizliik ézelligine sahip olsun. D ve D% operatorleri (2.15) — (2.16|) da tanim-

18
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landig1 gibi olsun ve | € N parametresi | > a+ 1 kosulunu saglasin. Bu durumda e — 0%
icin

i) [(D21%0) (2°) — ¢ (2°)] = O (1 (e)), (3.10)

i) [(D2J%) (2°) — ¢ (2°)| = O (u(e)), 3.11)

saglamr. Burada, [®p, (0 <a< %) ve J, (0 < a < 00), strastyla, ¢ fonksiyonunun
Riesz ve Bessel potansiyelleridir.

Ispat. i) formiilii ve Lemma 3.2] (i) kullanilirsa,
(D2 1%9) (2°) — ¢ (2°)]

_ /0 T KD () (o) (2°) dn — i (2°)

_ /0 KD (1) (Payp) (o) iy - /OOO K2 )2 (=) dn‘

_ /0 T KO () (Pag) () — ¢ () d”'

< /OOO |8 ()] [(Pnp) (2°) — ¢ (2°)] dny (3.12)

elde edilir.

Vn > 0igin, [5.p (y;n)dy = 1 oldugundan (bakiniz: ),
(Puy) () = (o)

p(yien) @ (27 —y) dy — o («°)

p(yien) ¢ (2° —y) dy—/

-

p(y;en) ¢ (2°) dy‘

n n

I
— 5

p(ysen) [ (2° —y) — ¢ (2)] dy‘

n

< / p(yien) [ (2° —y) — ¢ («°) | dy
lyl<p
+/|> p(yien) o (2° —y) — ¢ (2°)| dy
= i1+ (3.13)

bulunur. (3.9)) ifadesinden i; < Ay (en) oldugu goriiliir. Burada A sayisi, € ve 1)’ya baglh
degildir. Simdi, ¢2’yi iistten tahmin etmek i¢in Holder esitsizligi kullanilirsa, (bakiniz:
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(2.3)),

g = /|> p(y;en)\w(xo—y)—sp(xo)’dy

[yl>p

= /yl>pp(y5577)\<ﬁ(5‘fo)\dy+/ p(yien) | (2 —y)| dy

=

P

< () f (v (i em))” dy)

= ’i3—|—7:4.

plendy+ Il ( /|

y|>p y|>p

elde edilir. Ayrica, (2.4])’den,

iz = [p(a)] ret pEsyll/

> ((en)* + |y*) =

dy
= Gen 9 o\ nEL
o ((en)” + lyf?)

(y=r8; p<r<oo, €85, dy=r""drdo (0) yazilrsa)

[e’e) 7,,nfl
= 02677/ ; o dr
v ((en)” +r2) 2

oo ,.n—1
r
< 02577/ T%ldr:c;gsn,
P

oldugu goriiliir. Burada c3 = ¢3 (p, n) katsayisi, € ve r’dan bagimsizdir. Benzer sekilde,
yine (2.4]) goz oniine alinarak ve aym degisken degistirme uygulanarak,

1
I

o= lellen | o
24 = (10 pgn n+1
(N

p/

o0 r"Ldr
G 2 ity
P ((577) —I—T2) 2

L

o dr v
S C4ET) m S CsET),
p

elde edilir. Burada c5, € ve 1 ’dan bagimsizdir. Tiim bu tahminler bir araya getirilirse,

|(Pep) (2°) = ()| < i+
Ap(en) + czen + csen

ce (11 (en) +en) (3.14)

IA A IA
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oldugu goriilir. Simdi, (3.12) ve (3.14)’den
(D21%g) (2°) — ¢ («°)]

. / TIKD ()] (u (o) + en)

. / TIKD ()] (1 () e () + )

0
(burada p (€) > ae, € € (0, p) kosulu kullanilmaktadir.)

< cspe /\ KD ()] (w (n) +n)dn (3.15)

IN

IA

elde edilir. fo dn < oo kosulu ve Lemma 3.2 (ii)’den

1+2

/0 KD ()] w () di
:/0 |Ké)(n)\w(n)dn+/loo\f(&l) ()] (n) di

l
> w(n) 2 )
< — (1 K d
_09+/1 1+772( +0?) |[KY (n)] dn

(n — oo icin KU (n) = O (n*'~") asimptotu ve [ > « + 1 kosulu kullanilirsa)

> w(n)
§09+010/ dn = cpp < 00
o 1+7?

bulunur. Diger yandan, yine, KY (n) =0 (n*1) , (n = o0) ve | > a+ 1 kosullar goz
Oniine alinirsa

[e%e) 1 ')
/0 |KP ()| ndn = /OIKS)(H)!??d?H/1 |K ()] mdn

c12 + / {KS) (77)’ ndn
1

< 3,

IN

elde edilir. Tiim bu tahminler (3.15))’de kullanilirsa, £ — 07 igin
(D21%9) (2°) — ¢ (2°)] < cp(e)

elde edilir. Burada c katsayisi, ’dan bagimsizdir.
Bu ise, 1) kisminin ispatin1 tamamlar.

ii). kismun ispati, i)’nin ispatina indirgenerek gosterilebilir. Gergekten, ((3.2)) for-
miilii ve Lemma [3.2] (i) kullanilarak

|(D277¢) (27) = @ («")]
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(Meyp) (2°) dn — ¢ (2°)

Meyp) (2°) dn — /K dn‘
/0 |ED ()] | (Meyp) (2°) = 0 (2°) | dn (3.16)

yazilabilir. Ayrica, V¢ > 0 igin [5, m (y;t) dy = e~" oldugundan (bakimz: (2.8)),

IA

(Mzyep) (2°) — ¢ (2°)

= [ men e —y) —e@)]dy— (1 =) e ("),

elde edilir ve buradan

|(Meyp) (27) = ()]

< [ muen e —y) = @)+ (= e )] G

bulunur. Lemma[2.3]ve (1 — ") < en tahmini (3.17)) esitsizliginde uygulanirsa,

|(Mzye) (2°) — 0 (2°)] < @ {/np(y;an)lw(l’o—y)—w(wo)lderan

B-14)
< e (p(en) +en)

elde edilir. Yukarida kullanilan

/np(y;en) lo (2% —y) — ¢ (2°)| dy

ifadesinin tahmini, ispatin i). kisminda elde edilmistir; (bakiniz: (3.14)). Elde edilen so-
nuncu tahmin (3.16))’da kullanilirsa,

(©27%9) (1) — ¢ (2%)| < 4 / T1ED ()] (u (em) + en) dy

bulunur. Ispatin geri kalan boliimii, i) kisminin son kismiyla aynidir. ((3.15]) formiiliine
bakiniz).

Sonug olarak, ¢ — 0" igin

|(D2T%) (2°) — ¢ (2°)| = O (u(e))

elde edilir. Boylece, teoremin ispati tamamlanir. [
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Son olarak, bu teoremin iki sonucu verilecektir.

Sonu¢ 3.9. u(t) = 7,0 < v < 1,t € [0,p) olsun ve 2° € R™ noktasi, ¢ € L,
fonksiyonunun bir u-piiriizsiizliik noktast olsun. O zaman, ¢ — 07 i¢in

|(D21%0) (2°) — ¢ (2°)| = O (e7),

|(D2T%9) (2°) — ¢ (2°)| = O (")
saglanr.

Sonu¢ 3.10. 1 (t) = ¢7 |logt|’,0 < v < 1, 8 € (0,00),t € (0,p) olsun ve z° € R"
noktast, p € L, fonksiyonunun bir ji-piiriizsiizliik noktast olsun. O zaman, ¢ — 07 icin

[(D21°g) (2°) = @ ()| = O (=7 flogel”)

}(@?J"‘gp) (:co) — (xo)‘ =0 (67 ]loga]ﬁ>

olur.

3.2. Cesitli Yarigruplar Dogurdugu Kesikli Hipersingiiler Integral Ailelerinin L,
Metriginde Yakinsama Hizlarin Incelenmesi

Bu boliimde, klasik Riesz potansiyelleri icin kurulan, Poisson yarigrubunun do-
gurdugu kesikli hipersingiiler integraller ailesi ve klasik Bessel potansiyelleri icin ku-
rulan, metaharmonik yarigrubun dogurdugu kesikli hipersingiiler integraller ailesinin L,
uzaymin normundaki yakinsama hizlari, potansiyellerin etki ettigi fonksiyonlarin L,, an-
laminda piirtizsiizliik gostergesi goz oniinde bulundurularak incelenmistir. Yine, benzer
sekilde, klasik Riesz potansiyelleri i¢in kurulan, Gauss-Weierstrass yarigrubunun dogur-
dugu kesikli hipersingiiler integral ailesi ve klasik Bessel potansiyelleri i¢in kurulan, mo-
difiye edilmis Gauss-Weierstrass yarigrubunun dogurdugu kesikli hipersingiiler integral
ailesi i¢in L,, uzaymin normunda benzer sonuglar elde edilmistir.

Bu boliimde sik¢a kullanilacak olan, Poisson yarigrubunun dogurdugu (D¢ f) (x),
metaharmonik yarigrubun dogurdugu (D¢ f) (x), Gauss-Weierstrass yarigrubunun dogur-
dugu (D¢ f) (z) ve modifiye edilmis Gauss-Weierstrass yarigrubunun dogurdugu
(D2 f) (x) “kesikli integralleri”, sirasiyla, (2.13), (2.16), (2.17) ve (2.18))’de ifade edil-
misti. Ayrica, klasik Riesz potansiyelleri icin Abel-Poisson yarigrubu yardimiyla kurulan
(D2I%p) (x) ve klasik Bessel potansiyelleri icin metaharmonik yarigrup yardimiyla ku-
rulan (D2J%p) (z) kesikli hipersingiiler integral aileleri Lemma 3.1]de ifade edilmisti.

Benzer sekilde, Gauss-Weierstrass yarigrubu yardimiyla kurulan (D%7%p) (x) ve
modifiye edilmis Gauss-Weierstrass yarigrubu yardimiyla kurulan (D% J%yp) () integral
aileleri asagidaki lemmada ifade edilmistir.
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Lemma 3.11. (Rubin|1987,|1996)

(@) p € L,(R"), (1 <p<oo)vel < < 2 olsun. Bu durumda, her e > 0 ve
hhh z € R" icin,

—~

(DET*p) (2) = / T KO () (U) (s m) iy (3.18)

[N]1e)

(b) p e L, R"),(1 <p<oo)vel < a < oo olsun. Bu durumda, her ¢ > 0 ve
hhh z € R" icin,

©20%) (@) = [ K 1) W) () (319

esitlikleri saglanmir. Burada, K (gl) (n) fonksiyonu soyle tanimlanir:
2

K () = [F (1 + 9) X, (9)} Al [ni] . (3.20)

2 2
Ayrica, (2.14) den,

l
o I a a a a > 0ise
l 2 _ _ k — 2 2 g ’
A" [m] = E (k) (=1)"(n—k)} vea? { 0, a<0ise }
dir.

Not 3.12. Yukaridaki lemmada tanmimlanan K (gl) (n) fonksiyonunun asimptotik davranigt
2

ve onemli dzellikleri, daha once Lemma 3.2]' de ifade edilmisti.

Asagidaki tanim ve ardindan gelen lemmalar, tezin bu kisminda 6nemli role sa-
hiptir.

Tamim 3.13. p € (0, 1) sabitlenmis bir parametre ve 1 (1), (0 < r < p) fonksiyonu, [0, p]
araliginda siirekli, (0, p]’da pozitif ve i (0) = 0 olsun.

Birp € L, (R"), (1 < p < o) fonksiyonu

1
M, =M, (¢) = sup

) =0l d 3.21
o<r<p7””u(r)/$|gru(p( z) 90()pr<oo (3.21)

kosulunu sagliyorsa, bu fonksiyon L,-anlaminda “u-piiriizsiizliik™ 6zelligine sahiptir de-
nir.

(Burada, bilindigi iizere, |z| = (2% + ... + xi)% ve dv = dx;...dx, dir).
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Sonug 3.14. p fonksiyonu, Tamum 3.13|de tanumlandigr gibi olsun ve i, fonksiyonu da
¢ € L,(R™) fonksiyonunun L,—siireklilik modulii olsun, yani,

fp (r) =sup flo (- —z) =0 (), (lz] =2t 4+ +22).

|z|<r

olsun. Buradan, i, (r) < u(r), (0 < r < p) saglamrsa, ¢ € L,(R") fonksiyonu icin
(3.21)) 'deki M, ifadesinin sonlu oldugu agiktur.

Not 3.15. Bundan sonra, bir a > 0 sayust icin ju (t) > at, (0 <t < p) ve p < t < o0 igin
w(t) = p(p) kabul edilecektir.

Ayrica, p siireklilik modulii ise, X > 0 icin p(At) < (A4 1) p(t) esitsizliginin
saglandig iyi bilinmektedir (Devore ve Lorentz 1993).

Asagidaki lemmanin, Lemma [3.5[ten 6nemli farki, integral altinda L,-normu kul-
lanilmasidir.

Lemma 3.16. Bir p € L, (R"), (1 < p < 00) fonksiyonu L,—anlaninda p-piiriizsiizliik
ozelligine sahip olsun. Ayrica, 1 (r) , (0 < r < p) fonksiyonu [0, p| araliginda azalan, ne-

gatif olmayan ve siirekli diferensiyellenebilir olsun ve M, (3.21) de tammlandig gibi
olsun. Bu durumda,

[ lett=a) = p @), 0 (ol ds
lz|<p
P
< Moo+ [ ) ) 622)
0
esitsizligi saglanr.
Okuyucuya kolaylik saglamak icin bu lemmanin kisa ispat1 verilecektir.

Ispat. g(z) = ll¢(t =) — ¢ @), ver =|z], 6 € S™=Licin = rf olsun. O zaman
[ et=0) s, vlehds= [ g

jal<p
_ /0 "l () ( /w 900y (9)) dr

olur.

A(r) = /w:lg(rﬁ) do (0) ve (1) :/0 A(t) " dt
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fonksiyonlar1 tanimlanirsa,

I = /Op@b(r)/\(r)rn_ldr:/Op@/)(r)dQ(r)
¥ (r) Q2

elde edilir. M, niin ((3.21])’deki tanim1 kullanilirsa,

Q@) = /OTMt)t"-ldt:/K g(x)dx=/|< lo(t - 2) — ()] da
< ()M, 7 *

bulunur. Boylece,

p
F< Mo+ [ e - o]
0
esitsizligi elde edilir. O
Sonug 3.17. 1 (), (0 <r < p < 1) fonksiyonu [0, p| araliginda siirekli, (0, p|’da pozitif
ve 11 (0) = 0 olsun. Ayrica, bir a > 0 sayistigin p (t) > at, (0 <t < p) ve u(t) = p(p),

(p <t < o0)olsun. Eger

w (t)
1+ ¢2

dt < oo, (e € (0,p),t € (0,00))

pEt) < ulee e [

kosulunu saglayan bir w (t) > 0 lokal sinirly fonksiyonu varsa, bu durumda ¢ € (0, p)
parametresine bagli olmayan bir A > 0 sayist igin

/ el =a) Ol p(r32)de < Au(e) Ve € 0.) (3.23)

esitsizligi saglanr.

Yukaridaki Sonug [3.17] nin ispat1, Sonug [3.7]deki gibi yapilir.

Sonu¢ 3.18. Bir ¢ fonksiyonu L, anlaminda p—piiriizsiizliik ozelligine sahip olsun ve
W (x;€) de € > 0 parametresine bagl Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi olsun(bakiniz: (2.9)):
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Bu durumda, her € € (0, p) icin
[ et =) = o 0, W (rz6) o < en (19 (324)
z|<p

esitsizligi saglanmir. Burada c¢ > 0 sayisi, € parametresine bagl degildir.

: no 2
Ispat. (3.22)’de ¢(|z|) = W(x;¢e) yazilsin. ¢ (r) = (4mwe)” 2 e~ % oldugundan, basit
hesaplamalar sonucunda

2
_¢/ (T) = 6171571*%67275; = 2*(n+1)ﬂ_7%

elde edilir. (—v. (r)) degeri ([3.22))’de yerine yazilirsa, p < 1 igin

/|< o (t =) = Qo(t)pr(‘HTDd:U

n o p . 2
<M, [p"p(p) (dme) "2 e™ % _|_/ ™y () e 5 e dr]
0

P 2 02
<Myt {/ " (r)e = dr + 66_4E:|
0
elde edilir. r = /et degisken degistirmesi yapilirsa,
[ et =) =@l (el ds
z|<p

7 2 2
< [/ft”“u (Vet) e4dt+6e4s] (3.25)
0

bulunur. p (v/et) < (1 +t) p (1/2) esitsizliginden,

P

/oﬁ " (Vet) e‘ﬁdt < p (Ve) /OO "t (1 + 1) e_%dt < cap (VE)

0

oldugu goriiliir. Diger yandan,

2
ee*%geg\/é

oldugu da kullanilirsa,
/| i (£ = 2) = 9 O, ¥ (1al) d < e5 (1 (VE) + VE)
z|<p

bulunur. p (t) > at, (0 <t < p, a > 0) kosulundan, (i (1/€) + /&) < cpt (1/2) saglamir
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ve istenen sonug
[ o= o0l W ey o < e ()
z|<p

elde edilir. n

Simdi, yukarida verilen bilgilerden yararlanilarak, tez ¢alismasinin bu kisminin
ana sonugclari ifade edilecektir.

Teorem 3.19. 1 (r), (0 < r < c0) fonksiyonu Sonug [3.17nin tiim kosullarini saglasin.
Ayrica, ¢ € L, (R™), (1 < p < 00) fonksiyonu L,—anlanunda p-piiriizsiizliik ozelligine
sahip olsun, yani (3.21)) 'deki kosul saglansin. D ve D% operatirleri (2.15)) — (2.16)) 'da

tammlandigr gibi olsun ve | € N parametresi | > o + 1 kosulunu saglasin. Bu durumda,
e — 0% icin

i) IDET%0 = oll, = O (u(e)), (3.26)

i) [|92% = oll, = O (n(e)) (3.27)

saglamir. Burada, I® ¢, (O <a< %) ve J%, (0 < o < 00) , strasiyla, ¢ € L, (R") fonk-

siyonunun Riesz ve Bessel potansiyelleridir.

Ozel olarak, (3.26) — (3.27)) 'deki bagintilar
ple)=e, (0<vy<1)veu(e)=c"llogel’, (0<~<1, Be(0,x))
icin saglamr.

Ispat. i) (3.1) formiilii, Lemma (i) ve Minkowski esitsizligi kullanilarak:

IDerg — g, = / T KO () (Poy) (@) d — p (2)

p

= | [ m0 o) Page @y = [T D ) )

p

_ / T KO () (Pay) (1) — 0 ()

p

IA

/ |ED ()] | Py — I, dn (3.28)
0
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elde edilir. Ayrica, Vn > 0 icin fRn p (y;m) dy = 1 6zelligi kullanilirsa (bakiniz: )

1Pe =l = || [ pwemet-ydy-p)

p

_ /Rp<y;5n>¢<t—y>dy—/nmy;an)w(t)dy

p

| plmemlet—n -l
< [ pwenlet=n-pOl,d

= /|< pwemlle—y) —e(ll,dy

p

" /|y|>pp (iem lle (- —y) =@ O, dy
= i1 (e)+iz(c).

olur. (3.23)den i; (¢) < Ap (en) elde edilir. (Burada A sayisi, € ve 17" ya bagli degildir).

Diger yandan,
. €1
2@ < 2lel, [ pendy D 2pel,o —rdy
ly|>p ly|>p ((67])2 + ]y\z) 2
Kutupsal koordinatlara gecilirse
y=10, p<r<oo, &S dy=r""tdrdo (0)

0 ,rnfl
= 01577/ ; o dr
p ((57}) +r2) 2

o] rn 1
< clen/ ranr:can,
p

elde edilir. Burada, co = ¢, (p; n) katsayisi, € ve 1) "ya bagh degildir. Boylece

Ap(en) + coen

1 Peye —¢ll, <
< c3(p(en) +en)

elde edilir ve buradan,

(13.28) o0
1D 1% — g, < cs / KO ()] (1 (en) + en) dn
0

(Sonug [3.17]deki kosul kullanilirsa)

< o / TIKD ()] () w () + em) iy
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oldugu goriiliir. p (¢) > ae, € € (0, p) kosulu kullanilirsa

1D — o], < cap () / TIEO ()] @ () + )

olur.

> w(n)
d
/0 oy < o0

kosulu ve Lemma [3.2](ii)’den
| 1K o)
0

_ /0,ng(m\w(n)dm/f\Kg”(n)lw(n)dn

= oF /100 1w+<nn)2 (L+7°) [KS ()| dn

n — ooicin K (n) = O (=) asimptotigi ve
[ > a + 1 kosulu kullanilirsa

N

= w(n)
< 65—1—06/ dn = c; < 00
147

elde edilir. Diger yandan,
o0 1 00
/ | K ()| ndn = /IK&Z)(n)Indn+/ [ K& ()| ndn
0 0 1

< e +/ |KD ()| ndn < co,
1

olur. (Burada, n — oo i¢in K () = O (n°~'=1) asimptotigi ve I > o + 1 kosulu
kullanilmagtir).

Tiim bu tahminlerin sonucunda,
IDZT% — ¢l|, < cule), e =07

elde edilir. Burada c sayisi, € parametresinden bagimsizdir.
Boylece, 1)’nin ispati tamamlanmis olur.

ii) (3.2) formiilii, Lemma 3.2] (i) ve Minkowski esitsizligi kullanilarak,

(027 — g, = ]

/ KO () (Moyp) dn — ¢
0

p
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‘ p

< / KD ()] [|Mayip — @, d.

/ KO () (Meyp) dn — / KO () gdn
0 0

p

/ KO () (Meyp — ¢) dn
0

elde edilir. Simdi, V¢ > 0 i¢in fR" m (y;t) dy = e~ " dzelligi kullanilirsa (bakiniz: ),

ManSO (t) - (t)

= m(y;en) o (t —y)dy — ¢ (t)

= m (yien) ¢ (t—y)dy — L (yien) ¢ (t) dy — (1 —e™=") ¢ (t)
= /.m (e [p(t—y) —@ )] dy — (1 —e™") (1)

olur ve buradan

[ Meyep () — & (D),

- ‘ m(y;en) [p (t—y) — @ (O] dy — (1— ") @ (1)

RTL
< L menlelt—y) = e Ol,dy+ (=) e @, (3.29)

elde edilir. Lemma[2.3]den, y ve ¢ ye bagli olmayan bir ¢; > 0 sayisi i¢in
0<m(y;t) <crp(y:t)

esitsizliginin saglandig1 bilinmektedir.
Bu ve (1 — e=*") < e esitsizligi (3.29)da kullanilirsa,

[ Menep () — & (D],

o [ penlelt=) - o, dy+enllo 0l

IN

< a|[ penlea—n) -0l d+ e

oldugu goriiliir. $imdi, 0 < p < 1 olmak lizere,

/np(y;w) o (t—y) =@, dy

31



BULGULAR VE TARTISMA Selim COBANOGLU

= / pyien) e (t—y) —e @O, dy
lyl<p
+ [ penlett-) - e,
ly|>p
= i1(e)+i2(e).
denilsin. Sonug ye gore i1 (¢) < Ap(en) olur. (Burada A sayisi, € ve n’ya bagh
degildir). Diger yandan, bu teoremin i). kisminin ispatindaki i, (¢) ifadesi ile buradaki

iz (¢) ifadesi aym1 oldugundan

is (g) < c3em

tahmini elde edilir. Burada, ¢35 = c3 (p; n) katsayisi, € ve 17°ya bagh degildir. Boylece,

/n p(yien) lle t—y) — e @), dy < Ap(en) + csen
olur ve buradan,

[Menp — |, < 2 [Ap (en) + csen + en]
elde edilir. Sonucta,

D2 —¢ll, < e /OOO |KS ()] (1 (en) +en) dn

o / T1ED ()] (1 () w () + em)

(1 () > ae, e € (0, p) kosulu kullanilirsa)

e / KD ()] (w () + ) iy

IA

oldugu goriiliir. Ispatin bundan sonraki kismu, i) kisminin ispatinin sonundaki gibi yapilir:

/ “(”)an<oo
0

kosulu ve Lemma [3.2] (ii) 6zelligi kullanilirsa,

/OO|K(” )| w () dn
= /!K’ dn+/ |K ()] w (n) dn

w (1)
< C6+C7/ dn = cg < 00
1 1+7n?
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elde edilir. Diger yandan,  — oo i¢in K (n) = O(n®~'=1) asimptotigi ve [ > a + 1
kosulu goz Oniine alinirsa,

0 1 ')
/0 K (n)\ndnz/o K (n)!ndn+/ |K ()] ndn < e
1

bulunur.
Boylece istenen sonug elde edilmis olur:
DT —oll, < cu(e), e — 0"
(Burada c, € ’dan bagimsizdir). OJ

Teorem 3.20. ¢ € L, (R"), (1 < p < 00) fonksiyonu L,-anlanunda ji-piiriizsiizliik ézel-
ligine sahip olsun, yani kosulu saglansin. Ayrica, i (1) fonksiyonu, @ nin bir a > 0
icin p(r) > ar, (0 <r < p) kosulunu saglayan L,-siireklilik modulii olsun. D¢ ve D%
operatorleri de — (12.18)) 'de tanumlandigu gibi olsun ve | € N parametresil > 5 +1
kosulunu saglasin.Bu durumda ¢ — 0" icin

(a) D210 —oll, = O (u(Ve)), (3.30)
(b) DT —¢ll, = O (u(Ve)) (3.31)

saglanir.

Ispat. (a) (3-18) formiilii, Lemma[3.2](i) ve Minkowski esitsizligi kullanilirsa:

ID21% — ], = / KO () (Ug) (- en) dn — o ()

:/K

[ K Wo e = o) an

m\g/‘\

p

) (Ue) (+,en) dn — / K(” () () dn

N‘QA

p

p

= /OOo \K%’ (77)‘ 1(Ue) (-.en) — ¢ (), dn (3.32)

elde edilir. Ayrica, Gauss-Weierstrass cekirdeginin integrali fRn W (y;t) dy = 1 oldugun-
dan,

IU®) (- en) = O,

z‘ RnW(y;én)w(t—y)dy—w(t)
.

p

Wiyen) et —y)dy— [ W(y;en) e (t)dy

R™ R™
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< | Wyen)llet—y) —e@®l,dy

Rn

=/ W (yien) lly (t —y) — ¢ ()], dy

+ Wysen) lle (t—y) — ¢ ()]l dy

ly|>p

=iy (2n) + iz (en) (3.33)

Wiy;en) e (t —y) — @ ()] dy

R

p

olur. Simdi, sirasiyla, i; (¢7) ve iy (en) ifadelerinin tahminleri elde edilecektir.

(3.24)°den, i1(en) < cipu(y/27) oldugu goriiliir.

Diger yandan, n-boyutlu birim kiirenin, yani, S"'’in, yiizey elemam do(6) ile
gosterilirse,

iy (en) = ’ W (y;en) lle (t —y) — @ (Bl dy

< 2|lell, W (y; en) dy
lyl>p
E9) o _w?
D2gll, [ (amenyE e Hay, (1> 0)
ly|>p
y=10,p<r<oofec S
dy = r"drdo (0) degisken degistirmesi yapilirsa

x 1 ’r2
r" e Aendr
P

o 2 e 2 2
= 02/ t"le P dt = 02/ t"leTe 2 dt

_P
2./en 2./en
2

< cge” Ben,

3

= c1(en)

elde edilir. Amacimiz, i5 (en) < cen seklinde bir esitsizlik elde etmektir. Bunun i¢in, 6nce

inf (Te%> =ed

>0

oldugu gosterilecektir. f (1) = re? denilirse, f’ (0) = 0 olur. Gergekten;
(7= (ref) = —ret D — ot o2l
fi(r) (7’6 er —TeT 5 =er —ero

oldugundan f’ (§) = 0’dir. Boylece 7 = ¢ kritik noktadir. Bu noktanin maksimum ya da
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minimum noktasi oldugunu belirlemek icin ikinci tiirev alinirsa

" s 50\ s J 507 56
o= (i) () - ()

507

= er —

73

elde edilir. Buradan 7 = ¢ i¢in f” (§) > 0 olur. Yani, 7 = ¢ noktast minimum noktasidur.
Boylece,

inf <T€g> =ed
>0
esitligi elde edilmis olur. Bu esitlik g6z oniinde bulundurularak, 0 < 7 < oo i¢in

5
Ter > ed

esitsizligi yazilabilir ve buradan da

RIS

—& . 1
e —T
T el
saglanir. Boylece,

iz (1) < cagn
tahmini elde edilir. Burada, c, sayisi, € ve n "ya baglh degildir. Buradan,

(U9 (rem) =9 O, 2 eapt (aT)) + caen (3.34)

oldugu goriiliir ve boylece,

o
e =, = [ KY )] (o (VB + cacm
(p(vEn) < (1+ /) (Ve) esitsizligi kullamlirsa )
<en(VE) [ |k 0|+ v+ 1)y (335)
0

olur. Son olarak, [ > 5 + 1 kogulu kullanilirsa ve K (f ) (n) fonksiyonunun 1 — oo i¢in
2

asimptotik davranigi gz Siinde bulundurulursa (bakiniz: Lemma [3.2] (ii)), (3.35)’in sag
tarafindaki integral yakinsak olur. Buradan da, ¢ — 07 i¢in

DI — ¢, = O (1 (VE))

sonucu elde edilir. Bdylece, (a) kisminin ispati tamamlanmais olur.
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(b) (3.31))’in ispat1 icin de benzer yol izlenecektir.

Yine, (3.19) formiilii, Lemma [3.2](i) ve Minkowski esitsizligi kullanilirsa:

DT —¢ll, = ) (Unp) (- en)dn — ¢ ()

M‘QA

p

D (1) (Une) (- em) di — /K 0o () d

—~

N]1)

p

K
K
K

(Unrp) (-rem) — ¢ (+)) dn

w‘gm

p

\ |Ua) (-en) = & ()], (3.36)

M‘Q/—\

elde edilir. Buradan,
1@9) Cem) =0 Oll, B [l U) (em) — 0 O]
|l (U) (oem) = 0 () — (Ug)(em) + (U) (),

(L =e"NUe)en)llp + [(Ue)(56m) — o)l
11 + 12

A

olur. 7’1 tahmin etmek i¢in asagidaki 6zellikler kullanilacaktir:

E10)
(L—e) <enve [[(Up)enll, < lel,-

Bu 6zellikler goz oniine alinirsa, ¢; < cien olur.

= [[(Ug)(-;en) — () I,

nin tahmini i¢in de (3.34)) esitsizligine bakilirsa,

i < ot (V/EN)) + czem

oldugu gortiliir ve boylece,

o 70 B3 >
s =l "< [ K )] (cren + can (VBT + cxem) d
0
(1 (vEm) < (1 + /) (Ve) esitsizligi kullamlirsa)
< can (v7) / ‘K(%l) (77)‘ (n+ /7 + 1) dn. (3.37)
0
olur. Son olarak, yine (a) kisminin ispatinin son kismina benzer gekilde, [ > 5 + 1 kosulu

kullanilirsa ve K (gl ) (n) fonksiyonunun 1 — oo i¢in asimptotik davranigi g6z diinde bulun-
2
durulursa (Lemma [3.2] (ii)), (3.37) nin sag tarafindaki integral yakinsak olur ve buradan
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da, e — 0" icin

ID2T% — ¢l = O (1 (V2))
sonucu elde edilir. Boylece, (b) kisminin ispat1 da tamamlanmais olur. [

Not 3.21. Daha once, \Aliev ve Shafiev (1992) ve Shafiev| (2000) ¢calismalarinda bu teore-
min ¢ok ozel bir hali olan i (¢) = £°, (0 < B < 1) durumu incelenmistir.

3.3. Laplace-Bessel Diferansiyel Operatoriiniin Dogurdugu Riesz Potansiyellerinin
Yaklasik Terslerinin Noktasal Yakinsama Hizlarimin Incelenmesi

Bu boliimde, Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu Riesz potan-
siyellerinin terslerini bulmak icin olusturulan kesikli hipersingiiler integral operatorlerin
yakinsama hizlar incelenecektir. Bunun i¢in, oncelikle gerekli bilgi ve kavramlar taniti-
lacaktir.

RY = {z |z = (z1,%2, ..., Tn—1, Tn) € R", 2, > 0} olmak iizere, S (Rﬁ) ile, x,,
degiskenine gore ¢ift olan Schwartz test fonksiyonlarinin R "ya kisitlanig1 gosterilsin.

Bu uzayin, v > 0 bir sabit olmak iizere,

171, = ( | !f(fc)|”:vi”dfc> (1<p<o0)

+
normuna gore kapamsi L,,, = L, (R77) ile gdsterilsin.
Burada, dx = dz;...dx,,_dx,, dir.

d? 2 d

B =-—+2
et A

,(0<t <o)

singiiler Bessel diferensiyel operatorii olmak iizere, Laplace-Bessel diferensiyel operatorii
sOyle tanimlanir:

Ik n — 1 degiskene gore klasik (Euclid) kaymasi (6telemesi) ve n. degiskene gore
de yukaridaki Bessel diferensiyel operatorii ile iligskilendirilen Bessel kaymasinin bileg-
kesinden ortaya ¢ikan ve genellesmis kayma olarak adlandirilacak kayma operatorii sdyle
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tanimlanir:

D(v+d) fm
T (z) = H(V—;(QR) / © <x’ — s /22 — 22,y cos a + y%) sin? ! ada
1% 5 0

(Burada, I, Euler’in Gamma fonksiyonu olup, 2’ = (x1, ..., z,,_1 ) dir.)

Bu kaymaya uygun genellesmis girisim (konvolusyon) sdyle tanimlanir:

<w*wxm:=/ o (€) T () €2 de

n

+

Marcinkiewicz interpolasyon teoremi kullanilarak, bu girisim i¢in Young esitsiz-
liginin benzeri:

1 1 1
%l < el I, (1< prar Soois 2= 24 1)

kanitlanabilir.

Yukarida tanimlanmig olan girisim iglemini, noktasal carpma islemine doniistiiren
Fourier-Bessel doniisiimii s0yle tanimlanir:

(Fue) (y) = /n @ () €_i$l'y/j,,_% (L) 22 d.

+

Ters Fourier-Bessel doniislimii ise

(F;lgo) (y) = e (n) (Fue) (_y/S Yn)

ile tanimlanir. Burada, ¢ € Ly, (R’}r) Ly =y 1Y VE

¢, (n) = {(Qﬂ)nl 92v—172 (1/ N %)} -1

olup, js (t) (t > 0,5 > —%) normallestirilmis Bessel fonksiyonudur:

2T (p+1) Js (1)
ts ’

Js ()
burada J; (t) , Ltip Bessel fonksiyonudur.

Klasik halde oldugu gibi, Fourier-Bessel Harmonik Analizinde de ¢, € Ly, (R")
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i¢cin

E, (px9)=F,(p).F, ()
esitligi saglanir.

Fourier-Bessel Harmonik Analizinin temel kavramlar ile daha ayrintili bilgiler
Kipriyanov, (1967) makalesinde bulunabilir. (Ilave olarak, |Gadjiev ve Aliev| (1988) ve
Aliev ve Bayrakci (1998) makalelerine bakilabilir.)

Yukarida tanimlanan Laplace-Bessel diferensiyel operatoriiniin negatif kesirsel
kuvvetleri olarak yorumlanan ve Fourier-Bessel doniisiimii dilinde

Iof=F (¢ E.f), (feS(Ri),0<a<n+2u; €| = \/§§+...+§i)

ile tanimlanan genellesmis Riesz potansiyelleri, Bessel girisimi olarak asagidaki sekilde
yazilabilir (Gadjiev ve Aliev 1988, Aliev ve Bayrakci 1998, Aliev ve Rubin 2005):

« . 1 a—n—2v vy v
U@ =y [ W Wiy

Burada,

9017 5 T(3)1(v+3)

P)/n,zz (Oé) - n+2v—a
L (=5=)

(0<a<n+2v)

dir. Bu Riesz potansiyeli operatoriiniin,

n+ 2v 1 1 «
ve — — — =
p q n+2v

l<p<

olmak tizere, L, ’den L, ’ye simrl operator oldugu ve

] I«
g n+2v

olmak iizere, (1, ¢)-zayif tipli oldugu bilinmektedir. Bu, Hardy-Littlewood-Sobolev teore-
minin genellesmis Riesz potansiyeli i¢in bilinen versiyonudur (Gadjiev ve Aliev|1988)).

e tel, (t >0,z € Rﬁ) fonksiyonunun ters Fourier-Bessel dontisiimii p, (y;t) ile
gosterilsin (Aliev ve Bayrakci 1998 |Aliev ve Rubin/2005) :

r ( n+221/+1 ) ¢
nt2v+1 )

P57 (ypP+e)

P ) = B () () = =
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py (y;t) fonksiyonuna genellesmis (modifiye edilmis) Poisson ¢ekirdegi denir.

f fonksiyonu ile p, (y;t) nin genellesmis girisimi V; f (z) ile gosterilsin:

Vif (x) = / P (y:1) TV () y2'dy, (t > 0)

n
Vif (x) fonksiyonuna, f fonksiyonunun genellesmis Poisson integrali denir.

Genellesmis Poisson ¢ekirdegi p, (y; t) ve genellesmis Poisson integrali V; f (z)’e
ait onemli Ozellikler asagidaki lemmada verilmistir.

Lemma 3.22. (Aliev vd 2008, Sezer ve Aliev 2010, Aliev ve Saglik 2016)
z,y € R} ve 0 <t < oo olsun. Bu durumda
i) o (M yl 5 A8) = X", [yl ;1) , (A > 0).
Ozel olarak A = 1 i¢inp, (|y|;t) = " p, (t 7" |y|; 1) olur;
ii)Vy € R ve t > 0igin p, (|y|;t) > 0’dur;
iii) Vt > 0 icin fRi v (Jy| ;1) y2dy = 1dir;

v)feLl,,1<p<ooolsun O zaman,

Vif @, < IF11,.0

v) f €L, 1<p<ooolsun. O zaman, sup |Vif (z)| < c(M,f) (z) tir
>0

Burada M, f, genellestirilmis Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonudur (Aliev
ve Bayrakci||1998, \Guliev||1998, 2003):

1

>0 ynt2v (n’ V)

/ T (4)] 52"y,
B

Burada, B} = {z:z € R?,|z| < r}vew (n;v) = fBT 2 dx dir;

vi) 1 < p < ocigin sup |Vif (z)| < ot (Al
xeRi 7

vii) f € L,, olsun. Vt,7 € (0,00) icin V; (V. f) = Vg f, (vangrup izelligi)
saglanir.

Genellesmis Riesz potansiyeli, V; f, (t > 0) operatorler ailesi kullanilarak, tek katlt

40



BULGULAR VE TARTISMA Selim COBANOGLU

bir integral yardimiyla ifade edilebilir (Aliev ve Bayrakci||1998)) :

(12 f) () = ﬁ / T f (@) dt (3.38)

(Klasik (Euclid) kaymast durumunda, bu formiil E.Stein formiilii olarak bilinir.)

Calismanin bu boliimiiniin ana sonucunu ifade etmek icin bir tanima daha ihtiyag
vardir:

Tanim 3.23. o > 0 ve ¢ > 0 olmak {iizere,

(D29) @) = o [0 [Z(—w’“ (,i)vktgm)] Y0, 6w

k=0

ifadesine g fonksiyonunun o mertebeden Balakrishnan-Rubin tipli e-kesirsel tiirevi denir.
Burada, [ > o + 1 ve

7 (a;l) = / (1- e_t)l timodt
0
normallestirici ¢carpandir.

Aliev ve Bayrakci| (1998) makalesinde, 0 < o < %ﬁ”, 1 < p < oo olmak iizere,
D¢I9 f itadesinin ¢ — O i¢in f € L,,, fonksiyonuna L, , normunda yakinsadig1 ve yine,
(D215 f) (z) ifadesinin hhh = € R”} i¢in f (z)’e yakinsadig1 ispatlanmustir.

Dogal olarak soyle bir soru ortaya cikar:

Bir o € R’} noktas1 f € L, , fonksiyonunun bir “piiriizsiizliik” noktasi ise bu
noktada, (DI f) (xo) ifadesinin f (zo)’a yakinsama hizini, “piiriizsiizliik gostergesine”
gore tahmin etmek miimkiin miidiir?

Tezin bu bolmiinde bu soruya ¢6ziim aranacaktir.

Tamim 3.24. p € (0, 1) ’de sabit tutulmusg bir parametre olmak iizere, 1 (1), (0 < r < p)
fonksiyonu [0, p] araliginda siirekli ve 1 (0) = 0 olup, bu aralikta kesin artan olsun. Eger
Bf ={z € R% | |z| < r} olmak iizere bir zo € R i¢in

1

M = —/ T — iy <
( MSO) (o) 0S<1:I§)p7’n+2ylu () - T ¢ (w0) — ¢ (0)] 2;,"dx < 00

saglanirsa, ¢ € L,,, fonksiyonu xy noktasinda “p-piiriizsiizlik™ 6zelligine sahiptir denir.

Not 3.25. Bundan sonra, bir a > 0 sabiti ve hert € |0, p| icin ju (t) > at ve hert € [p, o0)
icin p(t) = p(p) saglandigr varsayilacaknr. (Yani, 1 (t) fonksiyonu, [0, p| araligindan
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[p, 00) araligina sabit olarak devam ettirilmistir).
Simdi, calismanin bu kisminin ana sonuclar ifade edilecektir.

Teorem 3.26. D% ve I operatorleri ve ‘daki gibi tammlansin. y (1) fonksi-
yonu yukaridaki kosullart saglasin ve ek olarak, bir lokal sutnirli w (t) > 0 fonksiyonu igin
asagidakiler saglansin:

w (t)

14 t2

w(et) < p(e)w(t) ve /000 dt < oo, (Ve € (0,p) veVt € (0,00)) .

Eger vy € R noktasi, ¢ € L, , fonksiyonunun bir p-piiriizsiizliik noktast ise o halde,
e — O igin

(DEL7) (w0) — ¢ (20)| = O (1 (e))
saglanir.

Bu teoremin ispati, Bulgular-Tartisma kisminin birinci ve ikinci boliimlerindeki
ana teoremlere ait teknikler kullanilarak, benzer sekilde yapilir.

Bunun i¢in gereken teknik araglar, Lemma [3.22] nin yanisira, agsagidaki lemmalar-
dir:

Lemma 3.27. (Aliev ve Bayrakci|1998)

pelL,, (]R’fr) 0 < a< %ﬁ”, 1 < p < oo olsun. (Vip),t > 0 ailesi Lemma

3.22deki gibi tanmimlansin. Ayrica, Kc(f) (n) fonksiyonu ’deki gibi tamimlansin. Bu
takdirde, hhh x € R} icin

(D120 @) = [ KD 1) (Vo) ()
0
saglanir.
Lemma 3.28. ¢ € L,,,(1 <p < o0) olup, vy € RY noktasinda (M) (x9) < oo
saglansin, yani, p fonksiyonu x noktasinda “p-piiriizsiizliik” ozelligine sahip olsun. Ay-

rica, ¥ (1), (0 < r < p) fonksiyonu [0, p| araliginda azalan, negatif olmayan ve siirekli
diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda,

/BJ‘r 1 T%¢ (z0) — ¢ (z0)| ¥ (|2]) 22 da
< (Myup) (20) [Pnﬂuu (p) ¥ (p) + /Op 2 (r) (= (r)) dr

esitsizligi saglanr.
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Sonucg 3.29. v € (0,1) olmak iizere, 1 (t) = t7,(0 <t < p) alimrsa ve o € R, bir
¢ € Ly, fonksiyonunun bir p-piiriizsiizliik noktast ise, ¢ — 0 i¢in

(DET7 ) (o) — ¢ (20)] = O (£7)
olur.
Sonu¢3.30. 0 <y < 1,0 < B <oovel <t < polmakiizere, pu (t) = t" [log t|” alinirsa
vexy € R, bir ¢ € Ly, , fonksiyonunun bir p-piiriizsiizliik noktast ise, bu durumda ¢ — 0
icin

(D2126) (o) = (o) = O (&7 |logel”)

saglanr.
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4. SONUC

[k kismu Giris baghg altinda verilen ve bu kistm hari¢ 4 ana kistmdan olusan bu
tez calismasinin ikinci kisminda, biitiin bilimsel ¢alismalarda oldugu gibi, kaynak tara-
mas1 yapilarak, tez boyunca kullanilacak 6nemli tanim, teorem ve Ozellikler ifade edil-
mistir.

Uciincii kisim ii¢ alt boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, klasik Riesz potan-
siyellerinin terslerini bulmak icin kurulan, Poisson yarigrubunun dogurdugu ve bir ¢ > 0
parametresine baglh kesikli hipersingiiler integral ailesinin, ¢ sifira giderken noktasal yak-
lasim hizi1, potansiyel operatoriin etki ettigi fonksiyonun p-piiriizsiizliik derecesine bagl
olarak incelenmistir ve gerekli tahminler elde edilmistir. Yine bu boliimde, benzer so-
nuglar, klasik Bessel potansiyellerinin terslerini bulmak i¢in kurulan, metaharmonik ya-
rigrubunun dogurdugu ve bir ¢ > 0 parametresine baglh kesikli hipersingiiler integral
operatorler ailesi icin de elde edilmistir.

Ikinci boliimde, klasik Riesz potansiyelleri icin kurulan, Poisson yarigrubunun
dogurdugu kesikli hipersingiiler integral operatorler ailesi ve klasik Bessel potansiyelleri
icin kurulan, metaharmonik yarigrubun dogurdugu kesikli hipersingiiler integral operator-
ler ailesinin L,-uzaymin normundaki yakinsama hizlari, potansiyellerin etki ettigi fonk-
siyonlarin L, anlaminda piiriizsiizliik gostergesi goz oniinde bulundurularak incelenmig
ve istenen tahminler elde edilmistir. Yine, benzer sekilde, klasik Riesz potansiyelleri i¢in
kurulan, Gauss-Weierstrass yarigrubunun dogurdugu kesikli hipersingiiler integral ailesi
ve klasik Bessel potansiyelleri icin kurulan, modifiye edilmis Gauss-Weierstrass yarigru-
bunun dogurdugu kesikli hipersingiiler integral ailesi i¢in L,-uzayimin normunda, benzer
sonuclar elde edilmistir.

Ugiincii boliimde ise, Laplace-Bessel diferansiyel operatériiniin dogurdugu Riesz
potansiyellerinin terslerini bulmak i¢in olusturulan kesikli hipersingiiler integral operator-
lerin yakinsama hizlari, bir “piiriizsiizliik gostergesine” bagli olarak incelenmis ve birinci
ve ikinci boliimlerdeki sonuglara benzer sonuglar elde edilmistir.

Bu ¢alisma, klasik Harmonik Analizde, Laplace-Bessel Harmonik Analizinin ce-
sitli alanlarinda, Fonksiyonel Uzaylarda ve zayif tekillige sahip ¢ekirdekli integral denk-
lemler alaninda ¢alisan matematikg¢iler icin yardimci kaynak roliinii oynayabilir.

Bu tez calismasindan elde edilen sonuclarin bir kismi |Aliev ve Cobanoglu| (2014)
makalesinde yaymlanmistir, bir kismu Eryigit ve Cobanoglu (2017) makalesinde yayin-
lanmak iizere kabul edilmistir ve ¢esitli ulusal ve uluslararas: sempozyumlarda (Aliev ve
Cobanoglul2015] |Cobanoglu ve Aliev|2013}2016)) sunulmustur.
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