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Karmagik aralik aritmetigi degiskenlerin deger aldigi bolgelere gore ii¢ farkh
tirde ele alinmaktadir: dikdortgensel, dairesel ve kutupsal. Aralik aritmetigi isleminin
sonucu, islemin tiim olas1 degerlerini uc¢ olarak icermelidir. Daire ve kutupsal
aritmetiginde carpma ve bdlme optimum olarak yine bir daire veya kutupsal olarak
hesaplanabilmekteyken toplama ve ¢ikarma ic¢in bu durum séz konusu degildir. Diger
taraftan dikdortgen aritmetiginde toplama, ¢ikarma ve carpma optimum olarak bir
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temel aritmetik islemlerin tiimiinii optimal olarak ger¢eklestirmek i¢in hizli ve kesin
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ONSOZ

Aralik aritmetigi miihendislikte 6nemli ugulama alanlarina sahip bir teoridir. Bu
aritmetigin karmagsik diizlemde etkin bir sekilde uyarlanmasinin yine miihendislik
uygulamalarinin karmasik degisken igeren modellemelerinde kendisine bir yer
edinecegi On goriilebilir.

Bu ¢alismada, karmasik araliklar aritmetigi i¢in hizli ve kesin ¢éziim yontemleri
gelistirilmistir. Diger bir yandan, bu yontemler karmasik degerli dogrusal olmayan
model icin de kullanilabilir.

Doktora tezi olarak sundugum bu calisma Akdeniz Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisiic  Matematik Bolimii'nde yapilmistir. Bu ¢alismanin belirlenmesi  ve
yiirlitiilmesi esnasinda ilgi ve alakasini esirgemeyen, danigman hocam Sayin Yrd. Dog.
Dr. Giiltekin SOYLU'ya (Akdeniz Universitesi Fen Fakiiltesi) en igten tesekkiirlerimi
sunarim. Ayrica jiiri iiyelerinden Sayimn Prof. Dr. ilham ALIYEV (Akdeniz Universitesi
Fen Fakiiltesi) ve Sayin Prof. Dr. Gabil ADILOV'a (Akdeniz Universitesi Egitim
Fakiiltesi) katkilarindan dolay1 tesekkiir ederim. Bununla birlikte bu uzun ve zorlu
stirecte manevi destekleri ile yanimda olan aileme ve arkadaslarima sonsuz tesekkiirler
ederim.
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GIRIS Edrees ALWAHAB BAKR

1. GIRIS

Aralik aritmetigi (aralik matematik, aralik analiz ve aralik hesaplamasi olarak da
bilinir) kompakt aralik kiimeleri {izerinde tanimlanan bir aritmetiktir. Aralik aritmetigi
formu ilk kez 1924 ve 1931'de (Burkill 1924; Young 1931), daha sonra (Dwyer 1951;
Sunaga 1958) ele alindi. Aralik aritmetiginin modern gelisimi Moore'un tezi (Moore
1962) ve aralik Analiz kitabiyla (Moore 1966) basladi. Bunu, aralik analizi ile ilgili bir
dizi konferans ve eslik eden tartigmalar takip etti (Nickel 1975, 1980, 1985). Konuyla
ilgili bir kag 6nemli kitap olarak (Alefeld ve Herzberger 1983; Ratschek ve Rokne
1984; Kearfott ve Kreinovich 2013) ve bibliyografi olarak (Garloff ve Schwierz 1980,
Garloff 1985, 1987) ornek gosterilebilir. Aralik aritmetigi ve ilgili teknikler artik
Reliable Computing isimli 6zel bir dergiye ve zengin bilgi ve baglantilar igeren merkezi
bir web sitesine (Kreinovich vd 2002) sahiptir. Son zamanlarda, aralik aritmetigi ve
aralik analizi konusunda bir dizi uygulama alaninda gittikge artan bir ilgi vardir,
Ornegin, 1s1n izlemesi igin gii¢lii kok bulucular (Barth vd 1994; Mitchell 1990), kati
modelleme igin alan1 numaralandirma (Duff 1992; Mudur ve Koparkar 1984; Snyder
1992; Suffern ve Fackerell 1991; Taubin 1994), yiizey kesisim (Gleicher ve Kass 1992),
global optimizasyon (Hansen 1979, 1980; Hansen ve Walster 2003; Ichida ve Fujii
1979; Kearfott 1992; Moore vd 1992; Ratschek ve Rokne 1988; Ratschek ve Voller
1991; Van lwaarden 1996), insaat miihendisliginde (Chen ve Ward 1992; Muhanna ve
Mullen 1999; Mullen ve Muhanna 1999; Rao ve Berke 1997), makine miihendisliginde
(Dimargonas 1995; Henderson vd 1994; Kulpa vd 1998), elektrik miihendisliginde
(Kolev 1993; Leenaerts 1990; Oppenheimer ve Michel 1988; Oppenheimer 1988;
Oppenheimer ve Michel 1988; Ratschek ve Rokne 1993), kontrol sistemleri ve robotikte
(Fangfang vd 1997; Malan vd 1997; Piazzi ve Marro 1996; Piazzi ve Visioli 1997;
1998).

Kompakt araliklarin bagimsiz nesneler olarak rolii sayisal analiz teorisinde de
son otuz yil boyunca siirekli artmistir. Cesitli matematiksel problemlerin ¢oziimlerini
dogrularken ya da ¢oziimleri kapsayan kiimeler hesaplarken ya da bu tiir problemlerin
belirli bir alanda ¢6zuminin bulunamayacagini kanitlarken aralik aritmetiginden
yararlanilmaktadir. Ayrica, bu aritmetigin, kontrollii yuvarlamalar, degisken hassasiyet,
operator asir1 yiiklenmesi veya epsilon enflasyon konularinda da etkin olarak
uygulandig1 goriilmektedir (Alefeld ve Mayer 2000).

Aralik aritmetik islemi genelde iki u¢ nokta iiretir. Bu iki deger sonugtaki
araligin alt ve iist u¢ noktalarina karsilik gelir, boylece dogru sonug kesinlikle bu
aralikta bulunur ve sonucun dogrulugu sonug araligimn genisligi ile gosterilir. Ornegin
x €[3,4]vey € [—2,1] ise,

x+y€[15]=[34]+[-21]
x-y €[-84] =[34] [-21]

saglanir

Aralik aritmetigi karmasik sayilarla hesaplamadaki belirsizlik bolgelerini
belirlemek i¢in karmasik araliklarla genisletilebilir (Boche 1966; Alefeld ve Herzberger



Edrees ALWAHAB BAKR GIRIS

1983; Petkovic ve Petkovi'c 1988). Karmasik aralik aritmetiginde ti¢ farkli aralik tlr(
vardir: dikdortgen (Boche 1966; Alefeld ve Herzberger 1983), daire (Henrici 1971) ve
kutupsal (Klatte ve Ullrich 1980). Daire ve kutupsal aritmetiginde ¢arpma ve bolme
islemlerinin sonucu yine bir daire ve kutupsal olarak optimum olarak
hesaplanabilmekteyken toplama ve ¢ikarma i¢in durum boyle degildir. Dikdortgen
aritmetiginde ise bu kez toplama, ¢ikarma ve ¢arpma optimum, ama bdlme optimum
degildir.

Bu c¢alisma kapsaminda dikdortgenler ve kutupsal Uzerindeki temel aritmetik
islemleri gerceklestirmek i¢in hizli ve kesin ¢oziim yontemleri gelistirilmistir.

Calismanin ikinci bolimiinde karmasik araliklar (dikdortgen ve kutupsal)
aritmetigi ile ilgili gerekli olan bilgiler verilmis ve bu konuyla ilgili literatiirde yer alan
calismalar incelenmistir. Uglincii bélimde, tezin materyal ve metoduyla ilgili bilgiler
verilirmistir. Dordiincii boliim iki alt kistmdan olusmaktadir. Birinci kisimda, karmasik
dikdortgen araligin bélme islemi bakimindan, bu islemi basit ve etkili bir algoritma
aracihigiyla uygulamak igin hizli ve kesin bir ydntem gelistirilmistir. Ikinci kisimda,
karmasik kutupsal aritmetigin toplama ve ¢ikarma islemlerini uygulamak icin kolay ve
etkili ~algoritmalar gelistirilmistir. Besinci  bolimde, Onerilen algoritmalarin
uygulanabilirligini gostermek i¢in, birtakim 6rnekler bu 6nerilen algoritma kullanilarak
cOziilmiis ve literatiirdeki diger algoritmalar kullanilarak bulunan c¢oziimlerle
kiyaslanarak ve tartigilarak belirtilirmistir. Son boliimde ise arastirma sonuglarinin genel
bir degerlendirmesi sunulmustur.
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2. KURAMSAL BIiLGILER VE KAYNAK TARAMALARI

2.1.  Gergel Aralik Aritmetik
Bu bélimde karmasik aralik aritmetigini insa etmek igin gerekli olan gercel
aralik aritmetigine kisa bir giris yapacagiz. Daha ayrintili bilgi su eserlerde bulunabilir:
(Moore 1966; Moore vd 2009; Kulisch 2012; Neumaier 1990; Jaulin vd 2001; Hansen
ve Walster 2003; Bargiela ve Pedrycz 2012).
R gercel sayilar kiimesi olsun. Bir [x] = [x7, x*] araligi, R'nin kapali ve baglantili bir
alt kiimesidir. Bigimsel olarak, x~ ve x* sirastyla [x] araliginin alt ve {ist sinirlart (bitim
noktalar1) olmak tizere:
[x] =[x x":={x e Rix” <x <x"}
dir.
Agik aralik Jx[, x'in igi,
Jx[=]x", x [ ={x e Rix™ <x < x*}
biciminde gosterilir.
Tum gergel araliklarin kiimesi de
I(R) ={[x]=[x",x*]:x,x" € Rx” < x*}
ile gosterilir.
Bir aralik vektor [X] = ([x41], [x2], -, [xn]) € I(R™), n aralik bilesenine [x;] =
[x7,x'] € I[(R),i = 1,2, ..., n sahiptir.

2.1.1. Aralik Ortusi

E, R'nin bos olmayan smirli bir alt kiimesi olsun E'nin aralik orttsu, LIE ile
gosterilen, E'yi iceren en kiiglk kapali araligidir, baska bir deyisle;

E = [inf(E), sup(E)].
Ornek olarak, C1{a, b}, a ve b bitim noktalartyla bir araligichr, yani (Neumaier 1990)

a < bise [1({a,b}) = [a,b],a > bise LI({a, b}) = [b,a].

Herhangi [x] = [x7, x™] € I(R) i¢in, U[x] = [x7, x"]
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2.1.2. ikili islemler
[x] =[x7,x"] € I(R) ve [y] =[y~,y"] € I(R) iki aralik olsun. [x] ve [y]

arasinda bir ikili iglem x € {+,—, -, /} soyle tammlanr:

[x] * [y] :== O{x * y:x € [x], ¥ € [y]}.

[x] ve [y]'ye uygulanan * islemi kapali bir aralik olusturunca (bolim durumunda 0 &
[v] igin) tum olasi sonuglarin kiimesini gérmek kolaydir, yani her * € {+,—, -, /}igin,

[x] *[y] == Dfx*y:x € [x],y € [y]}) = {xxy:x € [x], y € [y]}.

Bundan dolayi, [x] ve [y]min bitim noktalar1 agisindan, her aritmetik operatdrii su
kurallara gore degerlendirebiliriz (Moore vd 2009; Kulisch 2012; Neumaier 1990;
Jaulin vd 2001; Hansen ve Walster 2003; Bargiela ve Pedrycz 2012):

[x]+ [yl =[x +y"x" +y7],

+ .t

[x] -yl =[x~ -y, x" —y7],

[x] - [y] = [min(x"y~, x"y*, x7y*, x*y7), max(x"y~, x*y", x"y", x*y7)],



KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI

Edrees ALWAHAB BAKR

2.2.  Aralik Fonksiyonu

Aralik fonksiyon konusundaki tanim ve kavramlar hakkinda daha detayl1 bilgi su
eserlerde bulunabilir (Moore 1966; Jaulin vd 2001; Hansen ve Walster 2003; Neumaier
2001).

Tanim 2.1. A € I(R") ve B € I(R™) iki aralik vektor kiumesi olsun. A'dan B'ye
tanimli bir

[fl:A—B

fonksiyonuna aralik fonksiyonu denir.

Tamim 2.2. f: R" - R™ ve [f]: I(R") = I(R™) iki fonksiyon olsun. V[X] € I(R") i¢in

FAXD = X):X € [X]} < [f1(XD

oluyorsa, [f] fonksiyonuna f nin kapsama fonksiyonu denir.

Dikkat edilirse [f]([X]) her zaman bir aralik vektortdir (ya da hiper
dikdortgen), ama {f (X): X € [X]} kimesi R™'de bir dikdortgen olmak zorunda degil
(Sekil 2.1).

[F1xD)

—f([X])

Sekil 2.1. f ve [f] fonksiyonlarin agiklamalari
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Kapsama fonksiyonu i¢in belirgin bir gereklilik agagidaki gibidir:
XD =1 inf f(X), su X) 1.
F10XD = | inf, FC0. sup FCX)
Bu kosula sahip olan bir fonksiyona minimum ya da optimal denir.

Ornek 2.1. f: R* - R ve x; € [—1,2] ve x, € [3,5] olmak iizere

X2

+ sin(xq)cos(x1)

f(x,x2) =

X1+XZ

tanimlansin. Bu durumda

_ [x2] :
[fl([x4], [x2]) = Dl + (5] + sin([x1])cos([x1])
1,2],[3,5]) = 13,5] in([—1,2 1,2
[f11([-1,2],[3,5]) —m"‘sm([— ,2]) cos([-1,2])

- % +[~0.8415,1] - [-0.4161,1]

=[-0.42,3.5]
bulunur.

f fonksiyonu baska sekilde de yazilabilir

1 sin(2x;)
f2(x1,%2) = X1 + -
2141 2
X2

Bu durumda

1 sin(2[x1])
* 2

fz([xl]: [xz]) = M +1
[x2]
1

sin(2[-1,2])
mor T = [04,2]

(3.5]

bulunur.
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[f1] ve [f2] her ikiside f'nin kapsama fonksiyonlaridir. Ancak, [f>] optimaldir
cunki herhangi X = (x4, x2) € [X] = ([x4], [x2]) icin

10D = | fnt £00), sup £0O.

2.3. Dikdortgen Karmasik Arahiklar

Dikdortgen karmasik araliklar konusunda detayli bilgi ig¢in bkz. (Boche 1966;
Alefeld ve Herzberger 1983; Petkovic ve Petkovic 1988; Kulisch 2012)

Tanmm 2.3. [x] = [x7,x"] € [(R) ve [y] =[y~,y"] € I(R) iki kapali gercel aralik
olsun. Bir dikdortgen karmasik aralik Z, bir gergel aralik gifti [x] ve [y] ile sOyle
tanimlanir:

Z=[x]+ilylZ={z=x+iy:x€[x]y € [y]}

Geometrik olarak, dikdortgen karmasik aralik, karmasik diizlemde, kenarlari
koordinat eksenlerine paralel olarak bir dikdortgendir. Ornek igin Sekil 2.2'ye bakiniz.

Z=[xd+i[y]

W

Sekil 2.2. Dikdortgen aralik degerli degisken

Tiim dikdortgen karmasik araliklarin kiimesi

R(C) ={Z = [x] + i[y]: [x], [y] € I(R)},

ile gosterilir.
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2.3.1. Dikdortgen araliklarin islemleri

Tanim 2.4. Z,,Z, € R(C) ve x € {+,—, -, /} temel bir islem olsun. Bu durumda,
Zl @Zz = {Zl *Zy ' Zq € Zl;ZZ € Zz}

ve LI{Z; ® Z,}, R(C) iginde Z; ® Z,'i kapsayan en kigcuk dikddrtgen olmak lizere; Z4
ve Z, igin

Zl * Zz = I:‘{Zl @ Zz}

ile bir = ikili islemi tanimlariz.

x€{- /}ileZ; ® Z, kimesi bir karmasik aralik olmak zorunda degildir. Yani
Zy ® Z,, kenarlar eksenlere paralel olan bir dikdortgen olmayabilir. Asagidaki 6rnegi
inceleyelim.

Zy =[1,2] +i[1,2] ve Z, = [1,2] + i[1,2] olsun. Bu durumda Z; © Z, ve Z, @ Z,'den
ortaya ¢ikan kiimeler (dikdortgen olmayan) karmasik bicimlere sahipken, Z, @ Z, ve
Z1© Z, karmasik diizlemde kenarlar: eksenlere paralel olan dikdortgenler tretir. Ornek
icin Sekil 2.3'e bakilabilir.

i Z, 62z,

it T L1814,

.1 .

2T [ H—
' 2 a 2

1 ——

0 f f f —H—-—
0 1 2 3 4 a4l

B
[a

©
53

-0.5 T

+ + + |--— T
-4 -2 0 2 4 A0+

Sekil 2.3. Z; ® Z,'den ortaya ¢ikan kiimeler
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Eger Z1 = [x41] + i[y1] Ve Z, = [x2] + i[y2] verilen iki dikdortgen aralik ise,
temel aritmetik islemler asagidaki gibi tanimlanir (Boche 1966; Alefeld ve Herzberger
1983; Petkovic ve Petkovic 1988):

Toplama ve Cikarma

Z4 ve Z,'nin toplamu (farki) su sekilde verilir:

Zy + 7 := [x1] £ [x2] £ i([ya] £ [y2D).

Asagidakinin gegerli oldugunu kanitlamak kolaydir: *€ {+, =} igin

Zl *Zz = D{Zl @Zz}

=Zl®Zz.

Carpma
Z4 ve Z,'nin ¢arpimi su formiille verilir:

- — in(r—v= vyt pta— .t : +a,— oyt ar—a,— -t
X7 =min(xy Xy, X1 X3, X1 X5, X1 X3 ) + min(=y1 ¥z, =Y1 Y2, Y1 Y2, —Y1 Y2 ),

+ _ TV S L +1,= Fayt a—a— -t
= max(xy X5, X1 X3, X1 X3,X1 X3 ) + max(—=y1 ¥z, Y1 Y2, Y1 Y2,—Y1 Y2 ),

X
Yy~ =min(x;y;, X1 Y5, X Y2, x{y; ) + min(x; y1, %3 ¥1, %3 Y1, %3 Y1),
y* =max(x1y;, %1 Y7, % Y2, %1 ¥3) + max(xz yr, Xz 1, X3 y1, X3 y1 ),
olmak (zere
Zy - Zy = [xa][x2] = [yallya] + i([x4][y2] + [x2][y1D)

=[x 2"+ iy v

Yukaridaki gibi tanimlanan Z; - Z, ¢arpimi, karmasik diizlemde Z; - Z, := U{Z; ©
Z3} 2 Z1 © Z, bigimindeki dikdortgeni verir. Z; = [1,2] + i[1,2] ve Z, = [1,2] +
i[1,2]'nin verildigi 6nceki Ornegi disiinelim. Bu durumda Z; - Z, = [—3,3] + i[2,8],
Z1 ® Z, kiimesinin icerdigi en kiigiik dikdortgen olur (Sekil 2.4).
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_ 101 Z, 0z,

Sekil 2.4. Z, - Z, ile tamimlanan Z; © Z, klimesini iceren en kiicuk dikdértgendir

Bolme

Bolme su sekilde tanimlanir:

Zy — [x1][x2] + [v1][y2] l.[}’1] [x2] — [x1][y-]
Z, [x2] + [y2]? [x2]? + [y2]?

,0 & [x?]% + [y?]°.

Yukarida tanimlanan bolme, karmasik diizlemde genellikle ¢cok kaba bir dikdortgen
uretecektir. Genel olarak, ? o {Z; @ Z,}dir. Yine dnceki 6rnegi disiinelim. O
2

Zaman

Z; .
- = [0.25,4] + i[-1.5, 1.5].

2

Yine de en uygun dikddrtgen (Lohner ve Gudenberg 1985)
0{Z, @ Z,} = [0.5,2] + i[-0.618028,0.618028].

Ornek icin Sekil.2.5'e bakilabilir.

10
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Z, z, @z,

- 0{z, @ Z,}

A+

a4

Sekil 2.5. ? ile tanimlanan dikdortgen optimal degil
2

Bundan dolay1, Z; @ Z, boliminin sonucuna (kapsama anlaminda) en kigcuk
dikdortgenle yaklagiimalidir.

Dikdortgen araligin bélme islemini gelistirmek i¢in uygulanan yontemler Rokne
ve Lancaster (1971), Lohner ve Gudenberg (1985) 6rneklerinde gosterilmistir.

Rokne ve Lancaster tarafindan verilen yontem, asagidaki yaklagimi temel alir:

Zy e 1
Z, Yz,
buradaZi = inf{X: {(%):d € Z,} € X}.Yine de, bu yaklasimla hesaplanmis dikdortgen
2
genellikle en uygunu degildir (Lohner ve Gudenberg 1985).

Lohner ve Gudenberg tarafindan uygulanan yontem, bélmenin gercel ve sanal
kisimlarin1 minimum ve maksimumunu hesaplayan bir algoritmay1 temel alir. Ancak
genel olarak bu algoritma, en uygun dikdortgeni elde etmek icin 6nemli 6lclide cok
hesaplama gerektirir.

11
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2.4. Kutupsal Karmasik Arahklar

Bu boliimde kutupsal (sektor) karmagsik araliklar ele aliacaktir. Kutupsal
tizerindeki aritmetik iglemleri ilk olarak Klatte ve Ullrich (Klatte ve Ullrich 1980)
tanitmistir. Temel islemler carpma ve bolme gergel aralik aritmetigi kullanilarak
tanimlanir. Toplama ve ¢ikarma islemleri kutupsal aritmetiginde kapali olmadigindan
dolayi, Klatte ve Ullrich kutupsal aritmetigini karmagik aralik uzayindaki dikdortgen ve
daire aritmetiklere alternatif olarak ileri slirmiislerdir. Klatte ve Ullrich alti ayr
alternatif tanimlamistir; bunlarin timi sektorlerden dikdortgenlere ya da ¢emberlere
olan doniigiimler iizerine temellendirilmistir, islemler secilen bolge iizerinde calisir ve
buradan 6zgiin gosterimine doner. Aciktir ki, dikdortgen ve sektoe bigimler arasindaki
bu gidis gelisler goriintlii kiimesinin gitgide genislemesine ve optimum olmaktan uzak
kotlimser bir sonuca yol agmaktadir (Flores 1999; Candau vd 2006). Flores (Flores
1999) sektorler iizerindeki temel aritmetik islemleri gergeklestirmek icin algoritmalar
onermis. Bu algoritmalar matematiksel olarak kanitlanmis ve deneysel olarak
dogrulanmis olsa bile asir1 diizeyde hesaplama gerektirmektedirler. Bundan dolay1 da
her durum i¢in bir algoritma kullanmak, kullaniciya zorluk ¢ikaracaktir. En sonunda
Candau vd (2006), iki sektorin toplamini sinirlandiran en kiigiik sektorii hesaplamak
icin analitik algoritmalar tlrettiler. Onerilen algoritmanin ¢ogu durumda dogru
calismadigini bulduk ve bu bulgumuzu bazi karsit 6rneklerle sunduk. Bundan dolayz,
yukaridaki sorunu ¢6zmek icin genel bir algoritmanin ¢alisilmasina gereksinim vardir.
Bu islemlerle birlikte tim durumlarda en uygun kapsama 6zelligini garantilemek i¢in
kutupsal iizerindeki temel aritmetik islemleri hesaplayan algoritmalara giris yapacagiz.

Tamm 2.5. (Klatte ve Ullrich 1980, Candau vd 2006)

[p] = [p~,p*] € I(R™) (yani, [p] negatif olmayan gercel aralik) ve [¢] = [¢~, 0] €
I(R) olsun.

S={s€Cs=pe?pelplo€[p]}
ile tanimlanan kiimeye kutupsal karmasik aralik (ya da sektdr) denir, burada biyuklik

aralig1 [p] ve ag1 aralig1 [¢], [p]e‘l%! ile tanimlanir.

Genelligi yitirmeden basitlestirmek igin, calismamizi [@] = [@~, @] € I(RY)
durumuna kisitlayacagiz, ¢linki diger tim durumlar bu duruma indirgenebilirdir.
2.4.1. A arahklarma bagh sektorlerin siniflandiriimasi

Bu siniflandirma [¢]'nin kendi ag1 araligina bagli karmagik araliklar igin iki tiri

ayirt etmekte kullanigh olacaktir. ¢ < 2w yada ¢ > 27 durumuna gore ayirmak
yeterli olacaktir. Boylece goz oniine alinacak iki durum ortaya ¢ikar.

12
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e S(C) dyle ki, ag1 araligi [¢] ise ¢ < 2m bigimindedir. Bdylece, S(C) icindeki
her [p]e‘l®] icin, * — @~ < 21,0 < ¢~ < 2m ve 0 < @+ < 2m vardir (Sekil

2.6).
3
3
Ny
2 [1.2] e'le 3l , 23 elo]
! fi : 1
— —1 i Haw—
-1 i 1 2 3 1 1 2 3
1 =1
2 3 _
1 [12] E,l_l:l.'_‘.Jrj
et r—‘_'_"' | . | —-—
3 . 2
-3
|L17m ZLlm
[1.2] 'l TE
-3

Sekil 2.6. S(C) sinifinda sektorler

e S5*(C) oyle ki, ag1 araligi [¢] ise ¢* > 2m bigimindedir. Bdylece, $*(C) igindeki
her [ple®l icin, ™ — ¢~ < 2m,0 < @~ < 2mve 2w < @* < 4m vardir (Sekil
2.7).

13
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33T W

[1,2] E*Iﬁ-‘ E

-1

-2

+ |.1' EJ E[H.ELéi_- 9.6937]

2
n

4 4 3 4
B éi%

Sekil 2.7. §*(C) sinifinda sektorler

2.4.2. Kutupsal araliklarin islemleri

Tammm 2.6. S; = [p;]e'l%] ile S, = [p,]e'l®2] iki sektor ve = € {+,—, -, /} olsun. Bu
durumda S; ve S, icin karsihk gelen islemler S; xS, := ©{S; ® S,} ile tanimlanur,
burada

@{51 @ Sz}, Sl @ Sz = {Sl * Sz : Sl € Sl’ Sz (S Sz}

biciminde tanimlanan kiimeyi kapsayan en kiiguk sektordur.

Biri Sy = [py]e!® = [p7,pf 100021y | digeri S, = [p,]el%] =
[p5, p1ei92.6213 olan iki sektor verilsin. Eger S; ® S, bir sektérse, bu durumda

©fS; ® S,} =S5, ® S, oldugu aciktir. S; ® S, icin baz1 6nemli durumlar soyle
Ozetlenebilir:

e S5 OS, carpimindan ya da S; @ S, boliminden elde edilen sonuclar da

o S, @ S,toplamiyadasS; © S, farki sektor olmayabilir.

14
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L TTTT .+107 13T
S, = [1,2]e'e3) s, = [3,4]e'> 7o ! 5rnegini diisiinelim. Burada S; @ S, yada S; ©
S, isleminden beliren kiime sektor degilken, S; O S, yada S; @ S, isleminden beliren
kiime bir sektordir. Bu ise Sekil 2.8'den gorulebilir.

' — N
-1 \/) 1 4%)2 i B -
| $\®S,

Sekil 2.8. §; ® S,'den ortaya ¢ikan kiimeler

I(R)'deki aritmetik iglemler ve iistel fonksiyonun siirekliligi i¢in var olan
kurallar ile birlikte ¢carpma ve bdlme islemleri su sekilde tanimlanir:
Carpma

S1 ve S;'nin ¢arpimi soyle verilir:

AR PRES ®{51 © S}

=®{s1-5,: 51 €Sy,5, €5}

= O{p1p,'®1%92): p; € [p1],p; € [p2], 01 € [61], 6 € [6,]}

07 +05 .61 +65]

= [pi 03, pipilel -

Unutulmamalidir ki, bir sektdriin tammindan, ( 87 + 8) — (67 + 65) = 2m iken
[67 + 65, 6 + 65] = [0,2r] olarak alinmalidir.

15
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Bolme
S1 ve S,'nin bolimu séyle verilir:

S1/83:= ®{51 @ S,}

S
= @{S_l: Sl S Sl'SZ € Sz}
2

P1 o
= ®{p_1€ ©1=02): p, € [p1], p € [p2], 6, € [6,],6, € [92]}:0 € [p2]

2

pi Pi
_i'_l_l ei[@{—0;+2nrt,9f—02_+2nrt], 0, —6," < 0ise
Py Pa

= -+
,0_1' p—l_l eil61-62.67-63] diger durumlarda
Py P2

Burada n en kiigiik pozitif tam sayidir dyle ki 8; — 65 + 2nm = 0. Ayrica (685 —
0;) — (67 — 6;) = 2miken [6] — 6;,0{ — 65] = [0,27] alinr.

16
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3. MATERYAL VE METOT

Karmasik araliklar aritmetik problemi optimizasyon problemi olarak
incelenmistir. Bu anlamda optimizasyon yontemi tez calismasi igin 6nemli bir yer
tutmaktadir. Optimizasyon yontemi karmagsik araliklar aritmetigi problemlerine
uygulanarak, aralik analizi, geometrik fonksiyonlar ve ikinci dereceden denklemler,
matlab bilgisayar programi, optimizasyon {izerinde tanimlanan, Ekstrem Deger
Teoremi, v.s. yapilar1 gibi temel karmasik analizi metotlar1 kullanilmistir.

Bu c¢alisma kapsaminda Onerilen metotlar analiz edilirken Matlab R2015b
programinin grafiksel arayiizii olan GUI kullamilmistir. Bu grafik arayizine kendi
yazdigimiz algoritma ile iki karmagsik araligin (dikdortgen ya da kutupsal) temel
islemlerini hesaplamakta ve ayn1 zamanda grafiklerini ¢izmektedir (Sekil 3.1; Sekil
3.2). Gorllecegi Uzere bilgisayarla beraber bizim ¢6zimimiz ayni sonuglar
vermektedir.

17



Edrees ALWAHAB BAKR

MATERYAL VE METOT

Input Number of Paints

[Resute Computer our
max 0.692308 0692308
o

2 ar
g = ]
21
A
2 3
b > “ 1 2
2t
05 05
05 05 15 1 05 05 1 15
15 REL

rad1 rad2 tetat teta2 @
Loz J[ = J[ » ] A .
2 Kl 1 -4 -2 2 4

-2

s2

radd rad4 tetad tetad -4

[ o [« Il w [[& ]

Results

Computer Qur

2

i

o 3 PR AR
6

Sekil 3.2. GUI Arayiiz iki karmasik kutupsal S; + S, i¢in
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4. BULGULAR

4.1. 1ki Dikdortgen Arahigm Béliimii icin En Uygun Kapsama

Z1 = [x1] + i[y1] ve Z, = [x2] + i[y2] iki dikddrtgen aralik olsun. Biliyoruz ki
Z1 Q@ Z, genellikle bir dikdortgen degildir ancak kompleks bir bigime sahiptir. Bundan
dolay1 6zel algoritmalar, dikdortgen araliklar Gzerinde uygulanmak iizere insa edilmek
zorundadir.

{Z,+Z,: 2, € Z1,2z, € Z,} klimesi i¢in en uygun dikdortgeni hesaplayan etkili
bir algoritma (teoride ya da uygulamada) heniiz bilinmiyor. Dahasi, dikdortgen

karmasik aralik bolmesi i¢in daha etkili bir yonteme gereksinim vardir.

Bu boliimde en uygun [1{Z; @ Z,} kapsama dikddrtgeninin hesaplanmas: igin
kolay ve etkili bir algoritma sunacagiz. [1{Z; @ Z,} dikdortgenini hesaplama
yontemimiz su bicimde tanimlanacaktir:

f,9:B > R,B = [x1] X [x2] X [y1] X [v2] ve x2 + y% > 0 iken

X1X2 + Y1Y2 V1X2 — X1Y2

f(x1,%2,¥1,Y2) = x% +y22 9 (X1, X2, Y1, ¥2) = x% +y22

olan iki gergel fonksiyon olsun. Bu durumda LI{Z; @ Z,} dikdortgeni
L{Z, @ Z,} = [minf, maxf] + i[ming, maxg]
hesaplanir. Yani, elde edilen

(minf, ming), (minf, maxg), (maxf, ming), (maxf, maxg)

noktalari dikdortgenin koseleri olacaktir.

Devam etmeden oOnce asagidakini goz Oniine alalim. B kapali ve sinirh
(kompakt) ve f ve g B'de birer sirekli fonksiyon olsun. Bu durumda. Ekstrem Deger
Teoremi geregi, f ve g smirli oldugundan ve maksimum ve minimum degerlerine B'de
ulasirlar.
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f'nin kritik noktalar i¢in istedigimiz

i=(x22+y22)x2= X — 0
9x;  (Z+yE? xE+yE (4.1)

ﬁ _ (x5 +¥5)x1 — (X1 + y12) (2x3) —0
0x; (x2 + y2)? ' (4.2)

Of _(2+yys Y2 _
Oy: (x5 +yH?*  xF+y;

0, (4.3)

Of _ (3 +y)y1 — Cuxs + y1y2) 2y2) _

0.
3y, (2 +y2)? (44)

olmasidir.

Denklem 4.1 —4.3'ten x, = 0vey, =0 bulunur. Yine de (xq,x2,y1,¥2) =
(x1,0,y4,0) bicimindeki noktalar f'nin tanim kiimesinde degildir. Dolayisiyla f'nin B
icinde kritik noktas1 yoktur. Benzer yolla, g'nin de B i¢inde kritik noktasinin olmadigini
gorebiliriz.

Simdi B 'min smir noktalarini denetleyelim. f (aynm1 zamanda g ) x; ve y;
noktalarinda dogrusal oldugundan, mutlak ekstrem degerlerin konumu i¢in adaylar su
nokta tiirlerinin arasindadr:

o P ={(x1,X2,y1,¥2):x1 € {x{,x7}, x2 €]x2[,y1 € (¥, ¥1}y2 € {y3,¥2 }

) e e e
burada x-, % = 0 esitliginin ¢oziimidiir;
2

o Py ={(x1,%0,y1,¥2): %1 € {x{,x7 %2 € (x5, x5}, y1 € {yi, ¥1 }y2 Elyal
burada y,, ;Tf = 0 esitliginin ¢oziimidiir;
2

o Py={(x1,%Y1,¥2): %1 € {x{, X7}, x5 € {x3, %, },y1 € {y7, 1} ¥z €
{y7,y5}

20
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i =1,2,31¢iN, Pimax € P; V€ Pimin € P; Strastyla mutlak maksimum ve minimum

noktalarinin  konumlari icin adaylar olsun. Amacimiz bu adaylar1 etkili bir yolla
belirlemektir.

Ozel Durumlar

4.1.1.

Eger 0 € [x;] ve [x;] = [0] ise

Y1Y2
x5 +y;5

f (X1, %2,91,¥2) =

olur.

Burada, aciktir ki, y;y, < 0 varsa, x, = 0 iken

minf = £(0,0,y,,y,) = min (i;—l)
2

olur ve, y;y, > 0 varsa, x, = 0 iken

maxf = f(0,0,y;,y,) = max @—1)
2

olur.

Benzer sekilde, eger 0 € [y,] ve [y,] = [0] ise

X
minf = f(xq,x,,0,0) = min <—1), eger x,x, < 0 ise.
X2

x
maxf = f(x;,x,,0,0) = max (x—l), eger x;x, > 0 ise.
2

olur.

Yukarida belirtildigi gibi ayn1 durumlar g fonksiyonu icin de gortlebilir.

minf'nin hizh hesabi
B = [x1] X [x2] X [y1] X [y-] olmak Uzere

X1X2 + Y1Y2

f(x1,%2,Y1,¥2) =
1 2 1 2 x%‘l'yzz

fonksiyonunun minf degeri
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mBin f(x1,%2,¥1,¥2)
problemi ¢ozllerek hesaplanacaktir.

P1imin Y2 d@ pamin degerini belirlemeden once asagidaki sonucglara
gereksinimimiz vardir. (Kanit i¢in Teorem 1'e bakiniz):

e Eger 0 € [y,] ise, f'nin mutlak minimumu P 'de bulunamaz.

e Eger 0 € [x,] ise, f'nin mutlak minimumu P,'de bulunamaz.

P1min S P1 Noktasi

Denklem 4.2'den x, yi ¢ekersek

_ —V1y2 * YZ\/x12 + }’12

X1

X2

elde ederiz. Eger x, €]x,[ ise P; = @ oldugunu unutmayahim. Varsayalim ki P, # @,
0 & [y2] ve

_ VY2 £ Y2 Xt + yi

X2min =
X1

i(;in Pimin = (xlr Xomins Y1 }’2) olsun.

X1Xomin + V1Yo EYay/xf + ¥f

f(pl i ) = - )
mn x%min + 3’22 x%min + Y2
oldugundan
—yiy: =z [¥+ o) (45)
yZ_ > 0 ise X2min = .
X1
olur, ve
—yivs v [+ o) (4.6)
y5 <0 ise Xy = "
1

olur. y; >0 iken y; = y; ve yS <0 iken y; = y{ kullanilmasinin nedeni agiktir.
Denklem 4.5'te y, = y; ve Denklem 4.6'da y, = y; kullanilmasimin nedeni asagidaki
gibi agiklanabilir. Denklem 4.5'i, diger bir ifadeyle y, > 0 durumunu diislinelim. Eger
y, = y; yerine y, = y5 kullanirsak,
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—y3Vxf + (y1)?
xzzmin + (yg—)z
—x% [x2+(y7)2
2y§<x%+(y1‘)2+yf,/xf+(y1‘)2>

—x% [x2+(y7)2
>
2yz‘<x%+(y1‘)2+yf /x%+(y1‘)2>

= f(xl:x2min: }’1_:)’2_)

f(xl:x2min:y1_:y;) =

sonucuna ulasiriz. Simdi y, = y, i¢in Denklem 4.6'y1 inceleyelim. O zaman

yavxi + ()2

xzzmin + (yz_)z

3 x? |x2+(y)2

27 (301 01 (2017

xf

f(xl'mein'yr'yz_) =

X+
2} (x4 ) 401 52401’

= f(xl'mein'yr'y;)

elde edilir.

Sonug olarak, x,ni,'i Denklem 4.5 (Denklem 4.6) ile belirlemek istiyorsak y, = y;
(y2 = y¥) olarak kullanmalyiz.

Simdi f'nin mutlak minimumunun konumu olabilecek p; i, € P; noktasini
belirleyebiliriz. Burada g6z 6nline alacagimiz iki durum var.

Durum1l.y; >0

Denklem 4.5'i kullanarak

_=Yiy; =YX+ ()3

2min —
X1

elde ederiz, burada x; su kosullarda segilmelidir:
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o Egerx, > 0ise x; = x; segmeliyiz. Eger xomin €]x2[ iS€
Pimin = (X1, Xomin, Y1, Y5 ) olmahdir.

e Egerxi < 0isex; = x; secmeliyiz. Eger x,min €]x2[ ise
— + — —
Pimin = (X1, X2min, Y1, Y5 ) Olmahdur.

e Eger 0 €]x,[ ise su i¢ ayr duruma bakacagz.

1. x{ = 0.Budurumda x; = x; segmeliyiz. Eger x,in €]x2[ ise
— + - —
plemin - (xl »X2miny Y1, Y2 ) olmalidur.

2. x{ <0.Budurumda x; = xj se¢meliyiz. Eger x,min €]x2[ ise
Pimin = (xl—; X2min» yl—; yz_) Olmalldlr

3. 0 €]x4[. Budurumda iki olasilik vardir, x; = x; ve x; = x{.
Varsayalim ki

=YYz = ya ()2 + ()2

X2min1 = X
1

_=yiys =y )2+ ()2
Xomin2 = x+
1

olsun. Eger ikisi birden ]x;['nin elemaniysa, yani X,nin1 €]x2[ Ve
X2min2 E]xz[ ise’

Pimin € {(xl_: X2min» yl_: 3’2_): (xil-: X2min» Y1_' YZ_)} byle Ki
f (®1min) = min(f (X1, X2min, Y1,Y2 )5 f(xf'mein'y;; y2)).
Eger Xomin1 €]X2[ Ve Xaminz €]X2[ (X2min1 €]X2[ Ve Xaminz E]X2[) ise

Pimin = (xl_; X2min1» Y1 » }’2_) (plmin = (xi'-rXZminZ' Y1, YZ_))

Durum2.y3 <0

Denklem 4.6'dan

=Yy iy xf + ()2

X2min =
X1

bulunur, burada x; Durum 1'deki gibi segilir.
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P2min € P, Noktasl

Denklem 4.4'ten

—X1X3 T X34/ x12 + 3’12

1

V2 =

bulunur.

Varsayalim ki P, # 0,0 & [x2], V€ Pamin = (X1, X2, V1, Y2min) Olsun, burada

—X1X3 T Xz x12 + 3’12

Y2min = y
1
Fpamn) = o
2min xz2 + (:VZmin)z
oldugundan,
—xixg = [+ @
x; >0 iken Yomin = " '
1
2
—XI—X; - x-Zl— (x_li-) + y% (4 8)
+ . _ .
x; <0 iken Yomin =

Y1

ki burada y;, X, min'1 hesaplarken x; olarak alinir.

P3min € Pz NOKtasi
P3 kiimesi B'nin tiim ekstrem (kdse) noktalarindan olusur ve burada genellikle bu tiir

noktalardan 16 tane bulunur. f, x; ve y;'de dogrusal oldugundan, p3p;,'i P3'lin yalnizca
dort noktasini ele alarak bulabiliriz. Bu noktalar sunlardir:

{125, y0,Y3), (00, %5, Y0, 7)), (%0, X3, Y1, ¥2), (%0, X3, Y1, ¥3)}
burada x'in (y) se¢imi x,'nin (y,) isaretine baglhdir. Yani, x, = 0 ise x; = x;, diger

tiirlii xq = x5

Bulduklarimiz1 asagidaki gibi 6zetleyebiliriz.
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Teorem 1.
1. Eger 0 € [y,] ise
1.1. Egery, =0yaday; = 0ise xymin €]x2[,
1.2. Egery; =0(yaday; =0) ve Ymin €]yz[ ise minf = f(D2min),
1.3. Eger 0 €]y,| ise
1.3.1. Egery; =0 (yaday; < 0)ve yymin €]y2[ ise minf = f(Damin),
1.3.2. Eger 0 €]y4[ ve her ikisi de YVomin1 €1V2[, Y2min1 €]V2[ ise
minf = f(P2min)>
1.3.3. Eger 0 €]y1[ V€ ¥2min1» Y2minz'den biri |y,['de ise
minf = min(f (Pamin), f ©3min))
2. Eger 0 € [x,] ise
2.1. Egerx; = 0yadaxy = 0ise Yomin €1V2[,
2.2. Egerx; =0 (yadaxy = 0)ve Xymin €]x2[ ise minf = f(P1min)
2.3. Eger 0 €]x,[
2.3.1. Egerx; =0 (yadaxf < 0)ve xymin €]x2[ ise minf = f(P1min)
2.3.2. Eger 0 €]x4[ ve her ikisi de X;min1 €]x2[, X2min1 €]x2[ ise
minf = f(P1min)
2.3.3. Eger 0 €]x41[ V€ X3min1, X2minz'den biri Jx,['de ise
minf = min(f (P1min), f @3min))
3. Eger.0 & [y,] ve 0 & [x,] ise
3.1. Eger Xpmin €]X2[ is€ Yymin €]y2[ ve minf = f(Pimin),
3.2. Eger.Yamin €]Y2[ ise Xomin €]x2[ ve minf = f(P2min),

4. Eger Xymin e]xz[ V€ Yomin e])’z[ ise minf = f(pSmin)-
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Ispat

Simdi 1.1, 1.3.1 ve 3.1 pargalarin1 kanitlayacagiz; diger pargalar benzer bigcimde
kanitlanir.

1.1'in ispati: Varsayalim ki y; = 0 yada y; = 0. Bu durumda x, i, = 0 olmahdir ki
bu da olanaksizdir.

1.3.1'in ispati: 0 €]y,[ Ve Yomin €]Y2[ Olsun. Budurumda x; > 0yadaxy <0
olmahdir. Bunun i¢in £ (p2min) < f(®), P € {P1imin, P3min} Oldugunu gostermeliyiz.

Eger x; > 0 ise, Denklem 4.7'den

—x1 X5 = X5 (x)* + ¥t

V1

Y2min =

Varsayalim ki y,,in < 0 olsun, 0 zaman y; > 0 olmalidir, ¢iinkii

—x5 /(xl")2 + yZ < 0.

Bu da y; = y; oldugunu sdyler, bundan dolay1

— (v— = T
P2min = (xl » X2, V1 JyZmin)-

Yy, = y5 icin Denklem 4.6'y1 kullanarak

=Yy vV )+ ()2
X2min = x=
1

buluruz.

Y73 (x0)2 + (37)? < 0 oldugundan, x; > 0 is€ Xpmin & [x2]-
Varsayalim ki x; < 0 Ve xymin € [x2], baska bir ifadeyle

— (v~ + 4=
Pimin = (xl » X2min» Y1 ,Y2 )

Pimin V€ P2min'| f fonksiyonuna eklemek bize
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yi (x0)? + (37)?
x%min + (yz_)z

f(plmin) =

X7y (xD)? + (01)?
(xz_)z + yzzmin

f(pZmin) =

eSitliklerini verir. (xz_)z < X2min V€ yzzmin < (yz_)z Oldugundan f(pZmin) < f(plmin)
oldugunu elde ederiz. Simdi y, i, > 0 oldugunu var sayalim, diger ifadesiyle y; =
yi < 0.0 zaman y, = y; i¢in Denklem 4.5 bize

=Yy =y ()2 + ()2

X2min = —
X1

esitligini verir.

—/ (x1)? + (37)? < 0 oldugundan, x; > 0 durumunda

—yiys =y ()2 + (7)?
= <0
1

bu da x,min €]x,[ anlamina gelir.

Varsayalim ki x; < 0 Ve Xypin €]x2[. Bu durumda

—y3 v (1) + (7)?
(mein)2 + (y2+)2

f (®P1min) = f (X1, X2mins Y1 » y;) =

—x5/ (x7)? + (y7)?
()% + (V2min)?

f(pZmin) = f(xl_'xz_' yl_'yZmin) =

Ayrlca (xz_)z < (mein)2 ve (yZmin)2 < (y;)z Oldugundan f(pZmin) < f(plmin)-

Eger x5 < 0 ise, Denklem 4.8'den

—xi x5 + x5/ (x])? + ¥

Y1

Y2min =
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Benzer hesaplamalar f (pamin) < f(P1imin) €sitsizligini verir.
fPomin) < f(P3min) esitsizliginin kanit1 igin, pymi, 'in belirlenmesinden bildigimiz

gibi, her p, € P, icin f(pamin) < f(p2). Sonug olarak herhangi p € B icin f(pomin) <
f (p) olmalidur.

3.1'in ispatr: 0 € [y,],0 & [x3] Ve Xamin €]x2[ alalim. Buradan dért ayri durum ortaya
agar:

{x; >0,y; >0}, {x; >0,y <0},{x5 <0,y; >0}, {xf <0,y5 <0}.

Biz {x; > 0,y; > 0} durumunu kanitlayacagiz, diger durumlarin kanitlar1 benzer
olarak verilebilir. Varsayalim ki x; > 0 ve y, > 0. Bu durumda Denklem 4.5'ten

vz =y () + ()2

Xomin2 = X
1

oldugu goriiliir.

—y5J(x0)? 4+ (37)% < 0 Ve Xaminz €]%omin[ Oldugundan, x; < 0 esitsizligine
ulasirz.

Denklem 4.7'den de

=X xg = x5 ()2 + (97)?
Y1

Y2min =

oldugu goriiliir.

—x5/(x7)? + (y7)? < 0 oldugundan, y; > 0 esitsizligi y,min < 0'a isaret eder, bu da
Yomin € [V2] oldugunu séyler.

y; <O0ise

e J(x;_)z O _
X1

0

Buradan gorulebilir ki

X2min

_ (—yf — VGO (yf)2> <y

_ =,
X1

buda x; < y; anlamina gelir.
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Dahasi, eger y; < 0 ise

0< 1

—x7 = (1) + (97)? -
Vi

esitsizligine de sahibiz. Yani

_ (—x{ — V()2 + (7)?

Y2min = X2 ><x2_<)/2_'
1

Bu da yomin € [v2] oldugunu kanitlar. f(p1min) < f (P3min) savi agiktir.

Onceki sonuglar, asagidaki algoritmada minf'yi hesaplamak i¢in uygulanur.

Algoritma minf:
Eger 0 € [x;]
eger 0 €]x,[ ve 0 €]x,[
eger Xamin1 €]X2[ V€ Xaminz €]xz[
minf = f(Pimin)
aksi halde eger X min1 €]X2[ Ya da Xymin2 €]%2[
minf = min(f (P1min), f @3min))
yoksa
minf = f(P3min)
aksi halde eger x,1in €]%2[
minf = f(Pimin)
yoksa
minf = f (P3min)
aksi halde eger 0 € [y,]

eger 0 €]y,[ ve 0 €]y, [
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eger Yamin1 €]YV2[ V€ Yaminz €]y2[
minf = f(P2min)
aksi halde eger Yo min1 €1V2[ Y@ da Vominz €1V2]
minf = min(f (Pzmin) f (P3min))
yoksa
minf = f(P3min)
aksi halde eger y,min €]¥2|[
minf = f(P2min)
yoksa
minf = f(P3min)
aksi halde eger x,in €]%2[
minf = f(Pimin)
aksi halde eger y,min €]¥2|
minf = f(Pzmin)

yoksa

minf = f(Pamin)-

4.1.2. maxf'nin hizli hesabi

f'min maksimum degeri aslinda minimum degeriyle ayni bigimde belirlenir. Yani
bu da maxf degeridir ki bu deger

mgle(xl,xz,yl,yz)
problemi c¢ozilerek belirlenir.

Pimax = (X1, X2max» }’1')’_2) E_P1 Ve Pamax = (X1, X2, Y1, Yamax) € P, Noktalar: sirasiyla
su esitlikler araciliyla belirlenir:
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(zyiyvzs +yadxi + ) _
, Yy, >0ise
x —{ X1 (4.9)
2max — — '
L Y1V — Y2 x1 + (1)? JF < 0ise
) 2
X1

(4.10)
—X1 X3 — X3+ (x1 )%+ yf

, x3 <O0ise
V1

—X x + x, X 2+
172 2 ( 1) Y1, xz‘ > (0ise
yZmax

Denklem 4.9'daki x; su bi¢gimde segilir:

( xi, x5 = 0ise

| x, x; < 0ise
x1=4 xy, 0 €]x,[ve x{ = 0ise

| xg, 0 E]x,[ ve x{ < Oise

L{x{r , X1} 0 €E]x,[ ve 0 €]x,[ ise

Denklem 4.10'daki y, de ayn1 yolla segilir.

Kose noktasi p3max € Ps,

f (P3max)
= max{f (x1, %3, Y1, ¥2 ), f (1, %3, Y1, ¥2), f (o1, %3, y1,¥2 ), f (1, %3, ¥1,¥2)}
aracilityla verilir, burada eger x, = 0 (y, = 0) ise x; = x{ (y; = y;) ve eger x, <
0(y; <0)isex; =x; (y1 =y1)
Aciktir ki, Teorem 1'deki problem min yerine max icin formule edilirse maxf
icin gegerliligini korur.
Algoritma maxf:
Eger 0 € [x;]
eger 0 €]x,[ ve 0 €]x,[
eger Xamax1 €]X2[ Ve Xamaxa €]%2[

maxf = f(Pimax)
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aksi halde eger Xymax1 €]x2[ Ya da xomaxe €1%2]

maxf = max(f (P1max), [ (P3max))
yoksa

maxf = f(P3max)

aksi halde eger x,max €]%2[

maxf = f(Pimax)

yoksa

maxf = f(Psmax)
aksi halde eger 0 € [y;]
eger 0 €]y;[ ve 0 €]y,|
e8er Yamax1 E]YVa[ V€ Yamaxz €]Y2[

maxf = f(Pzmax)

aksi halde eger y,max1 €]YV2[ Ya da yomaxz €]Vl
maxf = max(f (Pzmax), f (P3max))

yoksa

maxf = f(P3max)

aksi halde eger Y,max €]V2|[

maxf = f(Pamax)
yoksa

maxf = f(P3max)

aksi halde eger xymax €]%2]

maxf = f(Pimax)

aksi halde eger y,max €1Y2|

maxf = f(Pamax)
yoksa

maxf = f(P3max)-
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4.1.3. ming'nin hizh hesabi
B = [x1] X [x2] X [y1] X [y-] olmak tizere

90 X0 V1, Vo) = Y1X2 — X1)2
A2 )1 )2) —
X3 +Yi

fonksiyonunun ming degeri
min g (x1, X2, Y1, 2)
problemi ¢ozilerek hesaplanacakti.

9(x1,%2,¥1,¥2) = f (Y1, X2, —X1,¥>) oldugundan,
Pimin = (X1, X2min, Y1, Y2) € P1 V€ Pamin = (X1, X2, Y1, Y2min) € P2 Noktalar

sirasiyla su esitlikler araciligiyla belirlenir:

x{yy —yi(xf)? + i

y , Yy, >0ise
1
X2min = B — (4.11)
xiys +yiNODA
k , Y, <O0ise
Y1
yixg g+ 00
X , x; >0ise
1
Y2min = (4.12)
yixg -+ ),
k X , X, <O0ise
1

burada Denklem 4.11'de y,; ve denklem 4.12'de x; sirastyla soyle secilir:

{ Y1, x; = 0ise
Vi x5 < Oise
}’1={ Vi 0 €]x,;[vey; = 0ise
Y1, 0 €]x,[ve y{ < 0Oise

i y) 0 €E]x,[ ve 0 €]y, [ ise
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X1, y, = 0ise
x5, y; < 0ise
X, = x;, 0 €]y,[ve x{ = 0ise
x7, O0E€]y,[vex] <O0ise
{xi,x7}, 0 €]y,[ ve 0 €]x,[ ise

P3min € P3 NOKtasi
g(mein)

= min{g (1, %7, ¥1,¥2), 901, X3, Y1, ¥7 ), 9 (%1, %3, Y1, 2 ), 9 (%1, %3, ¥1, Y3 )}
aracihgiyla verilir, burada eger x, = 0 (y, = 0) ise y; = y; (x; = x{) vex, <
0(y, <0)isey; = yi (% = x1).

Siradaki algoritma g'nin mutlak minimumunu hesaplar.

Algoritma ming:
Eger 0 € [x;]
eger 0 €]y,[ ve 0 €]x,[
eI Xamin1 €]X2[ Ve Xaminz €]X2[
ming = g(Pimin)
aksi halde eger x,min1 €]%2[ Ya da xomin2 €]%2]

ming = min(g(P1min)> 9 P3min))

yoksa

ming = g(P3min)
aksi halde eger x,min €)% [
ming = g(P1min)
yoksa
ming = g(P3min)
aksi halde eger 0 € [y,]

eger 0 €]x,[ ve 0 €]y,
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eger Yamin1 €]V2[ V€ Y2minz €]y2l
ming = g(P2min)
aksi halde eger Y, min1 €1Y2[ Y& da Vominz €1V2]
ming = min(g(Pzmin), g (P3min))
yoksa
ming = g(P3min)
aksi halde eger y,min €]¥2|
ming = g(P2min)
yoksa
ming = g(P3min)
aksi halde eger x,,in €]x2]
ming = g(P1min)
aksi halde eger y,min €]¥2|[
ming = g(Pzmin)

yoksa

ming = g(P3min)-

4.1.4. maxg'nin hizli hesabi

g min maksimum degeri mglxg(xl,xz,yl,yz) probleminin ¢ozilmesiyle

belirlenir. Pimax = (X1, X2max Y1, Y2) € Py Ve  Pamax = (X1, X2, Y1, Y2max) € P2
noktalari sirastyla su esitliklerce belirlenir:

(x1yz +yiV () + 97 V5 > 0ise
) 2
X2max = 4 - +y1 — > (4.13)
Lx13’2 —y2 N (x])? + i y} < Oise
) 2
Y1
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(yixg —x5vxf + 017

X , x5 >0ise
1
Y2max = 4 _ (4.14)
yixg +aiyxi+ )
X , X, <O0ise
1

burada Denklem 4.13'teki y; ve Denklem 4.14'teki x; sirasiyla soyle segilir:

(i x; = 0ise

| v, x5 < Oise

ylz{ i, 0 €]x,[ve y; = 0ise

| yi, 0 €]x,[veyf < Oise
LTy} Oeln[veoelylise

( X1, y; = 0ise

x5, y; < 0ise

x1:i xi,  0€]y,[vex] =0ise

L x7, O0E€]y,[vex] <O0ise
{xi,x7}, 0 €]y,[ ve 0 €]x,[ ise

P3max € P3 noktasi

g(meax)
= max{g(x1, %3, Y1, Y7 ), 9 (X1, %7, Y1, ¥3 ), 9 (X1, %3, y1,¥3 ), g (%1, X3, y1, Y5 )}

araciliftyla verilir, burada eger x, = 0 (y, = 0) ise y; = y{ (% = x7) Ve eger x, <
0@y, <0)isey; =y; (x1 =x{).

Siradaki algoritma g'nin mutlak maksimumunu hesaplar.

Algoritma maxg:
Eger 0 € [x;]
eger 0 €]y [ ve 0 €]x,[
eger Xamax1 €]X2[ V€ Xomaxe €]X2[

maxg = g(Pimax)

aksi halde eger x,max1 €]%2[ Ya da xomax2 €1%2]
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maxg = max(g(Pimax)r 9 (P3max))

yoksa

maxg = g(P3max)

aksi halde eger xymax €]%2]

maxg = g(Pimax)
yoksa

maxg = g(P3max)
aksi halde eger 0 € [y,]

eger 0 €]x,[ ve 0 €]y,

eger Yamax1 €]YV2[ Ve Yamaxz €E]Y2[
maxg = g(Pzmax)
aksi halde eger Y, max1 €]V2[ Ya da yomaxz €1V2[
maxg = max(g(Pzmax), 9 (P3max))

yoksa

maxg = g(P3max)

aksi halde eger Yomax €]V2|

maxg = g(Pzmax)

yoksa

maxg = g(P3max)

aksi halde eger x,max €]%2[

maxg = g(Pimax)

aksi halde eger Y,max €]V2|[

maxg = g(Pzmax)
yoksa

maxg = g(P3max)-
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4.2.  Iki Sektoriin Toplam Ve Farki

Genel olarak S; ve S, gibi iki sektorii toplayip ¢ikarmak igin dogrudan yol
bulmak kolay degildir, ancak ©{S; ® S,} =S = [plell®] (x€ {+,-}) en Kkiicik
sektoriine makul bir yaklasim S; ® S,'den elde edilebilir. Bu yaklasimi degerlendirmek
icin, temsil ettikleri sektoriin olabilecek en kigik sektor olacak ve S; ® S, kiimesini
kapsayacak bicimde, hem [p] hem [¢] i¢in olabilecek en kiigiik ve en biiyiik sinirlart
hesaplamamiz gereklidir.

Cikarma islemi toplama islemine doniistiiriilebilir. Yani S; ve S,'nin farki igin bu
durum soyle tanimlanabilir:

S1— 8, =581+ (-S2),

burada (—S,) := {w: —w € S,}. Bundan dolayi, ¢ikarma islemini yapmak i¢in toplama
islemini de kullanabiliriz.

Bu bélimde, ®{S; @ S,} kiimesini belirleyecek olan bir yontemin temeli
gosterilecektir.
Egers, €S5,, s, €S, ves € §; @ S, ise, bu durumda

S1+s,=5s

pre'f + pyetfz = pel® (4.15)

p'yu kolayca belirlemek igin, Denklem 4.15'in her iki yaninin karesini alabiliriz.
Bdylece,

p? = |p1e™® + ppei®|”

= |p1cos(61) + p2c0s(62) + i(p;sin(;) + p2sin(6;))1?
= (p;c0s(6y) + pzcos(6;))* + (p;5in(8;) + p,sin(6,))?
= pi + p3 + 2p1p;cos(6; — 6,).

Son esitlikteki ifadenin karekokiinii alirsak
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p= \/Pf +p3 + 2p1p;c0s(6; — ;). (4.16)

@'yi belirlemek istersek, Denklem 4.15'ten bulacagimiz sonug

Re(s) = pcos(¢) = p1cos(6,) + p2cos(62)

Im(s) = psin(p) = p;sin(6,) + p,sin(6y)
olur. Son iki esitlikten ise su sonuca variriz:

p1sin(6;) + p,sin(6,)
p1cos(6;) + p,cos(6,) (4.17)

tan(p) =

4.2.1. [@] Ac1intervalinin sinirlarin1 hesaplamak

¢'nin Esitlik 4.17'deki tanimin1 ele alirsak:

p1sin(6,) + PzSin(Qz))

Q= arctan(
p1€0s(61) + pzcos(6;)

(4.18)

oldugunu gorebiliriz, burada ¢ €] %ﬂ,g[ve, tabiki, onun bulundugu bélge p,sin(6;) +
p2sin(6,) ve p;ycos(6,) + p,cos(6,) isaretlerine gore belirlenir. Eger p;cos(6;) +
p2cos(6,) = 0 ise

I
5 p1sin(6;) + p,sin(6,) >0

?=13n ) .

> p1sin(6,) + p,sin(8,) < 0

Bundan dolayr her bir s€S; @S, icin s =0 (yani p;cos(6;) + p,cos(8,) =
p1sin(6,) + pysin(8,) =0 ) olmadigi durumlarda ¢ 'nin  bagil bir degerini
hesaplayabiliriz.

Amacimiz, sinirlart ¢~ ve ¢ olan [¢~,¢*] arahgim, S; @ S, 'nin tim olas
acilarin1 kapatacak en kigik aralik olacak bigimde hesaplamaktir. Bu da tum
(p1,P2,01,0,) € Q= [p1] X [p2] X [61] X [02] noktalarina  bagh  kalarak ¢
fonksiyonunun en kiglk ve en blylk degerlerini hesaplamamiz gerektigini soyler.

40



BULGULAR Edrees ALWAHAB BAKR

@'yi diferansiyellemek bize sunlari verir:

4% _ p2sin(f1 — 62)
ap, p? '

dp  —pssin(6, — 63)
ap; p? '

09 _ pipycos(8; — 0;) + pi
06, p? ’

6290 _ p1P2sin(6, — 92)([’% - P%)
06?2 p* '

09 _ pipycos(8; — 0;) + p5
26, p? ’

0%¢ _ p1pysin(61 — 62)(pf — p3)
067 p* '

Bilinmelidir ki ¢'nin oldugu her yerde Vo (p4, p,, 81, 62) tanimhdir. Dolayisiyla, ¢
fonksiyonun tanim bolgesinde hig kiritik nokta olmadigin: belirlemek kolaydir.

Her x € 2 icin ming = ¢~ = @(Xmin) < @(*) < P(Xmax) = ¢* = maxg
bicimindeki iKi x i, Xmax € £ noktasini bulacagiz.

d do,
29 e 22
0p1 9p2

{p7, p3 } 'dir. Bundan dolay1 da optimal nokta X, Ya da xp,.x su nokta tiirleri

den bilebiliriz ki p; ve p, i¢in tek olasilik, sirasiyla {p], p; } ve

kiimelerinden birinin i¢ine diismelidir:
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o Xi={(p1,p2,01,02):p1 € {py,pi}.p2 €{p;,p;},01 €16:[,60, € {65,6;}
burada 6, ;’T‘p = 0 esitliginin ¢ozumuddr.
1

o X, ={(p1,p2,01,60,):p1 €{pT,p1}.p2 € {p3,p;}, 01 €{61,67},0, €16,[} ,
burada 6,, ;’T‘p = 0 esitliginin ¢ozumuddr.
2

o X5 ={(p1,p201,02):p1 € {p1,p1}, P2 € {p3,pz},61 € {67,07},0, €
{65,605 }. Yalnizca 6, ve 6,'yi segmemiz gerektiginin farkina varmaliyiz, ¢iinkii

% ve %’mn isaretleri sin(8; — 6,)'nin isareti ile belirlenir. Simdi 6; ve 8, i¢in
1 2

optimallik kosullarini belirleyelim.
Minimum igin:

07 pip.cos(07 — 6,) + p? > 0 ise.
{Hf p1p2cos(8f — 6,) + p? < Oise.
0. — {92‘ p1p2cos(6; — 05) + p5 = 0 ise.

27165 pipycos(6; — 63) + pZ < Oise.

Maksimum igin:

0. — {0{ p1p2cos(8f — 6,) + p? = O ise.
LG pipacos(6] — 6,) + p2 < Oise.

0. — {95’ p1p2c0s(0; — 08 + p2 = 0 ise.
27105 pipacos(6; —05) + p2 < Oise.

Genelligi kaybetmeden p; < p; oldugunu varsayacagiz. S; @ S, 'nin igi ve
sinirint belirtmek igin sirasiyla int(S; @ S,) ve d(S; @ S,) yazacagiz.

Eldeki problemi ¢6zmek i¢in iki duruma bakacagiz.

Durum 1. [p,] N [p,] = @

Bu durumda ne 0 € int(S; @ S,) ne de 0 € 3(S; D S,)'dir, yani 0 ¢ S; D S,.
Ayrica, her p; € [p1], p2 € [p2] icin p; < p, oldugundan X, = @'dir, ¢inki herhangi
(p1,p2,01,6,) € 02 igin ;T(pi 0. Aslinda, diger bir yandan her zaman §T<p> 0

2 2

esitsizliginin saglandigim biliyoruz, buna bagli olarak da 6, en kiicikken (en biylkken)
@ en kiiciik (en biiyiik) degerine ulasir. Buradan ulagsacagimiz sonug ise
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@~ = min@(pq, p2,61,67),
@t = maxg(p;, pa, 01,65).

Dolayistyla optimal nokta X; ya da X3'e diiser.

X, Turundeki Noktalar

Varsayalim ki [0;] dejenere olmayan bir aralik olsun (yani, 8; > 6;). Bu durumda

cos(6; — 6,) = _p—il oldugundan p,; p,cos(8; — 8,) + p? = 0 iken S—Z = 0'dir. sin? +

cos? = 1 dzdesligini kullanarak

sin(6, — 06,) =+ ’1 — (%)2

degerini buluruz. sin(8; — 6,) < 0 iken 22> 0 ve sin(6; — 6,) > 0 iken 22 < 0
1 1
oldugundan, sin(6; — 6,) < 0 (sin(6; — 6,) > 0) iken ¢ en kucuktir (en buyuktir).

Bu nedenle, sin(6; — 6,) < 0 iken 667(" <0 ve :7(” > 0 oldugundan, X;'in tim
1 2
noktalarinin arasinda k € {0,1} icin 6,

sin(6,; — 65
91—92‘=arctan< ©, 2)>

cos(6; — 6;)

=arctan) ———— |+

— aretan (J (3)” ~ (pf)2> o
P1

Yani,

V)2 = (p)?
Py

04 =92‘+arctan< >+ni2nk
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olarak belirlenmisken, eger sin(8; — 8, ) < 0 ise, ¢'nin en kiigiik degerine X1 pin =
(pf, p5,01,05) noktasinda ulasilabildigi sonucuna variriz.

Benzer bicimde, 6, = 65 varsayilarak, 6,

V2= (p1)?
Py

0, =65 — arctan( )+ T+ 2mk

olarak verildiginde X;'in tiim noktalar1 arasinda eger sin(6; — 65) > 0 ise, ¢'nin en
biiyiik degerine x;max = (07, p3, 01, 65) noktasinda ulasilabilir.

Yukaridaki analiz su sekilde 6zetlenebilir:

5t
1

1. Eger cos(6, —0;) =

ve sin(6; — 0;,) < 0 ifadelerini saglayan 8, €]6[

var ise, her x; € X; icin @ (x1min) < @(x1)'dir.

5t
2. Eger cos(6; — 0)) = pp L ve sin(6; — 6F) > 0 ifadelerini saglayan 6, €]6,]

var ise, her x; € X; i¢in @ (xymax) = @ (x1)'dir.

X3 Turiandeki Noktalar

Genellikle X5, 16 tane nokta igerir. Bizim istedigimiz ise bu 16 nokta arasindan, her

X3 EX3 IQII’I (p(xs’min) S(:0(953) S(p(x3max) k0$U|U”U Saglayan X3min V€ X3max
noktalarini segmektir.

X3min NOktasini bulmak i¢in, ¢~ = ming(p, p2, 01, 05 ), esitligini animsayalim.
6;'in iki olasiligi bulundugundan (yani, 8; € {6;,6:}), 6; minimum kosuluna gore
secilir. Yani

X3min = (P1, P2, 01, 607) Yada xzmin = (p1, 2,07, 67)

olur. Eger her iki deger de (67 ve 65 ) minimum kosulunu sagliyorsa,

{ p1=p1.p2 =pz;sin(6; —6;) <0
p1 = P1,P2 = P3; diger tiirlii

iken

= (pll p2r01_r02_)1 Sln(el_ - 02_) <O0Ove Sln(ef - 92_) =0
Xamin | = (P1,p2,07,07); sin(6f — 6;) <Ovesin(6; —6;) =0
€ {(p1, P2, 07, 07), (01, p, 67, 67)}; diger durumlar.
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Durum 2. [p] N [pz] # @

Bu durumda p;cos(68,) + pycos(6,) =0 ve p;sin(6,) + p,sin(6,) =0
gerceklesebilir. Bu ya p;y =p, =0, ya da py=p, ve 6, —60,=+Q2k+ )m
oldugunda acik¢a gergeklesir. Bu gergeklestiginde ise 0 € (S; @D S,) ya da 0 €
int(S; @ S,) durumu ortaya ¢ikar. 0 € int(S; @ S,) durumu ayrica 6zel dikkat
gerektirir, ¢lnki ¢~ ve ¢* sinirlarn olagan yollardan belirlenemeyebilir. S; @ S,
kiimesi Uzerindeki caligmamiz boyunca 0 € int(S; @ S,) ifadesinin su iki durumda
gerceklestigini bulduk:

1. [p;] ve [pz]'nin dejenere olmamak kosulunda [p;] N [p,] = pi = p; ifadesi ile
her iki —(2k + 1) €107 — 05,0, — 65[ ve 2k + V) €107 — 65,67 — 65
ifadesi saglanir. Sekil 4.1 buna iki 6rnek gosterir.

Sekil 4.1. Jp1[N]p2[= @ iken 0 € int(S; @ S,) durumuna drnekler

2. 1p1[N]p2[# @ olmasimin yamnda ya —(2k + 1)m €]67 — 65,0; — 05 [ ya da
(2k + V)m €] — 05,0, — 65 [ olur. Sekil 4.2 buna bir 6rnek gosterir.
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[z I
5, =[13]e'le 3
fAoe, 137 A
5, =[24]ets" 9 3
41 5l
10
} + }—— + } + L
4 bed M
R
Pl

Sekil 4.2. |p1[N]p,[# @ iken 0 € int(S; D S,) durumuna bir érnek

Yukaridaki ifadelerden ¢'nin herhangi bir deger (yani, ¢ € [0,27]) olabilecegi agiktir.
Bu yizden ¢~ = 0 ve ¢ = 2z tanimlanilabilir.

Simdi 0 ¢ int(S; @ S,) oldugu durumlarda ¢~ ve ¢*'min belirlenmesi isine
yonelelim. Siradaki iki altdurumu g6z 6nune alacagiz.

Altdurum 2.1. p7 = p3

Durum 1'dekine benzer bigcimde, ¢ tanim kiimesinde herhangi (p,, p,, 61, 8,) i¢in :qu >
2

0'dir. Bundan dolayi,

@~ = min@(pq, p2,61,67),
§0+ = max@(py, P2, 01, 92+)

0€d(S,PS,)ve0 & a(S; D S,) durumlarini ayr ayr inceleyecegiz.
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0€0(S; D S,) durumu

Bu durum ya —(2k+ 1)m € [6; — 05,07 —0;] ya da 2k + D € [67 — 0F,6{ —
65 ] oldugunda gergeklesir. Sekil 4.3 buna iki 6rnek gosterir.

T s =naefs % 'l
5, =112 ' & 1
' s, 3 I s.és

d‘ s,=[23]el9 8 |

1 ' | -— - ' '
4 2 i & 4 -2 5 < 1 :
2 F
24 i

A+
4L 1
A ([ 4]
s 5, =[12]els = 21
5, =[23] e"[?n’ = 5.8 S, i
2__
o , -
: ——t——1 Ha— -2 2
4 -2 1 2 4
44

Sekil 4.3.0 € 3(S; @ S,) durumuna drnekler

Sonu¢ olarak 6, — 0, = +(2k+ 1) iken ¢ , x = (p{,p;,0,,6,) noktasinda
tanimsizdir. Simdi de ¢'nin x noktas1 yakinlarinda nasil davrandigini gorelim: 6; € [6,]
ve 6, € [6,] olsun

sin(6,) + sin(92)>

— + . =
h1(61,62) = ¢(p1,pz,6:1,6,) = arctan (COS(Hl) + cos(6,)

fonksiyonunu diistinelim. Sekil 4.4, [6;] = [0,2n] ve 6, = [0,2r] iken h,'in grafigini
gosterir.
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Sekil 4.4. h, fonksiyonun grafigi

Sekil 4.4'ten, h, fonksiyonunun |8; — 6,| = m + € iken en kugcuk, e'nin yeterince kiglk
pozitif gercel say1 oldugu yerde |68; — 6,| = m — ¢ iken de en biiyiik degerine ulastig
goralar.

Varsayalim ki 6, = 8, olsun, bu durumda ¢~ soyle hesaplanir: 6; = 05, + ¢ + (2k +
3
30, >0
ifadelerini ortaya koyar, boylece ¢ 'in en kiigik degeri p, = pf ve p, =p;
kullanilarak hesaplanir. Bu da demektir ki ¢ en kiiclik degerine xjpin =

(pf,p5,01,05) € X,, noktasinda ulasir, yani,

1) olacak bigcimde 6, €]6,[ varsa, sin(6, — 6, ) < 0'dwr, bu da :7(‘0 <0 ve
1

sin(0,) + sin(92_)>

- _ + >,04,0,) = t
QY fp(P1 »P2, V1,02 ) arctan (COS(el) + COS(QZ_)

Eger 0, + ¢ + (2k + 1)m €]6,] ise, ¢ en kiiglik degerine

X3min € {(P1, P2, 01,67, (p1,P2,07,605)} C X3

noktasinda ulasir, burada 6; — 6; = +(2k + 1)m iken

X3min € {(P1,P2,01,65), (P71, p3,61,65)}.
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Simdi ¢ *'y1 hesaplayalim. Varsayalim ki 8, = 6 olsun. Eger 6, = 65 — ¢ + (2k +
1) olacak bicimde 6, €]6, [ varsa sin(8; — 6;) > 0'dur, ki bu da:T(p > 0 ve aaTq) <0,

1 2
boylece ¢'nin en blylk degeri p; = p; ve p, = p5 kullanilarak hesaplanir,

Yani ¢ en blyik degerine xymax = (07, 5,01, 05) € X; noktasina ulasir, diger bir
ifadeyle

sin(0,) + sin(@é’))

+ — +' —,9 '9+ — t
@ (p(pl P2 1 2) arctan <COS(01) + COS(02+)

Eger 05 — & + (2k + 1)m €]0,[ ise, ¢ en biyik degerine
X3max € {(P1, P2, 07,67 ), (P1, P2, 01, 05)} < X3
noktasinda ulasir, burada 6; — 65 = +(2k + 1) iken

X3max € {(pl_' p;’, 91_1 9;): (,011 P2, 9;; 9;)}

0¢d(S;PS,) durumu
Bu durum 6; — 8, # +(2k + 1)m oldugunda gergeklesir. Sonug olarak
®~ = @(X3min),

(,0+ = (p(xs’max)-

Bagka bir deyisle, ¢ en biiyiik ve en kiiciik degerine X3 tiirtindeki noktalarda ulagir.
Bunu kanitlamak i¢in de, her x; € X; i¢in @ (X1min) < ©(x1) < @(X1max) esitsizligini
saglayan ximin, X1max € X1 noktalariyla birlikte X; # @ oldugunu varsayalim. Simdi

90(x3min) < Qo(xlmin)
ve
go(meax) > go(xlmax)

oldugunu gosterelim.
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(p(x3min) < (p(xlmin) Oldugunu kanitlamak igin, X1min = (,01: p2, @, 92_)
oldugunu g6z 6niine alalim, burada a €]6,[ dyle ki cos(a —65) = —p_p1 bicimindedir.
2

Eger sin(a—6,) <0 ise :7(” <0 ve 667(" >0 'dir, diger bir ifadeyle xjpin =
1 2

(p1, p3,a, 05). Ancak boyle bir nokta ¢'nin tamim kiimesinde bulunmaz. Eger sin(a —
6,)>0 ise 22 > 0 ve 22 < 0'dhr, yani x,min = (01,05, a,05).
0p1 ap2

p1sin(61) + pIsin(6; ))

h,(6 = 1 +;6 ;9— = t
2(01) = ¢(p1,pz,01,07) = arc an<pl—cos(9l)+p2+cos(9£)

fonksiyonunu géz éniine alalim. Ikinci tiirevini sin(a — 65 ) > 0 i¢in diisiiniirsek

azhz _ azfp(xlmin)

= <0
96?2 96?2

buluruz. Dolayisiyla h,'nin grafigi 6; = a ¢evresinde asag1 yonlii igblikeydir.

Boylece, yukarida sozii edilen bilgilere dayanarak h,'nin en kiigiik degerine [8,]'In
bitim noktalarindan birinde ulasacagi sonucuna variriz. Sonu¢ olarak @(X3min) <
@ (X1min) esitsizligini elde ederiz. Benzer bigimde ¢ (X3max) > @ (X1max) oldugu da
gosterilebilir.

Altdurum 2.2. ]p1[N]p2[# @

Bu durumda p; > p;'dir ve @'nin ug degerlerini alabildigi yerler yalnzca X5 turindeki
noktalardir, diger bir ifadeyle

¢@(x;); her x; € X; icin

@ (X3min) < {(P(xz); her x, € X, icin

=

¢@(x1); her x; € X; icin

®(X3max) > {(p(xz); her x, € X, icin

@ (Xzmin) < @(x;) esitsizligini gérmek i¢in, cos(a — 0,) = ‘p—pl olacak bicimde
2

a €]6,[ oldugunu varsayalim. Eger sin(a — 6,) > 0 ise x; = (p1, p5, a, 6,)'dir.
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<P( 1)

Bundan dolayr ———= < 0 esitsizligi ¢ (x3min) < @(x;) oldugunu gosterir.

sin(a — 6,) < 0 oldugunu varsayarsak, bu durumda p; = p; ve p, = p; elde edilir.

_nt
Bunun sonucunda cos(a — 6,) = p”}

¢ (X3max) > @(x;) esitsizligini gormek igin, cos(f — 6,) = % olacak bicimde
2

B €]64] oldugunu varsayalim. Eger sin(f —6,) <0 ise x; = (p1,p5,B,0,) 'dir.

<P( 1)

Dolayisiyla —== > 0 esitsizligi ¢ (x3max) > @ (x1) oldugunu gosterir. Eger sin(8 —

6,) > 0 alirsak cos(,B -0,) = pp_1 < —1 elde ederiz ki bu da olanaksizdir.
2

Benzer yolla herhangi bir x, € X, i¢in @ (X3min) < @(x2) Ve @(X3max) > @(x3)
oldugunu gosterebiliriz.

Artik @~ ve @*t'y1 hesaplamak i¢in X3p,i, V€ X3max degerlerini bulmanin yeterli
oldugunu biliyoruz. Biliyoruz ki

X3min € {(P1,P2,61,05), (P1,p2,61,05), (P1, P2, 61 ,65)},

X3max € {(P1,02,61,05), (p1, P2, 07, 65), (p1, P2, 07,65)},

dir.

Simdi X3min # (01, P2, 07, 05) oldugunu gt')relim Eger sin(6; — 65) <0 ise

p1 = pf ve p, = p; 'dir. pf > p; oldugundan E >0 'dir ki bu durum 6; = 6;
1

esitligine baglh olarak minimum kurahna ayk1r1d1r Eger sin(8; — 05) > 0ise p; = p1

ve p, = p3'dir. p; < pF oldugundan, ﬁ > 0'dir ki bu durum da 6, = 8 esitligine

bagli olarak minimum kuralina aykiridir. Benzer yolla X3y.x # (p1,02,601,65)
oldugunu da gosterebiliriz.

@~ ve @* degerlerini hesaplamak igin kullanilan algoritmalara giris yapmadan
once animsamaliy1z ki ¢ € [0,27]'dir, dolayisiyla ¢ < ¢~ esitsizligiyle karsilasirsak,
aslinda ©{S; @ S,} = S € 5*(C) ile sonuglanmis demektir, bu durumda ¢ *'ya yalnizca
2m ekleriz. Sekil 4.5 buna iki 6rnek gosterir.
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BULGULAR

5 = [1.61484,5.6795] gi[&1251, L0635+ ]

Rz, 25 ]
S, =[12]elt s 18
; i
5,=[34]els 18
4
SN
——— —————-—
4 2 4 B
-2
4
A
[ .[E-:rr J.E_rr]
it s,=[13]el5 =

5 - [0; 3-29?22] EE[MJ-DE.- 2-25391-3;'{]

Sekil 4.5. ©{S; @ S,} € S*(C) durumuna drnekler

Algoritma ¢~:
eger 0 € int(S; @ S,)
- =0
aksi halde eger |p,[N]p,[# O
¢~ = ¢(*3min)
aksi halde eger pf” = p5

eger 0, + e+ (2k + 1)m €]64]

®~ = @(X1min)
yoksa

®~ = @(X3min)
bitir
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[(p3)2=(p1)? _ ~
~———— |r + 2nk €]6,[ vesin(6; — 0;,) <0

aksi halde eger 6; + arctan s
1
®~ = @(X1min)
yoksa
®~ = @(X3min)
bitir
bitir.
Algoritma ¢*:

eger 0 € int(S; D S,)

et =2m

aksi halde eger |p;[N]p2[# O
9" = ¢(*3max)
aksi halde eger pf = p;
eger 0 — e+ (2k + D €164
¢* = ¢(X1max)
yoksa
9" = ¢(*3max)
bitir

(07)*=(p1)"
@ m + 2mk €]6;[ ve sin(6; — 67) > 0

aksi halde eger 65 — arctan pr-
1

(,0+ = @(X1max)
degilse

(,0+ = @(X3max)
bitir

bitir.
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4.2.2. [p] Buyuklik intervalinin simirlarim hesaplamak

0=0,—0,€[0] —6} 6} —05] iken

p= pr + p3 + 2p1pycos(6)

oldugunu animsayalim.

Karekok fonksiyonu artan fonksiyon oldugundan, h = p? en kiigiik (en biiyiik) degerine
getirilerek p en kiiciik (en biyiik) degerine getirilebilir Dolayisiyla u¢ noktalarini
belirleyecegimiz fonksiyon,

h:D - [0, o)
oyleki D = [p;] X [p,] X [6] iken
h = p{ + p7 + 2p;p,cos(6)
bicimindedir.
Amacimiz minh = h(vpy;,), maxh = h(Vy.x) , olacak bicimde vyin, Vmax € D

noktalarini bulmak. Vh = 0 oldugu yerde h'nin ug noktalar

doh _
20 —2p,p2sin(0) = 0

M apy 2 0) =0
p, 2P p2cos(0) =

oh 20, + 2 6)=0
—= cos(8) =
ap, P2 P1

olarak bulunur.
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Burada iki kritik nokta vardir:

e Herhangi bir 6 icin (0,0, 6),

* p1=py Vel =1£(2k + Dmicin (py, p2, 0).
- . 0%h 92%h 92%h i < Lo "
Eger cos(8) < 0 ise 52> 0 olur. 357 V€ 52 pozitif oldugundan, herhangi bir kritik
1 2

nokta hA'nin mutlak minimumu haline gelecektir. Yani aslinda, herhangi bir v € D Kritik
noktast i¢in h(v) = 0.

Varsayalim ki a = min(cos(Q)) veb = max(cos(@)) olsun. Bu durumda agiktir ki

3 { -1, £k + D € [6; — 65,6 — 6;]
~ Umin(cos(8] — 6;),cos(6; — 05)); diger tiirlii

ve
_{ 1; +2km € [67 — 05,6 — 05

max(cos(8; — 05), cos(8f — 85)); diger tiirli

Dolayisiyla
minh = min(p? + pZ + 2ap,p,),
maxh = max(p? + p3 + 2bp1py)
noktalarina sahip olmamiz gerektigi kolayca goriilebilir.

0%h 0%h
—=2>0ve

ap: 2p2

Oncelikle maxh = h(vyay) noktasmi belirleyelim. =2>0

olmasi

Umax € {(P1,p2,0): p1 € {p1,p1},p2 € {p3,p7},c0s(8) = b},

oldugunu soyler. p; < p; olarak varsaydigimizdan, herhangi bir 8 igin

oh(py, pz,0) -

0
9p,

olur ki bu da v, # (01, p2,6) oldugunu soyler.
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Simdi, eger b = 0 ise vpax = (p7,p5,0), b < 0 ise de

h(Vmax) = max(h(p1, p3,0), h(pT, pz,0), h(pT,p3,0))

elde edilir.

minh = h(vpyi,) noktasini belirlemek i¢in, eger h'nin bir v kritik noktas1 varsa,
bu durumda agiktir ki h(vp,) = h(v) = 0. Eger a = 0 ise, ;Th >0 ve ;Th > 0'dir;
1 2

bdylece minh, p; = p; Ve p, = p; yani vy, = (p1,pz,a) kullanilarak hesaplanir.
a < 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda diisiiniilmesi gereken {i¢ tiirlii nokta vardir:

* * — * oh
o Vi={p1p20):p1 €lpsl p2 € {p7,pz}, cos(6) =a} , burada pi, - =0
esitliginin ¢6zumudir ve p, minimum kosuluna uygun secilmistir.
* — * * oh
o Vo={(p1,p30):p1 € {p7,p1},p5 Elp2[,cos(f) = a} , burada p;, 3, = 0
esitliginin ¢6zumudir ve p; minimum kosuluna uygun secilmistir.

o Vs={(p1,p2,0):p1 € {p{,p1},p2 € {p;,pz} cos(8) = a}, burada p; ve p,
minimum kosuluna uygun secilmistir.

Oncelikle vy, € V, oldugunu gosterelim. Bunun igin

o 2o, 42 0)=0
o, 2P pycos(0) =

= p; = —p1a

oldugunu diisiinelim. Eger p; = —p;a €]p,[ ise p; < p; elde edilir ki, buradan,

ah—2 +2p5a>0
ap; P1 p2a .

Bu da p; € {p7,pr}'nin en uygun seciminin p; = p; oldugu anlamina gelir. Ancak
p1 < p; oldugundan p, = p; olarak kullanmak demek, herhangi bir a igin p5 =
—p,a &]p,[ demektir. Bu nedenle v,,;, € V5.

Simdi p; = —p5 a €]p1[ iken vyin = (p1, Pz, 0) oldugunu gosterelim. Bunun
icin
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Oh =2p; +2 0)=0
apr P1 p2cos(6) =
= p1 = —p2a.
oldugunu diisiinelim. Eger p; = —p,a €]p,[ ise p; < p, elde edilir ki, buradan,

6h_2 + 2pja >0
Ay P2 pia .

Bu nedenle de p, = p; olarak kullanmaliyiz. Dolayisiyla eger p; = —p; a €]p;] ise,

h(p1,pz,0) = (—pza)* + (p2)* + 2(p; a)p; a
= (p7)*(1 - a?)
= (p;sin(0))?

bulunur ki bu deger, h fonksiyonunun V; tiirtindeki noktalar iizerinde alabilecegi en
kiiciik degerdir. Bu durum Sekil 4.6 i¢inde 6rneklenmistir.

Sekil 4.6. p; = —p5 a €]p1[ durumu

Eger p; = —p;a &]p,[ ise elbette v, € V5 elde edilir. Burada v, #
(pT, p5,0) oldugu kolayca goriiliir. Boylece, cos(8) = a iken

h(Vmin) = min(h(p1, p5,0), h(p1,p3,0), h(pT, pz,6))

elde edilir.
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Onceki sonuglar kullanarak, sirasiyla, maxh ve minh degerlerini hesaplamak
icin su iki algoritmayi Onerecegiz:

Algoritma maxh:
egerb >0

maxh = h(p{, p3,6)
yoksa

maxh = max(h(p1, p3,0),h(p7,pz,0), h(pi,p3,0))

bitir.

Algoritma minh:
egera =0
minh = h(py,p;,0)
aksi halde eger p;, = p, = 0yada[p;] N p,] # O Vve +(2k + D7 € [0] — 65,0 — 6]
minh = 0
aksi halde eger p; = —p5 a €]p4]
minh = h(p;, p3,6)
degilse
minh = min(h(py, pz,0), h(p1,pz,6), h(ps, p2,6))

bitir.
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5. TARTISMA

5.1. Dikdortgen Aritmetigi

Bu boéliimde, onerilen algoritmanin etkinligini ve saglamligin1 gostermek igin
sayisal sonuglar verecegiz. Ayrica kendi algoritmamizi Lohner ve Gudenberg (1985)
tarafindan yapilan algoritmala ile kiyaslayacagiz.

Ornek 5.1.

Zy = [x1,xf ]+ ilyr, ] = [-34] + i[1.2]

Zy = x5, x5+ ily;,yS1 = [-4,3] + i[-3,—1].

araliklarini distinelim.

Hatirlayalim ki
X1X2 + Y1Y2

[, %2, 71, 52) =
A2 )1, )2 x§+y22

minf 'nin hesaplanmasi

Xzmin1 = 0.535183758487996 €]x,[
F T, Xamins, i, ¥F) = —2.802775637731994
X3minz = —0.618033988749895 €]ux; |

FOet, Xaming ¥, ¥F) = —3.236067977499790 = minf.

maxf'nin hesaplanmasi

Xymaxs = —1.387425886722793 €]x,[
F O, Xamaxs, Y1, ¥3) = 1.081138830084190
Xomaxy = 1.280776406404415 €]x,[

f(xf, X2max2, Y1,V ) = 1.561552812808830 = maxf.
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Simdi g fonksiyonunu hatirlayalim:

Y1Xo — X1Y2

g(x1,X2,Y1,¥2) =
1 2 1 2 x§+y22

ming'nin hesaplanmasi

Xymin1 = —0.162277660168380 €]x;
GO, Xomint, Yi, ¥5) = —3.081138830084190
Xyminz = —0.302775637731995 €]x, |

9(XT, Xaminz, Y1, V5 ) = —3.302775637731994 = ming.

maxg nin hesaplanmasi

Xomaxs = 0.123105625617661 €]xy[
9Ot Xamaxt, Vi, ¥F) = 4.061552812808831
Xomaxz = 0.236067977499790 €]x,[

9O, Xamax2, Y1, V5 ) = 4.236067977499790 = maxg.

Bundan dolay1, optimal dikdortgen
Uiz, @ Z>}
= [-3.2360679774,1.5615528128] + i[—3.30277563773,4.2360679774]

bigimindedir. Ornek icin Sekil 5.1'e bakilabilir.
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Sekil 5.1. Yontemimiz ile elde edilen Z; @ Z, kiimesini iceren en kiiglk
dikdortgen

Eger Lohner ve Gudenberg (1985) tarafindan yapilan algoritmalarimi kullanmis
olsaydik, yukaridaki sonuglara ulagsmak i¢in adaylarin ¢ok biiyiik sayisin1 hesaplamak
zorunda kalacaktik. Ozellikle bu algoritmalar, maxf ya da minf"yi bulmak icin 32 sabit
noktanin hesaplanmasini ve f'nin 32'ye kadar fonksiyon degerinin tahminini gerektirir,
ayrica maxg ya da ming'yi bulmak i¢in de ayn1 sayida hesaplama gereklidir.

Bu 6rnek gosteriyor ki var olan algoritma tiim yiiriitiilme zaman1 boyunca i¢inde
blylk miktarda gereksiz hesaplama yapildigindan dolay1r devasa boyutlara ulasabilir
Ayrica bu 6rnek, algoritmamizin var olan algoritmadan énemli 6l¢iide (yaklagik 240 kat
hizl1) daha iyi calistigin1 gosteriyor.

5.2. Kutupsal Aritmetigi

Bu boéliimde, onerilen algoritmalarin saglamligin1 ve verimliligini géstermek igin
sayisal Ornekler verecegiz. Ayrica algoritmalarimizi Candau vd (2006) tarafindan
yapilan algoritmala ile karsilastiracagiz.

Ornek 5.2.

Sm4mr

S, = [2,3]ei[??
5, = 351 °%]
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oldugunu diisiinelim.

Algoritmalarimizi kullanarak sunu elde ederiz:
[p] = [0,8]
[¢] = [4.71674,9.68658]

elde edilen sektor Sekil 5.2'de gosterilmistir.

Sekil 5.2. Yontemimiz ile elde edilen sonuclar

Eger Candau vd (2006) algoritmalarini kullanirsak

[p] =1[0,8]

[] = [0.4,3.4034]

elde ederiz.
Ornek 5.3.
[ezuin
S, =[2,3.5]e'l99
-[£5_”]
S, = [4,5]e'l186

oldugunu diistinelim.
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Algoritmalarimizi kullanarak sunu elde ederiz:

[p] = [0.5,8.5]

[@p] = [5.39228,9.4654]

Sekil 5.3'te gosterilmistir.

Sekil 5.3. Yontemimiz ile elde edilen sonuglar

Candau vd (2006) algoritmalarini kullanirsak ¢~ € {5.39228, 0.555} igin
[p] = [0.5,8.5]

[¢] = [¢~,3.1822]

elde ederiz. Eger bunlarin en kiigiigiinli segersek, bu durumda [¢] = [0.555, 3.1822]
olur ki bu da en uygun degildir.

Bu sonuclardan hareketle, Candau vd (2006) algoritmalar1 ¢ i¢in en uygun sinirlari
bulmakta basarisiz olabilecegi sonucuna variriz.
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5.3.  Uygulama Ornek

Bu bolumde, her iki aritmetik (dikddrtgen ve kutupsal) Havriliak-Negami
modeline uygulanmakta ve ¢ozumleri karsilastirilmaktadir. Havriliak-Negami durulmast,
dielektrik dagilim egrisinin asimetri ve genisligini hesaba katan Debye durulma
modelinin ampirik bir modifikasyonudur. Bu model ilk olarak Debye denklemine iki
iistel parametre ekleyerek bazi polimerlerin dielektrik durulmasini tanimlamak igin
kullanilmistir (Havriliak ve Negami, 1967):

& — &€

o+ 0<a<10<f<1i=+v—-1
(1+ (lwn)®)f " ¢ Bsli

t(w)=c¢

Burada, &5 ve €, Sirasiyla statik ve sonsuz dielektrik sabitleri, 0 < 7’ya makroskobik
durulma zamani, a ve S'ya ampirik Usler denir.

Varsayalim ki €, = 3, & — €, = 6, a = [0.1,1], B = 1, In(7) = [-7,5],.
w = 21072 rad/s olsun.

Dikddrtgen Cozumu:

&(w) fonksiyonun aralik fonksiyonunu bulalim

N Ae
o T+ (iwr) @B

[fi] =
6

1+ ((e"?l) (27‘[10_2)(e[—7,5])>[0.1,1]

6

=3+

=3+ . [0.1,1]
1+ ((e7> (27‘[10_2)[0.00091188,148.4132])

6
=3+

, [0.1,1]
Tl
1+ ((67> (27r10‘2)[0.00091188,148.4132]>

6
=3+

i [0.1,1]
1+ ((e?) [5.7295 x 10-5,9.3251]>
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6
=3+

[0.1,1]

[5.7295 % 1075, 9.3251][0-1,1]>

1+ <(e”7)

=3+
1+ (([0,0.9877] + i[0.1564,1]) x [5.7295 = 10~5,9.3251])

6

=3
* 14 [0,9.2104] + i[8.9609 * 107¢,9.3251]

6

=3+
[1,10.2104] + i[8.9609 * 10~¢,9.3251]

= 3+ [0.0682148, 6] + i[—3,—0.000000515724]
= [3.0682148,9] + i[—3,—0.000000515724].
Yani e(w) € [f;] = [3.0682148,9] + i[—3,—0.000000515724].

yukaridaki sonug¢ bizim yontemimiz ile bulunmustur.

Kutupsal Cozumu:

Simdi yukaridaki verilen problemi kutupsal formuna gore ¢6zelim. Yani, &(w)
fonksiyonun aralik fonksiyonunu kutupsal formuna gore bulalim.

6

[fZ] =3+ 011
iy [0-1.1]
14 ([5.7295 +10-5,9.3251](0-0.1] (ﬁ) )

6
. T
1+ ([5.7295 * 1075, 9_3251]61[0-157,7])

[2]1=3+

6
[fz] =3+ [1,10.314]e 000000895786, 1.46397]

[fZ] =3+ [05817 6]ei[—1.46397,—0.00000895786]
[fZ] =3+ [0.5817,6]ei[4'8192' 6.2832]
[fz] — [3.11616,9]ei[5'26019' 6.28318]

Cozumlere gore dikdortgen ¢6zimu daha uygundur (Sekil 5.4).
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Sekil 5.4. Dikdortgen ve kutupsal ¢ozimler
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6. SONUC

Sunulan tezde karmasik aralik aritmetigin iki formu incelendi.

1. Karmasik aralik aritmetigi, bir dikdortgen bi¢im kullanilarak tanimlanmustir.
Temel aritmetik islemler, ortaya ¢ikan dikdortgenin isleminin tiim olasi
sonuglarmi igeren en kiiciik dikdortgen olmasi acisindan en uygun bigimde
tanimlanmistir. Toplama, ¢ikarma ve ¢arpma islemleri aralik aritmetigi kurallar
kullanilarak sergilenmistir. B6lme islemi bakimindan, bu islemi basit ve etkili
bir algoritma araciligiyla uygulamak icin hizli ve kesin bir yol tiirettik.
Algoritmamizin kayda deger avantajlarindan biri de, kullanicinin bilgisayar
programlart bile kullanmadan iki dikdortgen aralik arasindaki bdlme iglemini
karmasikliga yol agmadan degerlendirebilmesidir.

2. Karmasik kutupsal araligin temel aritmetik islemlerini ger¢eklestirmek icin basit
ve verimli algoritmalar gelistirdik. Sayisal sonuglar 6nerilen algoritmalarin
etkinligini ve dogrulugunu gdstermektedir.
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