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Bu caligmada, lineer kompleks diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in dikdortgensel
bolgede tanimli kollokasyon noktalarini kullanarak Laguerre polinomlarmi temel alan
bir kollokasyon yontemi verilmistir. Yontemde ilk olarak Laguerre polinomlari,
tiirevleri ve ¢6ziim formu matris formunda yazilir. Daha sonra kollokasyon noktalar1 ve
matris iglemleri kullanilarak kompleks diferansiyel denklem problemi cebirsel denklem
problemine indirgenir. Tam c¢oziimler bilinmediginde ¢6ziimlerin gilivenirligini test
etmek i¢in rezidiiel hata tahmini yontemi sunulur. Yontemin ve hata tahmini tekniginin
etkililigini dogrulugunu gostermek icin birkac sayisal 6rnek verilmistir. Ayrica, bilinen

baska yontemler ile karsilastirmalar yapilarak yontemin etkinligi gosterilir.
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In this thesis, a collocation method based on Laguerre polynomials is presented to solve
complex differential equations by using collocation points defined on a rectangular
region.From the methods; firstly Laguerre polynomials, derivatives and solution forms
are written in matrix form.Then, by using collocation points and matrix operations,
complex differential equation problem is reduced to algebraic equation problem.When
the exact solutions are not known, to test the reliability of solutions,residual error
estimation method is offered. In order to demonstrate the efficiency and accuracy of the
ethod and error estimation technique, several numerical examples are considered. Also,
by making comparisons with known other methods, the efficiency of method is
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ONSOZ

Bu tez caligmasinda, lineer kompleks diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in
dikdortgensel bolgede tanimli  kollokasyon noktalarni  kullanarak Laguerre

polinomlarini temel alan bir kollokasyon yontemi verilmistir.

Bu ¢aligma esas olarak Giris, Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramalari, Materyal

ve Metot, Bulgular ve Sonu¢ olmak iizere bes ana boliimden olusur.

Birinci boliimde, ¢alismanin amag¢ ve kapsami, lineer kompleks diferansiyel
denklemler, birinci ve ikinci mertebeden lineer kompleks diferansiyel denklemler ve

Laguerre polinomlarinin tarihi gelisimi sunulmustur.

Ikinci boliimde, Laguerre diferansiyel denklemler ve Laguerre polinomlar,
Laguerre polinomlarinin  6nemli ozellikleri ve tiirevleri arasindaki bagntilar

sunulmustur.

Ucgiincii boliimde, problemin tanitilmasi, kollokasyon noktalarmin tanimlanmas,
Laguerre polinomlarinin matris formu, ¢6ziim yontemi i¢in gerekli temel matris
bagintilari, baslangi¢ kosullarinin matris formu, ¢éziimiin elde edilmesi ve rezidiiel hata

tahmini sunulmustur.

Dordiincii boliimde, metodun etkililigini ve dogrulugunu agiklamak i¢in birkag

sayisal ornek sunulmustur.

Bu c¢alisma Akdeniz Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii Ogretim
Uyesi Dog. Dr. Suayip YUZBASI yo6netiminde hazirlanarak, Akdeniz Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisii’'ne Yiiksek Lisans Tezi olarak sunulmustur. Bu ¢alisma boyunca
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1. GIRIS
1.1.Ama¢ ve Kapsam

Diferansiyel denklemler bilim ve miihendisligin bir¢ok alaninda 6nemli rol
oynamaktadir. Ornegin; matematik, fizik ve hidrolik, dinamik, mekanik, elektrik gibi
mihendisligin c¢esitli alanlarinda problemler diferansiyel denklemler ve onlarin
sistemleri ile modellenir. Bu denklemlerin tam ¢dziimlerinin hesaplanmasi ise bazi
durumlarda miimkiin olmadigindan bu durumlarda denklemlerin yaklasik ¢oziimlerine
ihtiya¢ duyulmaktadir. Yaklasik ¢oziimlerin hesaplanmasi i¢in birgok farkli yontemler
kullanilmistir. Bu yontemler genel olarak sonlu farklara dayanan yontemler ile sonlu
elemanlar analizi ile elde edilen yontemler olarak ikiye ayrilabilir. Sonlu farklar
yontemleri arasinda Euler yontemi (Atkinson 1989), Newmark-Beta yontemi (Newmark
1959), Runge-Kutta yontemi (Runge 1895, Kutta 1901) ve Lax-Wendroff yontemi (Lax
1960) sayilabilir. Sonlu elemanlar analizine dayanan yontemler arasinda ise Taylor
siralama yontemi (Wang 2014), Lucas siralama yontemi (Cetin 2015), Bernstein
siralama yontemi (Dasgioglu 2014) gibi kollokasyon yontemleri ile Cebisev Galerkin
yontemi (Biazar & Salehi 2016) ve Kiibik B-spline Galerkin yontemi (Karakog &
Zeybek 2016) gibi Galerkin yontemleridir. Bunlardan baska, Adomian ayristirma
yontemi (Adomian 1988), homotopi pertiirbasyon yontemi (He 1999), varyasyonel
iterasyon yontemi (He 1999) gibi nispeten yeni yontemler de literatiirde yayginlik
kazanmaktadir. Bu metotlarin uygulanmasinda ise denklemlerin ¢6ziim siirelerinin
azaltilmasi, elde edilen sonuglarin giivenilirliginin arttirilmas1 amaciyla bilgisayar
programlar1 kullanilmaktadir. Bunlardan bazilar1 ise, Matlab, Maple ve Matematica

olarak bilinmektedir.

Ayrica, kompleks diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri ise;
dikdortgensel bolgede, Taylor kollokasyon yontemi (Sezer, M., Giilsu, M. ve Yalginbas,
S.,2006), Bessel kollokasyon yontemi (Yiizbasi, S., Sahin, N. ve Sezer,M., 2012) ve
Hermite islemsel matris yontemi (Batool, F., Zubair, T. ve Mohyud-Din, S.T., 2015) ile
dairesel bolgede, Bessel kollokasyon yontemi (Yiizbasi, S. ve Sezer, M., 2013), Taylor
polinom yaklagimi (Giilsu, M. ve Sezer, M.,2007) ve Legendre polinom yaklagimi
(Diisiinceli, F. ve Celik, E., 2015) ile eliptik bolgede ise Taylor kollokasyon yontemi
(Sezer, M., Giilsu, M. ve Tanay, B., 2006), Bessel kollokasyon yontemi (Ytiizbasi, S.,
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Sahin, N. ve Giilsu, M., 2011) ve Hermite matris kollokasyon yontemi (Bagherpoorfard,
M. ve Ghassabzade, F.A., 2013) ile baz1 arastirmacilar tarafindan elde edildi. Y.Wang
(Wang, Y.,2017) kompleks diferansiyel-fark denklemlerin ¢6ziimleri {izerine
caligmistir. Ayrica, kompleks diferansiyel denklemler ile ilgili olarak meromorphic
fonksiyonlar (Barsegian, G., 2002), ¢6ziimlerin topolojik yapilar: (Barsegian, G., 2005),
salimmmliligi (Ishisaki, K. ve Tohge, K., 1997), ¢o6ziimlerin biiyiime tahminleri
(Heittokangas, J., Korhonen, R., Rattya, J., 2004) en iyi rasyonel yaklasim (Prokhorov,
V.A., 2005), kompleks bolgede polinom yaklasimi (Andrievskii, V., 2005) iizerine
caligmalar yapilmistir. Diger taraftan, Laguerre kollokasyon yoOntemi, Laguerre
polinomlarin1 temel alan bir kollakasyon yontemi, Lane-Emden tipi denklemler
(Giirbiiz, B. ve Sezer, M., 2014) ve gecikmeli diferansiyel denklemler (Giilsu, M.,
Giirbiiz, B., Oztiirk, Y. ve Sezer, M., 2011), pantograph-type Volterra integro-
diferansiyel denklemler (Yiizbasi, S., 2014) i¢in kullanilmistir.

Diferansiyel denklemler veya integral denklemler bazilari elemanter metotlarla
¢oziilebilmekte; fakat cogunun tam ¢oziimiiniin bulunmasi ya ¢ok zordur ya da miimkiin
olmamaktadir. O zaman seri ¢oziimlerine bagvurulmaktadir. Bunlardan birisi Laguerre

diferansiyel denklemlerinin ¢oziimleri olan Laguerre polinomlarina dayal: serilerdir.
1.2.Lineer Kompleks Diferansiyel Denklemler

n.mertebeden lineer homojen kompleks diferansiyel denklem P, (z)w"™*(z)

formundaki terimlerin toplaminin sifira esitlenmesiyle elde edilmektedir. Yani;
SR (W™ (@) =B ()W (2)+ P (2)W" (2)+...+P,(2)w(z) =0 (1)
k=0

seklinde ifade edilir. (1.1) denkleminin genel ¢6ziimii N tane keyfi sabit icermektedir.

W(zo) =W, ,W'(Zo) =W, ,....w"(z)=w,, (1.2)
(1.1), (1.2) baslangic deger problemi z =z, noktasi problemin tekil noktas: olmamasi

kosuluyla tek ¢ozliimii vardir.
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Diferansiyel denklem,

P(2)W'(z2)+B(z)W ™" (z)+...+P,(z2)w(z)=Q(2) (1.3)
formunda ise n.mertebeden lineer kompleks homojen olmayan diferansiyel denklem

denir. (1.3)’tin homojen halinin genel ¢6ziimii m(z) ve (1.3) denkleminin bir 6zel
¢6ziimii n(z) olmak iizere (1.3) diferansiyel denkleminin genel ¢dziimii m(z)+n(z)

seklinde ifade edilir. (Diisiinceli, F., 2015)
1.2.1. Birinci mertebeden lineer kompleks diferansiyel denklemler

Birinci mertebeden lineer kompleks diferansiyel denklemler

seklinde gosterilmektedir. Bu denklemin ¢oziimii igin w=uv ifadesi denklemde w

yerine yazilirsa;
(w)'=F(2)+R(z)(w)
u'v+uv'=PR(z)+R(z)(uv)

denklemi elde edilir. Buradan uv'=PR,(z)uv yerine yazilirsa;

uv'=PR(z)uv
v'=R(z)v
v

—=P
"_R(2)
Vzefpl(s)ds

ve u'v="P,(z) esitliginden;

u'v="R(z)
u':PO(z)e_Ipl(s)ds

u(2)=c+|[R e A%t

Elde ettigimiz sonuglart w=uv denkleminde yerine yazarsak;
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W(z) = C(ef N | s .[ P (t)e_I s g

¢Oziim formu elde edilir. (Diistinceli, F., 2015)
1.2.2. ikinci mertebeden lineer kompleks diferansiyel denklemler
Ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem;

w"(z) +P(z2)w'(z) +Q(z2)w(z) =0 (1.4)

formundadir. Bu denklem ile Riccati denklemi olan;

1 2
y'(@) = @)+ L@y@)+ () (y(2)) (1.5)
denklemi arasindaki bir bag vardir. (1.5) Riccati denkleminde y(z) yerine,

1 w'(2)
f2(2) w(2)

y(2) =~
ifadesi yazildiginda;

w'(@)-{ @[ LE] + L@ W@ +1,(2) f.2w(z) =0
denklemi elde edilir. Burada;

P(2)=f,@)[L,@] + L@
Q(Z) = fl(z) fz(z)

yazildiginda ikinci mertebeden lineer kompleks diferansiyel denklem (1.4) elde edilir.
(Diistinceli, F., 2015)

1.3. Laguerre Polinomlarimin Tarihi Gelisimi

Laguerre, Edmond Nicolas (9 Nisan 1834- Bar-le-Duc — 14 Agustos 1886 Bar-
le-Duc) 1834 Nisan aymnda Bar-le-Duc’ta diinyaya gelmistir. Edmond Laguerre
cocuklugunda saglik sorunlari yasamis ve bu onun tiim c¢alismalarini engellemistir.
Ailesi bu saglik sorunlari nedeniyle onu bir devlet okulundan digerine tasimaya
zorlandi. Bununla birlikte tiim bu zor sartlar altinda olmasina ragmen, 1852'de Paris'te

Ecole Polytechnique'ye girmeyi basardi ancak her gecen giin yorgunluk g¢ekmistir.



GIRIS Havva Nur VURAL

Egitimi Paris'teki Ecold Polytechnique'de tamamlamistir ve burada modern diller ve
matematik alanlarinda basarili olmustur. Ancak genel gosterimi goreceli olarak zayifti:
sinifin basar1 siralamasinda 46. sirada yer almistir. Bununla birlikte, sadece 19
yasindayken iinlii "On The Theory of Foci" 1 yayinlamistir. Bu higbir sekilde yetenegini
yansitmamaktadir, aksine saglik sorunlarindan ¢ok etkilenmistir. Onun ilk ¢alismasi
yetenekli bir matematik¢i olmasinin bir gostergesi olmustur. Odaklarinin teorisi iizerine
1853 yilinda ortaya ¢ikt1 ve karmasik projektif diizlemde ¢izgi arasindaki agiy1 arastiran,
onun en 6nemli temsilcilerinden biridir. Calismasinda izdiisiim geometrisinden metrik
geometriye nasil gecilecegini gostermistir. Bunun i¢in kesigsen iki dogrunun kesisme
noktasindan gecen izotop iki dogrunun iki kat oranina dayanarak, ilk iki dogru
arasindaki aciy1 hesaplamistir. Bir dogru ya da bir ¢emberi, bir hareketinin karsit iki
yonde ¢izebilecegi bir yoriinge gibi diisiinerek dogrulttu geometrisini kurmustur. Ayni
zamanda cebirsel denklemler, siirekli kesirler, 6zellikle iraksak seriler yerine yakinsal

stirekli kesirler ve ikinci dereceden sekiller tizerine dnemli incelemeler yapmuistir.

Laguerre 1854'te Ecole Polytechnique'den mezun olduktan sonra askeri bir
kariyer karari almistir. Strazburg yakinlarindaki Mutzig'de 1854-1864 yillar1 arasinda
silah {iretimi i¢in ¢alisan bir topgu subayi olarak gorevlendirilmistir. On yildir,
ordudayken hicbir sey yaymlamamistir. Ancak bu siire¢ boyunca matematik
calismalarina devam etti ve 1864'te komisyonundan istifa etmis ve Ecole
Polytechnique'de 6gretmen olarak gorev almak iizere Paris'e geri donmiis oldugu i¢in
calismalarina devam etmistir. Hayatinin geri kalani i¢in orada kalmig fakat 1874’ten
sonra Ecole’de arastirmacilik gérevine atanmistir. Calismalarinin hayrani olan Bertrand,
Bilimler Akademisi se¢imlerinde onu desteklemis ve College de France’daki
matematiksel fizik profesorliigii gorevine getirilmesi konusunda Laguerre’e
desteklemistir. Bu géreve 1883’te atanmis ama zaten pek de iyi olmayan saglig1 daha da
kotil bir hal almistir. Bunun tistiine dogdugu yer olan Barde-Duc’a geri donmiistiir ve
altt ay sonra 1886’nin Agustos ayinda hayatin1 kaybetmistir. Matematik disinda,
Edmond Nicolas Laguerrenin hayatinda biiyiik rol oynayan tek sey aileydi. Evli ve iki
kiz1 vardi. Laguerre, arastirmacilarina, dgretisine ve iki kizinin egitimine tutkuyla baglh

olan sakin, nazik bir bilim insan1 olarak bilinirdi (SARI, 2009).
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Sekil 1.1. Edmond Nicolas Laguerre (1834 Bar-le-Duc- 1886 Bar-le- Duc)

Fransiz matematik¢ci Edmond Nicolas Laguerre, doneminde parlak bir
geometrici olarak bilinse de ¢aligmalari1 daha ¢ok analiz ile ilgilidir. Geometri ¢abalari
carpict olmakla birlikte, Laguerre'nin geometrik iiretimi (ancak bir istisna hari¢) birkag
spesiyalist disinda bilinmiyordu. Maalesef, Laguerre'nin tarihteki yeri i¢in, ¢ikis
gorevlisinin bu kismi daha sonraki teoriler tarafindan absorbe edilmis ya da onay
olmadan geometri genel gdvdesine gegmitir. Ornegin, diferansiyel devrelere iliskin
caligmalar1 daha kapsamli Lie grup teorisine dahil edilmistir. 140 civarinda makalesi
yayinlanan Edmond Laguerre Paris Bilimler Akademisi Geometri Boliimii’niin iiyesi
oldugu bilinmektedir. Edmond Nicolas Laguerre, yaklagim teorisi tizerine ¢calismistir ve
en 1iyi bilineni 6zel polinomlar {izerine yaptig1 arastirmalardir. Aragtirmalari arasinda
Laguerre diferansiyel denklemlerinin ¢ézlimleri en dnemlisidir. Bu calisma integralin
X’tenco’a kadar oldugu yerleri aragtiran 1879’da yaymlanan calismasiyla ortaya

cikmustir.
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[ (1.6)

olacak sekilde (1.6), 0 dan oo’a gitmektedir. Burada, ilk birkag terimi iy1 bir yaklasima
sahip integral ile bir 1raksak seri olarak goOstermistir. Ayrica bilesimleri Laguerre
polinomlarmi gerektiren integral i¢in gerekli olan, siirekli kesir genisligini bulmustur.
Dikeylik iligkilerini ispatlayarak ve ayni zamanda rastgele bir fonksiyonun Laguerre

29

polinomlarinda bir “Fourier type” dizisinde genisletilebilecegini kanitlayarak
polinomlarin 6zelliklerini arastirmaya devam etmistir (BERNKOPF, 1970). Eliptik
fonksiyonlarla Kartezyen ovalleri arasindaki derin iliskiler Darboux ve Laguerre
tarafindan ortaya konan eliptik fonksiyonlarin ek teoremi olan geometrik ispatlarla
kanitlanmistir. Darboux, denklem sistemlerinin dikeyligini ispatlamig, ayni zamanda
ovallerin ek teoremin geometrik bir yorumunu sagladigimi ve integral ¢6ziimiiniin
cebirsel seklini olusturdugunu gostermistir. Laguerre diger yandan iki koninin igine ve

disina ¢okgen yerlestirilmesi hakkindaki Poncelet’in teoremini kullanarak egriler

yardimiyla ek teoremi ispatlamistir.

Laguerre’ in biitiin eserleri iki cilt halinde basiimustir. Ik cilt 1898°de ve ikinci
cilt 1905°te olmak iizere Hermite, Poincare ve Rouche tarafindan her iki bolim
yayimlamistir. Bunlar ancak yaklasik ylizyil sonra 1972’de yeniden basilmaya deger
goriilmiistiir. 11k olarak 1885°te Laguerre’ in yayinladigi” Recherches sur la Geometrie
de Direction” un yeni baskis1 1986’da tamamlanmistir. Bu kitabin yeniden basilmasi
kitaba hala biiyiik bir ilginin oldugunu kanitlamigtir. Laguerre’ in alti makalesini
kapsayan eser orijinal olarak “Nouvelles Annales de Mathematiques” de basilmistir.
Laguerre’ in yayinlanan diger eserleri ise “Sur le regle des signes en Geometrie” (1870);
“Transformations par semi-droites reciproques” (1882); “Sur les anticaustiques par
reflexion de la parabole, les rayons incidents etant paralleles (1883); “Sur quelques
properites des cycles” (1883); “Sur les courbures de direction de la troisieme classe”
(1883) ve “Sur les anticaustiques par refraction dela parabole, les rayons incidents etant
perpendicularies al’axe”(1885) olarak bilinmektedir (Hermite, C., Poincaré vd., 1898;

Hermite, C., Poincaré vd., 1905).
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Laguerre’ in ¢aligsmalari i¢in Bernkof su sozleri sdylemistir:

“Laguerre’ in ¢aligmalari i¢in neler sdylenebilir? O ¢agimizin en keskin zekali, parlak
fikirli ve yenilik¢i geometricilerinden biridir. Yirmi iki yildan daha az siiren ¢alisma
hayati icerisinde O’nu, Charles ve Poncelet’i takip edenler arasinda ilk siraya
getirmigtir. Tiim bunlara ragmen, neden Laguerre matematik diinyasinda ¢ok iyi
taninmamis ve ¢aligsmalarinin nadiren ortaya ¢ikmis oldugu sorusu akillara gelmektedir.
Bu sorunun cevabi, Laguerre’ in iistlin bir matematik dehasi olmasiin yani sira sadece
detaylara yonelik arastirmalar yapmasinda gizlidir. Ayrica farkli alanlarda olusturdugu
teoremleri bir araya getirerek konulara farkli bakis agilar1 kazandirmistir. Sonug olarak,
bu durum ileriki yillarda ¢esitli ve O©zel alanlarda Laguerre’ in c¢aligsmalarinin
incelenmesini saglamistir. Laguerre’ in eserleri diger matematikgiler tarafindan
arastirilarak genel teoremlerin olusturulmasindan kullanilmistir.””  (Glirbiiz, B.

Mugla,2012)
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2. KURAMSAL BIiLGILER VE KAYNAK TARAMALARI

2.1. Laguerre Diferansiyel Denklemleri ve Laguerre Polinomlari:

Fen ve miihendislik problemlerinde bir matematik model olarak siklikla karsilagilan
Xy +(1-x)y +ny=0 neN (2.1)
bicimindeki denkleme Laguerre diferansiyel denklemi denir.x=0 noktasi, denklemin

bir diizgiin tekil noktasidir. Dolayisiyla Frobenius teknigi ile Frobenius serisi olarak

:xsiarxr :iarxr+s (2.2)

r=0 r=0

seklinde bir ¢oziimii bulunabilir. Bu amaglay ve y tiirevleri

r+s-1

s

y =Y (r+s)ax

I
o

r

ve

y =Y (r+s)(r+s-1)a,x
:0

r

r+s-2

olur.

y ve tiirevleri Laguerre denkleminde yerine konulursa

(r+s)(r+s-1)a ”S‘l+i r+s) ”5‘1+i (r+s) +Sjtinarx”szo
r=0

r=0 r=0

<
D
M8 § EM8

[(r+s)(r+s—=1)+(r+s)Jax"" +ri;(n—r —s)a, X" =

T
o

elde edilir. Tekrar diizenlenirse

(r +s)2 ax ™ty

r

s
M

(n—r—s)ax™ =0

q
1l
o
-
Il
o

olur. ikinci terimde r yerine r-1 konulursa

(r+ 5)2 ax ™ty

r

M
M

(n—r—s+1)a,_x"*"'=0

T
o
I

[N

r

ve diizenlenirse
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sa, X"+ Z[(r +s) a, +(n—-r—s+1) arfl}x”s’l =0
r=1
bulunur. Burada a #0 oldugundan
s?=0 ve (r+s)a +(n-r-s+l)a =0, r=>1
elde edilir. Buradan, s=0 oldugundan katsayilar arasinda

n—-r+1

=5, r>1

rekiirans (tekrarlama) bagintisi elde edilir. Tekrarlama bagintisindan r =1,2,3,... i¢in

a, =—1ﬂza0 , (a, keyfi sabit)

. _ n-1_ n(n-1)
2 22 1222 ao

~ n-2__ n(n-1)(n-2)
ag_ 32 2 122232

-n(n-1)(n-2)...(n—r+1)
(1)

katsayilart ne N ve a, keyfi sabitine bagli olarak bulunur. Buna gére Laguerre

a, =(-1)

denkleminin ¢6ztiimii (S = 0igin)

y(x)=> ax =a +ax+a,x +..+ax +..
r=0

N
a"[l @ (2 (3)° T

olur. Verilen bir ne N degeri igin, y(x) seri ¢oziimii n. dereceden bir polinom olur. Bu

polinoma n. dereceden Laguerre polinomu denir. Laguerre polinomlart L, (X) ile

gosterilir.

10
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Boylece Laguerre polinomlart;

L,(x) =1
L (x)=1-x

2 w2y
w2y

_1-2x+ 1y
2

L, () =1~

3 6 , 6

W@ @y

3

L(x)=1-
:1—3x+§x2 T
2

12 , 24 , 24 ,
X" — X"+ X
2" (@) 4y

:1—4x+3x2—gx3+ix4

4
L,(x)=1- (1!)2 X+

24
5 20 , 60 , 120 , 120 .
X)=1- X+ X — X7+ X" — X
SO e e ey ey
=1—5x+5x2——x3+—x“—ix5
24 120

L(0-1 6 30 , 120 , 360 , 720 .

@@ ey @ Gy

:1—6x+%x2—gx3+§x4 Lysr Ly

8 20 720

L, (x)= r:O(—l) mxr

6

olarak tespit edilmis olur. Buradan sonug olarak, L, (X) polinomlart;

xL, (x)+(1-x)L, (x)+nL,(x)=0 , neN

Laguerre diferansiyel denkleminin ¢éztimleridirler. (Bell, W.W. Aberdeen, 1967)

11
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2.2. Laguerre Polinomlarimin Onemli Ozellikleri

Laguerre polinomlarinin baz1 6nemli 6zelliklerini su sekilde siralayabiliriz. (Bell, W.W.
Aberdeen, 1967)

a. Ureten fonksiyon 6zelligi

Asagida Laguerre polinomlarinin {ireten fonksiyon 6zelligi ifade edilmistir.

—xt

e 1-t o0

=) L (x)t" dir.
T Z(; L (0t

b. Ortogonallik

Laguerre polinomlarinin birbirine dik fonksiyonlar seti olusturdugunu gostermek igin

asagida verilen
[eL, (L, (x)dx
0

integralinin degerini hesaplayalim. Ureten fonksiyonun tanimimi kullanarak;

—xt

el—t
1-t *

L, ("
-0

ve

—X

»

els & ]
- = X)s™
s Z(; 2 (%)

azariz. Yukaridaki serileri Once birbirleri ile ve sonra da e ile carparsa
Yukaridak | birbirleri il da e™™il k,

-t -xs

0 el—t el—S
e "L (X)L, ()t"s" =e* —

;O 2 (X)L, (X) 11 s

elde ederiz. Her iki tarafin X’ e gore integralini alirsak,

—xt —Xs

= w*X nm_w 7XeH e]-*S
Z[Ie Ln(x)Lm(x)}s _le i

nm=0| o

olacaktir. Bu integrali de

| e—x(l+ﬁ+&)dx

o
gt

12
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olarak yazarsak kolayca alinir ve

bulunur. Bu da bize Laguerre polinomlarmin diklik iligkisini,

R 0, n#m
e L (X)L (x)dx =4 ., O =1
Je Ly 0oL, (dx =0, - {1, e

olarak verir. Laguerre polinomlari, agirlik fonksiyonu e’ gore diktir deriz.

2.3.Laguerre Polinomlar1 Ve Tiirevleri Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda Laguerre polinomlar1 ve tlirevleri arasindaki iligkiler ve kanitlar

verilmektedir. (Bell, W.W. Aberdeen, 1967)
()(+1)L, (1) = (20+1-X)L, (x) =1L, 5 (%)
(i) xL,, "(x) =nL, (x)—nL, (x)

Kanit:

(i) Ureteg fonksiyonunun t ’ye gore tiirevini alirsak

at__1
dt1—t (1_t)2

ifadesi kullanilarak

e a1 it _ X gt
D Iy A Ty

13
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elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi (1—t)2 ile garpilirsa

1=t S L (Xt = (1-1) 3L, (x)° —xni; L, (x)"

= =
ve boylece
L (Nt =23 L () + 3L (0t = 3L (00 = ST L () XYL (X
5 = = = 5 =
diizenlersek
;Ln+l(x)(n+1)t” _2:20 L, (x)nt" +gLnl(x)(n—l)t” =§Ln(x)” _gLnl(x)tn —an:; L, (x}"

bu denklemin her iki tarafinda t" *nin katsayilarinin esitlenmesi ile

(142) Ly (=20, () (=D)L, () =L, (0-L,, (), () (n=1)
buradan,

(n+1)L,,, (x)=(2n+1-x)L,(x)—nL, (x)
esitligi elde edilir.

(ii) Ureteg fonksiyonunun X ’e gore tiirevi alinirsa

[’e) t ;Xt
L '(x)t"=— gl-t
; n( )t (1—t)
t N
=— et » L, (x)t"
(1—t) ; n( )

boylece

(1—t)§ L, "(x)t" =—tZ(; L, (X"
ve bu ytlizden

ZO:LnI(X)[n_ZO:LnI(X)[rHl:_Zc;Ln(X)r‘H—l

Z,(;L” (x)t"—;Ln_l'(x)t" = leLn (X"

bu esitligin her iki tarafinda t" katsayilari diizenlenirse

14
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L ()~ Ls (0= L () (n21)
simdi X ’e gore bu sonucu (i) esitligi kullanilarak diizenlenirse
(n+1)L',, (x)=(2n+1-x)L" (x)—L, (x)—nL"_(X)
ifadesi elde edilir. Burada,
L (0L (0 =Ly ()
denklemi asagidaki formlarda yazilarak,
L () =1, (0L, (%)
L (0= L (0+ Ly (0
(n+2){L," ()= L, ()f = (2n+1=x) L, () = L, () =n{L, ' () + Ly (%)}
—nL, '(x) =—xL,"(x)—nL,, (x)
0, () =, ()=, 4 (1)

esitligi elde edilir.

15
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Diktortgensel Bolgede Lineer Kompleks Diferansiyel Denklemlerin Coziimii
I¢in Laguerre Kollokasyon Yontemi

Bu boliimde, lineer kompleks diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in dikddrtgensel

bolgede tanimli kollokasyon noktalarin1 kullanarak Laguerre polinomlarini temel alan

bir kollokasyon yontemi sunacagiz.
3.1.1. Problemin tanitilmasi

Bu calismada, ele alacagimiz problem, m. mertebeden lineer kompleks degisken

katsayili homojen olmayan

>R @Y@)=90) D

diferansiyel denklemini

-1

3

i[arkf(k)(ﬁj)}i, , r=012...,m-1 (3.2)

j=0

n
|
o

0

kosullart altinda ele alacagiz. Burada (z) = f(2) bilinmeyen fonksiyon, R (z) ve g(z)

fonksiyonlari,

D={z=x+iy| a<x<h, c<y<d, abc,deR}

bolgesinde tanimli fonksiyonlardir. @ ve lr reel sabitler, & i € D dir.

3.1.2. Coziim formu

Calismada, bizim amacimiz

>R@1Y@)=90)

denkleminin

16
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-1

3

i[arkf(k)(gj)]:ﬂr ; r=0,1,2...,m-1

j=0

T
|
o

kosullar altinda

f(z)=ZN:anLn(z),z eD,N>m

kesilmis Laguerre seri formunda yaklasik ¢oziimlerini bulmaktir. Burada,

r
Ln(z): E ﬂ(njzr ,2eD

I
r=0 r! r

ile taniml1 Laguerre polinomlaridir. Acgik bir sekilde Laguerre polinomlari

L, (2) =Zﬁ:(_1l)r (?jz’

r:

17
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(3.3) formundaki ¢6ziimii bulmak i¢in amacimiz &, katsayilarini problemin ¢oziimii

olacak sekilde belirlemektir.
3.1.3. Kollokasyon noktalarinin tanimlanmasi

Bu calismada, dikdortgensel
D={z=x+iy| a<x<b, c<y<d, ab,c,deR}
bolgesinde taniml1 kollokasyon noktalari,

qu = Xp + iyq olmak tizere,

xp=a+b;l—ap ve yq:c+d|\_lcq; p,g=0,1,...N (3.5)

olarak ele alinacak olup diferansiyel denklem probleminin bir cebirsel denkleme

indirgenmesinde kullanilacaktir.

Ornek: N=2, a=0, b=2, ¢=0, d=4 icin D dikdortgensel bolgesinde

Loy =X, 7t iyq ile taniml1 kollokasyon noktalarini bulalim.

18
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xp=a+%p ve yq=c+d_C

q p,g=0,1,...N
ifadeleri kullanilarak
2-0

. 4-0
xp=O+Tp, yq:O+Tq y p,g=0,1,2

buradan Xp =P ve Yq=24, p,q=0,12
bulunur. Béylece, x, =0 ,x =1 ,x,=2,y,=0,y, =2 ,y, =4 olarak hesaplanir.
Bu degerler Z,, =X, + iyq ’de yerine yazilirsa kollokasyon noktalart

Zop =0, 2y =20, 10y =41 1,y=1, 7, =142i 7, =144 7,0=2, 71, =2+2i 7, =2+4i

olarak bulunur.

3.1.4. Laguerre polinomlarimin matris formu

(3.4) denklemi ile verilen Ly(z) Laguerre polinomlari

L' (2)=DZ"(z) & L(z) =Z(z)D (3.6)

seklinde matris formunda yazilabilir.

Burada,
L@ =L@ L@ LE) - LG,

Z()=[1 z 2 ... "],

19
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(_1)0 0 0
0! (0
(-1)°(1 (- (1
or (o 1 (1
D=| (-°(2) (-1'(2
or (o 1 (1
(-)°(N) (-D'(N
. 0! 0 1 (1
D matrisi;
D:[dp,q] ’ dpq=
ile de ifade edilebilir.
Omegin; N =1ligin,
_(_1)0 [Oj O _
0! \0
D=
(—l)0 1 (—1)1 1
0! (Oj 1! (1]

L(2)=[L(2) L@]=2(2)D =]t 7]

o)

DT

o

(S
0!

20

(-))°

-1’

(-2°

]

4

20

0!

0

o

0!

(G

1
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3.1.5. Coziim yontemi icin gerekli temel matris bagintilar

Bu kisimda, ¢6ziim yontemi igin kullanilacak temel matris formlarini elde edecegiz.

N

a
A=|a,

Ay

olmak tizere (3.3) ile verilen ¢6ziim formu
f(2)=L(2)A (3.7

seklinde matris formunda yazilabilir. Burada, A, bilinmeyen katsayilar matrisidir.

(3.6.) denklemindeki ifade (3.7)’de yerine yazilirsa

f(z2)=2Z(z)D'A (3.8)
elde edilir.

Z(2)= [1 z 2% - 2V ] ’ nin birinci tiirevi bulunacak olursa

z%2z)=[0 1 2z --- Nz"*]olur.

Béylece, Z(z) ve Z”(z) arasindaki bagint:

Z®(2) =Z(2)B (3.9)

ile verilir. Burada,

21
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0100 0
0020 ..0
5_|0003 0 0
0000 " 0
S A
0000 0 0

dir. Z(Z) ve z% (z) arasindaki bagimt:
z9(2)=(2%(2))" =(2(2)B)"” = 2% (2)B = Z(2)BB = Z(2)B’

seklinde olur. Boyle devam edilirse

z®(2) =Zz(2)B* (3.10)

matris formu elde edilir.

f (z) 'nin K. tirevinin matris formunda (3.10) bagintisini yazarsak,

=Z(2)B'D'A (3.11)

matris formunu elde ederiz.

(3.5)’deki kollokasyon noktalar1 (3.11) de kullanilirsa

f®(z,)=2(z,,)B'D'A pg=01...,N (3.12)

olur. p,q=0,1..., N ic¢in (3.12) bagintis1 agik olarak

f99(z54) = Z(2,,)B“D'A
" (z,)=2(z,)B'D'A
£ (2,4) = Z(2,,)B'D'A

£ (24,) = Z(2,,)B*D"A

22
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yazilabilir ve bunlar matris formunda;
T0(z,) | [Z(24)B*DT | [Z(z5)]
£ (z,) Z(z,,)B'D’ Z(z,,)
F© =] £9(z,,) |=| Z(2,4)B'D" |=| Z(z,,) [B'D'A (3.13)
L f (k)(ZNq)_ _Z(ZNq)BkDT i _Z(ZNq)_
olarak yazilabilir.
_Z(ZOq)_
Z(Zlq)
Z,=|Z(zy) | dersek, (3.13) denklemi
_Z(ZNq)_
k kT
F¥=ZBDA (3.14)
haline gelir. Buradaki Zy matrisinin yapisi asagidaki gibidir:
Zog Zog - Zog
Ly Ly e g
Z,=11 2,, 7,0 .. Iy
1 2y Zy o Iy
(3.1) denkleminde (3.5) kollokasyon noktalar1 kullanilirsa,
3 k
D P2, (z,)=9(z0) p.g=01....N (3.15)
k=0

olur. q ’lar1 sabit tutup p=0,1,...,N i¢in degerleri verelim.
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3P (200)F “ (20) = (200)

k=0
Z Pk (Zlq) f 1 (Zlq) = g (Zlq)
k=0

3 R (2)f9(2,) = 92

q=0,1,...,N sistemi elde edilir. Bu sistemi matris formunda

m N
ZquFq<k> = ZGq (3.16)
k=0 q=0

olarak yazilabilir. Burada,

e
R(z) O .. 0 F(2oq) 0(2,,)
(k)
0 P .0 £ (z,)
Pu=| - k(szlq) 5 5 0= S 1q G, - g(zzlq)
0 0 0 Rz 1900)|  |e

olarak yazabiliriz. (3.14) ifadesi (3.16)’da yerine yazilirsa
m N
> P ZBD'A=>G,
k=0 gq=0

elde edilir. q=0,1,...,N kullanilarak,
m N N
>>PZBDA=>G,, q=01...,N (3.17)
k q=0

=0 g=0

ana matris denklemi elde edilir.

3.1.6. Baslangi¢ kosullarinin matris formu

Bu kisimda (3.2) kosullarmin Lp(Z) Laguerre polinomlari cinsinden matris formunu

yazacagiz. (3.11) bagintisini (3.2) denkleminde yerine yazarsak
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iiarkzgj )BXD"A = A, (3.18)

k=0 j=0

olup,
zE)=[1 & & .. &N ]dir

(3.18) denkleminde,

J
>.a,Z(&)B'D" =U,

j=0

M=

k

1l
o

dersek (3.18) denklemi kisaca
UA=[%] (3.19)
olarak yazilabilir. (3.19) ifadesinin genisletilmis yani arttirilmig matrisi

(U3 4] (3.20)

dir. Burada

U =[U, U, ... Uy]

seklinde bir matristir.
Boylece (3.2) kosullarinin matris formu (3.19) ya da (3.20)’ deki gibi elde edilmis olur.
3.1.7. Coziimiin elde edilmesi

Bu kisimda, 6nceki boliimlerde buldugumuz temel matris bagintilar1 ve kosularin matris

formu kullanilarak ¢6ziimiin elde edilisi agiklanacaktir. (3.17) denkleminin sol tarafini

m N
W=[w,]=>> P, ZBD" st=01...,N

k=0 q=0
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seklinde ve sag tarafini

Jo

G= . G, = %
_Z qa | :
40 ‘

N

seklinde gosterirsek (3.17) matris denklemi kisaca

WA =G (3.21)

seklinde yazilabilir.
(3.21) matris denkleminin genisletilmis matrisi

[W;G]=[w,;g,] , st=01...,N (3.22)

olur.

(3.22) ifadesinin herhangi m satir1 ile kosullari genigletilmis matrisi olan (3.19)

ifadesindeki satirlar yer degistirilirse,
WA=G yada [W;é}
elde edilir.

W’nin herhangi m satirim1 degistirmek yerine son m satirmi degistirmek

uygulayacagimiz programda kolaylik saglayabilir.
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Bu yapilirsa;
Woo Wor Woy Won ) 9o
Wio Wiy Wi, Win , 9,
Wao W, Wo, Wa, ) 9,
.~ W, W, W, _ e W 7 One
[W;G]z N-m0 N-m1 N-m2 N-mN ' N-m (3.23)
Ugo Uoy Up, Uoy ’ ﬂo
Ujg Uy, Uy, Uy , 21
Uy Uy Uy, Uy ) ﬂz
L um—lO um—ll um—12 um—lN ’ ﬂ’m—l n

Bu (N +1) bilinmeyenli (N +1) denklemden olusan lineer cebirsel sistem ¢oziilerek

A=(W)" 6
katsayilar matrisi bulunur.

8

A

katsayilar matrisinde bulunan a,,a,...,a, katsayilari (3.3) ¢oziim
aN

formunda yerine yazilarak

(@)= aL) (3.24)

¢Oziimiinii elde ederiz.
3.1.8. Rezidiiel hata tahmini

Bu bdliimde, rezidiiel fonksiyonu kullanarak bir hata problemi olusturup hata tahmini

yontemi verilecek. (3.24) yaklasik ¢6ziim igin hata fonksiyonu

ey(2)=1(2)- (2 (3.25)
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ile gosterelim.

Burada f(z) fonksiyonu tam ¢oziim ve fy(z) fonksiyonu

L @=YaL @

yaklasik ¢oziimdiir.

(3.24) yaklasik ¢oziimii (3.1) denklemi olan
Y R@f“(@)=9(2)
k=0
diferansiyel denkleminde konulursa
> R@f“(2)-g(2)=0
k=0

denklemi elde edilir. Burada ¢6ziim tam ¢6ziim ise esitlik olur.

(3.24) denklemi i¢in rezidii fonksiyonu R, (z),

Ry(2)=> R(@2)f,"“ -a(z)
k=0
olsun. O zaman

i R.(2)f," =g(z)+Ry(2) (3.26)

denklemi elde edilir.

(3.1) denkleminden (3.26) denklemini taraf tarafa ¢ikarirsak
Y R@[ Y- %@ ]=-Ry(2) (3.27)
k=0

olur.
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ev(2)=f(2)-fy(2)
hata fonksiyonunun k. tiirevi
e, (2)= X (2)- f,“(2) dir.

Boylece (3.27) ifadesi;

i P.(2)e\" (2) =Ry (2) (3.28)

olur. Diger taraftan (3.2) kosullart;

-1

3

i[arkf“)(gj)]:ﬂ., ,r=0,12...,m-1 idi.

=0

T
|
o

(3.24) yaklasik ¢6ziimii bulunurken, (3.2) kosullarini kullanmis oldugumuz igin (3.24)
yaklasik ¢oziimii (3.2) kosullarin1 saglar. Yani;

-1

3

M(_.

[a: (&) ]=24 (3.29)

J

T
o
1l

o

olur. (3.2) kosullarindan (3.29) denkleminin kosullar taraf tarafa ¢ikartilirsa;

-1

3

ZJ:a,k [ 9@ -f,"“(2)]=0 olur.

i=0

T
|
o

Bu denklemde,
[1P@-1"@)]=e@)

ifadesini kullanirsak;

-1

3

J
Za‘rkeN(k) (Z) = 0

j=0

=
I
o

homojen kosulu elde edilir.
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Boylece;

Pk (Z)eN(k) (z)= _RN (2)

NgE

=~
Il
o

(3.30)

3
iR

J
Z arkeN(k) (Z) = O

=0

=~
o

kompleks hata diferansiyel problemi elde edilir. (3.30) problemi (3.1)- (3.2) problemi
ile ¢ok benzerdir. (3.1) denkleminden farki burada g(z) yerine —R,(z) olmas1 (3.2)

denkleminden farki A ’ler yerine sifirlar olmasidir. (3.24) yaklasik c¢ozlimiini

buldugumuz yéntem ile
M ~
ewm(2)= Zak L. (2)
k=0

formunda (3.30) probleminin ¢6ziimii aranir. Bu yaklagik ¢6ziim, hata fonksiyonu

ey (z) ’ nin yaklasik degeridir. Yani hata fonksiyonu i¢in bir tahmindir.
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4. BULGULAR

Bu boliimde, metodun etkililigini ve dogrulugunu aciklamak i¢in birkag¢ sayisal drnek

verilmistir. Burada, f(z) yaklasik ¢ozim, |e, (Z)| gercek mutlak hata fonksiyonu,

‘eN’M (Z)‘ tahmini mutlak hata fonksiyonunu gosterir.
Ornek 4.1. (Yiizbas1 S., Sahin N., Sezer M., 2012)
f"(2)+zf '(2) =€’ + z€* 4.1)
ikinci mertebeden degisken katsayili, homojen olmayan lineer diferansiyel denklemini
f(0)=1 ve f'(0)=1

baslangic¢ kosullar1 altinda ¢6zelim:

N =2 i¢in,
L@ =YaL @) (42)

formunda Laguerre kollokasyon yontemi ile yaklasik ¢6ziimii bulacagiz. Burada (4.1)
denkleminin tam ¢6ziimii f (z) =e* dir.

Ik olarak, N=2, a=-1, b=1, ¢=-1, d=1 alarak kollokasyon noktalarini

bulalim.
b—a d-c
xp:a+Tp ve yq:c+Tq p,g=0,1...N,

Xp:—1+p ve yq:_1+q O|Up XO:_l ,Xlzo ,X2:1 vy():_l 1y1:O ’yzzl

degerleri z,, =X, +1y, da yerine yazilirsa
Zo=—1-1, 2y =1, 2,,=1-1,2,,=-1, 2, =0, z,,=1,2,, =-1+1, 2, =1, Z,, =1+i

kollokasyon noktalar: elde edilir.
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Ikinci mertebeden degisken katsayili, homojen olmayan lineer diferansiyel
denkleminde R, (z)=z, PR(z)=0, P,(z)=1 ve g(z)=e’+ze’ olmak iizere (4.1)

diferansiyel denkleminin temel matris denklemi

k=0 q=0

2 2 2
ZZquZquDTA:qZ_;Gq

seklindedir. Burada

000 1 0 0 1 1 1
B=|/1 0 0[,D=[1 -1 0 |[,D'=/0 -1 -2
020 1 -2 1/2 0 0 1/2
-1-i O 0 -1 0 0 -1+i 0 O
Po=| 0 - O0]|,P,={0 0 0|,P,=| 0 i O
0 0 1-i 0 0 1 0 0 1+i
000 100
P=/0 0 0|,P,=|0 1 0
000 0 0 1

olup,

-3 -4 -1/2 ; -408/659
[W;G]= 0o 2 7 : 1259/3166 | *dir.
3 2 5/2  1637/243
Kosullarin matris formu,
Up=[1 1 1] ve U=[0 1 2] *dir
[W;G]’nin son iki satirt ile U, ve U, yer degisirse,
-3 -4 -1/2 :; -408/659
(WiGl=l1 1 1 ; 1

o -1 -2 ; 1

elde edilir. Bu sistem ¢oziilerek
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2992/1297

~ =1 ~
A:(W) G =| -823/510
398/1297

katsayilar1 bulunur. Bu katsayilar (4.2) denkleminde yerine yazilarak f, (Z) yaklasik

¢Oziimi bulunur.

f,(z) =(1381984838546793 z*)/9007199254740992+ z

+4503599627370497/4503599627370496°d1r.
N=2 i¢in rezidii fonksiyonu

R,(X) = f,"(2) + zf, (z) —e* — z6* =2((1381984838546793 22 )/9007199254740992+ 7

+4503599627370497/4503599627370496)- e*
-z e’ +1381984838546793/4503599627370496

olur. Boylece hata problemi,

e,"(z) +2e,'(z) =—R,(2)
f(0)=0, f'(0)=0

olur. Bu problem de M=3 kesme sinir1 i¢in Laguerre kollokasyon yontemi ile
3 ~
€,5(2) = z 4,L,(2)
n=0

formunda yaklagik ¢6ziim aranirsa hata fonksiyonunun yaklagimini

e,,(2) =1/18014398509481984+ z* (7869341209947915/36028797018963968

-(12552309090872951)/40564819207303340847894502572032)
+7°(8435781428493703/108086391056891904
-(8422121477801039i)/121694457621910022543683507716096)
+2((11i)/20282409603651670423947251286016-3/18014398509481984)
+ (31)/20282409603651670423947251286016

olarak bulunur.
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Ayrica, bu problem, kesme sinir1 i¢gin N=5 ve N=9 degerleri alinarak ¢oziilmistiir. Elde

edilen gercek mutlak hatalar Cizelge 4.1°de verilmistir:

Cizelge 4.1. Ornek 1’in N=5 ve N=9 i¢in gercek mutlak hatalar

Laguerre kollokasyon metodu
z &5 (2)|(Reel) | [ey(2)|(Reel) &5 (2))(1m) &y (2)|(1m)
-1-i 5.2102e-3 4.4390e-6 1.7617e-2 1.7436e-4
-0.6-0.61 | 3.3432e-3 2.6550e-5 1.0126e-2 1.1483e-4
-0.2-0.1i | 6.9732e-4 7.9390e-6 8.0199%-4 9.1962e-6
-0.2-0.2i | 2.4371e-4 2.6435e-6 1.6710e-3 1.9037e-5
-0.1-0.2i | 5.3543e-4 6.0967e-6 1.0040e-3 1.1400e-5
-0.1+0.2i | 5.3543e-4 6.0967e-6 1.0040e-3 1.1400e-5
-0.1-0.1i | 3.5043e-5 3.9628e-7 4.5667e-4 5.2102e-6
-0.1+0.1i | 3.5043e-5 3.9628e-7 4.5667e-4 5.2102e-6
0+0 7.1054e-15 5.8875e-13 4.0390e-28 3.5407e-20
0.1+0.1i | 4.5249e-5 5.4645e-7 5.3626e-4 6.1404e-6
0.1-0.1i | 4.5249¢-5 5.4645e-7 5.3626e-4 6.1404e-6
0.1-0.2i | 9.7153e-4 1.1183e-5 9.2077e-4 1.0405e-5
0.1+0.2i | 9.7153e-4 1.1183e-5 9.2077e-4 1.0405e-5
0.2+0.2i | 4.0699¢e-4 5.0459¢-6 2.2993e-3 2.6326e-5
0.1+0.1i | 7.7392e-4 8.8154e-6 1.2453e-3 1.4411e-5
0.6+0.6i | 1.6556e-2 2.1852e-4 2.4584e-2 2.6338e-4
1+1i 1.6556e-2 1.3396e-3 5.9474e-2 3.2386e-4
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N=5, M=6 ve N=9, M=10 kesme sinirlar1 i¢in gercek ve tahmini mutlak hatalarin reel

ve imajiner kisimlar1 Cizelge 4.2 ve Cizelge 4.3’te verilmistir.

Cizelge 4.2. Ornek 1’in N=5 M=6 ve N=9 M=10 i¢in ger¢ek ve tahmini mutlak
hatalarin reel kisimlarinin karsilagtirilmasi

Laguerre kollokasyon metodu

z &5 (z)|(Reel) | |es, (2)](Reel) &g (2)|(Reel) | |egyo(2)|(Reel)
-1-i 5.2102e-3 7.4544¢e-4 4.4390e-6 6.1621e-5
-0.6-0.61 | 3.3432e-3 1.7416e-3 2.6550e-5 7.6406e-6
-0.2-0.1i | 6.9732e-4 4.7329%e-4 7.9390e-6 5.7055e-6
-0.2-0.2i | 2.4371e-4 1.4601e-4 2.6435e-6 1.5321e-6
-0.1-0.2i | 5.3543e-4 3.7488e-4 6.0967e-6 4.5860e-6
-0.1+0.2i | 5.3543e-4 3.7488e-4 6.0967e-6 4.5861e-6
-0.1-0.1i | 3.5043e-5 2.1247e-5 3.9628e-7 2.3910e-7
-0.1+0.1i | 3.5043e-5 2.1247e-5 3.9628e-7 2.3909e-7
0+0 7.1054e-15 8.1046e-15 5.8875e-13 2.0928e-12
0.1+0.1i | 4.5249e-5 2.7777e-5 5.4645e-7 3.4521e-7
0.1-0.1i | 4.5249e-5 2.7777e-5 5.4645e-7 3.4522e-7
0.1-0.2i | 9.7153e-4 6.4169e-4 1.1183e-5 7.7417e-6
0.1+0.2i | 9.7153e-4 6.4169e-4 1.1183e-5 7.7417e-6
0.2+0.2i | 4.0699e-4 2.5049¢-4 5.0459%¢-6 3.2297e-6
0.1+0.1i | 7.7392e-4 5.2043e-4 8.8154e-6 6.2507e-6
0.6+0.6i | 1.6556e-2 1.0205e-2 2.1852e-4 1.4331e-4
1+1i 1.6556e-2 6.6046e-2 1.3396e-3 8.8901e-4
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Cizelge 4.3. Ornek 1’in N=5, M=6 ve N=9, M=10 i¢in gercek ve tahmini mutlak
hatalarin imajiner kisimlariin karsilastirilmast

Laguerre kollokasyon metodu

z &5 (2)|(1m) &6 (2)[(1m) &y (2)|(1m) €520 (2)|(1m)
-1-i 1.7617e-2 1.2125e-2 1.7436e-4 1.1856e-4
-0.6-0.61 | 1.0126e-2 7.2094e-3 1.1483e-4 8.8031e-5
-0.2-0.1i | 8.0199%-4 5.5459¢e-4 9.1962e-6 6.8032e-6
-0.2-0.2i | 1.6710e-3 1.1475e-3 1.9037e-5 1.3921e-5
-0.1-0.2i | 1.0040e-3 6.7593e-4 1.1400e-5 8.0898e-6
-0.1+0.2i | 1.0040e-3 6.7593e-4 1.1400e-5 8.0898e-6
-0.1-0.1i | 4.5667e-4 3.1077e-4 5.2102e-6 3.7609e-6
-0.1+0.1i | 4.5667e-4 3.1077e-4 5.2102e-6 3.7609e-6
0+0 4.0390e-28 5.4122e-26 3.5407e-20 3.5570e-19
0.1+0.1i | 5.3626e-4 3.5943e-4 6.1404e-6 4.3378e-6
0.1-0.1i | 5.3626e-4 3.5943e-4 6.1404e-6 4.3378e-6
0.1-0.2i | 9.2077e-4 6.2538e-4 1.0405e-5 7.4745e-6
0.1+0.2i | 9.2077e-4 6.2538e-4 1.0405e-5 7.4745e-6
0.2+0.2i | 2.2993e-3 1.5326e-3 2.6326e-5 1.8446e-5
0.1+0.1i | 1.2453e-3 8.2508e-4 1.4411e-5 1.0034e-5
0.6+0.6i | 2.4584e-2 1.6364e-2 2.6338e-4 1.8189¢-4
1+1i 5.9474e-2 4.3024e-2 3.2386e-4 2.3718e-4

N=5 ve N=9 icin elde edilen ¢ozlimlerin mutlak ve tahmini hatalarinin gorsel olarak

karsilagtirilmas: Sekil 4.1 ve 4.2°de sunulmustur. Sekil 4.1’de N=9 igin elde edilen

mutlak hatanin N=5 icin elde edilen mutlak hatadan daha kii¢iik oldugu goriilmektedir.

Boylece, artan N degerleriyle birlikte yaklasik ¢oziimiin gercek ¢oziime daha yakin

oldugu anlasilmaktadir. Benzer sekilde, Sekil 4.2°de hata tahminlerinin mutlak hata
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fonksiyonlaria olduk¢a yakin oldugu goriilmektedir. Bu durum, rezidiiel hata tahmin

yonteminin etkili oldugunu gostermektedir.

Mutlak hata

Sekil 4.1. Ornek 4.1 i¢in N=5 ve N=9 ile elde edilen yaklasik ¢dziimlerin mutlak

hatalarinin karsilastirilmasi

0.07

—_

=
w

0.06

=
fas]

0.05

=
i

=
m

0.04

0.03+

=
=

=
L

0.0z

Gergek ve tahmini mutlak hata
Gergek ve tahmini mutlak hata
=
m

=
[

0.071 P
0.1

Sekil 4.2. Ornek 4.1 i¢in N=5 M=6 ve N=9, M=10 i¢in elde edilen gercek ve tahmini

mutlak hatalarin karsilastirilmasi
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Ornek 4.2. (Yiizbast S., Sahin N., Sezer M., 2012)

f"(z)+zf'(z)+2zf (z) =€’ +2ze* ikinci mertebeden degisken Kkatsayili, homojen
olmayan lineer diferansiyel denklemini f(0)=1 ve f'(0)=1 baslangi¢ kosullari

altinda N=5 ve N=9 kesme sinirlar1 i¢in mutlak hatalarinin reel kismiin Laguerre
metodu, Taylor metodu ve Bessel metodu ile karsilastirilmasi Cizelge 4.4’de verilmistir.

Ayrica N=4 ve a=-1,b=1,c=-1d =1 i¢in kollokasyon noktalarinin D dikdortgensel

bolgesinde gosterimi Sekil 4.3.” de verilmistir.

Y
Z()4 Z] 4 224 23 4 244
L L 4 L 4 L ]
Z()3 Z] 3 223 Zj’ 3 Z43
L L4 4 4 ®
ZOZ Z] 2 ZZZ Z32 242
< 4 L4 L 4 L 2 4 >
-1
Z()] Z] 1 ZZ 1 Z31 24 i
[ L 4 L 4 L 4 4
Z()() ZI 0 ZZ() ZS’ 0 Z4 0
L L L ®
-1

Sekil 4.3. N=4 ve a=-1, b=1, ¢=-1, d=1 i¢in kollokasyon noktalar1
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Cizelge 4.4. Ornek 2’nin N=5 ve N=9 kesme sinirlar1 i¢in gercek mutlak hatalarin reel
kisimlarmin Laguerre, Taylor ve Bessel metodu ile karsilastiriimasi

Laguerre metodu Taylor metodu Bessel

2 e, @I (Reen)[Je, (2)l(Reet) fe, ()] (Reet) [le, (2)|(Reel) [Je, (2)](Reel) [Je, (2)|(Reet)

-1-i 7.0317e-3 | 7.6911e-6 | 1.5456e-1 1.1087e-1 5.2102e-3 4.4382e-6
-0.6-0.6i | 7.0298e-4 | 1.6038e-7 | 4.3069e-2 | 1.4555e-2 | 3.3432e-3 | 2.6551e-5
-0.2-0.1i | 1.9448e-5 | 2.7754e-10 | 7.5625e-3 3.2941e-4 | 6.9732e-4 7.9390e-6
-0.2-0.2i | 2.6618e-7 | 2.3766e-9 | 2.0216e-3 | 1.0615e-4 | 2.4371le-4 | 2.6436e-6
-0.1-0.2i | 1.4437e-5 | 8.6670e-10 | 6.3395e-3 | 3.0633e-4 | 5.3543e-4 | 6.0967e-6
-0.1+0.2i| 9.5036e-6 | 8.4740e-10 | 6.3395e-3 3.0633e-4 | 5.3543e-4 6.0967e-6
-0.1-0.1i | 1.1583e-6 | 1.6958e-10 | 2.6859%-4 | 1.9201e-6 | 3.5043e-5 | 3.9628e-7
-0.1+0.1i| 3.6543e-6 | 1.8378e-10 | 2.6859%¢-4 1.9201e-6 3.5043e-5 3.9628e-7

0 4.8850e-15 | 3.5083e-14 | O 0 0 0
0.1+0.1i | 1.3571e-6 | 5.5822e-11 | 3.0095e-4 | 3.4200e-5 | 4.5249¢e-5 | 5.464e-7
0.1-0.1i | 9.2943e-8 | 5.2298e-11 | 3.0095e-4 3.4200e-5 | 4.5249e-5 5.4645e-7
0.1-0.2i | 1.2488e-6 | 4.2677e-11 | 9.4615e-3 | 4.9502e-4 | 9.7153e-4 1.1183e-5
0.1+0.2i | 1.3334e-6 | 1.4172e-11 | 9.4615e-3 | 4.9502e-4 | 9.7153e-4 1.1183e-5
0.2+0.2i | 4.0514e-6 | 2.2341e-10 | 2.5451e-3 | 4.1176e-4 | 4.0699%¢-4 5.0459%¢-6
0.2+0.1i | 3.9791e-6 | 2.6554e-10 | 8.1251e-3 3.5865e-4 7.7392e-4 | 8.8155e-6
0.6+0.6i | 1.2136e-4 | 3.8464e-9 | 8.4945e-2 2.7396e-2 1.6556e-2 2.1852e-4

1+1i | 1.3132e-3 | 9.6713e-7 | 4.7746e-1 2.1282e-1 1.0647e-1 1.3396e-3

N=5 ve N=9 kesme sinirlar1 i¢in mutlak hatalarinin imajiner kismmin Laguerre metodu,

Taylor metodu ve Bessel metodu ile karsilastirilmasi Cizelge 4.5’de verilmistir.
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Cizelge 4.5. Ornek 2’nin N=5 ve N=9 kesme sinirlar1 i¢in gercek mutlak hatalarin

imajiner kisimlarinin Laguerre, Taylor ve Bessel metodu ile karsilagtirilmasi

Laguerre metodu Taylor metodu Bessel metodu

2 |]es (2)[(1m) [ley (2)[(1m) Jes (2)[(1m) | [e; (2)](1m) |fes (2)|(1m) [, (2)[(1m)
-1-i 3.10e-2 6.4399e-5 | 2.6406e-1 | 4.0260e-2 | 1.7617e-2 | 1.7436e-4
-0.6-0.6i | 2.8398e-3 | 1.1969e-6 | 1.2960e-1 | 7.6794e-3 | 1.0126e-2 | 1.1483e-4
-0.2-0.1i | 1.2579e-5 | 1.7254e-9 | 9.0258e-3 | 4.9245e-4 | 8.0199%¢-4 | 9.1962e-6
-0.2-0.2i | 4.4852e-5 | 1.1154e-9 | 1.8727e-2 | 8.6139%e-4 | 1.6710e-3 | 1.9037e-5
-0.1-0.2i | 1.2594e-5 | 5.6703e-12 | 1.0687e-2 | 4.2029e-4 | 1.0040e-3 | 1.1400e-5
-0.1+0.2i | 2.9394e-6 | 1.6940e-12 | 1.0687e-2 | 4.2029e-4 | 1.0040e-3 | 1.1400e-7
-0.1-0.1i | 6.3143e-6 | 3.6913e-10 | 4.9641e-3 | 2.3080e-4 | 4.5667e-4 | 5.2102e-6
-0.1+0.1i | 2.9536e-6 | 3.4350e-10 | 4.9641e-3 | 2.3080e-4 | 4.5667e-4 | 5.2102e-6
0+0 8.6042e-16 | 3.6454e-13 | 0 0 1.0477e-31 | 4.0597e-28
0.1+0.1i | 2.0420e-6 | 1.7801e-10 | 5.5323e-3 | 2.6568e-4 | 5.3626e-4 | 6.1404e-6
0.1-0.1i | 2.9853e-6 | 1.8528e-10 | 5.5323e-3 | 2.6568e-4 | 5.3626e-4 | 6.1404e-6
0.1-0.2i | 7.2575e-6 | 4.3550e-10 | 1.0117e-2 | 3.7844e-4 | 9.2077e-4 | 1.0405e-5
0.1+0.2i | 5.0695e-6 | 4.1382e-10 | 1.0117e-2 | 3.7844e-4 | 9.2077e-4 | 1.0405e-5
0.2+0.2i | 4.4104e-6 | 4.4144e-10 | 2.3257e-2 | 1.1245e-3 | 2.2993e-3 | 2.6326e-5
0.2+0.1i | 2.2451e-6 | 2.3542e-10 | 1.2161e-2 | 6.9474e-4 | 1.2453e-3 | 1.4411e-5
0.6+0.6i | 1.9888e-5 | 4.7189e-9 | 2.4723e-1 | 1.0194e-2 | 2.4584e-2 2.6338e-4
1+1i 3.9112e-3 | 5.9234e-7 | 7.6342e-1 | 9.4049e-3 | 5.9474e-2 | 3.2387e-4
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N=5, N=6, N=7, N=8 ve N=9 i¢in elde edilen ¢oziimlerin mutlak hatalarinin gorsel
olarak karsilagtirilmasi Sekil 4.4°de verilmistir. Sekil 4.4’de N=9 i¢in elde edilen mutlak
hatanin N=5, N=6, N=7, N=8 i¢in elde edilen mutlak hatalardan daha kiigiik oldugu
gorilmektedir. Boylece, artan N degerleriyle birlikte yaklasik ¢oziimiin gergek ¢oziime

daha yakin oldugu anlagilmaktadir.

1D-2 T T T T T T T T T

Mutlak hata IEN(2)|
=

ezl
1|:|'8 —_——— |EE(2 [

)
)
—_— Ie?(z)l
—— |e;(7)
—— leg(z)l

1|:|' 1 1
-1 0.8 06 0.4 -0.2 0 0z 04 06 0a 1

7

Sekil 4.4. Ornek 4.2 i¢in N=5, N=6, N=7, N=8 ve N=9 ile elde edilen yaklasik

¢Ozlimlerin mutlak hatalarinin karsilagtirilmasi

Ornek 4.3. (Yiizbas S., Sahin N., Sezer M., 2012)
f"(z)+1zf '(z)+2zf (z)=2zsin(z)+zcos(z)—sin(z)

ikinci mertebeden degisken katsayili, homojen olmayan lineer diferansiyel denklemin
tam ¢dziimii f(z) =sinz dir. f (0)=0 ve f'(0)=1 baslangi¢ kosullar altinda N=5 ve

N=9 kesme smirlart icin gercek mutlak hatalari reel kismmin Laguerre metodu ve

Bessel metodu ile karsilastirilmasi Cizelge 4.6°da verilmistir.
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Cizelge 4.6. Ornek 3’iin N=5 ve N=9 i¢in ger¢ek mutlak hatalarinin reel kisimlarinin
Laguerre metodu ve Bessel metodu ile karsilastiriimasi

Laguerre kollokasyon metodu Bessel metodu
z les(z)|(Reel) | les(2)|(Reel) | les(2)|(Reel) | |ey(2)|(Reel)

-1-i 1.0925e-2 1.1730e-4 1.0925e-2 1.1730e-4
-0.6-0.6i 1.6093e-3 1.3873e-5 1.6093e-3 1.3873e-5
-0.2-0.1i 1.2805e-4 2.3401e-6 1.2805e-4 2.3401e-6
-0.2-0.2i 3.5258¢e-5 1.9304e-8 3.5258e-5 1.9300e-8
-0.1-0.2i 1.4468e-4 2.2393e-6 1.4468e-4 2.2393e-6
-0.1+0.2i 1.4468e-4 2.2393e-6 1.4468e-4 2.2393e-6
-0.1-0.1i 3.8437e-6 1.8708e-8 3.8437e-6 1.8707e-8
-0.1+0.1i 3.8437e-6 1.8706e-8 3.8437e-6 1.8707e-8

0+0 4.8850e-15 3.6637e-14 1.0209e-16 6.3440e-17
0.1+0.1i 3.0060e-6 5.0314e-8 3.0060e-5 5.0316e-8
0.1-0.1i 3.0060e-6 5.0317e-8 3.0060e-6 5.0316e-8
0.1-0.2i 1.0855e-4 2.6242¢-6 1.0855e-4 2.6242¢-6
0.1+0.2i 1.0855e-4 2.6242¢-6 1.0855e-4 2.6242¢-6
0.2+0.2i 2.1855e-5 5.2495e-7 2.1855e-5 5.2495e-7
0.2+0.1i 1.2225e-4 2.4127e-6 1.2225e-4 2.4127e-6
0.6+0.6i 5.2367e-4 2.6521e-5 5.2367e-4 2.6521e-5

1+1i 2.5483e-3 1.6477e-4 2.5483e-3 1.6477e-4
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N=5 ve N=9 kesme simuirlar1 i¢in gercek mutlak hatalarin imajiner kismmin Laguerre

metodu ve Bessel metodu ile karsilagtirilmasi Cizelge 4.7°de verilmistir.

Cizelge 4.7. Ornek 3’iin N=5 ve N=9 kesme sinirlar1 i¢in ger¢ek mutlak hatalarmnim
imajiner kismlarinin Laguerre metodu ve Bessel metodu ile karsilagtirilmasi

Laguerre kollokasyon metodu Bessel metodu

z &5 (2)|(1m) &y (2)|(1m) &5 (2)|(1m) &y (2)|(Im)
-1-i 5.2343e-3 5.1349e-5 5.2343e-3 5.1350e-5
-0.6-0.6i 3.3243e-3 4.6182e-5 3.3243e-3 4.6183e-5
-0.2-0.1i 1.8943e-4 3.1127e-6 1.8943e-4 3.1127e-6
-0.2-0.2i 3.6111e-4 6.1266e-6 3.6111e-4 6.1266e-6
-0.1-0.2i 1.6149e-4 3.1451e-6 1.6149e-4 3.1451e-6
-0.1+0.2i 1.6149e-4 3.1451e-6 1.6149e-4 3.1451e-6
-0.1-0.1i 8.7249¢e-5 1.5684¢e-6 8.7249¢e-5 1.5684e-6
-0.1+0.1i 8.7249¢e-5 1.5684¢e-6 8.7249¢e-5 1.5684e-6
0+0 4.1652e-28 2.1017e-20 1.2064e-31 1.2072e-28
0.1+0.1i 8.0595e-5 1.6381e-6 8.0595e-5 1.6381e-6
0.1-0.1i 8.0595e-5 1.6381e-6 8.0595e-5 1.6381e-6
0.1-0.2i 1.6917e-4 3.0789%e-6 1.6917e-4 3.0789e-6
0.1+0.2i 1.6917e-4 3.0789¢-6 1.6917e-4 3.0789¢-6
0.2+0.2i 3.1027e-4 6.6922e-6 3.1027e-4 6.6922e-6
0.2+0.1i 1.5129¢-4 3.4907e-6 1.5129¢-4 3.4907e-6
0.6+0.6i 2.7181e-3 6.3925e-5 2.7181e-3 6.3925e-5
1+1i 1.1550e-2 1.5511e-4 1.1550e-2 1.5511e-4
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Cizelge 4.8. Ornek 3’iin N=5 M=6 ve N=9 M=10 i¢in ger¢ek ve tahmini mutlak
hatalarin reel kisimlarinin karsilagtirilmasi

Laguerre kollokasyon metodu
z le5(2)|(Reel) | [es(2)[(Reel) | [es(z)|(Reel) | [eyyo(2)|(Reel)

-1-i 1.0925e-2 9.5983e-2 1.1730e-4 5.1493e-5
-0.6-0.6i | 1.6093e-3 2.7338e-2 1.3873e-5 1.0811e-5
-0.2-0.1i | 1.2805e-4 2.1436e-3 2.3401e-6 1.2167e-7
-0.2-0.2i | 3.5258e-5 1.3171e-3 1.9304e-8 3.9803e-7
-0.1-0.2i | 1.4468e-4 1.3444e-3 2.2393e-6 1.0675e-7
-0.1+0.2i | 1.4468e-4 1.3444e-3 2.2393e-6 1.0675e-7
-0.1-0.1i | 3.8437e-6 1.7533e-4 1.8708e-8 5.0676e-8
-0.1+0.1i | 3.8437e-6 1.7533e-4 1.8706e-8 5.0678e-8

0+0 4.8850e-15 2.0983e-14 3.6637e-14 2.3419e-16
0.1+0.1i | 3.0060e-6 1.9812e-4 5.0314e-8 5.4017e-8
0.1-0.1i | 3.0060e-6 1.9812e-4 5.0317e-8 5.4015e-8
0.1-0.2i | 1.0855e-4 3.3910e-3 2.6242e-6 4.6109e-7
0.1+0.2i | 1.0855e-4 3.3910e-3 2.6242e-6 4.6109e-7
0.2+0.2i | 2.1855e-5 1.6818e-3 5.2495e-7 4.5144e-7
0.1+0.1i | 1.2225e-4 2.5121e-3 2.4127e-6 2.2098e-7
0.6+0.6i | 5.2367e-4 5.6872e-2 2.6521e-5 1.5050e-5

1+1i 2.5483e-3 3.2387e-1 1.6477e-4 7.9653e-5
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Cizelge 4.9. Ornek 3’iin N=5, M=6 ve N=9, M=10 i¢in gercek ve tahmini mutlak
hatalarin imajiner kisimlarinin karsilastirilmasi

Laguerre kollokasyon metodu
z &5 (2)|(1m) &5 (2)[(1m) &y (2)|(1m) €520 (2)|(1m)

-1-i 5.2343e-3 2.6565e-2 5.1349e-5 3.8483e-6
-0.6-0.61 | 3.3243e-3 1.9421e-2 4.6182e-5 4.6663e-6
-0.2-0.1i | 1.8943e-4 2.1698e-3 3.1127e-6 4.6868e-8
-0.2-0.2i | 3.6111e-4 4.7772e-3 6.1266e-6 5.6232e-8
-0.1-0.2i | 1.6149e-4 3.2499e-3 3.1451e-6 2.7668e-7
-0.1+0.2i | 1.6149e-4 3.2499¢-3 3.1451e-6 2.7668e-7
-0.1-0.1i | 8.7249¢-5 1.3786e-3 1.5684e-6 6.4288e-8
-0.1+0.1i | 8.7249e-5 1.3786e-3 1.5684¢e-6 6.4288e-8

0+0 4.1652e-28 3.3992e-24 2.1017e-20 1.2537e-19
0.1+0.1i | 8.0595e-5 1.7512e-3 1.6381e-6 1.6797e-7
0.1-0.1i | 8.0595e-5 1.7512e-3 1.6381e-6 1.6797e-7
0.1-0.2i | 1.6917e-4 2.8725e-3 3.0789e-6 1.6775e-7
0.1+0.2i | 1.6917e-4 2.8725e-3 3.0789e-6 1.6774e-7
0.2+0.2i | 3.1027e-4 7.7460e-3 6.6922e-6 8.7329e-7
0.1+0.1i | 1.5129¢-4 4.2260e-3 3.4907e-6 5.3135e-7
0.6+0.6i | 2.7181e-3 9.6342e-2 6.3925e-5 1.3410e-5

1+1i 1.1550e-2 3.5268e-1 1.5511e-4 3.5102e-5

N=5, N=7 ve N=9 icin elde edilen ¢oziimlerin mutlak hatalarin gorsel olarak
karsilastirilmas: Sekil 4.5’de sunulmustur. Sekil 4.5’de N=9 i¢in elde edilen mutlak
hatanin N=5 ve N=7 i¢in elde edilen mutlak hatadan daha kii¢iik oldugu goriilmektedir.
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Boylece, artan N degerleriyle birlikte yaklasik ¢ozliimiin gergek ¢oziime daha yakin

oldugu anlasilmaktadir.

lec]

Mutlak hata

-1 08 -0.6 -0.4 0.2 0 0.z 0.4 0.6 0.6 1

Sekil 4.5. Ornek 4.3 i¢in N=5, N=7ve N=9 ile elde edilen yaklasik ¢dziimlerin mutlak

hatalarinin karsilastirilmasi

Ornek 4.4. (Yiizbas1 S., Sahin N., Sezer M., 2012)

(1-2) f"(z)-2zf (2)+6 (2)=(2* +5)cos(z)+2zsin(z)

ikinci mertebeden degisken katsayili, homojen olmayan lineer diferansiyel denkleminin
gercek ¢oziimii f(z)=(3/2)z*—(1/2)+cos(z) ’dir. Bu problemi f (0) =1/2 ve

f'(0)=0 baslangi¢ kosullar1 altinda N=5 ve N=10 kesme sinirlar1 igin problem

coziilerek ve mutlak hata fonksiyonlarinin bazi degerleri i¢in Cizelge 4.10. elde

edilmistir.
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N=5 ve N=10 kesme simirlar i¢in elde edilen ger¢cek mutlak hatalarin reel ve imajiner

kisimlar1 Cizelge 4.10°da verilmistir.

Cizelge 4.10. Ornek 4’iin N=5 ve N=10 i¢in ger¢ek mutlak hatalarin karsilastirilmasi

Reel Im
z &5 (2)|(Reel) | |e,(z)|(Reel) | |es(2)[(Im) ey (2)|(1m)
0.0+0.0i | 7.7716e-16 8.0158e-14 1.7764e-15 1.0356e-13
0.1+0.1i | 3.6903e-5 8.6143e-9 8.5635e-5 4.9027e-10
0.2+0.2i | 1.4964e-4 2.8225e-8 2.7532¢e-4 5.5917e-9
0.3+0.3i | 3.3208e-4 5.2205e-8 5.0707e-4 1.7105e-8
0.4+0.4i | 5.7173e-4 7.7166e-8 7.4927e-4 3.5097e-8
0.5+.5i 8.5752¢-4 1.0193e-7 9.8059¢-4 5.9809e-8
0.6+0.6i | 1.1882e-3 1.2677e-7 1.1779e-3 9.2140e-8
0.7+0.7i | 1.5823e-3 1.5311e-7 1.3119e-3 1.3336e-7
0.8+0.8i | 2.0896e-3 1.8352e-7 1.3513e-3 1.8426e-7
0.9+0.9i | 2.8066e-3 2.2129e-7 1.2740e-3 2.4381e-7
1.0+1.0i | 3.8943e-3 2.6848e-7 1.0863e-3 3.0784e-7
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N=5, M=6 ve N=9, M=10 igin ger¢cek ve tahmini mutlak hatalarin reel kisimlarinin

karsilastirilmast Cizelge 4.11.° de verilmistir.

Cizelge 4.11. Ornek 4’iin N=5, M=6 ve N=10, M=11 i¢in gercek ve tahmini mutlak

hatalarin reel kisimlarinin karsilastirilmasi

Laguerre kollokasyon metodu

z le5(2)|(Reel) | |es(2)[(Reel) | |ey(2)|(Reel) | |ewu (2)|(Reel)
0.0+0.0i | 7.7716e-16 1.1102e-16 8.0158e-14 1.4388e-13
0.1+0.1i | 3.6903e-5 4.5512e-5 8.6143e-9 8.1416e-9
0.2+0.2i | 1.4964e-4 1.7641e-4 2.8225e-8 2.5496e-8
0.3+0.3i | 3.3208e-4 3.7906e-4 5.2205e-8 4.5153e-8
0.4+0.4i | 5.7173e-4 6.3697e-4 7.7166e-8 -6.3840e-8
0.5+.5i 8.5752e-4 9.3734e-4 1.0193e-7 8.0389¢e-8
0.6+0.6i | 1.1882e-3 1.2796e-3 1.2677e-7 9.4869e-8
0.7+0.71 | 1.5823e-3 1.6856e-3 1.5311e-7 1.0840e-7
0.8+0.8i | 2.0896e-3 2.2120e-3 1.8352e-7 1.2325e-7
0.9+0.9i | 2.8066e-3 2.9645e-3 2.2129e-7 1.4261e-7
1.0+1.0i | 3.8943e-3 4.1135e-3 2.6848e-7 1.6906e-7
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N=5, M=6 ve N=9, M=10 i¢in elde edilen ger¢cek mutlak hatalarin imajiner kisimlarinin

karsilastirilmasi Cizelge 4.12°de verilmistir.

Cizelge 4.12. Ornek 4’iin N=5, M=6 ve N=9, M=10 i¢in mutlak hatalarin imajiner
kisimlarimin karsilastirilmasi

Laguerre kollokasyon metodu
/ e @lm) [ less (2)](m) | les(2)](1m) | [eas (2)](1m)
0.0+0.0i | 1.7764e-15 7.7438e-15 1.0356e-13 2.3362e-13
0.1+0.1i | 8.5635e-5 8.1542e-5 4.9027e-10 2.9787e-9
0.2+0.2i | 2.7532e-4 2.5878e-4 5.5917e-9 1.3587e-8
0.3+0.3i | 5.0707e-4 4.7049e-4 1.7105e-8 3.1623e-8
0.4+0.4i | 7.4927e-4 6.8546e-4 3.5097e-8 5.6188e-8
0.5+.5i 9.8059¢-4 8.8129e-4 5.9809e-8 8.7215e-8
0.6+0.6i | 1.1779e-3 1.0323e-3 9.2140e-8 1.2567e-7
0.7+0.71 | 1.3119e-3 1.1065e-3 1.3336e-7 1.7312e-7
0.8+0.8i | 1.3513e-3 1.0717e-3 1.8426e-7 2.3084e-7
0.9+0.9i | 1.2740e-3 9.1104e-4 2.4381e-7 2.9853e-7
1.0+1.0i | 1.0863e-3 6.4719e-4 3.0784e-7 3.7297e-7

N=5, N=6, N=7 ve N=8 icin elde edilen ¢ozlimlerin mutlak hatalarinin gérsel olarak
karsilastirilmas: Sekil 4.6’da verilmistir. Sekil 4.6’da N=8 i¢in elde edilen mutlak
hatanin N=5, N=6, N=7 i¢in elde edilen mutlak hatalardan daha kii¢iik oldugu
goriilmektedir. Boylece, artan N degerleriyle birlikte yaklasik ¢oziimiin ger¢ek ¢oziime

daha yakin oldugu anlasilmaktadir.
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Sekil 4.6. Ornek 4.4 icin N=5, N=6, N=7 ve N=8 ile elde edilen yaklasik ¢dziimlerin

mutlak hatalarinin karsilagtirilmasi

Ornek 4.5.
f "(z)+ezf "(z)+2f (z):3e_Z -1

ikinci mertebeden degisken katsayili, homojen olmayan lineer diferansiyel denkleminin
gercek ¢oziimii f(z)=e~2 dir. Bu problemi f(0)=1 ve f'(0)=-1 baslangi

kosullar1 altinda N=4 ve N=7 kesme sinirlar1 i¢in problem c¢oziilerek ve mutlak hata

fonksiyonlariin bazi degerleri i¢in Cizelge 4.13. elde edilmistir.
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Cizelge 4.13. Ornek 5’in N=4 ve N=7 i¢in ger¢ek mutlak hatalarmn karsilastirilmasi

Reel Im

z e, (2)|(Reel) | [e;(2)|(Reel) | |e,(2)|(Im) | |e;(2)|(Im)
-1-i 5.9292e-1 6.0729e-3 4.9970e-1 9.1895e-3
-0.6-0.61 | 1.1903e-1 1.4467e-3 2.6107e-1 4.8569¢e-3
-0.2-0.1i | 1.4799e-2 2.7253e-4 1.7650e-2 3.2919%e-4
-0.2-0.2i | 4.0007e-3 6.5375e-5 3.6879%-2 6.8014e-4
-0.1-0.2i | 1.2627e-2 2.3283e-4 2.0888e-2 3.8273e-4
-0.1+0.2i | 1.2627e-2 2.3283e-4 2.0888e-2 3.8273e-4
-0.1-0.1i | 4.8573e-4 8.7202e-6 9.6929e-3 1.7918e-4
-0.1+0.1i | 4.8573e-4 8.7202e-6 9.6929e-3 1.7918e-4

0+0 3.5527e-15 6.0174e-14 9.4663e-30 3.9679%e-24
0.1+0.1i | 4.5503e-4 1.0061e-5 1.0635e-2 1.9779e-4
0.1-0.1i | 4.5503e-4 1.0061e-5 1.0635e-2 1.9779e-4
0.1-0.2i | 1.7811e-2 3.3483e-4 1.9953e-2 3.6325e-4
0.1+0.2i | 1.7811e-2 3.3483e-4 1.9953e-2 3.6325e-4
0.2+0.2i | 3.5095e-3 8.6831e-5 4.4432e-2 8.2707e-4
0.2+0.1i | 1.5747e-2 2.9043e-4 2.2821e-2 4.3288e-4
0.6+0.6i | 7.9227e-2 3.1715e-3 4.6970e-1 8.1891e-3
1+1i 2.8511e-1 1.8691e-2 1.5109e 1.7262e-2
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N=4, M=5 ve N=7, M=8 i¢in ger¢ek ve tahmini mutlak hatalarin reel kisimlarinin

karsilastirilmast Cizelge 4.14.” de verilmistir.

Cizelge 4.14. Ornek 5°in N=4, M=5 ve N=7, M=8 i¢in ger¢ek ve tahmini mutlak
hatalarin reel kisimlarinin karsilastirilmasi

Laguerre kollokasyon metodu
z e, (2)|(Reel) | le,s(2)|(Reel) | |e;(z)|(Reel) | |e;q(2)|(Reel)

-1-i 5.9292e-1 6.065%-1 6.0729e-3 5.4965e-3
-0.6-0.6i | 1.1903e-1 1.2075e-1 1.4467e-3 1.2218e-3
-0.2-0.1i | 1.4799e-2 1.3989¢e-2 2.7253e-4 1.7341e-4
-0.2-0.2i | 4.0007e-3 4.0033e-3 6.5375e-5 5.0122¢-5
-0.1-0.2i | 1.2627e-2 1.1826e-2 2.3283e-4 1.4376e-4
-0.1+0.2i | 1.2627e-2 1.1826e-2 2.3283e-4 1.4376e-4
-0.1-0.1i | 4.8573e-4 4.8404e-4 8.7202e-6 6.5411e-6
-0.1+0.1i | 4.8573e-4 4.8404e-4 8.7202e-6 6.5411e-6

0+0 3.5527e-15 3.8303e-15 6.0174e-14 1.8208e-14
0.1+0.1i | 4.5503e-4 4.4922e-4 1.0061e-5 7.2667e-6
0.1-0.1i | 4.5503e-4 4.4922¢-4 1.0061e-5 7.2667e-6
0.1-0.2i | 1.7811e-2 1.6970e-2 3.3483e-4 2.1878e-4
0.1+0.2i | 1.7811e-2 1.6970e-2 3.3483e-4 2.1878e-4
0.2+0.2i | 3.5095e-3 3.4462¢-3 8.6831e-5 6.1731e-5
0.1+0.1i | 1.5747e-2 1.4930e-2 2.9043e-4 1.8659¢e-4
0.6+0.6i | 7.9227e-2 7.5624e-2 3.1715e-3 2.1548e-3

1+1i | 2.8511e-1 2.5841e-1 1.8691e-2 1.2317e-2
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N=4, M=5 ve N=7, M=8 i¢inelde edilen gercek mutlak hatalarin imajiner kisimlarinin

karsilastirilmast Cizelge 4.15°de verilmistir.

Cizelge 4.15. Ornek 5’in N=4, M=5 ve N=7, M=8 i¢in mutlak hatalarmn imajiner
kisimlarinin karsilastirilmasi

Laguerre kollokasyon metodu
z e, (2)|(Im) | [ess (2)|(1m) e, (2)|(1m) ey (2)|(1Im)

-1-i 4.9970e-1 4.6047e-1 9.1895e-3 5.5826e-3
-0.6-0.6i | 2.6107e-1 2.4274e-1 4.8569¢-3 2.9453e-3
-0.2-0.1i | 1.7650e-2 1.6569¢e-2 3.2919e-4 2.0500e-4
-0.2-0.2i | 3.6879%e-2 3.4730e-2 6.8014e-4 4.2756e-4
-0.1-0.2i | 2.0888e-2 1.9807e-2 3.8273e-4 2.4590e-4
-0.1+0.2i | 2.0888e-2 1.9807e-2 3.8273e-4 2.4590e-4
-0.1-0.1i | 9.6929¢-3 9.1519e-3 1.7918e-4 1.1361e-4
-0.1+0.1i | 9.6929¢-3 9.1519e-3 1.7918e-4 1.1361e-4

0+0 9.4663e-30 1.7670e-28 3.9679%e-24 2.7855e-22
0.1+0.1i | 1.0635e-2 1.0087e-2 1.9779e-4 1.2730e-4
0.1-0.1i | 1.0635e-2 1.0087e-2 1.9779e-4 1.2730e-4
0.1-0.2i | 1.9953e-2 1.8879-2 3.6325e-4 2.3160e-4
0.1+0.2i | 1.9953e-2 1.8879-2 3.6325e-4 2.3160e-4
0.2+0.2i | 4.4432¢-2 4.2224e-2 8.2707e-4 5.3564e-4
0.1+0.1i | 2.2821e-2 2.1699e-2 4.3288e-4 2.8122e-4
0.6+0.6i | 4.6970e-1 4.4984e-1 8.1891e-3 5.4061e-3

1+1i 1.5109e 1.4634e 1.7262e-2 1.1619e-2
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N=4 ve N=7 i¢in elde edilen ¢dziimlerin mutlak ve tahmini hatalarinin gérsel olarak
karsilastirilmast Sekil 4.7. ve Sekil 4.8.’de sunulmustur. Sekil 4.7.de N=7 i¢in elde
edilen mutlak hatanin N=4 icin elde edilen mutlak hatadan daha kii¢ciik oldugu
goriilmektedir. Boylece, artan N degerleriyle birlikte yaklasik ¢oziimiin ger¢ek ¢oziime
daha yakin oldugu anlasilmaktadir. Benzer sekilde, Sekil 4.8.’de hata tahminlerinin
mutlak hata fonksiyonlarina olduk¢a yakin oldugu goriilmektedir. Bu durum, rezidiiel

hata tahmin yonteminin etkili oldugunu gostermektedir.
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Sekil 4.7. Ornek 4.5 icin N=4 ve N=7 ile elde edilen yaklasik ¢dziimlerin mutlak
hatalariin karsilastirilmasi
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Sekil 4.8. Ornek 4.5 i¢in N=4, M=5 ve N=7, M=8 i¢in elde edilen ger¢ek ve tahmini

mutlak hatalarin karsilagtiriimasi
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5. SONUC

Bu calismada, kompleks diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in bir kollokasyon
yontemi sunuldu. Yontem, Laguerre polinomlarini temel alir. Dikdortgensel bolgede
tanimli kollokasyon noktalar1 kullanilarak ve ¢6ziim yontemi igin gerekli matris
bagintilart olusturularak kompleks diferansiyel denklem problemi cebirsel bir denkleme
indirgenerek yaklagik ¢6ziim bulunmustur. Rezidiiel hata tahmini teknigi gercek
coziimler bilinmediginde ¢oziimlerin giivenilirligini test etmek icin iyi bir yontem
oldugu niimerik uygulamalardan da goriilmistiir ki ger¢ek hatalara oldukc¢a yakin
degerler elde edilmistir. Ayrica, niimerik 6rneklerde baska yontemler ile karsilastirmalar
da yapilmis olup bizim ydntem ile oldukca iyi sonuglar elde edilmistir. Bu tez ¢alismasi
bilim ve miihendislikteki ¢esitli model problemlerin niimerik ¢oziimlerine katki

saglamaktadir.
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