T.C.
AKDENIiZ UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BULANIK MODULLER UZERINE

Murat YUKSEL

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

2017






T.C.
AKDENIiZ UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BULANIK MODULLER UZERINE

Murat YUKSEL

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

Butez.../.../20... tarihinde asagidaki jiiri tarafindan oy birligi/¢oklugu ile kabul
edilmistir.

Prof. Dr. Gabil ADILOV
Yrd. Dog. Dr. Sevda BARUT

Yrd. Dog. Dr. Zafer Sanl






OZET
BULANIK MODULLER UZERINE
Murat YUKSEL

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danmisman: Yrd. Doc. Dr. Sevda BARUT
Agustos 2017, 30 sayfa
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ONSOZ

Klasik cebirde modiil ve modiil yapilar iizerine yapilan ¢alismalarin bir hayli
yogun oldugu gerceginin karsisinda, bulanik anlamda modiillerin iizerine yapilan ¢alisma-
lar da bir hayli seyrek goriilmektedir. Bu calisma ile bulanik yapilarin temeliyle ilgili
bir takim bilgiler vermeye calisarak bu konuda ilerlemek isteyen arastirmacilara kaynak
olusturmayi, ayrica bulanik modiil yapilarin1 vererek bu alandaki c¢alismalar
varsillagtirmay1 umuyorum.

Bu konuda ¢alismama onciiliik eden, yogunluklar arasinda bana oldukca ¢ok za-
man ay1irip destegini esirgemeyen Yrd. Doc¢. Dr. Sevda Barut’a tesekkiirlerimi bu firsat
aracilifiyla sunmaktan da ayrica mutluluk duyarim. Tez ¢alismalarim boyunca destek ve
tesvikleri icin ailem ve sira arkadagima da ayrica tesekkiirlerimi sunarim.
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GIRIS Murat YUKSEL

1. GIRIS

Insanlar giinliik yasamlarinda diisiincelerini ¢ogu zaman net olmayan kavram ve
yargilarla belirtirler. Ornegin; bahar aylarinda hava icin "hafif serin", piyasalarin ani yiik-
selisi icin "piyasalar ugtu" gibi kesin olmayan ifadeler kullanirlar. Dahasi, insanlar karar-
larin1 verirken birden ¢ok kesin sinirlari olmayan etkeni net olmayan bir bicimde deger-
lendirip, yine kesin olmayan nedenlerle bir se¢cime varirlar; ancak ¢ogunlukla varilmak
istenen noktaya odaklanirlar, trafikte araba kullanmak bunun i¢in Ornek gosterilebilir.
Buna karsin uzun yillar boyunca insanlar, bilimsel yontem ve diisiiniislerde verilerin,
girdi ve ciktilarin olabildigince kesin olmasi gerektigini savunmus, bu kesinlige daya-
narak bilginin kalitesini 6lgmiistiir. Ancak gilintimiizde bu kesinliklerden daha &tesine,
otomatiklesme ve ekonomiklesme icin daha karmasik ve kesin olmayan girdi-ciktilarin
islenmesine gereksinim duyulmaktadir. Otomatiklesme ve ekonomiklesmeye, araglar i¢in
gelistirilmeye caligilan otomatik pilotlar, kullanighlig1 ve kolaylastiricili1 saglayan yapay
zekalar ornek gosterilebilir.

Sifir ve bir, dogru ve yanls, sicak ve soguk gibi kesin yargilarin oldugu klasik
mantigin aksine belirtisiz mantik, bu yargilarin daha insani sezgilere uygun hallerini su-
nar. Klasik mantikta karsilig1 olmayan serin, 1lik, sikigik, verimsiz gibi yargilar belirti-
siz mantikta tanimlanabilir durumdadir. Boylece belirtisiz mantikla yazilan yazilimlarla
isleyen bilgisayarlar, cagdas betimiyle daha "akilli" olacaktir. Bu yaklagim giiniimiiz diin-
yasinda da bilgisayar yazilimcilifindan makine iiretimine, tiptan hukuka bir¢ok alanda
uygulanmaktadir.

Bulanik kiime teorisi ilk olarak A. Lotfi Zadeh (1965) tarafindan tanitilmistir. Za-
deh’in belirtisiz (bulanik, fuzzy) kiimeler teorisi olarak adlandirdig: teorisinde, bulanik
kiimeler, kesin sinirlar1 belirli olmayan olaylari tanimlamak ve matematiksel olarak mo-
dellemek amaciyla kullanilir. Bilgisayar sistemleri, kontrol miihendisligi gibi matematik-
sel otomasyon gerektiren modellemelerde bulanik kavramlara gereksinim duyulmustur.

Zadeh’in (1965)’te tanittig1 bulanik kiime kurami bir¢ok bilim insaninin ¢alisma-
larma 151k tutmustur ve bu da kuramin gelismesine katkida bulunmustur. Rosenfeld (1971)’de
bulanik kiimeler kuramini1 gruplar kuramina uyarlamistir. Daha sonra Sasaki (1993) ta-
rafindan tanimlanan belirtisiz fonksiyondan yararlanilarak Demirci (1999b) tarafindan
bulanik (vague) ikili islemlerle birlikte bulanik (vague) grup kavrami tamtilmistir.

Bulanik halkalara gecisin ilk adimi ise, ilk olarak bulanik halka homomorfizmi
tanimin1 1992 yilinda veren Malik ve Mordeson tarafindan atilmistir. Tiim bu tanimlar
ve teoriler 1s181inda Sezer (2003) bulanik halka kavramini tanimlamig ve bu kavramin
sagladig1 temel Ozellikleri incelemistir.
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"Bulanik Modiiller Uzerine" yapilan bu tez calismasinda da belirtisiz kiimelerin
cebirsel uygulamalari temel alinmakta ve asagidaki kavramlara yer verilmektedir.

Tezin birinci boliimiinde giris kismina yer verilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde; belirtisiz kiimeler hakkinda genel bilgiler ve 6zelliklere
yer verilmis, belirtisiz denklik bagintisi, belirtisiz esitlik ve belirtisiz fonksiyon kavram-
lariin tamimlart verilerek, bunlarin sagladigi bazi 6zellikler incelenmistir. Sonrasinda,
Demirci’nin (1999b) bulanik grup, bulanik altgrup, bulanik homomorfizm tanimlarina ve
verdigi baz1 6zelliklere yer verilmistir. Ayrica, yine Demirci’nin (1999b) bulanik altgrup
icin verdigi genellestirilmig bulanik altgrup tanimina ve bu kavramin 6zelliklerine yer ve-
rilmistir. Bunlarin ardindan Sezer’in (2003) tanimladig1 bulanik halka, bulanik althalka
ve bulanik ideal kavramlarinin tanimlar1 ve bu kavramlarin sagladig1 bazi 6zellikler ve-
rilmistir.

Uciincii boliimde ise, tezin ana konusunu olusturan bulanik modiil, bulanik altmo-
diil, bulanik modiil homomorfizmi ve bulanik modiil izomorfizmi kavramlari tanimlanmas;
bu tanimlar aracilifiyla ¢esitli teorem, onerme ve sonuglar elde edilmis, kanitlar1 verilmis
ve bu kavramlar 6rneklerle pekistirilmistir.
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2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI
2.1. Belirtisiz Kiimelerle Tlgili Genel Bilgiler
2.1.1. Belirtisiz kiimeler

Bu boliimde belirtisiz kiime kavraminin ne oldugu aciklanacak ve belirtisiz
kiimelerle ilgili baz1 temel 6zelliklere yer verilecektir. Bu calisma boyunca " X bir kiime"
denildiginde, X in bos kiimeden ayr bir klasik kiime oldugu anlasilacaktr.

Tammm 2.1. X bir kiime ve A, X ’in bir altkiimesi olmak iizere

1, ze A
:U/AX_>{071}7 MA(‘I):{O $¢A

biciminde tamimli i, fonksiyonuna A’min iiyelik (karakteristik) fonksiyonu denir.

Yukaridaki tanimdan da anlagilacagi tizere A’nin tiyelik fonksiyonu; A kiimesine
iye olan ya da olmayan » € X oOgelerinin A’ya iiyeligini diizeylendirir. Bu durumda
z € Xigin puy(x) = 1esitligi 2’in A’ya kesin olarak iiye oldugunu, 14 (x) = 0 esitligiyse
x’in A’ya kesin olarak tiye olmadigin belirtir. Ancak giinliik yasamda her zaman bu ka-
dar kesin iiyeliklerle karsilasilmayabilir. Kargilasildiginda ise 6genin bir kiimeye iiyeligi
hakkinda kesin bir karar verilemeyebilir. Ornegin;

Swcak : ={s: s,20°C ile 60°C arasinda olan hava sicaklig1 degeri},
Buzgibi : = {s: s, 15°C’nin ¢ok altinda olan hava sicaklig1 degeri}

olarak tanimlandiginda herhangi bir sicaklifin Sicak kiimesine liye olup olmadiginin
dogrudan belirlenebilmesine karsin, bu sicaklifin Buzgib: kiimesine iiyeligi hakkinda
kesin bir yargiya kolaylikla varilamaz. Bu yiizden; verilen sicakligin Buzgibi kiimesine
tiyeliginin kesinligine bakmak yerine bu sicakligin Buzgib: kiimesine belirli bir diizeyde
iye olmasini belirtmek, sezgisel olarak kavramak acisindan ¢ok daha kolaydir. Bu diisiin-
ceden yola ¢ikilarak, asagida tanimlanan belirtisiz kiime kavrami ortaya ¢cikmustir.

Tanim 2.2. (Zadeh 1965) X bir kiime olmak iizere, X iizerindeki bir A belirtisiz (fuzzy)
kiimesi j1, : X — [0, 1] fonksiyonu ile karakterize edilir.

X iizerindeki bir A belirtisiz kiimesi icin bir z € X 6gesinin A’ya iiyelik diizeyi
pa(z) €0, 1] gergel sayisi ile gosterilir. Burada;

e 1i,4(z) =1 olmast z’in A’ya kesin olarak iiye oldugu,

e /i ,4(z) = 0 olmast 2’in A’ya kesin olarak iiye olmadigt,

e 1,(z) € (0,1) olmasi da x’in A’ya iiyeliginden kesin olarak s6z edilemeyecegi,
ancak z’in A’ya iiyeliginin p 4 () diizeyinde oldugu

anlamlarina gelir.
3
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Bu bilgilerin 15181nda herhangi bir klasik kiimenin bir belirtisiz kiime oldugu, yani
belirtisiz kiimelerin klasik kiimelerin bir genellemesi oldugu kolayca goriiliir.

X ve () belirtisiz kiimeleri, sirastyla, her x € X igin py(z) = 1 ve py(z) = 0
fonksiyonlart ile belirtilir.

A, X tizerinde bir belirtisiz kiime ise
A= {(us(@),2) s 2 € X}

ile gosterilir. Ayrica; X = {xy, za, ..., xp, ...} bir sayilabilir kiime ise, A belirtisiz kiimesi

A= Z “Aagxi) _ fa(z1) n fra(22) I fra(@n)

I T2 Tn

+ ...

r,€X

ile gosterilir, burada p 4 (x;) = 0 ise ilgili terim yazilmaz. Eger X sayilamaz bir kiime ise
de A belirtisiz kiimesi A := [ “AT(”E) ile gosterilir. Burada " [" ve "> " sembolleri yalnizca
X

gosterim olarak kullanilir, bilinen toplam ve integral sembollerini ifade etmezler.

Tamm 2.3. (Zadeh 1965) X bir kiime, A ve B bu kiime iizerinde belirtisiz kiimeler olsun.

a) Eger Vo € X icin py(x) < pg(x) ise A’ya B’nin bir belirtisiz altkiimesi denir ve
A C B ile gosterilir.

b) A ve B’nin kesisimi AN B ile gosterilen bir belirtisiz kiimedir ve
tanp (@) = min{p, (), pp(r)}

olarak tamimlanir.

¢) Ave B’nin birlesimi AU B ile gosterilen bir belirtisiz kiimedir ve

paup () = max{p,(z), pp(z)}

olarak tamimlanir.

d) A’min tiimleyeni A' ile gosterilen bir belirtisiz kiimedir ve bu belirtisiz kiimenin iiyelik
fonksiyonu

frae (@) =1 = puy(z)
ile tamimlanir.
Belirtisiz kiimelerle ilgili olarak yukarida tamimlanan altkiime, kesisim, birlesim

ve tiimleyen kavramlarinin, klasikte bunlara karsilik gelen kavramlarin bir genellemesi
oldugu kolayca goriilebilir.
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Sekil 2.1. Siyah-Beyaz Renk Gecgisi

Ornek 2.4. Sekil ’deki siyahtan beyaza dogru renklerin gecisi dizisinden birkag tane-
sini keyfi olarak segelim. Bu segilen renklerin kiimesine R = {a,b,c,d, e, f,g} diyelim.
Bu kiime iizerindeki S ve B belirtisiz kiimeleri sirastyla;

S = 14_%4_%4_%4_%4_%
a b c d e f

po_ 1,09,07 05 04 02
f d b

olarak alinsin. Bu durumda; SN B, SUB, SNS*ve BU B! belirtisiz kiimeleri asagidaki
gibidir:

0,2 0 0,5 0 0,1
B = 22,2 D2 D2 -
SN et a T et
1 08 0,6 05 07 09 1
SUB = —+——+ "+ T+ T T+~
a b C d e f q
0,2 0 0,5 0 9 1
gt — 2 o ey DY L R
s 7 +g
B! = 1—{—%4_%4_%_{_’_3_’_%_
o b c d e f
SNS" = SNB#0 ve BUB'=SUB#R

Eger yukaridaki ornekte S ve B kiimeleri klasik kiimeler (yani Vz € R igin
ps(x), pp(x) € {0,1}) olsaydl, SN S* = ) ve BU B" = R olacakti. Bu da; belirti-
siz kiimelerin klasik kiimelerden farkli oldugu durumlarda farkli 6zelliklere, yani daha
zengin bir yapiya sahip oldugunu gosterir.

Belirtisiz kiimelerin sagladig1 bazi1 6zellikler asagidaki gibidir:

Teorem 2.5. (Dubois ve Prade 1980) X bir kiime; A,B ve C de X iizerinde belirtisiz
kiimeler olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:

a) AUB=BUA, AN B = BN A (Degisme ozelligi)

b) AUBUC)=(AUB)UC, AN (BNC)= (AN B)NC (Birlesme izelligi)
5
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) AUA= A, AN A= A (Idempotentlik)
d)AU(BNC)=(AUB)N(AUC),AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
e) AU(ANB)=A, An(AUB)=A

H(AUB)Y =A'NnB" (AN B)" = AU B" (De Morgan ozelligi)

g (A=A

h) (AAUB)N(AUB") = (A'NnB")U(ANB)

i) (AANB)U(ANB") =(A'UB")N(AUB)

DAND=0, AUX =X

KAUD=A ANX=A

1) A bir klasik kiime ise AN A" = ) ve AU A* = X olur. A klasik kiimeden ayri bir
belirtisiz kiime ise, AN A # () ve AU At £ X 'tir.

2.1.2. Belirtisiz denklik bagintilari

Tanmim 2.6. (Zadeh 1965)X,, X, ..., X,, bos olmayan klasik kiimeler ve Ay, As, ..., A,
swrastyla X1, Xo, ..., X,, lizerinde belirtisiz kiimeler olsun. Bu belirtisiz kiimelerin
Ay x As X ... X A, biciminde gosterilen kartezyen carpimi, X1 X Xo X ... X X,, klasik kiimesi-
nin bir belirtisiz kiimesidir ve bu belirtisiz kiimenin iiyelik fonksiyonu her (1, xa, ...z,) €
X1 X Xo X ... x X, icin

H’A1><A2><.‘.><An((x1a T2, xn)) = min{“Al (xl)v Ha, (1'2), MAn(ITL)}

olarak tammlanir.

Klasikte, X ve Y birer kiime olmak iizere, X X Y ’nin herhangi bir altkiime-
sine X’ten Y’ye bir bagint1 denir. Bu tanimin bir genellemesi olarak belirtisiz baginti
asagidaki gibi verilmistir:

Tanmm 2.7. (Zadeh 1965) X x 'Y iizerindeki bir R belirtisiz kiimesine X 'ten Y ’ye bir
belirtisiz baginty denir. Eger bu R belirtisiz bagintisi x € X vey € Y icin pup(r,y) = «
ise x, y’'ye « diizeyinde baghdir, denir.

Tanmim 2.8. (Zadeh 1965) X bir kiime olmak iizere, R, X 'ten X’e, yani X iizerinde bir
belirtisiz baginti olsun. Eger her x,y, z € X icin

i) up(x,x) = 1 (Yansima),
ll) MR(m7 y) = MR(yv I) (Simetri),

iii) min{yp (2, y), np(y, 2)} < pgr(z, 2) (Gegisme)
6
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kosullar: saglaniyorsa, R belirtisiz bagintisina X iizerinde bir belirtisiz denklik bagintist
denir.

X tlzerindeki bir belirtisiz denklik bagintisina X ’in dgeleri arasinda bir belirtisiz
benzerlik bagintis1 da denir. R, X iizerinde bir belirtisiz denklik (benzerlik) bagintis1 ol-
mak iizere; z,y € X i¢in ug(x,y) gergel sayisina z’in y’ye denk (benzer) olma diizeyi
denir. Ayrica, x € X igin x’in R’ye gore belirtisiz denklik sinifi R[z] bigiminde gosterilen
X tizerinde bir belirtisiz kiimedir ve bu belirtisiz kiimenin iiyelik fonksiyonu

K Rz) X = [07 l]a Vee X 19111 /"LR[CE](Z) = MR(’I" 2)

olarak tamimlanuir.

2.1.3. Belirtisiz esitlik ve belirtisiz fonksiyonlar

Tanmm 2.9. (Demirci 1999b) X bir kiime olsun. Eger Ex : X x X — [0, 1] fonksiyonu
icinx,y, 2 € X olmak iizere,

1) Ex(z,y) =1l x=y,
2) Ex(fﬁ,y) = EX(?J"I) ’
3) min{Ex(x,y), Ex(y,2)} < Ex(z,2)

kosullari saglaniyorsa Ex fonksiyonuna X iizerinde bir belirtisiz esitlik, Ex (z,y) degerine
de x’in y’ye egit olma diizeyi denir.

Bundan sonraki gosterimlerimizde "FEx bir belirtisiz esitlik olsun" denildiginde
Ex’in X izerinde bir belirtisiz esitlik oldugu anlasilacaktir. Ayrica; A ve V gosterim-
leri, sirastyla, gercel sayilardaki minimum ve maksimum islemleri yerine kullanilacaktir.
Ornegin; 0,77 A 0,2 =0,2 ve 0,2017V 0,12 = 0,2017 gibi.

E% : X x X — [0, 1] fonksiyonu

s _J1 s r=y
= { 0, z#y
biciminde X’in ogeleri iizerinde klasik bir esitlik fonksiyonu olarak tanimlandiginda,

aslinda E%’1n X iizerinde bir belirtisiz esitlik oldugu kolayca goriilebilir. Bu fonksiyon,
X tizerindeki klasik belirtisiz esitlik fonksiyonu olarak da adlandirilir.

Tamm 2.10. (Demirci 1999b) X ve Y iki klasik kiime, E'x ve Ey sirasiyla X ve'Y iize-
rinde belirtisiz esitlikler olsun. Eger o, X X Y iizerinde

(F.1) Her x € X igin dyle biry € Y vardwr ki ps(x,y) > 0
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(F.2) Her x1,x5 € X ve her y,ys € Y icin

ps(@1,y1) A pis (22, y2) A Ex (21, 22) < Ey (y1, y2)

kosullarint saglayan bir belirtisiz kiime (yani belirtisiz baginti) ise, o’ya, E'x ve Ey be-
lirtisiz esitliklerine gore X 'ten Y ’ye bir belirtisiz fonksiyon denir ve 6 : X ~» Y ile
gosterilir.

Ek olarak, eger o belirtisiz fonksiyonu
(F.3) Her x € X icin oyle biry € Y vardwr ki ji5(x,y) = 1
kosulunu da sagliyorsa, o’ya X ’ten Y ’ye bir kuvvetli (strong) belirtisiz fonksiyon denir.

Ex = EY , By = E{ ve us(X xY) C {0, 1} olarak segilirse, belirtisiz &
fonksiyonu bire-bir olarak bir klasik fonksiyona karsilik gelir.

Asagidaki ornekten de anlasilacagi gibi, klasik bir fonksiyondan yararlanilarak
sonsuz coklukta kuvvetli belirtisiz fonksiyon tanimlanabilir:

Ornek 2.11. (Sezer 2003) X ve Y klasik kiimeler, f - X — Y klasik bir fonksiyon olsun.
Bu durumda o, 5,7 € R sayilar1 0 < o < f < v < 1 olmak iizere

1, zy=x
Ex XxX%[O,l],EX(JJlJ?)::{ﬁ xi#gji

Ly yi=u
By @ YXY—=|0,1, F , =
Y 0], Ev(y1,v2) {7 . Y

R R b

tammlandiginda, (F.2) ve (F.3) (dolayisiyla da (F.1)) kosullart saglandigi icin o, X ’ten
Y ’ve bir kuvvetli belirtisiz fonksiyon olur.

2.2. Bulanik Gruplar ve Bulanik Altgruplar

Zadeh tarafindan 1965°te "Belirtisiz Kiime" kavrami tanimlandiktan sonra, bu
kavramin iizerine ayri matematik dallarinda bircok yapilandirmalar gerceklesti. Bu te-
zin esas konusunu olusturan "Bulanik Modiil" kavramini tanimlamak i¢in bu boliimde
sirastyla bulanik grup, bulanik altgrup, bulanik halka kavramlarinin tanimlarina ve bu
kavramlarin sahip oldugu bazi 6zelliklere yer verilecektir.

2.2.1. Bulanik gruplar

Belirtisiz kiimeler tizerindeki ilk grup tanimlarindan biri Rosenfeld tarafindan asagi-
daki gibi verilmistir:

Tanim 2.12. (Rosenfeld 1971) < G,. > bir grup, i1 : G — [0, 1] fonksiyonu her x,y € G
8
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icin
p(ry) > min{p(z), w(y)} ve p(x) = p(e™)
ise, p’ye G nin bir belirtisiz altgrubu (fuzzy subgroup) denir.

Bu kavramin tanimlanmasi tizerine bu tanim temel alinip, tizerine belirtisiz normal
altgrup, belirtisiz halka, belirtisiz ideal gibi diger belirtisiz cebirsel yapilar tanimlanmuastir;
hatta giiniimiizde bile bu tanimin iizerine bagka yapilar tammmlanip 6zellikleri incelenmek-
tedir. Belirtisiz gruplar iizerine Akgiil (1988), Anthony ve Sherwood (1979); belirtisiz
altgruplar iizerine Kim (1997), Bhattacarya (1987), Sherwood (1983), Zhang (2001); be-
lirtisiz idealler iizerine de Kumar (1993) tarafindan ¢alismalar bulunmaktadir.

Rosenfeld’in (1971) taniminda klasik bir ikili iglemle kurulmus bir belirtisiz altg-
rup vardir. Buna karsin Demirci (1999a) "klasik bir ikili islem" yerine, belirtisiz esitlik
ve belirtisiz fonksiyonlar yardimiyla "bulanik ikili islem (vague binary operation)" kav-
ramin1 tanimlayarak, klasik bir kiime iizerinde bulanik grup (vague group) adini verdigi
bir grup yapisi olusturmustur.

Bu grubun tanimi verilmeden dnce; asagida bulanik ikili islem, bulanik kapalilik
ve gecislilik kavramlarinin tamimlarina yer verilecektir:

Tanim 2.13. (Demirci 1999b , 2002) (i) o, X iizerinde Ex«x ve Ex belirtisiz esitlikle-
rine gore bir kuvvetli belirtisiz fonksiyon ise, 0’ya Ex«x ve Ex’e gore X iizerinde bir
bulanik ikili islem denir ve bu yap1 < X, 0, Exx, Ex > ile gosterilir.

(i) Bir kiime iizerinde bir veya daha ¢ok bulanik ikili islem tanimlanmusg ise, bu ikili islem-
lerle birlikte bu kiimeye bir bulanik cebirsel yapi denir.

(iii) o, X iizerinde bir bulamik ikili islem; A, X ’in klasik bir altkiimesi olsun. Eger her
a,b € Ave her c € X igin us(a,b,c) = 1 iken ¢ € A ise A’ya & iglemine gére bulanik
kapali denir.

(iv) o, X iizerinde bir bulamk ikili islem ve her a,b,c,d € X icin
ps(a, b, c) NEx(c,d) < ps(a,b,d) ise 5 bulanik ikili islemine birinci girdide gecigsli denir.

(v) o, X iizerinde bir bulamk ikili islem ve her a,b,c,d € X icin
ps(a,b,c) N Ex(b,d) < ps(a,d,c) ise & bulanik ikili islemine ikinci girdide gecisli denir.

(vi) o, X izerinde bir bulamk ikili islem ve her a,b,c,d € X icin
ps(a,b,c) N Ex(a,d) < ps(d,b,c) ise & bulanik ikili iglemine iigiincii girdide gecisli
denir. Eger o iiciincii girdide gecisli ise o bulanik ikili islemine Ex’e gore genisleyebilir
de denir.

(vii) o, X izerinde bir bulamik ikili islem ve her a,b,c,d b € X icin
ps(a,b,c) A Exxx((a,b), (a',0)) < ps(a’, b, c) ise & bulanik ikili islemine Ex  x’e gore
genisleyebilir denir.

9
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X lizerindeki herhangi bir 6 : X x X — X klasik fonksiyonu, /%, - ve I/ a gbre
bir bulanik ikili iglem olarak diisiiniilebileceginden; bu bulanik ikili islem hem birinci,
hem ikinci, hem de liciincii girdide geg¢islidir.

Asagida bulanik yarigrup, bulanik monoid, bulanik grup ve degismeli (Abelyen,
Abel) bulanik grup tanimlarina yer verilmistir:

Tanim 2.14. (Demirci 1999b) G bir kiime ve o, G iizerinde bir bulanik ikili islem olsun.
Bu durumda,

(i) (BG.1) Ya,b,c,d,m,q,w € G icin

ws (b, e, d) A ps(a,d,m) A ps(a,b,q) A ps(q, c,w) < Eg(m,w)
ise, < G, 0, Egwq, Eg > ye bir bulanik yarigrup (vague semigroup) denir.
(i) < G, 0, Egxq, Eg > bir bulanik yarigrup ve

(BG.2)Va € G igin ps(e, a,a) Aus(a, e,a) = 1 olacak bicimde bir e € G (birim) eleman
varsa, < G, 0, Egxq, Eq >’ye bir bulantk monoid denir.

(iii) < G, 0, Egxq, Eq > bir bulantk monoid ve

(BG.3) Va € G'nin uz(a™',a,e) A us(a,a™t,e) = 1 olacak bicimde bir a=' € G (ters)
elemani varsa, < G, 0, Egxa, Eg >ye bir bulanik grup (vague group) denir.

(iv) < G, 0, Egxa, Eq > bir bulanik grup ve
(BG.4) Va,b,m,w € G igin
Mé(av b7 m) A Mé(ba a, w) S EG(m7 U))

ise, < G,0, Egxq, Eq >’ye bir degismeli (Abelyen, Abel) bulanik grup (Abelian vague
group) denir.

Bundan sonraki gosterimlerde "< G,6 > bir bulanik gruptur” denildiginde,
"< G, 0, Egxa, Eg > bulanik grubu'" anlasilacaktir.

Eger, 6 islemi £, . ve EZ, klasik esitsizlikleriyle birlikte p5 (G x G x G) C {0,1}
olan bir bulanik ikili igslem ise, < G, o > bulanik grubu klasik durumdaki bir gruba bire-
bir olarak karsilik gelir. Bu bulanik gruba klasik grup da denir.

Asagidaki ornek, verilen bir < G,o > klasik grubundan yararlanilarak sonsuz
sayida bulanik grubun tanimlanabilecegini gostermektedir.

Ornek 2.15. (Demirci 1999b) < G,o > bir klasik grup; o, (3,7 € R sayilar da
10
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0 < a < B <7y < 1esitsizligini saglasin. Ayrica,

EG : GXG—)[O,l],EG(xvy)::{i ’ i;z
Eave : (GxG)x(Gx@G)—0,1],
Borc((o). (o)) + ={ 0 (02
a:GxGwG,ua(w,w%:{i i Zsoy

olarak tamimlansin. Kolayca goriilebilecegi gibi < GG, S > bir bulanik yarigruptur; ayrica
< G, 0 >’mn birim elemant < G, o >’nun birim elemani ve < G, >’daki bir a dgesinin
tersi < G, o0 >’daki a dgesinin tersiyle aynidir. Boylece, < G, > bir bulanik gruptur.
Ayrica < G, o0 > degismeli ise < G,0 > da degismelidir. Eger o = [ = 7y ise, © hem
birinci, hem ikinci, hem de iiciincii girdide gecislidir; ancak o« < 7y ise o ne birinci, ne
ikinci, ne de iiciincii girdide gecislidir.

Onerme 2.16. (Demirci 1999b) < G, > bir bulamik grup olsun. Bu durumda

"n_n

< G, 0 >’nun bir klasik grup olmasini saglayacak bicimde G iizerinde bir "o" ikili iglemi
vardr.

Onerme te sozii edilen o : G x G — G ikili islemi

aob:=c< ps(a,b,c)=1
olarak tanimlanmaktadir. Burada elde edilen < (G, 0 > grubuna < (G, 6 >’nin indirgenmis
klasik grubu ad1 verilir. Bundan sonra < (7,6 > bulanik grubunun indirgenmis klasik
grubu < G, o > ile gosterilecektir. Ayrica bu indirgenmis klasik grupta, (F.2) ozelligi
geregi, a, b, c € GG igin

ws(a, b, c) = ps(a,b,c) A ps(a,b,aob) A Egxa((a,b), (a,b)) < Eg(c,aob)
oldugundan

ps(a,b,c) < Eg(aob,c) (2.1)
esitsizliginin saglanacag: aciktir.

< (@, 6 > bir bulanik yarigrup ise, (Demirci 2002)’deki Teorem 5.10.(ii) geregince

< G,o0 > bir yangruptur. Asagidaki onerme ve (Demirci 2002)’deki Teorem 6.1, bu
ifadenin tersinin hangi kosullar altinda dogru olacagi konusunda bilgi vermektedir.

11
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Onerme 2.17. (Sezer 2003) &, G iizerinde ikinci ve iiciincii girdide gecisli bir bulanik ikili
islem ve < G, 0 > bir yarigrup ise, < G,o > bir bulanik yarigruptur.

o, (G lizerinde ikinci ve l¢iincii girdide gecisli olmayan bir bulanik ikili islem
ve < (,o0 > bir yarigrup ise, < (G, 0 > bir bulanik yarigrup olmayabilir. Bu durum,
asagidaki ornekle daha iyi anlasilacaktir:

Ornek 2.18. G := {1,2,3}, Egxg 1= E}. o ve i’ler tablodaki satirlari, j’ler de tablo-
daki siitunlart taramak iizere

Eq(i,j) 1 2 3 ps(1,4,7) 1 2 3
1 1 2018 | .2017 1 1 2018 | .2017
2 2018 1 2017 2 2018 1 2017
3 2017 | 2017 1 3 2017 | 2017 1
#6(272.’].) 1 2 3 M6(3viaj) 1 2 3
1 2016 1 2014 1 2016 | .2016 1
2 2009 | .2009 1 2 1 2013 | .2009
3 1 2009 | .2013 3 2013 1 2013

olsun. Bu durumda

=W NN
DN | Wo| W

W[ DN| —| O
WD = =

olarak elde edilir. Burada, o’ nin G iizerinde bir bulanik ikili islem oldugu ve < G, o >’nun
bir yarigrup oldugu, biraz hesaplamayla, kolayca goriilebilir. Diger yandan,

1s(2,1,2) A Eg(1,2) = 1 A 2018 = .2018 £ 115(2,2,2) = .2009
ve

ps(1,1,1) A Eg(1,2) = 1 A 2018 = 2018 £ p5(2,1,1) = .2016
oldugundan, o, G iizerinde ikinci ve iiciincii girdide gecisli degildir. Ayrica,

(1,2, 1) A pg(1,1,1) A ps(1,1,2) A ps(2,2,3) = 2018 £ Eg(1,3) = .2017
oldugundan < G, o > bir yarigrup olamaz.

Klasik cebirden bilindigi iizere; < G, * > bir klasik grup ise, her a,b,c,d € G

icinaxb =ax*xd <= b=d veaxb=dxb <= a = d’dir. Bulanik Kisaltma
Kurali olarak adlandirilan asagidaki teorem, bu dnermenin bir benzerinin bulanik cebirde

12
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de gecerli oldugunu belirtmektedir:

Teorem 2.19. (Demirci 1999b) < G, > bir bulanik grup olsun. Bu takdirde,
(l) lué(av b, C) A :ué(aa da C) S EG(bv d) (VCL, ba & d € G)

(i) ps(a,b,c) A ps(d, b, c) < Eg(a,d) (Ya,b,c,d € G)

Teorem 2.20. (Demirci 1999b) < G, 6 > bir bulanik grup olsun. Bu takdirde,

(i) Eger, o bulanmik ikili islemi ikinci girdide gecisli ise, her a,b € G igin
FEg(a,b) = Eg(a™, b7 1) dir

(i)) Her a, b, u,v € Gicin uz (b1, a1, u)Aps(a,b,v) < Eg(u,v"YAEg(v,u™t) dir.
Teorem 2.21. (Demirci 1999b) < G,o > bir buanik yarigrup olsun. Bu durumda,
< G, 0 >’mn bir bulanik grup olmast icin gerek ve yeter kosul, her a,b € G icin dyle
x,y € G vardir ki, ps(a,x,b) = ps(y,a,b) = 1’dir.

Teorem 2.22. (Demirci 2000) < G,o > bir bulanik grup olsun. Eger, o bulanik ikili
islemi birinci girdide ge¢isli ise, Eg(a o b,c) = us(a,b, ) dir.

Teorem 2.23. (Sezer 2005) < G, 6 > bir bulanik grup ve e, < G, >’min birim elemani
olmak iizere,

1) Eger 6 bulanik ikili iglemi ticiincii girdide gecisli ise, her a, b,z € G igin,
(i) Ec(x o a,b) = Eg(z,boa™ ') ve ézel olarak, Eg(x o a,eq) = Eg(z,a™!),
(ii) Ec(a,b) = Eglaoz,bo).

2) Eger o bulanik ikili iglemi ikinci girdide gecisli ise, her a, b,y € G icin,
(i) Eg(aocy,b) = Eg(y,a™ ! ob) ve dzel olarak, Eg(a oy, eq) = Eg(y,a™ '),
(ii) Eg(a,b) = Eg(yoa,yob).

3) Eger o bulamik ikili islemi hem ikinci hem de iiciincii girdide gecisli ise, her

a,b,c,d € Gigin Eg(a,b) N\ Eg(c,d) < Eg(aoc,bod)dir
13
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2.2.2. Bulanik altgruplar

< (, & > bir bulanik grup ve () # A C G olmak iizere, bundan sonraki gosterim-
lerimizde her a, b, ¢,d € A igin

Ey:AxA—[0,1] ve Egua:(AXxA)x(AxA) —][0,]1]
belirtisiz esitlikleri, sirasiyla,
Ea(a,b) := Eg(a,b) ve Eaxa((a,b),(c,d)) = Egxa((a,b), (c,d))

Ve fig, 1 oa(a,b,¢) = ps(a, b, c) olarak kabul edilecektir (eger herhangi bir karigikliga
neden olmayacaksa da, 5, , , gOsterimi yerine kisaca yi; gosterimi kullamlacaktir).

Bu bilgilerin 15181nda, asagida bulanik altgrup tanimina ve bu tanimin sagladigi
bazi 6nemli ozelliklere yer verilmektedir:

Tamm 2.24. (Demirci 1999b) < G, > bir bulanik grup ve ) # A C G olsun. Eger A, &
bulanik ikili islemine gére bulanik kapali ve < A, 3| axaxa > bir bulanik grup ise, A’ya
G’nin bir bulanik altgrubu denir.

Onerme 2.25. (Sezer 2003) < G, & > bir bulanik grup ve ) # A C G olsun. Bu durumda
asagidakiler denktir:

(1) S| axaxa , Aiizerinde bir bulanik ikili islemdir.

(ii) A, o islemine gore bulanik kapalidrr.

Teorem 2.26. (Demirci 1999b) < G,5 > bir bulamik grup ve ) # A C G olsun. Bu
durumda asagidakiler denktir:

(i) A, G’nin bir bulanik altgrubudur.

(i) Va,b € A veVc € Gigin us(a, b=t c) = 1ise c € A’dur.

Teorem 2.27. (Demirci 1999b) < G, 5 > bir bulanik grup ve ) #+# A C G olsun. Bu
durumda asagidakiler denktir:

(i) A, G’nin bir bulanik altgrubudur.

(ii) A, o islemine gore bulanik kapali ve her a € A icin a=' € A’dur.

Sonug 2.28. (Sezer 2003) < G, 5 > bir bulanik grup ve ) # A C G olsun. Bu durumda
asagidakiler denktir:

(i) A, G’nin bir bulanik altgrubudur.
14
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(ii) 5, A iizerinde bir bulanik ikili islem ve her a € A icin a=! € A’dur.

Tanmim 2.29. (Demirci 1999b) < GG, 0 > ve < H,* > iki bulamik yarigrup, ® : G — H
bir fonksiyon olsun. Eger

p15(a,b,¢) < 15((a), B(b), D(c)) , Ya, b,c € G
ise ® fonksiyonuna < GG, o >’dan < H,* >’ya bir bulantk homomorfizm denir.

Onerme 2.30. (Demirci 2002) < G, 3 > ve < H,* > bulanik gruplar, ®, < G, >’dan
< H,x >’ya bir bulanik homomorfizm ise ®, < G,0 >’dan < H,* >’a bir homomor-
Sfizmdir.

Asagidaki 6rnek, Onerme daki ifadenin tersinin her zaman dogru olmayabi-
lecegini gostermektedir:

Ornek 2.31. < G, 3 > Ornek 2.15/de tammlandig gibi, < G,% > da aym érnekte o

yerine 55 alinarak elde edilen bulanik gruplar olarak tamimlansin ve ® : G — G bir

birim fonksiyon olsun. Bu durumda ® bir klasik homomorfizm olur, ancak uygun a, b, c €
G igin

(0%

o = pis(a,b.¢) £ ps(B(a), B(D), B(0)) = psa.b.0) = 5o

olacagindan, ® bir bulanitk homomorfizm olamaz.

Onerme 2.32. (Demirci 1999b) < G, > ve < H,* > iki bulanik grup, ® : G — H bir
bulanik homomorfizm olsun. Bu durumda:

(i) eq ve ey swrasiyla < G,6 > ve < H,* >’nin birim elemanlart ise
O(eq) = ey dir.

(ii) Her a € G icin ®(a)™' = ®(a™!) dir.

Tanim 2.33. (Demirci 1999b) < G, 0 > ve < H,* > iki bulanik grup olsun.
(i) ® : G — H bir bulamik homomorfizm olmak iizere {g € G : ®(g) = ey} klasik
kiimesine ® ’nin bulanik ¢ekirdegi denir ve bu kiime Cek,® ile gosterilir.

(ii) f : G — H bir fonksiyon olmak iizere, eer her a,b € G i¢cin Ey(f(a), f(b)) <

Eg(a,b) ise f fonksiyonuna, Eg ve Ey’ye gire, bulanik bire-bir (vague injective) fonk-
siyon denir.

Klasik durumda, bir bulanik bire-bir fonksiyonun bir klasik bire-bir fonksiyon
oldugu kolayca goriilebilir.
15
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Onerme 2.34. (Demirci 1999b) < G,5 > ve < H,* > iki bulanik grup, ® : G — H bir
bulanik homomorfizm ve e de < G, 0 >’mn birim elemani olsun. Bu takdirde,

(i) ® bire-bir <= Cek,® = {eg}.
(it) o bulanik ikili islemi birinci girdide gecisli, ® bulanik bire-bir ve orten bir fonk-
siyon ise, @~ : H — G bir bulanitk homomorfizmdir.

Tanim 2.35. < G,0 > ve < H,* > bulanik yargruplar ve ® : G — H bir bulanik
homomorfizm olsun. Eger, ® bulanik bire-bir ve érten, ®=' : H — G de bir bulanik
homomorfizm ise, ® : G — H doniisiimiine bir bulanik izomorfizm denir.

Tamim geregi, ® : G — H bir bulanik izomorfizm ise, Onerme dan @ bir ho-
momorfizmdir ve ortendir. Ayrica Tanim geregi P bir bire-bir fonksiyon oldugundan
® : G — H bir izomorfizmdir.

Asagidaki onermede, klasik bir izomorfizmin hangi kosullar altinda bir bulanik
izomorfizm olacagi incelenmistir:

Onerme 2.36. (Sezer 2003) < G, > ve < H, % > iki bulanik grup, & ve * da sirasiyla G
ve H iizerinde birinci girdide gecisli bulanik ikili islemler olsun. Eger, ® : G — H , her
a,b € G icin Eg(a,b) = Ex(®(a), ®(b)) olan irten bir homomorfizm ise, ® : G — H
bir bulanik izomorfizmdir.

Sonug 2.37. (Sezer 2003) < G,0 > ve < H,* > iki bulanik grup, ® : G — H bulanik
bire-bir ve érten bir bulanik homomorfizm, o bulanik ikili islemi de birinci girdide gecisli
ise, ® bir bulanik izomorfizmdir.

Teorem 2.38. (Demirci 1999b) < G,0 > ve < H,* > iki bulanik grup ve ® : G — H
bir bulanitk homomorfizm olsun. Bu durumda:

(i) Ceky® kiimesi G ’nin bir bulanik altgrubudur.
(ii) A, G'’nin bir bulanik altgrubu ise, ®(A) da H 'nin bir bulanik altgrubudur.

(ifi) B, H 'nin bir bulanik altgrubu ise, ®'(B) de G nin bir bulanik altgrubudur.

Sonraki tanimda, Tanim un bir genellemesi olan ve bundan sonraki tanimlari
dayandiracagimiz ikinci bir bulanik altgrup kavrami verilmistir:

Tamim 2.39. (Sezer 2003) < G,6 > bir bulanik grup, ) # A C G ve ®, A iizerinde
bir bulamik ikili iglem olsun. Eger her a,b,c € A icin ug(a,b,c) < ps(a,b,c) ve <
A, O, Eaxa, Ex > bir bulanik grup ise, < A,® >"ya < G, 5 > mn bir bulanik altgrubu

~ b.g.
denir ve bu durum < A, ® > << G, 0 > ile gosterilir.
16
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Tamim [2.247a gore eger A, < G,0 >’mn_ bir bulanik altgrubu ise,

b.g.
< A,0 > << @, 0 > olacagindan; Tanim [2.39in Tanim [2.24] un bir genellemesi oldugu
elde edilir.

< (G, 6 > bir bulanik grup ve < A, ® >b.§g.< G,0>ise, < A,® >=< A,0 > ve
dolayisiyla < A,® >’nin < G, o >’nin bir klasik altgrubu, yani < A,©® ><< G,0 >
olacag: aciktir. Sonug olarak, bulanik altgruplar klasik gruplara indirgendiginde, bulanik
altgrup kavramiyla klasik altgrup kavraminin birbirine kargilik geldigi goriilmektedir.

. by 5 .
< (,06 > bir bulanik grup ve < A,® ><< (G,0 > ise, e4 Ve eg, sirasiyla,
< A,® > ve < (,0 >"nin birim elemanlar1 olmak tizere ey = eg’dir. Ayrica z € A igin
z, ve g, sirastyla, 2°in < A, ® > ve < (, 5 >’daki tersleri olmak iizere x ;' = x' dir.

Ornek 2.40. G=R, A:=Qved,v,0 eRicin0<<~v<6<1olsun.

1, u=wv

ER:RXR%[O,l],ER(u,v)::{Q v

ve ERXR = EIEXR’

E@ : Q X @ — [0, 1] ,E@(k’,l) = ER(/{Z,Z)

ve Egxq = Egyq olmak iizere; Ym,n,r € R i¢in

1, m4+n=r
Yo, mAn#Er

ptm,nr) = {

ve Vm,n,r € Q icin

) 1, m4+n=r
,u@(m,n,r) A I . mAn#r

olarak tamimlansin. Q C R ve her z,y, 2z € Qicin ps(x,y, 2) < ps(x,y, 2) olacagindan,

. bg -
< Q06 ><< R,o > olmast icin < Q,©& > ve < R,0 >’mn birer bulantk grup
oldugunu giostermek yeterlidir. d, e, f,g,h,i € R olarak alimirsa, Er«g((d,e€),(g,h)) =
Lve f #iicinya us(d,e, f) # 1 yada us(g,h,i) # 1’dir. Bundan dolayz,

Né(dvehf) A Ma(gv hvl> A ERXR((dv 6)7 <97 h)) <7< 0 < ER(fv Z)

ve ps(d,e,d + e) = 1 oldugundan 5, R iizerinde bir bulamik ikili iglemdir. Ayrica,
Ve, y,z,muk,q € Rveu # qiciny+z=r,x4+r=u,x+y=kvek+2z=gq
esitliklerinden en az birisi saglanmayacagindan

sy, 2,m) A pig(,rou) A ps(x,y, k) A ps(k, z,q) < v <0 < Eg(u,q)
17
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olmalidir. Dolayisiyla < R, o > bir bulanik yarigruptur.

Vm € Rigin ps(m,0,m) = 1 = pz(0,m,m) ve pus(m,—m,0) = 1 = us(—m,m,0)
oldugu icin < R, o > bir bulanik gruptur.

Benzer bicimde < Q,© >'min bir bulamk grup oldugu ve dolayisiyla da

- b.g.
<Q,® ><< R, > oldugu goriilebilir.

.. _ by
Onerme 2.41. (Sezer 2003) < G,o > bir bulanmik grup, < A,® >§g< G,0 > ve

b.g. ~ _ bg B
< B,e ><< A,® > olsun. Bu durumda, < B,e > << (G, >"dir.

.. _ bg
Onerme 2.42. (Sezer 2003) < G,o > bir bulamk grup, < A,©® >§g< G,6 >,

b.g.
< B,e ><< (G,0 > ve* AU B iizerinde bir bulanik ikili islem olsun. Bu durumda

(l) M;(%%Z)SMa(%yaz),VIyyaZGAUB,

b.g.
<Au&;>£<Gﬁ>¢¢
(@) AC BveyaBCA.

. by
Sonug¢ 2.43. (Sezer 2003) < G,6 > bir bulantk grup, < A,©® >§g< G,0 > ve

b.g.
< B,e ><< (G,0 > olsun. Bu durumda

b.g.
<AUB,6>§g<G,6><:> ACBveyaBCA.

Onerme 2.44. (Sezer 2003) < G, & > bir bulanik grup, ) # A C G ve ®, A iizerinde bir
bulanik ikili islem olsun. Bu durumda asagidaki denklik saglantir:

_ by (i) ps(r,y ™t z2)=1=z2€ A, Vo,ye A, V2 € G,
<A O><<G 0>
(ii) M@(Q%Z/a Z) < /Lg(I,y,Z) , Va,b,c € A
. - b.g.
Onerme 2.45. (Sezer 2003) < G,o > bir bulamik grup, < A, ><< G,0 >,
b.g.
< B,e ><< (G,06 > ve x, AN B iizerinde bir bulanik ikili islem olsun. Eger,

her w,y,z2 € AN B ig¢in pg(v,y,2) < pa(ry,2) A ops(e,y,z) ise

b.g. ~ b.g.
<ANB*><< A O>ve<ANB,*><< B,e >"dir.

2.3. Bulamik Halkalar ve Bulanik idealler
2.3.1. Bulanik halkalar

Bu boliim ve sonrasindaki gosterimlerimizde < H, 0, e, Ey .y, Ey > sirali beslisi
ile, H nin bir kiime oldugu, © ve ®’nin ise H lizerinde Fy«y ve Ey belirtisiz esitliklerine
gore bulanik ikili islemler oldugu, ifade edilecektir.

18
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Tamim 2.46. (Sezer 2003) < H, 6,0, Eyw g, Ey > bulanik cebirsel yapuist verilmis olsun.
Eger her x,y,z,t,a,b,c,d € H icin

pa (2, y, a) A pig(, 2,0) A ps(a, b,¢) A pg(y, 2,d) A p(z,d, t) < Ex(t, c)
ise, < H,o, e > sirali iicliisiiniin sol daguma ozelligi vardir denir. Eger

pa(@, 2, a) A pg(y, 2,0) A ps(a, b, o) A ps(@,y, d) A pg(d, 2, 1) < Ey(t, c)
ise, < H,o, e > sirali ticliisiiniin sag dagilma ozelligi vardir, denir.

Asagida bulanik halka tanimina yer verilmektedir.

Tamim 2.47. (Sezer 2003) < H,0,e, Ey«py, Eg > bulanik cebirsel yapist asagidaki ii¢
ozelligi sagliyorsa < H,0,8 >’ya Ey ..y ve Ey belirtisiz esitliklerine gore bir bulanik
halka denir:

(BH 1) < H,o > bir Abelyen bulanik grup,
(BH 2) < H, e > bir bulanik yarigrup,
(BH 3) < H,o,e >"mn sol ve sag dagilma ozelligi var.
Eger < H, o, ® > bir bulanik halka ve
(BH 4) Vx € H icin pg(x,e5,x) = 1 = pg(es, , )
olacak bicimde e5 € H varsa < H, o, ® >’ya birimli bulanik halka,
(BH 5)Vx,y,s,t € Hicin ug(x,y,s) A ps(y,x,t) < Eg(s,t)

ise de < H,o, e >"ya degismeli bulanik halka denir.

Bundan sonra < H,o,e > bulanik halkasi i¢in < H, 6 >’nin birim eleman1 Oy
veya 0 ile, < H, e >’nin birim elemant ise 15 veya 1 ile gosterilecektir. Ayrica x € H
icin, —z ile x’in < H,5 >’daki tersi, 7! ile de 2’in (e8er varsa) < H, e >’daki tersi
belirtilecektir.

Onerme 2.48. (Demirci 2002, 2003) < H,3,® > bir (birimli, degismeli) bulanik halka
ise < H,o, e > bir (birimli, degismeli) halkadur.

Tanim 2.49. (Sezer 2003) < H, 6, ® > bir bulanik halka olsun. A C H ve her a,b,c € A
i¢in pg(a,b,c) < ps(a,b,c) ve ,u®(a b,c) < psla,b,c) ve < A @®,© > bir bulanik
halka ise < A @, >’va < H,5,8 >’mn bir bulamik althalkasi denir ve bu durum

<A D6 > § < H,o,e > ile gisterilir.

Asagidaki 6nerme, tanimdaki tiim kosullara bakmak yerine daha az sayida kosulla
bir altkiimenin bir bulanik althalka olup olmadigini incelenebildigini gostermektedir:
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Onerme 2.50. (Sezer 2003) < H,3,® > bir bulanik halka, A C H ve & ile ®, A iizerinde
bulanik ikili islemler olsun. Bu durumda asagidaki denklik saglanir:

b.

B

by
i) <Ad><<H5>
(ii) M@(aa b, C) < /L;(Cl,b, C) , Va,b,c € A.

<A ® 6>

IA

< H 5 8>

Sonuc¢ 2.51. (Sezer 2003) < H,5,e& > bir bulanik halka ve @ ile ©, H iizerinde
pa(a,b,c) < ps(a,b,c) ve pg(a, b, c) < pg(a,b, c) esitsizliklerini saglayan bulanik ikili
islemler olsun. Bu durumda su ozellikler saglanir:

b.h.
(@) < {0},6,8 >%< H54>
. . bh o
(b)<Hd,6><<Ho o>
Onerme 2.52. (Sezer 2003) < H,3,& > bir bulanik halka olsun. Bu durumda her
x,y,z,m,n,w € H icin,
(1) ,ui(xv 07 m) A ,ui(oa Z, TL) < EH(m7 n) ’
(2) :ui(x7 -Y, m) A M;(—[E, Y, n) < EH(ma n) .
Ayrica o ikinci girdide gecisli ise,

Mi(xu -Y, m) A Mi(‘ra Y, n)
/L;(—Q?, Y, m) A Mi(xa Y, n)

IA A

olur.

3) u;(—:c, —Y, m) A ﬂi(wa Y, n) < EH<m7 n) .
(4) o, ikinci ve iiciincii girdide gecisli olsun.

(i) Eger o islemi iiciincii girdide gecisliyse,Nxr,y, z,t,u,v, m,n € H icin

I’L()(xa _yau) A ﬂi(uv Zym) /\,U;(l', Z,U) /\:ui(ya 27t> /\lué(vv —t,’I’L) S EH(mvn)

(it) Eger o islemi ikinci girdide gecisliyse,

ué(ya —Z,U) A M3<x7ua m) A ,U;(LL', Y, U) A Mi($7 Z7t) A Mé(va _ta n) S EH(m7 TL)

(5) < H, o, @ > bir birimli bulanik halka ise ji5(—1,a, —a) = 1 = pg(—1,—1,1) dir.
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2.3.2. Bulanik idealler

. . bh
Tanmim 2.53. (Sezer 2003) < H, o, ® > bir bulanik halka ve < A, &, ><< H,5,e >
olsun. Eger¥a € AveVh,t,s € H icin

ps(a,ht)y=1=te Ave us(h,a,s) =1=s€ A

ise < A®,G >va < H,5,8 >'mn bir bulamk ideali denir ve bu durum
. . bi
<A ®,0><< H, o, e > ile gosterilir.

Onerme 2.54. (Sezer 2003) < H, 3, ® > bir bulanik halka, A C H ve & ile ®, A iizerinde
bulanik ikili iglemler olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

by
(i) <A®><<Hb>
aE s e ) Bl S e b)Y A
@ii) ps(a,ht)=1=tec A (Vaec AVt € H)
() ps(h,a,s)=1=se€ A (Yae A Vs e H).

Onerme 2.55. (Sezer 2003) < H,5,& > bir bulamik halka olmak iizere, eger
. b
<A D,O><<Hoce>ise<A DO > < H, o & >"mn biridealidir.

. b.i.
Onerme 2.56. (Sezer 2003) < H, 5, ® > bir bulanik halka ise < {0},5,8 ><< H,5,e >

o b.i. ~ ~
ve < H &, © ><< H,o,e >’dir. Burada & ve ®, H iizerinde Va,b,c € H icin
pa(a,b,c) < ps(a,b,c) ve pg(a, b, c) < pgla,b, c) esitsizliklerini saglayan bulanik ikili
islemlerdir.
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3. BULGULAR VE TARTISMA
3.1. Bulamk Modiil Yapilar
3.1.1. Bulanik modiil

Tamm 3.1. < R, ®,®, Erxr, Er > bir bulanik halka, < A, +, Eax 4, E4 > bir Abelyen
bulanik grup, a,ay, as, a), ah, u,v,w € Aver,r' ry,r9 € R olsun.

(1). Eger bir f : R x A ~~ A belirtisiz fonksiyonuyla birlikte
(BM 1) 5 (a1, ag, w)Apy(r, w, ) A (r; ax, @y )Ap g (r, ag, ag) Apg (ay, ay, w) < Ea(v, w)
(BM 2) iz (r1,m9, 7) N (1, 0, ) Apy (11, @, an ) Ay (ra, a, ag) A (an, ag, w) < Ea(v, w)
(BM 3) jug(r1,7m2,7") A (1’ a,0) A pp(ra, a,u) Ay (ry, u, w) < Ea(v,w)
ise < A, F, Eaxa, Ex > bulanik grubuna bir bulanik sol R-modiil denir.

(2). Benzer bicimde, bir g : A X R ~~ A belirtisiz fonksiyonuyla birlikte
(BMI') ps (a1, ag, w)Apy(w, 7, 0) Apig(ar, m, ay) Apig (az, 7, a) Apig (ay, ay, w) < Ea(v, w)
(BM 2') pug(r1,m9, ) Ay (@, m,0) Ay (a, 11, an) Apg(a, o, az) A (ar, ag, w) < Ea(v, w)
(BM 3') i (r1,m9,7") A pg(a, v, 0) A pga, mi,u) A g (u, 72, w) < Ea(v, w)
ise < A, 4+, Eaxa, Eao > bulanik grubuna bir bulanik sag R-modiil denir.

(3). Hem sag hem de sol bulanik R-modiil olan < A, +, Esxa, E4 > bulamk gru-
buna bir bulanik R-modiil denir.

(4). R bir birimli bulamik halka (1z € R) olsun.

a) Eger < A, +, Eaxa, E4 > bir bulanik sol R-modiil, Va, s € A icin

/“Lf(lR7 a, 8) < EA(S7 CL)
ise A’ya bir bulanik birimcil sol R-modiil denir.

b) Eger < A, +, Eaxa, E4 > bir bulanik sag R-modiil, Va,t € A icin

Mg(a7 1R7 t) S EA(G, t)
ise A’ya bulanik birimcil sag R-modiil denir.

c) Eger < A, +, Eaxa, Ea > hem bulanmik birimcil sol R-modiil hem de bulanik

birimcil sag R-modiil ise A’ya birimcil bulanik R-modiil denir.
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Eger < A, +, Eax 4, F4 > bulamk R-modiilii i¢in biitiin belirtisiz esitlikler klasik
esitlikler (yani Erxp = Enyp, Er = Ef, Faxa = Ei 4, Ea = E}) ve belirtisiz
fonksiyonlar (x5, 1, vb.) klasik fonksiyon olarak alinirsa, A bulanik R-modiiliiniin klasik
bir R-modiil oldugu kolayca goriilebilir.

Gosterim 3.2. Eger A iizerinde + bulamik ikili islemi ve E 4 4, E4 belirtisiz esitlikleri
biliniyorsa, "< A, -+, Exxa, E4 > bir bulanik sol(sag) R-modiildiir” yerine, kisaca "A
bir bulanik sol(sag) R-modiildiir” yazilacaktir. Ayrica; bundan sonraki anlatimlarda A bir
bulanik R-modiildiir denildiginde, A’nin bir bulanik sol R-modiil oldugu anlasilacaktir.

. ~ v.h. ~ o~
Onerme 3.3. < S,+," > < < R,®,® > olsun. f : S X R ~~ R bir belirtisiz fonksiyonu
Vs € SveVr,r' € R igin

,Uf(S,T, ’I"/) = :U“@(Sara T,) (31)

olarak tamimlamirsa R bir bulanik S-modiil olur.

Ispat. < R, ®,® > bir bulanik halka oldugundan < R, & > bir Abelyen bulanik gruptur.
R bir bulanik halka oldugundan sol dagilma 6zelligini saglar, yani Vry, ro, v, v, 7, rh, 1" €
Rve Vs € Sigin

pa (T, e, ) A g (s, 70" ) A (8,1, 17) A pp(s, 72, 75) A g (17,75, 1)
= Mé(rl’ TQ?T) A M@)(S?T’ r/) A M@(S’ 7’1,7“/1> A M®(37r27 T;) A Mé(riﬂn;v T[IJ)
S ER(Tluré))

oldugundan (BM 1) kosulu saglanir. Bulanik althalka tanimi geregi

pi(s1,52,8) < pg(s1,52,5)
oldugundan ve ayrica 12 bulanik halkasinin sag dagilma 6zelliginden
3 (81, 82,8) A pup(s,m,1") A pup(s1,m,m1) A prp(s2,7,m2) A g (11,72, 70)

13 (s1,82,8) A g (s, m,1") A g (s1,7,m1) A pg (82,7, m2) A pg (11,72, 70)
2,8) A g (8,7, 7") A g (51,7, 71) A g (s2,7,79) A pug (r1, 72, 70)

IAINA

=
e
QE,?
“ﬂ uCn
N

elde edilir. Boylece (BM 2) kosulu saglanmis olur. Yine bulanik althalka tanimi geregi
(1, 82, 8") < (81, 82, 8") ve < R, > bulanik yarigrup oldugundan;

p=(51, 82,8 ) A pp(s', ") A g (s1,m,1m0) A g (1o, 52,7)
= MT(Sla S92, Sl) A M@(S/ r, T/) A M@(Sla r, TO) A M@(TOa S92, T())

S N@(SIJ 52, S/) A M®(8/7T7 T/) A M@(Sh r, TO) A M@(Tm S92, TE))
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< Es(r',rp)

bulunur ki, bu da (BM 3)’iin saglandigim sOyler. Dolayisiyla R’nin bir bulanik sol S-
modiil oldugu elde edilmis olur. Benzer bicimde R’nin bir bulanik sag S-modiil, do-
lay1siyla da bir bulanik S-modiil oldugu goriilmiis olur. [

R b.i. o
Sonu¢ 3.4. < I,+," ><< R,®,© > ise, R bir bulanik I-modiildiir.

Ispat. f:1x R~ Rfonksiyonu pi(a,r,1") = juz(a,r,r') olarak tanimlanirsa, Onerme
3.3/ten R’nin bir bulanik I-modiil oldugu goriiliir. O

N . b.i. o
Onerme 3.5. < I, +," ><< R,®,0>ve f: RX I~ 1, pug(r,a,a") < pg(r,a,a)
olacak bicimde bir belirtisiz fonksiyon olsun. Bu durumda I bir bulanitk R-modiildiir.

Ispat. < I, ¥, > bir bulanik ideal oldugundan < I, + > bir Abelyen bulanik guptur.
Ayrica < R,®,® >’nmin sag ve sol dagilma ozelligi oldugu icin (BM 1) ve (BM 2)
ozellikleri saglanir. Son olarak, < R, ® > bir bulanmk yarigrup oldugundan, elde edilen

ﬂ@(rlyr%rl) N [,Lf(T/,CL,U) A l’l’f(TQaaau) A Mf(ra u, ’LU)
= pg(r1,mo, ") A pg (', a,v) A pg(re, a,u) A ps (r, u, w)
S ER(U7U))

ifadesi ile (BM 3) 6zelliginin saglandig1 goriiliir. 0

Ornek 3.6. < R, ®,® > bir bulanik halka ve < A,+ > bir Abelyen bulanik grup ve
f R x A~ A belirtisiz fonksiyonu

/ , a' =eq
py(ra,a’) = 0 a # ey

bigiminde tammlamirsa, A’mn bir bulanik R-modiil oldugu elde edilir. Gergekten i, bir
(kuvvetli) belirtisiz fonksiyondur; ciinkii

pp(rya,a’) A pg(r,a,a”) A Egea((r,a), (r1,a1)) < Ea(d’,ad”) (3.2)

esitsizliginin, yani (F2)’nin o' # ey veya a” # ey icin saglanacag aciktir

(0 < Eu(d,d") ). Karsit olarak, ' = a" = e, ise Ex(a’,a") = 1 oldugundan [3.2]

esitsizligi yine saglanacaktir. Ayrica V(r,a) € R x A'igin pi;(r,a,ea) = 1 oldugundan,

vani (F.3) saglandigindan f : R X A ~~ A bir kuvvetli belirtisiz fonksiyondur.

Simdi A’min bir bulamik R-modiil oldugunu gorelim: (BM 1)’de v = o) = a), = ey
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alimirsa,

pz(ar, ag,w) A ug(r,u,v) A pg(r, an, ay) A pg(r, ag, ay) A g (ay, ag, w)
lujr(a‘l; a2, U) A Mf(T7ua BA) A /-Lf(ra ay, eA) A Mf(ra az, eA) A Mi(ez‘b €A7w)

= pg(ar, az,u) A pglea, ea, w)
bulunur ki j15 (e, ea,w) < Ea(es, w) oldugundan
pi(ar, az, u) A Ealea,w) < Exlea, w)
esitsizligi saglamr. Yine (BM 2)’de v = a1 = ay = ey alinirsa,

pg (11, 72, ) A prp(r @, v) A g (e, @, an) A ug(ra, a, ag) A pg(ar, ag, w)
= Mg (7"1 r2, T ) :uf(rv a, 6,4) A “f(rlv a, 614) N Mf(r% a, eA) N ”Jr(eA’ €A, w)
He (T r2,T ) M-T—(efh €A, w)

w)

oldugundan istenen esitsizlik saglanir. (BM 3)’te v = u = w = e4 alinirsa

IN
&y 3

Al€a, W

pi (11,2, 1) A g (17 @, v) A g (T, ayu) A pug(ry, u, w)
= pg(ry,re, ") App(r' a,en) A pp(ra, a,ea) A pg(ry, u,eq)
< FEalea,ea)

bulunur ki E4(ea,e4) = 1 oldugundan istenen esitsizlik saglamir. Dolayistyla A bir bu-
lanik R-modiildiir.

Ayrica, burada A birimcil bulanik R-modiil degildir; ¢iinkii 1z, R’ nin birimi olmak
iizere, Vs, a € A icin

,uf(leaa S) < EA(a7 S)
esitsizligi, s = e4 # a iken
1= (g, a,ex) < Exla,en) ve Exla,eq) # 1

oldugundan saglanmaz.
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3.1.2. Bulanik altmodiil

Tamm 3.7. < R, @, ®, Eryr, Er > bir bulanik halka, < A, +, Exx 4, Ea > bir bulanik

b.g.
R-modiil, < B,¥ ><< A, ¥ >ve f : Rx A ~ A bir belirtisiz fonksiyon olsun.
Vr € RveV¥b € B icin p;(r,b,b') = 1 iken V' € B oluyorsa, B’ye A’mn bir bulanik

b.m.
R-altmodiilii denir ve B < A ile gosterilir.
R

Onerme 3.8. < A, + > bir bulanik R-modiil, f : R x A ~ A bir belirtisiz fonksiyon,
B C Ave ¥, B iizerinde bir belirtisiz ikili islem olsun. Bu durumda asagidaki kosullar
denktir:

~ b.m. ~
1. <B i ><<AT>
R

2. e, A’run birimi olmak iizere
(a)ea € B
(b) Vby, by € Bigin ' € B vardir ki puz(by, by, 0') < Eg(by 4+ by, V)
(¢c)Vr € R veVb € Bigin jus(r,b,0') =1=1V € B.

Ispat. B’nin bulanik altmodiil olmas1 nedeniyle bu ii¢ kosulun saglandig: kolayca gorii-
liir. Karsit olarak (a) ve (b) kosullar1 bulanik altgrup, (c) kosulu ise bulanik altgrubun bu-
lanik altmodiil olmasini saglayan kosul oldugundan B, A’nin bir bulanik R-altmodiiltidiir.

[

Tamm 3.9. < A, + >, < B, + > iki bulanik R-modiil ve h : A — B bir fonksiyon olsun.
fa: Rx A~ A, fg: R X B~ B belirtisiz fonksiyonlart ¥r € R ve Va,a',b,c € A
icin

1 N—T—(av b, C) < M-}'(h(a)v h(b)7 h(C))
2. pig, (rya,a") < puy, (v, h(a), h(a'))

kosullarmm saglayan bir h fonksiyonuna A’dan B ’ye bir bulanik R-modiil homomor-
fizmi denir.

e Eger h : A — B bulamik R-modiil homomorfizmi, Va,b € A igin
Eg(h(a),h(b)) < E4(a,b) ise h’ye bulamk R-modiil monomorfizmi denir.

e Eger h : A — B bulamk R-modiil monomorfizmi érten ve h~! : B — A bir
bulanik homomorfizm ise /’ye bulamk R-modiil izomorfizmi denir.

Onerme 3.10. < A, - > ve < B, + > bulanik R-modiiller, +' bulanik ikili islemi birinci
girdide gecisli, fg : R x B ~~ B belirtisiz fonksiyon ve h : A — B bir bulantk R-modiil
homomorfizmi olsun. Bu durumda < A, + >’min < Ceky(h),* > bulanik altgrubu A’nin
bir bulanik R-altmodiiliidiir.
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Ispat. < Ceky(h),* >b'§g.< A,+ > oldugundan, Onerme geregi, Vr € R ve
Va € Ceky(h) igin g, (r,a,a’) = 1 oldugunda @’ € Ceky(h) nin saglandigin goster-
mek yeterlidir.

h bulanik R-modiil homomorfizmi oldugundan Vr € R, Ya € Ceky(h) i¢in

1= ,qu(T, a, CLI) < Ky (7“, h(a)7 h(a/)) = Hyg <T7 €B; h(a/>)
yani
tiy,(rep, hia’)) =1 (3.3)

elde edilir. Ayrica; +, B iizerinde bir belirtisiz fonksiyon oldugu igin p; (h(a’), h(d'), s) =
1 olacak bi¢imde s € B’nin var oldugunu biliyoruz. Bu durumda

1 =yp;(ep,e,ep) Apy,(r,ep, h(a')) A pg, (r e, h(a'))
Mgy (s, h()) A i), bld'),5) < Bn(h(a), )

oldugundan

Eg(h(d),s) =1 (3.4)
elde edilir. -, birinci girdide gecisli oldugundan, [3.3| ve 3.4 esitlikleriyle

1= pz(h(a), h(d'),s) A Ep(h(d),s) < py(h(d'), h(a'), h(a))

yani

bulunur. Diger yandan,

1= jrge(hla'), h(a'), h(a)) A ppr((@) ™, () o)A
s (h(a) ™ () e5) A pgen, hd'), h(a)) < Ep(ep, h())

oldugundan
EB(BB, h(a’)) =1 (35)
yani h(a’) = ep elde edilir ki, bu da o’ € Cek,(h) olmast demektir. O

Ek olarak eger y, birinci girdide gecisli ise, [3.3] ve[3.5]ile birlikte

1=y, (riep,h(a')) AN Eg(ep, h(d')) < py, (r,ep,ep)
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yani
py,(riep,ep) =1
oldugu elde edilir.
Onerme 3.11. < A, & > ve < B, ¥ > bulamik R-modiiller, f4 : R X A ~» A ve

fB : R X B~ B belirtisiz fonksiyonlar ve h : A — B, h(a) = ep olmak iizere h, A’dan
B’ye bir bulanik R-modiil homomorfizmidir.

Ispat. ¥r € RveVa,b,c € Aigin

3(a,b,¢) < o (h(a), h(b), h(e)) = pps(ep, e, ep) = 1

ve k € Bigin pi;, (r, e, k) = 1 olsun. Bu durumda B bulanik R-modiil oldugundan (BM
1)’1 saglar; yani,

1= pug,(r,es, k)Apg, (1, e, B)Apig, (r e, k) Ay (b k k+'E) < Ep(k, k+'k) .
Buradan da Eg(k, k +' k) = 1 oldugundan k = k +' k , yani k = ep oldugu, dolayisiyla

da 5 (r,ep,ep) = 1 elde edilir. Bu nedenle, bulanik R-modiil homomorfizminin ikinci
kosulu olan

/LfA(T,CL,b> S ,LLfB(T’, h(a)vh(b)) = :ufB(T? 63763) =1

saglanmis olur. O
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4. SONUC

Bu calismada ilk olarak belirtisiz kiimeler ve iizerindeki denklik bagintilari ile
belirtisiz fonksiyon kavramlarinin tanimlar1 verilerek iist yapilara hazirlik yapildi. Son-
rasinda ise; bulanik gruplar, bulanik halkalar ve bu kavramlarin baz1 6zelliklerine yer
verildi.

Tezin son boliimiinde bulanik modiil, bulanik altmodiil, bulanik modiil homomor-
fizmi ve izomorfizmi kavramlar1 tanimlanarak bu kavramlarin sagladigi bazi temel 6zel-
likleri incelendi.

Tezde bulanik halkalarin, bulanik althalkalar1 ve bunun sonucu olarak bulanik ide-
alleri iizerinde bulanik modiil olduklar1 goriildii. Ayrica, bulanik ideallerin de bulanik
halkalar1 tizerinde bulanik modiil oldugu elde edildi. Son olarak, bulanik modiil olan bir
bulanik grubun bir bulanik homomorfizm altindaki ¢ekirdek kiimesinin de o bulanik gru-
bun bulanik altmodiilii oldugu incelendi.
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