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OZET

DEGISKEN KATSAYILI RASYONEL FARK DENKLEMLERININ
COZUMLERININ GLOBAL DAVRANISI

Faika Derya SENDUR

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damsman: Prof. Dr. Ozkan OCALAN
Temmuz 2017, 37 sayfa

Fark denklemleri biyoloji, genetik, popiilasyon dinamigi, olasilik teorisi, psiko-
loji, sosyoloji ve daha ¢ok bilim dalinin i¢cindeki matematiksel modellere uygulanir. Bu
nedenden dolayidir ki, son zamanlarda fark denklemlerinin calismasina ¢ok biiyiik bir 11gi
mevcuttur. Bu tezde literatiirde fark denklemleriyle ilgili bilinen bazi sonuglar verilecek-
tr.

Bu calisma bes boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde fark denklemleri hak-
kinda genel bilgiler verilmis ve lineer olmayan rasyonel fark denklemleri ile ilgili yapilan
calismalarin literatiir 6zeti verilmistir. Ikinci boliimde fark denklemleri ile ilgili genel ta-
nim ve teoremler verilmistir. Uciincii boliimde ilk olarak z,,; = a + “2=L denkleminin
ve daha sonra {«,,} yakinsak veya 2- periyotlu bir dizi olmak iizere xnﬁ = ay + =
denkleminin pozitif ¢coziimlerinin davraniglar1 incelenmistir. Bu boliimde son olarak {p;}
pozitif sinirht bir dizi olmak tizere z, 1 = p, + z;;—*l fark denkleminin pozitif ¢oziimle-
rinin davraniglari ele alinmigtir. Dordiincii bbliimdenbulgular ve tartisma kismina, besinci
boliimde ise sonug¢ kismina yer verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Cekicilik, denge noktasi, dizi, fark denklemleri, kararlilik,
periyodiklik, salinimlilik, sinirlilik.
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Difference equations are applied into mathematical models covering biology, ge-
netics, population dynamics, probability theory, psychology, sociology and many scien-
tific disciplines. That is why, in recent years, there is great interest on the difference
equation. In this thesis, some known results about difference equation in the literature are
shown.

This study consists of five chapters. In the first chapter, general information about
difference equation and the literature summary of researches on non-linear rational differ-
ence equation are given. In the second chapter, general definition and theorem concerning
difference equation is given. In the third chapter, the behaviour of positive solutions firstly

of the equation z,, ;1 = o + x;—;l and then of the equation x,,; = «a, + x;—jl in the case
when {«,, } which is convergent or the period-two sequence are examined. In this chapter,
finally, the behaviour of positive solutions of the difference equation z, 11 = p, + -

in the case when {p,,} which is positive bounded sequence are dealt with. In the fourth

chapter, findings and discussion sections and finally in the fifth chapter conclusion is in-
cluded.
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periodicity, the oscillatory, boundedness.

COMMITTEE: Prof. Dr. Ozkan OCALAN (Supervisor)
Assoc. Prof. Dr. Ramazan KARATAS
Assoc. Prof. Dr. Sermin OZTURK

11



ONSOZ

Son yillarda uygulamali matematigin oldukga ilgi goren bir dali haline gelen fark
denklemleri, uygulamali matematikcilerin ve uygulamali bilimcilerin ilgisini biiyiik 61-
clide cekmeyi basarmugtir. Fark denklemleri, diferansiyel ve gecikmeli diferansiyel denk-
lemlerin niimerik c¢oziimleri ve ayrik yapilar1 gibi goriiniirler ve uygulamali matemati-
gin bu dali miihendislik, fen bilimleri, ekonomi, tip, sosyal bilimler ve teknik bilimler
gibi bir¢ok alanda uygulama sahasi bulmaktadir. Fark denklemleri ¢ok basit bir formda
goriinmesine ragmen onlarin ¢oziimlerinin global davranisini tam olarak anlayip, ortaya
koymak oldukga zor bir istir. Fark denklemlerinin dinamigini anlamada, bu tezde incele-
nen literatiirde ¢alisilmig sonuglar yukarida bahsettigimiz bilimsel alanlardaki matematik-
sel modellemelerinin analizinde olduk¢a kullanigh olacaktir. Bu tezde literatiirde ¢alisilan
otonom olmayan bir denklem ele alinmigtir. Bu tezin bu konularda calisan matematikciler
i¢cin yol gosterici, ufuk agici ve faydal bir kaynak olmasini dilerim.

Maddi ve manevi her zaman yanimda olan basta babam Aziz SENDUR ve annem
Keziban SENDUR olmak iizere kardesim Nisa SENDUR’a; ablam Seyda ve esi Yrd. Dog.
Dr. Sertag Timur DEMIR e (Giimiishane Universitesi Iletisim Fakiiltesi) sonsuz tesekkiir-
lerimi sunarim. Ayrica calisma konusunun tayin edilmesinde ve calisma siirecinin her
asamasinda bilgi, tecriibe ve kiymetli zamanin1 esirgemeyerek bana destek olan degerli
danismanim Prof. Dr. Ozkan OCALAN’a (Akdeniz Universitesi Fen Fakiiltesi) ve egitim
yasamim boyunca biiyiik katkilart olan tiim hocalarima tesekkiirii bir bor¢ bilirim. Son
olarak, tez calisgmam boyunca yardimlarini esirgemeyen, beni cesaretlendiren ve umut
veren kiymetli arkadaslarima en icten tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Fark denklem, bir veya daha cok degiskenli bir fonksiyonun sonlu farklar ile ba-
gimsiz degiskenleri arasindaki cebirsel bir bagintidir. Diferansiyel denklemlere benzerlik
gosteren fark denklemlere fonsksiyonel denklemler de denir.Fark denklemleri diferansi-
yel denklemlere kiyasla daha dnceden beri varolmasina ragmen inceleme siireci yoniin-
den, diferansiyel denklemlerden daha yenidir. Diferansiyel denklemler 200 yildan daha
fazla bir siirede incelenmesine ragmen fark denklemleri 100 yillik bir siire sonucunda sis-
tematik hale gelmistir. Matematigin sistematik olarak gelismesi sonucunda ortaya cikan
ilk teorilerden birisi fark denklemler teorisidir.

Diferansiyel denklemlere benzer olan fark denklemleri, ayrik zamanlarda mey-
dana gelen olaylar1 formiile eden bagintilar olarak ortaya ¢cikmistir. Yani, fark denklem-
leri tiirev iceren denklemlerin sadece tamsayilarda tantmlanmis seklidir. Fark denklemleri,
doga olaylarini ifade etmekte de kullanilir.

Fark denklemlerinin en basit ifade edilmesi M.O. 2000 yillarinda goriilmektedir.
Bu kavram ilk defa bir denklemin kokiinii bulma ¢alismasi olarak Babillerde goriilmiistiir.
Fark denklemleri Fibonacci tarafindan ¢alisma konusu olarak dikkate alinmistir ve onun
cok basarili ¢calismalar1 sonucunda pek ¢ok matematik¢i daha sonralarda bu ilging alana
yonlenmistir. Ornegin, Laplace sabit katsayili homojen dogrusal fark denklemleri, Gu-
ichard ise ayn1 denklemin homojen olmayan 6zel hallerini ve Gelgrum bu denklemlerin
coziimlerinin asimptotik davranigini inceleme konusu olarak se¢mistir.

Bununla birlikte fark denklemler, diferansiyel denklemlerin niimerik ¢éziimlerinin
incelenmesinde de kullanilir. Yani, verilen bir diferansiyel denklemin, ayrik benzeri olan
fark denklem ifade edilir ve bu fark denklem, diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin yapisini
arastirmak i¢in incelenir.

Fark denklemler genellikle zamanin gidisati {izerindeki olaganiistii olusumu ta-
nimlar. Ornegin belli bir popiilasyon ayrik jenerasyona sahip ise, (n + 1)’inci jenerasyon
olan z(n + 1)’in bityiikligii, n’inci jenerasyon olan z(n)’in bir fonksiyonudur. Bu iligki
kendini

z(n+1) = f(z(n)) (1.1)

denkleminde agiklar. Bu probleme diger bir acidan da bakabiliriz. Bir 2y, noktasindan
baglayarak,

o, f(wo), f(f (o)), F(f(f(20))), - (1.2)

dizisi olarak genelleyebiliriz. Kolaylik i¢in su notasyonu da benimseyebiliriz;

F2(o) = f(f(w0)), f*(x0) = f(f(f(20))), --.Vs.
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Eger

z(n) = f"(xo) (1.3)
denilirse,

z(n+1) = f*(z0) = f(f"(20)) = f(x(n)) (14)
elde edilir.

f(x0), f’nin herhangi bir z noktasindaki birinci iterasyonunu, f?(z,) ise f’nin
xo noktasindaki ikinci iterasyonunu ve daha genellemek gerekirse, " (x¢), f nin o nok-
tasindaki n’inci iterasyonunu gosterir. f°(xq)=zo olmak iizere {f"(z¢) : n > 0} tim
pozitif iterasyonlarin kiimesine x,’1n pozitif yoriingesi denir. Bu iterasyon prosediirii ay-
rik dinamik sistemin bir 6rnegidir.

Bu tartigmalardan sonra tam olarak fark denklemleri ve ayrik dinamik sistemler
ayni1 paranin iki yiiziinii gosterdigi sonucuna varabiliriz. Mesela matematikciler fark denk-
lemler hakkinda konustuklarinda genellikle konunun analitik kismina deginirken, ayrik
dinamik sistemler hakkinda konustuklarinda genellikle konunun geometrik ve topolojik
yoniine gonderme yaparlar.

Sayet (1.1)’de tamimlanan f fonksiyonu g : Z* x R — R olarak tanimlanan g
fonksiyonu ile yer degistirilirse, o zaman

z(n+1) =g(n,z(n)) (1.5)

elde edilir. (1.5) denklemine otonom olmayan veya zaman degiskenli denir iken, (1.1)
denklemine otonom veya zaman degiskensiz denir. (1.5) nin calisilmasi cok daha karigik-
tir ve birinci mertebeden denklemlerin ayrik dinamik sistem teorisine uygun diismez.

Bu calismada lineer olmayan, rasyonel, ikinci mertebeden fark denklemleri ve bu
fark denklemlerinin pozitif ¢oziimlerinin davraniglart ele alinacaktir. Bu tip denklemle-
rin calismasi oldukca zorlayicidir, ancak ugragsmaya degerdir ve bu denklemlerle ilgili
calismalar hala emekleme evresindedir.

Biz lineer olmayan rasyonel fark denklemlerinin sahip oldugu gerceklerle ¢ok
onemli olduguna inaniyoruz. Buna ilaveten bu gibi denklemler hakkindaki sonuglar, li-
neer olmayan fark denklemlerinin global davranislarinin temel teorisindeki geligsmeler
i¢in orijinal ¢caligmalar sunabilmektedir.

Fark denklemleri biyoloji, genetik, ekonomi, popiilasyon dinamigi ve bunun gibi
bircogunun icindeki matematiksel modellemelerde kullanilir. Onemli fark denklem mo-
dellerine iligkin bazi 6rnekler sunlardir:
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(7) Niifus artig modeli:

x(n+1) —xz(n) =ax(n) —bx(n) yadax(n+1) =cx(n), a,b,c € R

(1) Logistik artis modeli:
z(n+1) — z(n) = ax(n) — bz*(n), a,b € R
(1ii) Av-avelr modeli:

{ z(n+1) —xz(n) = —azx(n) + bx(n)y(n), a >0, b>0
yn+1) —y(n) =cy(n) —dx(n)y(n), ¢ >0, d >0

(1v) Rekabet modeli:

{ z(n+1) —xz(n) = azx(n) —bx(n)y(n), a >0, b >0
y(n+1) —y(n) = cx(n) — dz(n)y(n), ¢ >0, d >0

(v) Bulasict hastalik modeli:

{ z(n+1)—xz(n) = —px(n)y(n), >0
y(n+1) —y(n) = Bz(n)y(n).

Ayrica, bilinen 6nemli bir fark denklem 6rnegi Fibonacci dizisidir. Bu dizi,

z(n+2)=zn+1)+z(n), x(0)=0,z(1)=1,n>0,
fark denkleminin tek ¢coziimiidiir ve bu ¢6ziim igin

lim —x(n 1
nSeo  z(n)

~ 1.618

dir. Bu ise altin orani ifade eder.

Sonug olarak yukarida bahsettigimiz nedenlerden dolayidir ki fark denklemleri
genis bir uygulama alanina sahip olup son yillarda uygulamali matematigin ilgi goren bir

dal1 haline gelmistir.

1.1. Fark Denklemleri Ile Tlgili Yapilmis Calismalar

Devault, Ladas ve Schultz (1998) yaptiklar1 ¢calismada A ve baglangic kosullar

T_o,x_1,xg pozitif sayilar olmak iizere

A 1
Tpy1 = — + , n=0,1,...
n Tp—2

(1.6)
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fark denkleminin biitiin pozitif ¢oziimlerinin iki periyodik bir ¢oziime yakinsadigini ve
Tny1 = A+ 2=, n=0,1,... fark denkleminin A, z_y, 20 € (0, 00) i¢in tek denge

noktast olan 7 = A + 1’in global asimptotik kararli oldugunu gostermislerdir.

Amleh, Grove, Ladas ve Georgiou (1999) calismalarinda « pozitif bir reel say1 ve
baglangic kosullar1 x_1, g keyfi pozitif reel sayilar olmak {izere
Tn-1

Tpi1 =+ , n=0,1,... (1.7)
x’l’l

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin o’nin durumlarina gore global asimptotik kararli-
ligin, simirlili§ini ve periyodikligini incelemislerdir.

Feuer (2004) yapt1g1 calismada (1.7) denkleminde 6zellikle 0 < o < 1 durumuna
yogunlagsmis ve bu durum icin pozitif ¢éziimlerin denge noktasi civarindaki davraniglarini

incelemistir. Ayrica o’nin diger durumlari i¢inde alternatif ispatlar vermistir.

Devault, Kent ve Kosmala (2003) ¢calismalarinda p pozitif reel say1, k € {2,3,...}

ve baglangic kosullart x_x, x_j.1, ..., zo keyfi pozitif reel sayilar olmak iizere
Tyt =P+ 2k =01, (1.8)
Tn

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin davraniglarini incelemiglerdir. £’ nin tek olma duru-
munda sirlilik karakteri, global kararlili§1 ve periyodikligi i¢in p’nin durumlarina gore
gerek ve yeter sartlar verilmistir. £ = 2 durumu i¢in de ayrintili bir yar1 dongii analizi
verilmig ve ¢oziimlerin sinirliliginin ne zaman olacagi problem olarak birakilmagtir.

El-Owaidy, Ahmed ve Mousa (2004) ¢alismalarinda (1.8) denkleminin pozitif ¢6-
ziimlerinin bazi 6zel kosullar altinda periyodikligini ve global asimptotik kararliligini
aragtirmiglardir.

El-Owaidy, Ahmed ve Mousa (2003) calismalarinda « pozitif bir reel sayzi,
p € [1,00) ve baslangi¢ kosullar1 z_1, zq keyfi pozitif reel sayilar olmak tizere

p

x
Tppr =a+ 4 n=0,1,... (1.9)
Tn

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin lokal kararliligini, salinimliligint ve sinirlilik ka-
rakterini aragtirmiglardir.

Stevic (2005) ¢alismasinda, Owaidy vd’nin (2003) yaptig1 ¢alismay1 daha da ge-
listirmistir. Bu yaptig1 calismada « pozitif bir reel say1, p € (0, 1) ve baslangi¢ kosullari
x_1, xo keyfi pozitif reel sayilar olmak iizere (1.9) denkleminin pozitif ¢oziimlerinin si-
nirliligini, global cekiciligini, salintmliligini ve periyodikligini incelemistir.

Berenhaut ve Stevic (2006a) ¢calismalarinda o, p parametreleri ve z_1, xy baslangi¢

4
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kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere (1.9) fark denkleminin pozitif ¢coziimlerinin sinir-
lilik karakterini, global asimptotik kararliligin1 ve periyodikligini incelemislerdir. Ayrica
bu denklemin ¢oziimlerinin sinirsiz, periyodik ve kararli olma sartlarin1 p parametresine
bagh olarak elde etmislerdir.

Stevic (2003a) calismasinda {«v, } negatif olmayan ve « pozitif sayisina yakinsa-
yan bir dizi, baglangic kosullar1 x_1, xg keyfi pozitif reel sayilar olmak iizere
Tt = ap + 7L = 0,1, (1.10)

n

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin sinirlili§ini, global kararliligini ve periyodikligini
incelemistir.

Stevic (2003b) diger calismasinda «,, negatif olmayan iki periyodik bir dizi, bas-
langi¢ kosullar1 x_1, x( pozitif reel sayilar olmak iizere, (1.10) fark denkleminin pozitif
coziimlerinin sinirlilik karakterini, salinimliligini ve periyodikligini incelemistir.

Kulenovic, Ladas ve Overdeep (2003) ¢alismalarinda {p,, } dizisinin ¢esitli varsa-
yimlar altindaki otonom olmayan
Tt = o+ 2L =01, (1.11)

n

fark denklemi i¢in bir¢ok acik problemler ve Oneriler ileri stirmiistiir.

Kulenovic, Ladas ve Overdeep (2004) calismalarinda {p, } pozitif degerli 2- peri-
yotlu bir dizi, baslangi¢ kosullar1 =1, x( pozitif reel sayilar olmak iizere (1.11) denkle-
minin ¢éziimlerinin global asimptotik kararliligini, periyodik dogasimi ve sinirlilik karak-
terini incelemislerdir.

Devault, Kocic ve Stutson (2005) calismalarinda {p,, } pozitif simirlt dizi ve bas-
langic kosullar1 x_ 1, zy pozitif reel sayilar olmak lizere (1.11) otonom olmayan fark denk-
leminin ¢éziimlerinin global asimptotik davranisini incelemislerdir.

Papaschinopoulos, Schinas ve Stefanidou (2007) yaptiklari ¢aligmalarinda {A,, }
pozitif sinirh bir dizi, p € (0,1) U (1, 00) ve baslangi¢ kosullar1 x_1, zo € (0, 00) olmak
lizere

p
T,

Tpir = A+ 22 n=0,1,... (1.12)

xh

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin sinirlilik, periyodiklik ve kararlilik davraniglarini
incelemislerdir.

Papaschinopoulos, Schinas ve Stefanidou (2011) yaptiklari ¢aligmalarinda {A,, }
pozitif simirh bir dizi, p,q € (0,00) ve baslangi¢c kosullar1 x_1, zo pozitif reel sayilar

5
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olmak tizere

Ty
Zl?n+1:An—|——q, nzO,l,... (113)
Tn
fark denkleminin pozitif ¢ézlimlerinin asimptotik davraniglarini ve periyodikligini ince-
lemislerdir.

Ocalan (2012) caligsmasinda {p, } reel sayilarin negatif olmayan ve lim,, o, p, = p
olan bir dizisi, baglangic kosullart x_x, x_r41,..., 2o keyfi pozitif reel sayilar olmak
lizere

Tosl =P+ 2=E n=0,1,..., (1.14)

n

burada £ € N, fark denkleminin pozitif ¢dziimlerinin sinirliligini ve global davranigini
incelemistir.

Ocalan (2014) calismasinda {p, } reel sayilarin negatif olmayan iki periyodik bir
dizisi, baslangi¢ kosullart x_x, x_j11, ..., zo keyfi pozitif reel sayilar olmak iizere, (1.14)
fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin sinirlilik karakteri, periyodiklik karakteri ve global
davranigini incelemistir.

Ocalan ve Giimiis (2016) yaptiklar1 calismalarinda, {p, } pozitif stmirh bir dizi ve
baglangic kosullart x_j, x_11, ..., zo pozitif reel sayilar olmak tizere (1.14) fark denk-
leminin pozitif ¢oziimlerinin sinirlilik karakteri global davranisini incelemiglerdir.

Ocalan, Ogiinmez ve Giimiis (2014) yaptiklar1 calismalarinda {4,,} reel sayila-
rin negatif olmayan iki periyodik bir dizisi, baslangi¢c kosullart z_, x_x1, ..., 2 keyfi
pozitif reel sayilar olmak iizere,

Ty
xn—i-l:An—l_—p) ’I’LZO,]_,..., (115)
Tn
burada £ € N, fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin sinirlilik karakteri, periyodiklik
karakteri ve global davranigini incelemislerdir.
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2. KURAMSAL BIiLGILER VE KAYNAK TARAMALARI
2.1. Fark Denklemleriyle Tlgili Genel Tanimlar

Bu boliimde fark denklemleri ile ilgili literatiirde var olan genel tanim ve teoremler
verilmisgtir.

Tanim 2.1 (Fark Denklemi). n bagimsiz degisken ve buna bagimli degiskende y olsun.
Bagimli degigken, bagimsiz degisken ve bagimh degiskenin E(y), E*(y), E*(y),...,
E™(y), ... gibi farklari iceren bagintilara Fark Denklemi denir (Kulenovic ve Ladas
2001).

Teorem 2.2. [ reel sayilarin herhangi bir alt arali§1 olmak tizere, f : [ x [ — [ siirekli
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Her z_;, zy € I baslangic sartlar1 icin

Tn+1 :f(xnazn—I% 77,:0,1,... (21)
denklemi bir tek {x,, }° ;| ¢oziimiine sahiptir (Kulenovic ve Ladas 2001).

Tanim 2.3 (Denge Noktasi). Eger (2.1) denkleminde T noktasi i¢in f(Z,7) = T sart1
saglaniyor ise 7 noktasina (2.1) denkleminin denge noktas1 denir. (Elaydi 1996).

Tanim 2.4 (Degismez (Sabit) Aralik). Eger her n > 0 i¢cin z_q, zy € J iken z,, € J
olacak sekilde bir J C [ alt aralig1 varsa, bu araliga (2.1) denkleminin degismez (ya da
sabit) aralig1 denir (Kulenovic ve Ladas 2001).

Teorem 2.5. 7, (2.1) denkleminin denge noktas1 olmak iizere:

(i) Eger x_y, zo € I olmak tizere Ve > 0 i¢in |xg — T| + |z_; — T| < 6 olmak
iizere Yn > 0 i¢in |z, — T| < e olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa, T denge noktasi
kararlidir.

(17) Eger T denge noktasi kararlt ve z_1, o € I olmak iizere lim, ooz, = T
olacak sekilde, |xg — Z| 4+ |r_1 — T| < ~y sartim1 saglayan y > 0 sayisi varsa, T denge
noktasi lokal asimptotik kararhdir.

(7ii) Eger x_1, xo € I olmak iizere lim,,_,», x, = T ise, T denge noktasina ¢ekici
nokta denir.

(iv) Eger T denge noktasi kararli ve ¢ekici nokta ise, T denge noktasi global asimp-
totik kararlidir.

(v) Eger T denge noktasi kararli degil ise, kararsizdir denir.

(vi) Eger x_1, xo € I iken |zg — T| + |z_1 —T| < r ve bazt N > —1 sayilari
icin |xy — T| > r olacak gekilde bir r > 0 sayis1 varsa, T denge noktasina geri itici nokta

7
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(repeller) denir (Kulenovic ve Ladas 2001).

Tamim 2.6 (p-periyot). Eger {z,,} dizisi i¢in x,,., = x,, ise, {x, } dizisi p periyotludur ve
p bu sart1 saglayan en kiiciik pozitif tamsayidir (Kulenovic ve Ladas 2001).

Tanim 2.7 (Er gec p-periyot). Eger {z,,} dizisinde sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda,
geriye kalan sonsuz sayidaki terim i¢in z,,,, = x,, sart1 saglaniyor ise, {x, } dizisi eninde
sonunda p periyotludur ve p bu sart1 saglayan en kii¢iik pozitif tam sayidir (Kulenovic ve
Ladas 2001).

Tanim 2.8 (Lineerlestirilmis Denklem). (2.1) denkleminde f(x,,x,_1) fonksiyonunu
f(u,v) seklinde diistinelim:

of(z,7) S_@f(f,f)

"= ou N ov
olmak iizere
Yn+1 = TYn + SYn—1 (22)

denklemi elde edilir. Bu denkleme, = denge noktas: etrafinda lineerlestirilmis denklem
denir. (2.2) denkleminin karakteristik denklemi,

N —rA—s=0 (2.3)
dir (Kulenovic ve Ladas 2001).

Teorem 2.9 (Lineer Kararhlik Teoremi). (i) Eger (2.3) denkleminin her iki kokiide
mutlak degerce 1’den kii¢iik ise, = denge noktas1 lokal asimptotik kararhdir.

(77) Eger (2.3) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1°den biiyiik
ise, = denge noktas1 kararsizdir.

(i) (2.3) denkleminin her iki kokiiniin de mutlak degerce 1°den kiiciik olmasi
icin gerek ve yeter sart

Irf <1—s<2

olmasidir. Bu durumda, = denge noktasi lokal asimptotik kararlidir. Aym1 zamanda = ¢ukur
nokta (sink) diye de adlandirilir.

(1v) (2.3) denkleminin her iki kokiiniin de mutlak degerce 1°den biiyiik olmasi igin
gerek ve yeter sart

|s] > 1 ve |r] <|1—s

olmasidir. Bu durumda, = denge noktasi geri itici nokta (repeller)’dir.
8
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(v) (2.3) denkleminin bir kokiiniin mutlak degerce 1’den biiyiik, diger kokiiniin
mutlak degerce 1’den kiiciik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

72 +45 >0 ve |r| > |1 — s
olmasidir. Bu durumda z denge noktas1 kararsizdir ve eyer noktasi diye adlandirilir.

(vi) (2.3) denkleminin bir kokiiniin mutlak degerce 1’e esit olmasi i¢in gerek ve
yeter sart

Ir] =11 —s| veya s =—1 ve |r| <2

olmasidir. Bu durumda 7 denge noktasina hiperbolik olmayan nokta denir (Chatterjee vd
2003).

Benzer sekilde, mertebesi 3 olan fark denklemleri icin Teorem 2.9 asagidaki gibi
genellestirilebilir.

Tpt1 = f(xrn Ln—1, xn—2)7 n = 07 ]-7 ) (24)

fark denklemini ele alalim. (2.4) denkleminde f(x,,, z,_1, T,_2) fonksiyonunu f(u, v, w)
seklinde diisiinelim:

L@z ) o 9f@zT) ,_0f(TT,7)
n ou B ov n ow
olmak iizere,
Ynt1 = TYn + SYn—1 + tYn—2 (2.5)

denklemi elde edilir. Bu denkleme, = denge noktas1 etrafinda lineerlestirilmis denklem
denir. (2.5) denkleminin karakteristik denklemi,

N—rXN—sh—t=0 (2.6)
dir.

Teorem 2.10. (i) Eger (2.6) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’den kiigiik ise,
7 denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

(77) Eger (2.6) denkleminin biitiin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den
biiyiik ise, 7 denge noktas1 kararsizdir.

(#i7) (2.6) denkleminin biitiin koklerinin mutlak degerce 1’den kiigiik olmas igin
gerek ve yeter sartlar

Ir+t|<l—s, |r—3t|<3+svet?—s—rt<l
9
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olmasidir. Bu durumda, 7 denge noktasi lokal asimptotik kararlidir (Chatterjee vd 2003).

Tanim 2.11 (Pozitif Yar1 Dongii). 7, (2.1) denkleminin denge noktasi ve {x,}32 ;| de
pozitif bir ¢oztimii olsun. {z,,}°° | ¢oziimiiniin pozitif yar1 dongiisii {z;, 241, .., Tm}
terimlerinin art arda gelmesinden olusur. Bu dizinin biitiin terimleri = denge noktasindan
biiyiik veya esittir. [ > —1 ve m < oo dur, dyle ki

val=—1veyal>—-1ve ;1 <X
ve

ya m =00 veya m < o0 V€ Ty < T

dir (Kocic ve Ladas 1993).

Tanim 2.12 (Negatif Yar1 Dongii). 7, (2.1) denkleminin denge noktasi ve {x,}2 , de

n=
pozitif bir ¢oziimii olsun. {z,}>° , ¢dziimiiniin negatif yar1 dongiisii {z;, 241, ..., Tm}
terimlerinin art arda gelmesinden olusur. Bu dizinin biitiin terimleri * denge noktasindan
kiigiiktiir. [ > —1 ve m < oo dur, oyle ki

yal=—-1veyal>—-1ve ;. 1>7%
ve

ya m =00 veya m < 00 V€ Tyy1 > T
dir (Kocic ve Ladas 1993).
Tamim 2.13 (Sifir Denge Noktasi1 Etrafinda Salinimlilik). (2.1) denkleminin bir ¢6-
ziimii {z,,}°°_, olsun. {z,,}°° , ¢6ziimii eninde sonunda ne pozitif ne de negatif ise, bu
coziime sifir denge noktasi etrafinda salinimlidir denir. Aksi durumda salinimli degildir
denir (Kulenovic ve Ladas 2001).
Tamim 2.14 (7 Denge Noktasi Etrafinda Salimmmhilik). 7, (2.1) denkleminin denge nok-
tast ve {x,, }°2 , pozitif bir ¢6ziimii olmak iizere {x,, — T} dizisi salimmli ise, {x,, }32
coziimiine = denge noktasi etrafinda salinimhidir denir. Aksi durumda = denge noktasin

etrafinda salinimli degildir denir (Kocic ve Ladas 1993).

Tamim 2.15 (Smrh Dizi). {z,, }° _, dizisinde ¥n > —1i¢in P < z,, < () olacak sekilde
P ve @ pozitif sayilar1 varsa, {x,, }2° , dizisi simirlidir (Kulenovic ve Ladas 2001).

Teorem 2.16 (Clark Teoremi). a,b € Rve k € {1,2,...} olsun. O zaman
Zni1 — aZp + 0z =0, n=0,1,...,

fark denkleminin asimptotik kararlilig1 igin |a| + |b| < 1 olmasi yeterli bir kosuldur.

10
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Buna ilaveten agsagidaki iki durumdan birinin dogru oldugunu varsayalim.
(i) ktekve b < 0
(1) k ¢ift ve ab < 0

durumlarindan birinin saglanmasi |a| + |b| < 1 olmast i¢in gerekli bir kosuldur (Kocic ve
Ladas 1993).

Teorem 2.17. Kabul edelim ki b > 0 ve £ cift olsun. O zaman
Zni1 + 0z — b2 =0, n=0,1,...,

fark denkleminin asimptotik kararlilig1 i¢cin gerek ve yeter sart

1

ZCos(kLH)

b <

olmasidir (Kocic ve Ladas 1993).
Tanim 2.18 (Hiperbolik Nokta). T denge noktasi i¢in (2.1) denkleminde |f'(Z,7)| # 1
sart1 saglaniyor ise = denge noktasina (2.1) denkleminin hiperbolik noktasi denir (Elaydi

1996).

Tanim 2.19 (Schwarzian Tiirevi). (1.1)’de tamimlanan bir f fonksiyonunun Schwarzian
tiirevi su sekilde tanimlanir:

sf(x)

-5a-3178)

(Elaydi 1996).

Teorem 2.20. 7, (1.1) denkleminin denge noktasi olsun. (1.1) de tanimlanan f fonksiyonu
stirekli ve diferensiyellenebilir olmak iizere asagidaki durumlar dogrudur.

(i) Eger | f'(T)| < 1ise, o zaman T denge noktas1 asimptotik kararlidir.
(77) Eger | f'(T)| > 1 ise, o zaman T denge noktas1 kararsizdir (Elaydi 1996).

Teorem 2.21. 7, (1.1) denkleminin denge noktasi ve f’(z) = 1 i¢in asagidaki durumlar
dogrudur.

(1) Eger f"(T) # 0 ise, o zaman T denge noktasi kararsizdir.

(i1) Eger f"(z) = 0 ve f”(Z) > 0 ise, T denge noktasi kararsizdir.

11
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(1ii) Eger f"(Z) = 0 ve f”(T) < 0 ise, T denge noktasi asimptotik kararlidir.
Burada f”/(Z) = 0 olmas1 halinde teorem basarisiz olur (Elaydi 1996).

Teorem 2.22. 7, (1.1) denkleminin denge noktasi ve f’(z) = —1 olsun. O halde asagidaki
durumlar dogrudur.

(i) Eger sf(T) < 0 ise, o zaman T denge noktast asimptotik kararlidir.

(77) Eger sf(Z) > 0 ise, o zaman T denge noktasi kararsizdur.

Burada sf(Z) = 0 olmasi durumunda teorem basarisiz olur (Elaydi 1996).
Teorem 2.23.

Tl = 9(Tpy ooy Tng), n=0,1,... 2.7
fark denklemini diigiinelim. g € C[(0,00)**! (0, 00)] fonksiyonu her bir bileseni igin
artan olsun. Baglangi¢ kosullart x_y, . .., xq pozitif sayilar olmak iizere, (2.7) denklemi
tek bir pozitif denge noktasina sahip olsun.

h(z) = g(z,...,x), z € (0,00) (2.8)
seklinde tanimlanan ve

(h(z) —x)(z —7) <0, x# Tigin

negatif feedback (geri besleme) 6zelligini saglayan h fonksiyonunu ele alalim. O halde 7,
(2.7) denkleminin biitiin pozitif ¢oziimlerinin bir global cekicisidir. Yani

lm z, =7

n—oo

dir.

12
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3. MATERYAL VE METOT
31z, .1 =a+ ’”g—;l Fark Denkleminin Coziimlerinin Dinamigi
Bu boliimde o € [0,00) ve z_1, xy baslangi¢ kosullar keyfi pozitif reel sayilar

olmak tizere

Gyt =4+ 2L =01, 3.1)
Tn

fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin periyodikligi, sinirlilig1, yar1 dongii analizi ve glo-
bal kararlilig1 ¢alisilacaktir.

Acik bir sekilde goriiliir ki, (3.1) denkleminin tek denge noktast # = « + 1 dir.
Bu boliimde, (3.1) denkleminin biitiin pozitif ¢oztimlerinin sinirli olabilmesi i¢in gerek ve
yeter sart « > 1 oldugu, eger o = 1 ise, o zaman (3.1) denkleminin her pozitif ¢oziimiiniin
2- periyodik ¢oziimlere yakinsadigi, o > 1 ise, o zaman (3.1) denkleminin # = o + 1
denge noktasinin global asimptotik kararli oldugu gosterilip, ¢oziimlerin denge noktasi
etrafinda davraniglar1 ayrintili olarak incelenecektir.

(3.1) denkleminin * = « + 1 denge noktasi etrafinda lineerlestirilmis denklemi

1 1
a—i—lyn a+1

Ynt1 + Yno1=0, n=0,1,..., (3.2)

dir. Baz1 onermeleri vererek bu kisma baslayalim.

Lemma 3.1. {z,}°2 ,, (3.1) denkleminin eninde sonunda sabit bir ¢6ziimii olsun. O za-
man

T,=a+1, n=0,...,
agikar bir ¢oziimdiir (Elaydi 1996).

Lemma 3.2. {z,,}>2 ., (3.1) denkleminin bir ¢6ziimii ve L > « olsun. O zaman agagidaki

n=—1°
durumlar dogrudur.

. _ . . L
1. lim, oo T2, = L < limy, oo Top 1 = T -

. . L
2. lim, oo Topi1 = L & lim, o0 2o, = T

Teorem 3.3. f : (0,00) x (0,00) — (0, c0) siirekli bir fonksiyon olsun ve

Tpy1 = f('rna :Cnfl) (33)

fark denklemini z_1, 29 € (0, c0) baglangi¢ kosullar altinda diisiinelim. f fonksiyonu-
nun asagidaki kosullar1 sagladigini kabul edelim.

13
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(i) a < bolacak sekilde a, b pozitif sayilar vardir, dyle ki
a< flz,y) b, Va,y € [a,b].

(i) f(z,y) her bir y € [a,b] igin x € [a,b] icinde artmayan ve f(z,y), her bir
x € |a, b igin y € [a, b] i¢inde azalmayan olsun.

(iii) (3.3) denklemi, [a, b] i¢inde 2- asli periyotlu ¢oziimlere sahip olmasin. O zaman,
[a, b] iginde (3.3) denkleminin tam olarak bir denge noktasi vardir. Buna ilaveten,
(3.3) denkleminin [a, b] i¢inde her bir ¢oziimii 7’a yakinsar (Kulenovic, Ladas ve
Sizer 1998).

3.1.1. 2,41 = o + *=* Denklemi i¢in Yar1 Dongii Analizi
Bu boliimde, (3.1) denklemi i¢in yar1 dongii analizini ¢calisacagiz.

Lemma 3.4. {z,}> ,, (3.1) denkleminin tek yar1 dongiiden olusan pozitif bir ¢oziimii
olsun. O zaman {x, }5° , monoton olarak T = « + 1’e yakinsar (Amleh, Grove, Ladas
ve Georgiou 1999).

Lemma 3.5. {z,}°° |, (3.1) denkleminin en az iki yar1 dongiiden olusan pozitif bir ¢o-
ziimii olsun. O zaman {z,}>° , salimmlidir. Dahasi, ilk yart dongiiniin olma ihtimali
harig, her yar1 dongii bir elemana sahiptir ve {x,,}°° ;” nin her bir terimi «’dan daha
biiyiiktiir ve ilk iki yar1 dongiiniin olma ihtimali harig¢, higbir terim o + 1 e esit degildir

(Amleh, Grove, Ladas ve Georgiou 1999).

B

Lemma 3.6. {x,,}°°_,, (3.1) denkleminin pozitif bir ¢6ziimii olsun. N > 0 i¢in agsagidaki

n=—1°

durumlar dogrudur (Amleh, Grove, Ladas ve Georgiou 1999).
(1) zny1 >y <= Ny —axy —xy_12y > 0.
(2) xys1 = N1 <= TN_1 —axy —xy_1Zy = 0.
() xny1 < xy_1 <= N1 —axy —axy_12y < 0.
312. 2,1 =a+ 3”;—;1 Denkleminin Sinirhilik Karakteri
Bu boliimde, (3.1) denkleminin sinirhilik karakterini calisacagiz.

Lemma 3.7. a > 1 durumunu diisiinelim. {x,,}>° _, (3.1) denkleminin pozitif bir ¢dziimii
olsun. O zaman

a — 2

o+

< liminfz, <limsupz, <
o n—00 NS00 a—1

durumu dogrudur (Amleh, Grove, Ladas ve Georgiou 1999).
14
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Teorem 3.8. 0 < o < 1 ve (3.1) denkleminin bir ¢oziimii {x,}5° _; olsun. 0 < z_; <1
ve o > ﬁ baslangic kosullarini alalim. O zaman asagidaki durumlar dogrudur.

(1) lim,, 00 o, = 00.

(2) limy, 00 T2 +1 = a (Amleh, Grove, Ladas ve Georgiou 1999).
313. 2,1 =a+ ””;—;1 Denkleminin Periyodiklik Dogas1

Bu boliimde, (3.1) denkleminin periyodiklik karakterini ¢calisacagiz.
Lemma 3.9. Asagidaki durumlar dogrudur.

() (3.1) denklemi 2- asli periyotlu ¢6ziimlere sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart
o = 1 olmasidir.

(77) Kabul edelim ki, &« = 1 olsun. {z,, }>2 _,, (3.1) denkleminin bir ¢dziimii olsun.
O zaman {z,}>2 ,, 2- periyodu ile periyodik olmasi i¢in gerek ve yeter sart x_; # 1 ve

f;i1 olmasidir (Amleh, Grove, Ladas ve Georgiou 1999).

l’():m

Teorem 3.10. o = 1 ve {z,}2° ;, (3.1) denkleminin pozitif bir ¢bziimii olsun. {z,, }>°
¢oziimiiniin en az iki yar1 dongiiden olustugunu kabul edelim. O zaman {z,}>2 ,, (3.1)
denkleminin 2- asli periyotlu bir ¢6ziimiine yakinsar (Amleh, Grove, Ladas ve Georgiou
1999).

314. 2,1 =a+ ””;—;1 Denkleminin Global Asimptotik Kararlihig

Bu boliimde, (3.1) denkleminin global asimptotik kararlilik karakterini ¢alisaca-
81z.

Lemma 3.11. Asagidaki durumlar dogrudur.

(1) Eger a > 1 ise, (3.1) denkleminin T = « + 1 denge noktasi lokal asimptotik
kararhdir.

(17) Eger 0 < a < 1 ise, (3.1) denkleminin Z = « + 1 denge noktasi kararli
degildir (Aslinda o bir eyer noktasi olur.) (Amleh, Grove, Ladas ve Georgiou 1999).

Teorem 3.12. & > 1 olsun. O zaman (3.1) denkleminin = « + 1 denge noktas1 global
asimptotik kararlidir (Amleh, Grove, Ladas ve Georgiou 1999).

T

3.2. 2,11 = o, + == Fark Denkleminin Coziimlerinin Dinamigi

T

a, = « oldugu durumu 6nceki boliimde ele almistik. Bu biiliimde ilk olarak;
baglangi¢ kosullart z_; ve zy keyfi pozitif sayilar, {«,} negatif olmayan bir dizi ve
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lim,, o v, = o olmak {iizere,

Tt = an + 7L =0,1,2, .. (3.4)

Tn

fark denkleminin ¢oziimlerinin davranigt incelenecektir. Stevic’in (2003a) calismasinda
(3.4) denklemi i¢in elde edilen sonuclar asagida verilmistir.

Teorem 3.13. @ > 1 olsun. O zaman (3.4) denkleminin her pozitif ¢oziimii sinirlidir
(Stevic 2003a).

Sonug 3.14. @ > 1 olsun. O zaman her bir ¢ € (0, — 1) i¢in (3.4) denkleminin her

a?—¢2
P a—e—1

pozitif ¢oziimii eninde sonunda <a —€ + 5) araligina diiser (Stevic 2003a).

Teorem 3.15. @ > 1 olsun. O zaman (3.4) denkleminin her pozitif ¢oziimii o + 1’e
yakinsar (Stevic 2003a).

Teorem 3.16. o € [0, 1) olsun. O zaman (3.4) denkleminin sinirsiz ¢éziimleri vardr.
Oneri 3.17.

lim o, =1
n—oo

olsun. O zaman (3.4) denkleminin her pozitif ¢oziimii 2- periyotlu bir ¢oziime yakinsar
(Stevic 2003a).

Kulenovic, Ladas ve Overdeep (2003) ile Stevic (2003b) birbirlerinden bagimsiz
olarak ayn1 denklem iizerinde ¢alisma yapmuslar ve benzer sonuclar bulmuslardur. 11k ola-
rak Kulenovic, Ladas ve Overdeep’in (2003) ¢alismalarinda elde edilen sonuclari verelim.

Simdi {cv, } 2- periyotlu dizi olmak iizere,

Tt =+ L =0,1,2,.. (3.5)

n

fark denklemini diisiinelim. Burada x_; ve x keyfi pozitif sayilar ve

| o, ngiftise
&"_{ B, mntekise ’ o, 8 € (0, 00)

dir. Eger (3.5) denkleminde
Yn = —Q+ Top_1 V€ 2, = —[ + Top
yazilirsa

Yn >0, n>0ig¢in
16
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ve
2z, >0, n > 1icin
olur.
Yn( 4+ yn)?
Ynil = , n=0,1,... (3.6)
* ﬁyn(a+yn) + (a+yn—1)
ve
2
Tt = 2l + 2n) n=01,... (3.7)

azp(B+ 2zn) + (B + 2n_1)’

elde edilir. Hemen gorebiliriz ki sifir her zaman (3.6) ve (3.7) denkleminin denge nokta-

sidir. Eger

a=0p=1

ise (3.6) denkleminin herhangi bir 7 > 0 noktasi bir denge noktasidir ve (3.7) denkleminin

herhangi bir Z > 0 noktasi bir denge noktasidir. Ayrica (3.5) denkleminin her {x,,}

¢Oziimil i¢in
lim x9,.1 ve lim x9,
n—o0 n—oo
vardir ve sonlu sayilardir.

Diger taraftan

la=1[+[3 -1 #0

oo
n=-—1

oldugunda (3.6) ve (3.7) denklemleri, sifir denge noktasina ek olarak, pozitif bir denge

noktasina sahip olmasi icin gerek ve yeter sart
(@=1)(B-1)>0

olmasidir. Burada (3.6) denkleminin pozitif denge noktasi

_ a— 1
dir. (3.7) denkleminin pozitif denge noktasi ise
__B-1
z =
a—1

dir. Simdi asagidaki sonuglar verebiliriz.
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Teorem 3.18.
() (3.5) denkleminin sifir denge noktast,
a<lve <1

oldugu zaman lokal asimptotik kararlidir ve
a>1ve/veya >1

ise bir eyer nokta (saddle) dir.
(1) (3.5) denkleminin pozitif denge noktasi
a>1ve f>1

oldugunda lokal asimptotik kararlidir ve
a<lve <1

oldugunda bir eyer nokta (saddle) dir (Kulenovic, Ladas ve Overdeep 2004).

Teorem 3.19. Kabul edelim ki « > 1 ve 5 > 1 olsun. O zaman (3.5) denkleminin her
¢Ozumil

af—1 af —1
B—1"a—1"""

seklindeki 2- periyotlu ¢oziime yakinsar (Kulenovic, Ladas ve Overdeep 2004).

Teorem 3.20. o, § parametrelerinden en az biri 1’den daha kiiciik oldugu zaman (3.5)
denklemi sinirsiz ¢oziimlere sahip olur (Kulenovic, Ladas ve Overdeep 2004).

Simdi de Stevic’in (2003b) calismasinda (3.5) denklemi i¢in elde edilen sonuglari
verelim.

(cv,) negatif olmayan, 2- asli periyodu ile periyodik bir dizi olmak iizere (3.5)
denkleminde vy, = o ve g, 11 = [ olsun. Bu durumda x_, xy € (0, +00) olmak iizere

Tomig = a4+ 22224 01,2, (3.8)
Lon
ve
Lon
Ton+2 :ﬁ—’— s n:O,l,Q,... (39)
Ton+1
elde edilir.

18
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Lemma 3.21. Asagidaki durumlar dogrudur:

(1) (3.8)-(3.9) denklemlerinin 2- asli periyotlu ¢6ziimlere sahip olmasi i¢in gerek
veyetersart a = = lyadaa # fvea # 1 ve § # 1 olmasidir.

(2) @ = = 1 oldugunu varsayalim. {x,, }, (3.8)-(3.9) denklemlerinin bir ¢6ztimii
olsun. O zaman {z,} ¢dziimiiniin 2- periyot ile periyodik olmasi igin gerek ve yeter sart
z-1 # 1 ve rg = ;=7 olmasidir.

(3)  # B, a # 1 ve 8 # 1 oldugunu varsayalim. {z,, }, (3.8)-(3.9) denklemlerinin
bir ¢oziimii olsun. O zaman {z,,} 2- periyot ile periyodik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Ozﬂ—lve af —1
= Tn =
B—1 07 -1

T—_1

olmasidir (Stevic 2003b).

Teorem 3.22. & > 1 ve f > 1 olsun. O zaman (3.8)-(3.9) denklemlerinin her pozitif
¢Oziimii stnirhdir (Stevic 2003b).

Teorem 3.23. (3.8)-(3.9) denklemlerinin her {z,,} pozitif ¢céziimii i¢in {z2,} ve {z2,41}
dizileri eninde sonunda monotondur (Stevic 2003b).

Teorem 3.24. « > 1, f > 1 ve a # [ olsun. O zaman (3.8)-(3.9) denklemlerinin her
pozitif ¢oziimii bir 2- dongiiye yakinsar (Stevic 2003b).

Teorem 3.25. o < 1 veya f < 1 ve a # (8 olsun. O zaman (3.8)-(3.9) denklemlerinin
siursiz pozitif ¢oziimleri vardir (Stevic 2003b).

33. 11 =D+ % Fark Denkleminin Coziimlerinin Dinamigi

Bu boliimde {p,,} pozitif sinirh bir dizi olmak iizere

Tt = po+ 7L = 0,1, (3.10)

n

lineer ve otonom olmayan fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin global asimptotik dav-
ranigt calisilacaktir. Burada baglangi¢c kosullari z_; > 0, ¢ > 0 ve

liminfp, =p >0 ve limsupp, =q¢ < (3.11)

n— n—o00

dir. Simdi, asagidaki iki teoremi verebiliriz.
Teorem A. Kabul edelim ki, sy, o, ..., sy > 0 olmak {izere
Pt) =t —sit" "t — sy
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polinomunun biitiin kokleri mutlak degerce 1’den daha kiigiik degere sahiptir. Eger {z,,} ,
n=0,1,...i¢in y, > 0 olmak iizere

TN < S1TpyN—1F ...+ SNTp + Yn

esitsizliginin negatif olmayan bir ¢6ziimii ise 0 zaman asagidaki durumlar dogrudur:
(i) Eger ">, v, yakinsak ise, o zaman )~ , x,, yakinsaktir.
(11) Eger {y,, } simrli ise, {z,,} simirhdur.

(17i) Eger lim,, oy, = 0 ise, lim, oo z, = 0 dir (Devault, Kocic ve Stutson
2005).

Teorem B (Brower’mn Sabit Nokta Teoremi). Siirekli operator

A:M—M
M, K (K = R veya K = C)) tizerinde sonlu boyutlu normlu bir uzayda kompakt,
konveks, bos olmayan bir kiime oldugu zaman en az bir sabit noktaya sahiptir (Devault,
Kocic ve Stutson 2005).

331. 2,01 =pn+ x;—*l Denkleminin Stmrhhik Karakteri

Bu boliimde, (3.11) kosulunun saglandigin1 kabul ederek (3.10) denkleminin si-
nirlilik karakterini calisacagiz.

Lemma 3.26. (3.11) kosulunun saglandigin1 kabul edelim ve {z,}, (3.10) denkleminin
bir ¢oziimii olsun. O zaman asagidaki durumlar dogrudur:

(1) Eger p > Oise, {x,} persisttir.

(17) Eger p > 1 ise, {z,} tstten stmrlidir (Devault, Kocic ve Stutson 2005).

T

Ispat. (i) 2,41 = p, + ";1 > p,, oldugundan dolay1 asagidaki esitsizligi yazabiliriz;

xT

liminf x,, > liminfp, = p > 0.

n—o0

Dolayistyla (¢) kisminin ispati tamamlanur.

(77) p — € > 1 olmak tizere € > 0 olsun. O zaman yeterince bilyiik n icin

Tn—1

p—c

Tp 2 Ppn-1>2P— € V€ Tpp1 < pp+

{pn} smurli oldugundan dolay1 Teorem A’ dan agik¢a goriiliir ki {z,, } de sinirhdir.
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Lemma 3.27. (3.11) kosulunun saglandigini kabul edelim. p > 1 ve (3.10) denkleminin
bir ¢oziimii {z,,} olsun. Eger

A =liminf z, ve p=limsupx,
n—o0

n—oo
ise
—1 —1
PIZ - cn<pu<™ (3.12)
qg—1 p—1
dir (Devault, Kocic ve Stutson 2005).
Ispat. ¢ > 0 olsun. O zaman n > Ny(e) icin,
A—e<zx,<pu+e
ve
p—e<p,<q+e
elde ederiz. Bundan dolayz,
Tn—1 A—¢
anrl:pn—i_ Zp_5+
Ty, n+e
ve
A\ —
a1 = p—e (3.13)
n+e
dir. n — oo icin limit alirsak,
A\ —
A>p—e+ <
w+e
ve € > 0 keyfi oldugundan,
A
A>pt D (3.14)
14
dir. Benzer olarak,
p<q+’ (3.1)

(3.14) ve (3.15) denklemlerinden,

pp+ A < Au<gh+p
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elde ederiz. Buradan,

pp—1)<A(g-1)

qg—1
p—1

>|=

A
< ve — > —— (3.16)
i

durumuna sahibiz. (3.13) denkleminden, n > Ny(¢) igin

A p—1 pg— 1
> — > — =
xn+1_p+ﬂ+0(6)_p+q_1+0(e) q_1+0(5)

durumuna sahibiz. n — oo i¢in limit alirsak,

pq—1
A\ >
= — + O(e)

elde ederiz ve ¢ > 0 keyfi oldugundan

pq—1

A >
-

dir. Benzer olarak,

pq—1
p—1

<

elde ederiz.

Q-1 (P-1)
olsun. Baglangi¢ sartlart z_, =y € I olmak tizere {x,}, (3.10) denkleminin bir ¢6ziimii
isen=20,1,...i¢in x, € I dir (Devault, Kocic ve Stutson 2005).

Teorem 3.28. n = 0,1,...1icin 1 < P < p, < ) olmak iizere I = [(PQ_” (PQ_l)]

ispat. Tiimevarimla ispatlanir. Kabul edelim ki, x,,_1, x, € I. O zaman

PQ-1

Tp—1 P—1 Q —1 PQ —1
= < —_— fr—
Tn+1 pn+ T, _Q+PQQ11 Q+P—1 P_1
dir. Benzer olarak,
PQ -1

el =
Tny1 =2 0—1

elde ederiz ve ispat tamamlanir.
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T

332. 2,01 =pn + ”;1 Denkleminin Sinirsiz Coziimlerinin Varhgi

T

Bu boliimde, (3.10) denkleminin sinirsiz ¢oziimlerinin varligi i¢in yeter sartlari
elde edecegiz.

Lemma 3.29. (3.10) denklemini diisiinelim. O zaman asagidaki durumlar dogrudur.

(i) Kabul edelimki 0 < b < 1, 0 < popy1 < bdir. 7y > 5 ve 0 < 29 < 1

1—b
secelim. O zaman

Top—1 > ve 0 < 29, < 1, Vn > 0.

1-b

(#7) Kabul edelimki 0 < b < 1, 0 < py, < bdir. 0 < 2 < 1vezy > 15
secelim. O zaman

1
0< Zop_1 <1 ve x2n>ﬂ, Vn > 0.

(Devault, Kocic ve Stutson 2005).

Ispat. (i) kismuni ispatlayacagiz. (ii) nin ispat1 benzerdir ve ihmal edilebilir. (3.10) denk-
leminden,

r_q T_1 1
Ty =po+ > >
Zo Zo 1-0b

Ve

T 1
0<x2:p1+—0<b+T:1
L1 1-b

dir. Tiimevarimla ispat tamamlanir.
Lemma 3.30. (3.10) denklemini diisiinelim ve
ya0 < popy1 <1 ve lim po,1 =0
n—oo

yada 0 < pg, <1 ve lim py, =0
n—oo
oldugunu kabul edelim. O zaman (3.10) denkleminin sinirsiz ¢oziimleri vardir (Devault,
Kocic ve Stutson 2005).

ispat. lim;, 00 P2n+1 = 0 oldugu durumu ispatlayacagiz. Diger durum benzerdir ve ihmal
edilebilir.

0 <papp1 <1 ve lim pop1 =0
n—oo
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oldugundan dolay1 0 < b < 1, popyq < b vardir. Ayrica z_; > —— ve 0 < x9 < 1

1-b
secelim. O zaman Lemma 3.29°dan

Top—1 > ve 0 <29, <1 VYn>0

1-b
durumuna sahibiz. lim,, .o, p2,+1 = 0 oldugundan dolay1 n > N — 1 olacak sekilde
N > 1 vardir. Buradan ps,, 11 < g yazilabilir. Dolayisiyla

ToaN—2 b 1 2—-0b
<-+-1=
ToaN—-1 2 -5 2

ToN = PaNn—1 T

veE

Ton—1 _ Tan-1 2 1
= > >
Ton+1 = Pon + Ton o (2 — b) -0

olur. Timevarimla, n > N icin

2_b < 2 )”‘N“ 1
Top < 9 V€ Topy1 >

2-0 1-0b
durumuna sahip oluruz. Buradan agiktir ki,

lim x9,,1 = 00
n—oo

dur. Ispat tamamlanr.
Teorem 3.31. Kabul edelim ki, 0 < p,, < 1 ve
ya pan+1 < b yada py, <0

olacak sekilde 0 < b < 1 vardir. O zaman (3.10) denkleminin sinirsiz ¢oziimleri vardir
(Devault, Kocic ve Stutson 2005).

Ispat. po,41 < b oldugu durumu ispatlayacagiz. Diger durum benzerdir ve ihmal edile-
bilir. Eger ZZOZO Pop, < 00 iS€, 0 zaman lim,, .., po, = 0 dir. Lemma 3.30” dan, (3.10)
denkleminin sinirsiz ¢dziimleri vardir. Bu yiizden kabul edebiliriz ki,

oo
E DPoan = OO
n=0

dir. Ayrica x_; > ﬁ ve 0 < ¢ < 1 secelim. O zaman Lemma 3.29’ dan, Vn > 0 icin
0 < x9, < 1 vardir. O zaman

Tr_1 1
T=po+ — >py+—
To 1-0
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ve
T 1
Tg=p2+—>p2+po+ —=
T2 1-b

dir. Tiimevarimla, n > 0 icin

- 1
Ton+1 > szk + 123
k=0

dir. A¢ik olarak, bu dizi sinirsizdir. 1spat tamamlanir.

333. 201 =pp + x": Denkleminin Cekicilik Karakteri

xT

Bu boliimde, (3.10) denkleminin ¢ekicilik 6zelliklerini calisacagiz. {Z,} ¢oziimi
(3.10) denkleminin bir pozitif ¢oziimii olsun. {Z, } ¢6ztimiiniin (3.10) denkleminin biitiin
pozitif ¢oziimlerinin bir ¢ekicisi olmasi icin yeter sartlar1 elde edecegiz. Diger bir ifade

ile
Ty ~ Ty

olmasi icin yeter sartlar1 elde edecegiz.

Tn
Yn = —» n:_170717"'
Tn

olan {y, } dizisini tanimlayalim. O zaman (3.10) denklemi

— o fnflynfl
Tp+1Yn+1 = Pn + —
TnlYn
veya
Tp—1 Yn—1
pn + Tn Yn

yn+1 - T
n—1
pTL + Tn

seklinde olur.

(3.17)

(3.18)

Lemma 3.32. (3.10) denkleminin bir pozitif ¢oziimii {7, } olsun. O zaman asagidaki du-

rumlar dogrudur.

() (3.18) denklemi, ¥ = 1 bir pozitif denge ¢oziimiine sahiptir.

(71) Eger baz1 n igin, y,_1 < ¥, ise, o0 zaman y,,; < 1 dir. Benzer olarak, eger

bazi n i¢in, y,,_1 > y, ise, 0 zaman ¥, 1 > 1 dir.

(44¢) (3.18) denkleminin saliniml bir ¢6ztimiiniin her yar1 dongiisii, (ilk yar1 dongii
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olma ihtimali hari¢), tam olarak bir terimden olusur (Devault, Kocic ve Stutson 2005).
Ispat. (i) Aciktrr.

(17) Yn—1 < Yy, olsun. O zaman

Yn—1 <1
Yn
ve
pn‘+'xg;1y2;1 pn_+_x%;1
Yn+1 = < =1

potr o+t
dir. y,,_1 > ¥y, oldugu durum benzer sekilde ispatlanir.

(7ii) {yn}, (3.18) denkleminin eninde sonunda salinimli bir ¢6ziimii olsun. Bu
durumda y,_; < 1 ve y, > 1’ dir. (¢7) kisimdan y,,,; < 1 elde ederiz. Bundan dolayi,
pozitif yar1 dongii tam olarak bir terime sahip olur. Negatif yar1 dongii i¢in ispat benzerdir.

Lemma 3.33. (3.18) denkleminin her salinimli olmayan ¢oziimii 1’e yakinsar (Devault,
Kocic ve Stutson 2005).

Ispat. {yn}, (3.18) denkleminin salinimli olmayan bir ¢6ziimii olsun. Genelligi kaybet-
meksizin, kabul edelim ki, n > Ny i¢in y,, < 1 dir. Acik olarak n > Ny i¢in y, 11 > Yn
dir. Aksi halde & > Ny, y < yx_1 vardir ve Lemma 3.32 (i7)’den su sonucu elde ederiz
ki, yx+1 > 1 olamaz. y, artan ve y,, < 1 oldugundan dolay1 {y,, } yakinsaktir.

[ = lim y,
n—oo

olsun. Acik olarak, 0 < [ < 1 dir. Burada [ = 1 oldugunu gostermeliyiz. ¢ > 0 ve
n yeterince biiylik olmak iizere

lim 2L —

n—oo yn

oldugundan dolay1,

Yn—1
Yn

—1l<e

durumuna sahip oluruz. Bundan dolayi,

Dn +_f%71yn71 Eﬁ*1 - -
Yot — 1| = ERTIR | ) R e P L
Tn—1 Tn—1
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ve

lim y, =1

n—oo

elde ederiz. Bu ispat1 tamamlar.
Teorem 3.34. Kabul edelim ki
p>1lveqg<plp—1)+1

ve {Z,}, (3.10) denkleminin bir 6zel pozitif ¢oziimii olsun. O zaman (3.10) denkleminin
biitiin pozitif {x,,} ¢oziimleri i¢in,

Ty ~ Ty (3.19)
dir (Devault, Kocic ve Stutson 2005).
Ispat. (3.19) denklemi, {,,} , (3.18) denklemini sagladiginda

lim y, =1 (3.20)
n—oo
ifadesine esdeger oldugundan dolay1 (3.20) denkleminin saglandigin1 gostermek yeterli-
dir. Lemma 3.33’den goriiriiz ki (3.20) denklemi, (3.18) denkleminin biitiin salinimli ol-
mayan {y, } ¢oziimleri i¢in saglanir. Bundan dolay1, kabul edelim ki {y,, } denge noktasi
1 denge noktasi etrafinda salimmmhidir. p, s, > 0 icin

p+ts
Jt,5) = 321
g(p,t.s) P (3.21)

fonksiyonunu diistinelim.

dg(p,t,s) t(1—s)

Ip (p+1)°
ve
dq(p,t, s) _ t(s—1)
ot (p+1t)?
oldugundan dolay1,

(1) s > 1igin, g(p, t, s), p’de azalandir ve t’de artandur.
(17) s < 1igin, g(p,t,s), p’de artandir ve t’de azalandir durumuna sahibiz.

Biitiin yar1 dongiiler, ilk yar1 dongii olma ihtimali hari¢, tam olarak bir terime
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sahiptir. Genelligi kaybetmeksizin kabul edebiliriz ki,

Yoo <1 ve yopy1 21, k= Ny
olacak sekilde /Vy tamsayis1 vardir.

v = liznﬁsolip Yn VE N = lir?r_l> irolf Yn
olsun. Ag¢ik olarak,

v = limsup yogr1 ve n = liminf yop

0 n—s00

dir. (3.18) ve (3.21) denklemlerinden,

Yokt1 = g (pzk, E;’H y%‘l) (3.22)

)
2k Yok

elde ederiz. Dahasi, Lemma 3.27° den € > 0 i¢in ve k yeterince biiyiik olmak iizere

Y2k—1

Tok—1 < A€

>1, po>p—e ve

Yok Top, ~ A—¢€

olur. Bundan dolay, ()’den

— e+ pte Y2k—1

A—e n—e

ptE ka;—l) _ P
A—¢’ Yok

Yok+1 < g <p — &

Sonug olarak,

= lim sup yop41 < A—en—e
T =TT ate
ve e > O keyfi ve § < Z%i oldugundan dolay1

g=1

prsi el
7 < Ay < s
A p p—1

ve
-1
N fﬁV

28
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elde ederiz. Diger taraftan, (3.18) ve (3.21) denklemlerinden,

B Tok Yok
Yok4+2 = g | P2k+1, = ) .
Tok+1 Y2k+1

Ayrica,
Yok ok, w+e
< 17 — S y  DP2k+1>p—€
Yok+1 Toky1 A—E
ve (i7)’den

HE Yok )

y2k‘+229(p_€7>\ )
— € Yok+41

elde ederiz. Daha 6nceki yontem uygulanarak,

o =1 Py =i
= e 1= r+ (3.24)

q—1
a= pq_l ve b= p_;_l
Pt e
olmak tizere
ay+bn <yn <an+by (3.25)

durumuna sahip oluruz. (3.25) denkleminden,

(a=b)y < (a—0b)n

elde ederiz.

s

—1

- plp—1)—q+1

= >0
plp—1)+q—1

=] =

a—b=

SRS

p_
p

+
1

dur. Buradan ~ < 7 elde edilir. Bundan dolayi,
vy=mn ve limy,=1
n—oo

dir ve bu ispati tamamlar.
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3.34. 2,1 = p, + === Denkleminin Baz Ozel Durumlari

Bu boliimde, (3.10) denkleminin bazi1 6zel durumlarina yukaridaki sonuglari uygu-
layacagiz. Ik olarak, {p, } nin k- asli periyodu ile periyodik oldugu durumu diisiinelim.
Diger bir ifade ile

Prntk = Pn, 77/:—1,0,...

oldugu durumu diisiinelim. Bu durumda
p=liminfp, = min {p;} =P

ve

¢ =limsupp, = max i} =@

n—oo

olur.

Lemma 3.35. (3.10) denkleminin k- asli periyodu ile periyodik bir {x,} ¢6ziimiiniin var-
g1 igin gerek sart {p, } 'nin k- periyodu ile periyodik olmasidir (Devault, Kocic ve Stut-
son 2005).

Ispat. Kabul edelim ki {x,,} , k- asli periyodu ile periyodiktir, yani;
Tyl = Ty, N=—1,2,...

dir. O zaman,

o Tn—1+k o Tn—1 o
Pr+k = Tnti+k — =Tn — = Pn
Tn+k Tn

ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.36. Kabul edelim ki {p,,} , k- asli periyodu ile periyodiktir. Ayrica 1 < p < ¢
olsun. O zaman asagidaki durumlar dogrudur:

(1) k- asli periyotlu (3.10) denkleminin pozitif bir {Z,, } periyodik ¢6ziimii vardur.

(17) Eger p > 1 ve ¢ < p(p — 1) + 1 ise, 0 zaman {7, } periyodik ¢6ziimii tektir
ve (3.10) denkleminin biitiin pozitif ¢dziimlerini ¢eker, yani; (3.10) denkleminin biitiin
pozitif {x, } ¢oziimleri i¢in

lim =% =1 (3.26)

dir (Devault, Kocic ve Stutson 2005).
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Ispat. (i) (3.10) denklemi k- periyotlu periyodik bir ¢6ziime sahip oldugunu ispatlamak
icin asagidaki sistemin pozitif bir ¢éziime sahip oldugunu gostermeliyiz:

Tp—1
T1 = Pkt
X
Ty=  pr1t g
X
3= p2t
_ Tr—2
Th= Pr-1t Tk—1

F :R% — RE olmak iizere

Up—1 Uk Uq Uk —2
F(ula"wuk):<pk+ 7pl+_ap2+_>"'7pk—l+ )
Ug U Usg Uk—1

q—1’ p-1
I*, F iizerinde sabit oldugunu gosterecegiz. Gergekten, eger u,, . .., u € I ise,
i=1,...,k vej= (i —1)mod(k) olmak tizere

olarak tanimlanmis fonksiyonu diisiinelim. [ = [IL_I ’L_l} olarak tanimlanmis olsun.

u; Pt g—1 pg—1
Pit S Sqt e =t o =
i 1 p p
ve
u; P p—1 pg—1
i 1 q q

elde ederiz. Bundan dolay1, ' : % — I*. Acik olarak I, I* iizerinde siireklidir ve I* kom-
pakt ve konveks kiimedir. Sonug olarak Brower’1n Sabit Nokta Teoremi’nden F, I*’da bir
sabit noktaya sahiptir. (%1, ..., %) € I*¥, F’nin bir sabit noktast olsun. O zaman {Z,, }
dizisi, (3.10) denklemini saglayan + = 1,2,...,k, m =0,1,...icin

T = U1
fo - ﬂk

ve
Tinkyi = Uy

olarak tanimlanir ve k- periyodu ile periyodiktir. Bu (7) kisminin ispatin1 tamamlar.
(é4)

liminfp, = min {pi} =p
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veE

1115; SUp py = max {pi} =¢q
oldugundan dolay1 Teorem 3.34 gosterir ki ; (3.26) denklemi (3.10) denkleminin herhangi
bir {z,} ¢bziimii i¢in saglanir. A¢ik¢a {7, } periyodik ¢oziimii tektir. Aksi halde, (3.10)
denkleminin k- periyotlu bagka bir periyodik ¢oziimii {z/,} olsun. O zaman

/ /
Tpop =T, n=-101,...

dir ve ¢ vardir 6yle ki

/

/
Lnk+i L4

8

#1

=

Tnk:-‘ri

dir. Bu

/

o
lim 2 =1

n—oo I,

gercegi ile celisir ve ispat tamamdir.

Simdi (3.10) denkleminin asimptotik otonom oldugu durumda, Teorem 3.34’{in
asagidaki 6zel durumunu elde edecegiz.

Sonug 3.37. Kabul edelim ki {p,,} yakinsak bir dizidir ve

lim p, =p> 1.

n—oo

O zaman (3.10) denkleminin her pozitif {z, } ¢6ziimii yakinsaktir ve
lim x, =p+1
n—oo

dir (Devault, Kocic ve Stutson 2005).

Ispat. Acik olarak {pn} sinirlidir. Buna baglh olarak Lemma 3.26 ve Lemma 3.29’dan su
sonug cikar ki, {z, } ¢oziimii sinirli ve persisttir.

A =liminfz, ve p = limsupz,
n—oo n—00

olsun. O zaman Lemma 3.27°den

p = liminf p, ve ¢ = limsup p,
n—oo Nn—00
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olmak tizere

pq—1
p—1

pq_1<>\
g—1 =

<p<

dir. p,, "nin limiti oldugundan dolay1 p = ¢ dur. Buradan

p*—1 pr—1

p+1= <A<p<
p—1 p—1

dir. Boylece ispati tamamlayan

esitligini elde ederiz.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Baslangic kosullar1 z_; > 0, 2y > 0 olmak tizere {p, } 'nin yakinsak bir dizi, 2-
asli periyodu ile periyodik bir dizi ve yalmizca sinirh bir dizi oldugu durumlarda,

Tp—1

Tpi1l = Pn +
n

denkleminin ¢oziimlerinin global davranigi ¢esitli ¢alismalarla ortaya konulmus, litera-
tiirde yer etmis ve bu tez baglaminda da detayl sekilde ele alinmustir. {p,, } 2- periyot ile
periyodik bir dizi degil de; k- periyot ile periyodik bir dizi oldugunda ayni denklemin
coziimlerinin global davranis1 degisebileceginden dolayr bu arastirma sonraki caligsma-
larda detaylandirilarak konu edinilebilir ve analiz edilebilir. Benzer sekilde, denklemin
mertebesi 2’den biiyiik olarak alinmak suretiyle de yeni ve farkli arastirmalar yapilabilir.
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5.SONUC

Bu ¢alismada rasyonel fark denklemlerinin ¢oziimlerinin global davranis ile ilgili
literatiirde calisilmis sonuclar incelenmistir. Birinci boliimde fark denklemleri hakkinda
genel bilgiler verilmis ve lineer olmayan rasyonel fark denklemlerinin sinirliligi, periyo-
dikligi ve kararhilig1 ile ilgili yapilmis calismalardan bahsedilmistir. Ikinci boliimde fark
denklemleri ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Ugiincii boliimde ilk olarak, o € [0, co)
ve r_1, xo baslangi¢ kosullar1 keyfi pozitif reel sayilar olmak iizere;

Tp-1

Tpt1 = O+ o n=20,1,...
n

denkleminin simirliligi, perdiyodikligi, global asimptotik kararlilig1 ve yar1 dongii analizi
iizerinde durulmusgtur. Daha sonra, z_; ve x( keyfi pozitif sayilar, {«,, } yakinsak bir dizi
veya 2- periyotlu bir dizi olmak iizere;

Tn—-1

Tpt1 = O + P n=0,1,2...
n

denkleminin ¢6ziimlerinin davraniglari incelenmistir. Son olarak ise {p, } pozitif sinirl
bir dizi olmak iizere;
Tn—1
x'fl-i-l:pn—i_ 5 ) TL:O,l,...

n

fark denkleminin sinirlilig1, sinirsiz ¢oziimlerinin varligi, cekicilik karakteri ve bazi 6zel
durumlari ele alinmastir.

Bu tezin bu konularda calisan matematikgiler icin bir kilavuz niteliginde olacagi
diisiiniilmektedir.
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