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OZET

SILINDIRIK VE KURESEL KAVITELERDE FOTON DENKLEMININ
COZUMLERI

CAVIT TEKINCAY

Yiiksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dah
Damsman : Dog. Dr. Yusuf SUCU
Temmuz 2017, 45 sayfa

Kirilma indisi, 15181n bir optik ortamdaki hareketini tanimlamak i¢in kullanilan
onemli bir fiziksel niceliktir. Optik ortamlar, niikleer etkilesmelerin yam sira
elektromanyetik etkilesmelerin varligindaki ortamlar da olabilmektedir. Ancak, bu
caligmadaki kirilma indisi, kozmolojik boyutlarda kiitle cekim alaninin etkin oldugu optik
ortami tamimlamaktadir. Basamak kirilma indisi kiitle cekim alanmi etkisinin sabit oldugu
ortam1 tanimlarken, dereceli kirilma indisi radyal olarak etkisini degistiren kiitle cekim
alaninin varhi@indaki ortami tanimlamaktadir. Bu ortamlar, genel gorelilik kapsaminda
uzay-zaman zeminini olusturmaktadir.

Bu caligmada, relativistik kuantum mekaniksel kiitleli ve kiitlesiz vektdr bozon
denklemleri, basamak ve dereceli kirilma indisli hem silindirik hem de kiiresel
kavite zeminlerinde coziilmiistiir. Bu zeminlerde dereceli kirilma indisinin yapisini
belirleyebilmek icin, foton ile kiitle ¢ekimsel alanin minimal ciftlenimi sonucunda
elde edilen noktasal parcacik Lagranjiyeni kullanilmaktadir. Bu sekilde elde edilen
uzay-zaman zeminlerinde, kiitleli foton denklemi M? — 0 limitinde ¢oziilerek hesaplanan
rezonans frekanslar1 ve kiitle cekimsel kirmiziya kayma fonksiyonlari tartisilmaktadir.
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SOLUTIONS OF PHOTON EQUATION IN CYLINDRICAL AND SPHERICAL
CAVITY
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Refractive index is one of the important physical quantity defining the motion of light
in a optical medium. Optical mediums can be a zone in the presence of nuclear interactions
as well as electromagnetic interactions. However, in this study, a refractive index is
defined as an optical medium of which gravitational field is effective in cosmological
dimensions. In this sense, as a step refractive index describes a zone where the effect of
gravitational field is constant, a graded refractive index describes a zone where the effect
of gravitational field is radially change. In the context of general relativity, these mediums
construct the space-time background.

In this study, massive and massless relativistic quantum mechanical vector boson
equations are solved in both cylindrical and spherical cavity background with step and
graded refractive index. Besides, to determine the form of the refractive index in these
backgrounds, point particle Lagrangian which is derived from the minimal coupling of
massive photon with gravitational field is used. Thus, the calculated resonance frequencies
by solving massive photon equation in the limit of M?> — 0 and redshift functions are
discussed.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINi

Simgeler

BH(x) Egri uzay-zamanda Kemmer matrisleri
T (x) Egri uzay-zamanda Dirac matrisleri
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Ay Spin baglant1 tensorii
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il Spindriin adjointi

4 Spindriin bilineer fonksiyonu

WYop Simetrik dalga fonksiyonu
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lg| Metrik tensoriiniin determinanti
Nab Minkowski metrik tensorii
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DKP Duffin-Kemmer-Petiau
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GIRIS Cavit TEKINCAY

1. GIRIS

Isigin klasik teorisi Maxwell (1865) tarafindan kurulmustur. Bu teori, 15181 sonlu
hiza sahip, kiitlesiz ve enine titresen elektrik ve manyetik alanlarin birlesimi olarak
tanimlamaktadir. Yik ve akim yogunlugunun bulunmadi8i, kartezyen koordinatlarda
bosluktaki Maxwell elektromanyetik dalga denklemleri

lquL(?—j—kz)]{EZ(x’y)} —0 (1.1)

B(x,y)

seklindedir (Jackson , 1975). Burada V? = 9 /dx? + 0% /dy? enine laplasyen ve diizlem
dalga fonksiyonunun z bileseni ise ¢/** bicimindedir. Bu denklemler, 15181 boslukta
sabit hizla ilerleyebildigini ve Huygens (1690) tarafindan oOnerilen esirin olmadigini
gostermektedir. Ayrica, Michelson ve Morley (1887) tarafindan yapilan deneylerde de
15121 hareketinin gozlemcinin hareketinden bagimsiz oldugu goézlemlenmistir. Ancak,
bu durumda Maxwell denklemleri Galile doniistimleri altinda invaryant kalma kosulunu
ihlal etmektedir. Bunun iizerine Lorentz (1904), Galile doniisiimlerini diizelterek
tanimladig1 yeni doniisiimler altinda Maxwell denklemlerinin de§ismedigini gostermistir.
Einstein (1905a) ise, bos uzaydaki 151k hizinin evrensel bir sabit oldugunu kabul ederek
zaman genlesmesi, uzunluk biiziilmesi, eylemsiz kiitle-enerji 6zdesligi ve uzay-zaman
biitiinliigii gibi kavramlari iceren 6zel gorelilik teorisini kurmustur. Boylece, Maxwell
denklemlerinin relativistik dalga denklemi oldugu gosterilmistir. Bunun yam sira, yiik
ve akim yogunlugunun bulunmadigi durumda, bosluktaki Maxwell alanlar1 F*¥ ve G*Y
sirastyla,

oWwF* =0 G =0 (1.2)

seklinde kovaryant formdaki elektromanyetik tensor alanlari cinsinden yazilabilmektedir
(Jackson , 1975). Burada, A, vektor potansiyel olmak iizere F MY — Ay, — Ay elektrik
ve manyetik alanlarin bilesenlerinden olusan antisimetrik tensor ve G = S“B“VF,N /2
tensorii, Fyy tensoriiniin dualidir.

Is1igin modern teorisinin kurulmasinda ise, Ozellikle kara cisim 1s1imasi ve
fotoelektrik olayin klasik fizik ile agiklanamamasi etkili olmustur. Planck (1900)
tarafindan, termal 1s1manin Av enerjili kuantalar halinde gerceklestiginin onerilmesi, hem
termal 1stmanin hem de fotoelektrik olaymn aciklanabilmesini saglamistir. Fotoelektrik
olay Hertz (1887) tarafindan, 15181n elektromanyetik dalga oldugunu dogrulamak igin
yapilan deneyde gozlemlenmistir. Einstein (1905b) ise, Planck’in kuanta hipotezini
kullanip 15181n foton denilen kuantumlanmis elektromanyetik dalga paketi oldugunu
onererek fotoelektrik olay1r aciklamustir. Isi1g1 nasil test ettigimize baglh olarak ortaya
cikan hem dalga hem de parcacik karakteri, kuantum teorisinin temelini olusturmaktadir.
Kuantum teorisindeki diger bir gelisme ise, temel parcaciklarin spin denilen kuantize
bir i¢ yapiya sahip oldugunun gozlemlenmesidir (Gerlach ve Stern, 1922). Bu spinli
yapiya gore temel parcaciklar; spini kesirli say1 olanlar fermiyon ve spini tamsay1 olanlar
bozon olmak iizere simiflandirilmistir. Bu simiflandirmaya gore, kuantum mekaniksel 1s1k;

1
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kiitlesiz, yiiksiiz ve spin-1 relativistik foton parcacigidir ve standart par¢acik modeline
gore elektromanyetik kuvvetin tasiyicisidir.

1930’larda, spin-1 parcaciklar icin relativistik kuantum mekaniksel yeni bir
denklem Onerilmistir. Bu denklem, diiz uzay-zamanda hem spin-1 hem de spin-0
kiitleli parcaciklar i¢in ¢oziimler saglamaktadir ve kaynaklarda Duffin-Kemmer-Petiau
(DKP) denklemi olarak bilinmektedir (Duffin 1938, Kemmer 1939, Petiau 1936).
DKP denkleminin &nemli bir 6zelligi, Wqp dalga fonksiyonunun o, 3’ya gore simetrik
secilmesi durumunda spin-1 ve spin-0 kisimlarinin ayrismasidir (Belinfante , 1939). Bu
sayede, DKP denklemi simetrik dalga fonksiyonu kosulunda, foton i¢in bir formalizm
gelistirmede kullanilabilmektedir. Barut (1989) tarafindan yapilan ¢alismada, elektronun
zitterbewegung modelinin Schrodinger kuantizasyonu yapilarak, spinli parcaciklar
icin diiz uzay-zamanda denklemler elde edilmistir. Bu denklemler arasinda, DKP
denklemine 6zdes olan kiitleli spin-1 parcacik denklemi de bulunmaktadir. Sucu ve Unal
(2005) tarafindan yapilan ¢aligmada ise, diiz uzay-zamandaki kiitleli spin-1 parcacik
denkleminin, egri uzay zamana genellestirilmesi yapilmis ve M? — 0 limit durumunda
Proca denklemine 6zdesligi gosterilmistir.

Spin-1 DKP denkleminin kiitlesiz pargacik limiti ise, Jena vd (1980) tarafindan
yapilan calismada DKP Lagrange yogunlugu kullanilarak Euler-Lagrange varyasyon
ilkesi yontemiyle Maxwell denklemine denkligi gosterilmigir. Bagka bir ¢aligmada ise,
zitterbewegung’un Schrodinger kuantizasyonu yontemiyle diiz uzay-zamanda kiitlesiz
spin-1 parcacik denklemi tiiretilmistir (Unal , 1997). Sucu ve Unal (2002) tarafindan
yapilan c¢alismada ise, diiz uzay-zamandaki kiitlesiz spin-1 parcacik denkleminin, egri
uzay zamana genellestirilmis ve Maxwell denklemlerine esdegerliligi gosterilmisgtir.

Kaynaklarda cesitli uzay-zamanlardaki, degisik yontemlerle DKP denkleminin
tutarlilignr tartisiimaktadir. Casana vd (2002) tarafindan yapilan calismada,
Riemann-Cartan uzay-zamanda, spin-1 alani ile uzay-zaman burulmasinin minimal
ciftlenimi sonucunda DKP denkleminin Proca denklemine 6zdes olmadig1 gosterilirken,
genel goreliligin teleparalel teorisi kapsaminda ©6zdes oldugu bulunmustur. Ciinkii,
teleparalel teorideki kiitle cekimsel alanlar, Riemann egriligi yerine uzay-zaman
burulmasiyla iligkilidir. Casana vd (2003) tarafindan yapilan bagka bir calismada ise,
DKP denkleminin egri uzay-zamana genellestirilmesi yapilarak kiitlesiz DKP denklemi
elde edilmistir ve daha sonra bu denklemin konformal degismezligi gosterilmistir (Casana
vd , 2005). Casana vd (2007) tarafindan burulmayla ciftlenmis Lyra geometrisinde
kiitlesiz DKP denklemi elde edilirken, Unal (2006) tarafindan elektromanyetik alan ile
burulmanin ciftlenimi ¢alisilmistir. Ayrica, minimal ve non-minimal ¢iflenim i¢cin DKP
denkleminin hem spin-0 hem de spin-1 kisminin, Kemmer matrislerinin temsilinden
bagimsiz olduklar: bildirilmistir (Abreu vd , 2010).

Kaynaklardaki diger calismalarda, spin-1 parcacik denklemleri cesitli
uzay-zamanda ve potansiyellerde incelenmektedir. 3+1 boyutlu uzay-zamanda
vektor bozonun sabit bir manyetik alandaki hareketini Yaltkaya (1997), 241 boyutlu
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uzay-zamanda kurt deligi uzay-zamanda ise Giirtas (2013) tartismustir. 1+1 boyutlu
uzay-zamandaki vektor bozonun, Robertson-Walker ve de Sitter uzay-zamanda Falek ve
Merad (2012) tarafindan, skaler potansiyel ile etkilesimi ise Chargui ve Trabelsi (2013)
tarafindan incelenmistir. Ayrica, 3+1 boyutlu uzay-zamanda vektor parcaciklarinin
non-minimal etkilesimleri de incelenmistir (Castro ve de Oliveira 2014). Bagka bir
calismada ise, vektdr bozonun ¢ift basamak potansiyeli ile etkisimi calisilmistir (de
Oliveira ve de Castro 2015). Bunlarin yam sira, spin-1 DKP denklemi, Einstein
alan denklemlerinin ¢6ziimleri sonucu ortaya c¢ikan kara delik ve kurt deliinde
de aragtirilmigtir. 241 boyutlu uzay-zamandaki kara delikte kiitleli vektdr bozonun
tiilnellemesi incelenmistir (Gecim 2015, Gecim ve Sucu 2017a, Gecim ve Sucu 2017b).

Kiitle ¢cekim alaminin bir optik ortam olarak ele alinmasi, Einstein (1911)
tarafindan Onerilmis ve bu Onerinin deneysel sonuclarla uyumlulugu Eddington (1920)
tarafindan gosterilmigtir. Bu bakis acisint kullanarak, genel gorelilik kapsaminda
geometrik optigi inceleyen hem klasik calismalar (Felice 1971, Nandi ve Islam
1995, Evans vd 1996) hem de kuantum mekaniksel ¢alismalar (Gloge ve Marcuse
1969, Ahmadi ve Nouri-Zonoz 2006) bulunmaktadir. Boylelikle, kiitle ¢cekim alaninin
bulundugu optik ortamin dielektrik 6zellikleri ve kirilma indisi iizerine ¢alismalar da
yapilmistir (Leonhardt , 2000).

Tez kapsaminda, silindirik ve kiiresel kavitedeki fotonun davraniglarini incelemek
icin, kiitlesiz spin-1 parcacik denklemi (Sucu ve Unal , 2002) ve kiitleli spin-1 parcacik
denklemi (Sucu ve Unal, 2005) kullanilmaktadir. Ozellikle, basamak kirilma indisine
sahip silindirik ve kiiresel kavitede kiitlesiz spin-1 parcacik denkleminin ¢oziimlerinden
elde edilen rezonans frekanslar1 ile ayni kavitelerde Maxwell denklemlerinden elde
edilen rezonans frekanslari karsilastirilmaktadir. Bilinmeyen dereceli kirilma indisi
fonksiyonlar1 bulabilmek i¢in spin-1 DKP alami ile kiitle ¢ekimsel alanin minimal
ciftlenimi sonucunda eylem fonksiyonu olusturulmaktadir ve buradan kirilma indisinin
radyal fonksiyonlar1 bulunmaktadir. Bulunan kirilma indisleri icin kiitleli spin-1 pargacik
denklemi ¢oziilerek, elde edilen rezonans frekanslari tartisiimaktadir.

Bu tez calismasinin, kuramsal bilgiler ve kaynak taramalar1 boliimiinde Maxwell
denklemlerinin silindirik ve kiiresel kavitedeki ¢coziimleri ile spin-1 parcacik denklemi
ile ilgili teorik calismalar; materyal ve metod boliimiinde, tez kapsaminda kullanilan
kirmiziya kayma metrikleri, kiitleli spin-1 alam ile kiitle ¢ekimsel alanin minimal
ciftlenimi ve diferansiyel denklemler; bulgular boliimiinde, rezonans kavitesinde
Maxwell denklemlerinden elde edilen ¢oziimler ile kiitlesiz-kiitleli spin-1 pargacik
denkleminden elde edilen ¢oziimler; tartisma boliimiinde, kuantum mekaniksel olarak
elde edilen rezonans frekanslarinin klasik sonuglarla karsilastirilmasi ve kavitelerin nitelik
carpanlarinin bulunmasi; sonu¢ boliimiinde elde edilen etkin kirilma indisleri ve kiitle
cekimsel kirmiziya kayma ifadeleri tartigiimigtir.
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2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI
2.1. Fotonun Klasik Relativistik Denklemleri

Foton, klasik olarak bosluktaki elektrik ve manyetik alanlarin birlesiminden
olusan ve enine titresen dalgadir. Fotonun elektromanyetik dalga karakteri ilk kez
Maxwell (1865) tarafindan olusturulmustur. Yiik ve akim yogunlugunun bulunmadig1
durumda, bosluktaki Maxwell denklemlerinin diferansiyel formu

hd = - = E
V-E=0, VxE:—%—,

1812i 1)
6-1?20, §X§:——,

c ot

seklindedir (Jackson , 1975). Burada, §x(§xl73 ) ve 6)((6)(1_9') iglemleri yapilirsa

» 12)(E\ _
- aal{5) =0 2

elektrik alan ve manyetik alan icin klasik dalga denklemi elde edilmektedir (Jackson ,
1975). Denklem 2.2 sonucunda 1s1k hizinin sabit oldugu goriilmektedir. Ayrica, Maxwell
denklemleri Lorentz doniigiimii altinda degismedigi icin relativistik denklemlerdir ve bu
sayede 2.1 denklemi

oW =0 G =0 (2.3)

kovaryant formda yazilabilmektedir (Jackson , 1975).

Elektromanyetik dalga enine oldugu icin, kartezyen koordinatlarda z
dogrultusunda ilerleyen ® frekansh diizlem dalga i¢in

2, @
{V, +(Z—k )}w,y) =0 (24)

elektromanyetik dalga denklemi elde edilmektedir (Jackson , 1975). Burada V2 =
02 /0x* + 02 /dy? enine laplasyen ve diizlem dalga fonksiyonu ise ¥ (x, y)e’*? bigimindedir.
Bu denklem, rezonans kavitesi probleminde kullanilmaktadir (Jackson , 1975).

2.1.1. Silindirik rezonans kavitesi icinde elektromanyetik dalga

a yarigaplt L boyundaki silindirik rezonans kavitesinde elektromanyetik dalga
denklemini c¢ozebilmek igin, x = rcos¢ ve y = rsin¢ koordinat doniisiimleri 2.4
denklemine uygulanirsa

19/ 0 1 92 2
[;a—r(ﬁ)*r—zw + (=) | vl =0 22
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seklinde Bessel diferansiyel denklemi elde edilmektedir. u?> = ®?/c* — k? olmak iizere
diizlem dalga fonksiyonu

Y(1.0,2) = [Nidu(ur) + NoY (ur)] "0 (2.6)

olarak bulunur (Jackson , 1975).

Silindirik kaviteyi tanimlayan sinir kosullari,

_J0, r=0igcin
Jn(ur) = {O, r=aigin

@27
" = Cycos(kz) + Casin(kz) = {

0, z=01i¢in
0, z=Ligcin

seklindedir. Burada, a silindirik kavitenin yaricapi, L silindirik kavitenin boyudur. r =0
icin Neumann fonksiyonu Y,,(ur) sonsuza gittigi i¢cin N, = 0 secilmektedir. r = a igin
Bessel fonksiyonunu sifir yapan degerler, X, , Bessel fonksiyonunun kokleri olmak iizere
ua = Ym,n rezonans frekansmi belirlemek icin kullamilmaktadir. Diger taraftan, z = 0
kosulundan C; = 0 olmasi gerektigi ve z = L kosulundan kL = pm olmasi gerektigi
anlagilmaktadir. Ayrica, m, n ve p elektromanyetik dalganin mod sayilaridir.

2
Boylelikle, u?> = w?/c* — k* = % tanimi kullanilarak elde edilen rezonans
frekanslari,

9)2

7 (2.8)

c
Jmnp = S X + p?m(

seklindedir (Jackson , 1975).
2.1.2. Kiiresel rezonans kavitesi icinde elektromanyetik dalga

a yarigaph kiiresel bir kavitede elektromanyetik dalga denklemini ¢dzebilmek
icin, x = rcosOsin@, y = rsinBsind ve z = rcos® koordinat doniisiimleri 2.2 denklemine
uygulanirsa

[18 23) 1 9 0 1 9 o

2o U5t e 08 1056) T mze g T 2 | V00 =0 29)

elde edilmektedir (Jackson , 1975). Bu denklemde ise, y(r,6,0) = R(r)Y(6,0)
degiskenlere ayirma metodu kullanilarak

10 0
EGoR

1 o 'ei)+ 1 a_2
S sin%0 2

2
(%_1(1:2’1))]R(r):0 (2.10)

1 (sind +l(l+1>}Y<e,¢> =0 @2.11)

5
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radyal ve agisal denklemler elde edilmektedir (Jackson , 1975).

Radyal denklem, kiiresel Bessel diferansiyel denklemidir ve ¢oziimii

o or
R(r) =N1]z(7) +Nznz(7

) (2.12)

seklindedir. Burada, (%) kiiresel Bessel fonksionu, n;(®") kiiresel Neumann

fonksiyonu ve Ny, N, integrasyon sabitleridir.

Acisal denklem ise, kuantum mekaniginden iyi bilinen kiiresel harmonik
¢cOziimlerini vermektedir ve agisal momentum operatorii cinsinden

LY =114+ 1)Yi (2.13)

seklindedir. A¢isal momentumun bilesenleri, arttirma-eksiltme operatorleri sayesinde

LYy =+/(IFm)(I£m+1)Y s (2.14)
seklindeki indirgeme bagintilarin1 vermektedir (Jackson , 1975).
Kiiresel kaviteyi tamimlayan sinir kosullari,

. _J0, r=0igcin
Jz(mr)—{o’ r — aicin (2.15)

Burada, a silindirik kavitenin yaricapidir. r = 0 i¢in Neumann fonksiyonu Y,,(ur) sonsuza
gitti8i icin N = 0 secilmektedir. r = a i¢in kiiresel Bessel fonksiyonunu sifir yapan
degerler, p;, Bessel fonksiyonunun kokleri olmak iizere % = Pm,n rezonans frekansim
belirlemek i¢in kullanilmaktadir. Ayrica, n ve [ elektromanyetik dalganin mod sayilaridir.

Boylelikle, % = Pm,» tammi kullanilarak bulunan rezonans frekanslari

. Cpl,n

2.16
21a ( )

Jin

seklinde elde edilmektedir. Ayrica,

dR(r)
dr

stnir kosulundan

=0, r=aigin (2.17)

o> (I+1)
2 a2

=0 (2.18)
ifadesi elde edilir. Bu sinir kosulu ile birlikte, yaklasik rezonans frekansi

c
fN%«/l(l—i—l) (2.19)

olarak elde edilmektedir. Bu frekans bagintisina, iyonosfer tabakasinda olusan Schumann
rezonanslari da denilmektedir (Jackson , 1975).
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2.1.3. Proca denklemi

Proca denklemi, klasik kiitleli spin-1 relativistik parcacik denklemidir ve bu
sistemin Lagranjiyeni

_ h*c? 2 4. %
L= FuGrs +mic g7y, (2.20)

seklinde verilmektedir. Burada,

Frs = ar\lf:r - a:r\vr Gy = ar‘l’s - as\Vr (2.21)

ikinci rank antisimetrik tensor olmak iizere

e mc
Ay =—P k=— 2.22
s =3 Ps I (2.22)

olarak verilmektedir. Hareket denklemleri ise
(@ +iA ) Fys =KW, (9, —iA))Gys = K2, (2.23)
seklindedir (Proca 1936, Greiner 2000)
2.2. Fotonun Relativistik Kuantum Mekaniksel Denklemleri
2.2.1. Duffin-Kemmer-Petiau denklemi

1930’larda 15181in kuantum mekaniksel teorisini kurmak i¢in daha gergekci
caligmalar ortaya c¢ikmaya baglamistir. Bu caligmalara, Dirac  (1928) tarafindan
olusturulan elektronun relativistik kuantum mekaniksel teorisi ilham kaynagi olmustur
(de Broglie 1934, Petiau 1936). Bununla birlikte, Proca (1936) tarafindan Onerilen
klasik tensor denkleminin (genellestirilmis Maxwell denklemleri) ikinci kuantizasyonu
Duffin (1938) tarafindan kovaryant formda yapilmistir. Diiz uzay-zamandaki bu denklem

Y Bopsw = py (2.24)

seklindedir (Duffin , 1938). Burada p; = hd/id; kanonik momentum operatorii ve u =
moc/i olarak tammlanmaktadir. Ayrica, B matrisleri Dirac matrislerinden farkli olarak
indirgenemeyen, 10x10’luk hermitik matrislerdir ve

B? - BSa
BsBt + BiBs = Bs s £k, (2.25)
BsBiBr+PBiBiBs =0  s#k, [#k,

seklinde verilen Duffin komiitasyon kuralin1 saglamaktadir (Duffin , 1938). Bu kuralin
saglanmasi icin gerekli kosul

Y BsBiBico = Y Bscskk (2.26)
sk

skl
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seklinde verilmektedir (Duffin , 1938).

Diger taraftan Kemmer (1939) ise, Duffin denkleminin kuantizasyonunu, Lorentz
degismezligini ve komiitasyon kuralin1 kapsamli sekilde incelemistir. Kemmer’e gore,
Duffin denklemi serbest mezon dalga denklemidir ve bu denklem kovaryant formda

BuduW +xy =0 (2.27)

seklindedir (Kemmer , 1939). Burada ¥ = moc/h, d, = %, x4 = ict ve B, komiitasyon
u

kurali

BuBvBp + BpBvBu = Budvp + BpOvu (2.28)
ile verilmektedir ve bu kural

N4 = 23421 - 17

Bs=maPs=Pa+ma, Mi=1, (2.29)

MaBr +Bma =0  (k=1,2,3),

seklinde verilen iligkileri de saglamaktadir (Kemmer , 1939). Ayrica, adjoint spinor gy’ =
iv*ng4 seklinde tanimlanirsa, 2.27 denklemi

B0 v —xy" =0 (2.30)
seklinde adjoint spindr denklemi olarak elde edilmektedir (Kemmer , 1939).

Kemmer’in yapmis oldugu diger 6nemli bir katki ise, P, matrislerini Dirac
matrislerinin direk carpimlari cinsinden

! 1 ! !
Bu=7 [Yyl +Ivy} (2.31)

16x16’1ik matrisleri elde etmis olmasidir . Bu katkisindan dolays, B, giincel kaynaklarda
Kemmer matrisleri olarak ge¢cmektedir. Boylece, diiz uzay-zamanda 2.27 denklemi

0
(@I+1®Y,) T T2¥ =0 (2.32)
seklinde elde edilmektedir (Kemmer , 1939). Burada ¥, iki Dirac fonksiyonunun
carpimindan elde edilmistir. Eger W, g dalga fonksiyonu of3’ya gore iki simetrik Dirac
spindriiniin ¢arpimi ve B, 10x10’luk matrislere indirgenmektedir veya spin-1 kismina
ayrilmaktadir (Belinfante , 1939).

Son olarak Kemmer, Duffin formalizminin Hamilton formunu yazarak limit
durumlarda spin-1 kismi i¢in Proca denklemini ve spin-0 kismi i¢in Klein-Gordon
denklemini verdigini gostermistir. Dolayisiyla, fotonu kuantum mekaniksel olarak
tamimlamaya yonelik ilk gercekci formalizm elde edilmistir (Kemmer , 1939).

8
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2.2.2. Barut modelindeki spin-1 parcacik denklemi

Barut (1989) tarafindan yapilan ¢alismada ise, spin-O ve spin-1 parcaciklarinin
birbirine ¢ok siki bagh (zitterbewegung, Schrodinger 1930) iki tane spin-1/2 parcaciktan
olustugu diisiiniilmiistiir. Ancak, zitterbewegung klasik bir model oldugundan, bu modelin
kovaryant formda birinci kuantizasyonu yapilarak kiitleli spin-1 pargacigi i¢in relativistik
kuantum mekaniksel denklem elde edilmistir. Diiz uzay-zamanda yazilan bu denklem

(BHm, — M) y(x) =0 (2.33)

seklindedir (Barut , 1989). Burada 7, kanonik momentum operatorii, B = (y“ RQI+I®
' ) /2 Kemmer matrisleridir ve

BBV -+ BY + B = BoM + BEM (2.34)
seklinde verilen DKP komiitasyon kuralin1 saglamaktadir.

Sucu ve Unal (2005) tarafindan yapilan calismada ise, Barut modelinin M? —
0 limitinde foton ¢oziimlerini ve genisleyen evreni tartigabilmek i¢in Barut modeli egri
uzay-zamana genellestirilmistir. E§ri uzay-zamanda yazilan bu denklem

{i[y“(x)®1+1®y“(x)} [0y —TXP ()] —ZM} ; 6%5:0 (2.35)
P,y

seklindedir (Sucu ve Unal, 2005). Burada y“(x) egri uzay-zamanda Dirac matrisleri,
IDKP (x) egri uzay-zamanda spinl/2 baglanti katsayisi ve s simetrik dalga fonksiyonu

olarak secilmistir. Denklem 2.35 ¢oziimleri M2 — 0 limitinde Maxwell denklemlerini
vermektedir. Sonug olarak, 2.35 denklemi kiitleli spin-1 parcaciklar i¢in kullanilabilecegi
gibi kiitlesiz foton i¢in de kullanilabilmektedir.

Unal (1997) tarafindan yapilan ¢alismada da, zitterbewegungun klasik modelinin
kuantizasyonu sonucunda relativistik kiitlesiz foton i¢in,

[2%(\;: 1®1w)+§(w+(6®1+1®6)w)] =0 (2.36)

seklinde yeni bir denklem elde edilmistir (Unal , 1997). Burada, & Pauli matrisleridir.

Kiitlesiz spin-1 parcacik denkleminin egri-uzay zamandaki uygulamasi Sucu ve
Unal (2002) tarafindan yapilmistir ve egri uzay-zamandaki kiitlesiz spin-1 parcacik
denklemi

{21'1@1% —Z(x) [P+iT(x) @I+ il (x)] }CIJ()?,t) =0 (2.37)

seklinde verilmistir (Sucu ve Unal , 2002). Burada %(x) = 6(x) ® I + I ® 6(x) Pauli
matrislerinden olugan 4x4°liik matrisler ve I'(x) ® I +1®1I'(x) spin-1 baglant1 katsayisidir.

9
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Bu denklemden elde edilen ¢oziimler, DKP denkleminin kiitlesiz spin-1 pargacik limitini
vermektedir. Sonug olarak, 2.36 denklemi relativistik kuantum mekaniksel kiitlesiz spin-1
parcacik denklemidir.

Tez kapsaminda kullanmilan, egri uzay-zamandaki kiitlesiz spin-1 parcacik
denklemi

ihZ () D) w(x,t) =0 x*=ct (2.38)

seklinde kovaryant formda yazilmaktadir (Sucu ve Unal , 2002). Basitlik i¢in, sabitler
h = ¢ = 1 alimmaktadir ve y(x,7) 4x1 simetrik dalga fonkiyonudur. Burada, 4x4 X*(x)
matrisleri

H(x) =0"(x) @I +1®0"(x) (2.39)
2x2 Pauli matrislerinden olusmaktadir ve kovaryant tiirev iglemcisi

Dy (x) = 9y + Au(x) (2.40)
ve spin-1 baglant1 katsayis1

Au(x) =Tyu(x) @I +1®T,(x) (2.41)

olarak verilmektedir. Spin-1/2 baglant1 katsayisi ise
LX) = — - goa %8 2.42
,U('x) - _Zg(xk uv (2.42)

ile hesaplanmaktadir. Burada, gq; metrik tensor, Fﬁ‘\, ikinci ¢esit Christofel sembolleri ve
SM spin komiitasyonudur. ikinci ¢esit Christofel sembolleri

1
i = 58 (8upy + 8B — 8yvip) (2.43)

seklinde hesaplanirken, spin komiitasyonu

S %[Gx(x), oV (x)] (2.44)

seklinde hesaplanmaktadir. Burada, 6*(x) = (1,3) seklindedir.

Diiz uzay-zamandan egri uzay-zamana gegis tetradlar ile yapilmaktadir. Tetradlar
ise
%

g™ = eli(x)ep (x)n® (2.45)

denkleminden bulunmaktadir. Burada, ¢};(x) tetrad ve %’ Minkowski metrik tensoriidiir.
Boylece, egri uzay-zamandaki Pauli matrisleri

o"(x) = ek (x)o” ¢’ =0, (2.46)
10
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doniistimiiyle elde edilmektedir.

Tez kapsaminda kullanilan, 3+1 boyutlu egri uzay-zamandaki Kkiitleli foton
denklemi

[B*()Du(x) +iM]Wop(x,) =0 x*=ct M= % (2.47)
seklinde kovaryant formda verilmektedir (Sucu ve Unal, 2005). Burada, Yop dalga
fonksiyonunun off’ya gore simetrik dalga fonksiyonudur ve basitlik i¢in, sabitler 7 =
¢ = 1 alinmaktadir. Ayrica, Kemmer matrisleri

1
BH = 3 (V' @I+I12v") (2.48)
seklindedir ve
BBBY + BB BN =Blg™ +prg (2.49)

ile verilen Duffin-Kemmer-Petiau iligkisini saglamaktadir.
Egri uzay-zamandaki Dirac matrisleri

Y(x) =)y Y= (2.50)

doniisiimiiyle elde edilmektedir. Burada e;(x) tetradlart 2.45 denklemi ile

hesaplanmaktadir. Ayrica, Dirac matrisleri

Y)Y () + 9 (0¥ (x) =28 (2.51)

seklinde verilen antikomiitasyon iliskisini saglamalidir.
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3. MATERYAL VE METOD
3.1. Kiitle Cekimsel Kirmiziya Kayma Metrikleri

Silindirik ve kiiresel uzay-zamanda iki nokta aras1 uzakligi tamimlayan metrik
tensor, en genel halde sirasiyla

dsz — _eZOL(r)er _ rzeZB(r)dq)Z _ 628(r)dZ2 + eZ’Y(r)dtz (31)

ds? = —* ) g2 — 220 gg? — r2e23(r)sin29d¢2 + 2 gp? (3.2)

seklindedir (Bronnikov ve Korolyov , 2017). Burada, en genel haldeki metrik tensor gy,
radyal katsayilarindan olugsmaktadir.

Kiitle ¢ekim alaninin varligindaki bir ortam, optik ortam olarak diisiiniilebildigi
icin, buradaki metrik katsayilar dereceli kirilma indisi fonksiyonunu temsil etmektedir.
Katsayilarin sabit oldugu durum, basamak kirilma indisini ifade etmektedir. Ote yandan
bu metrikler, a = B = 8 = In\/A(r), Y = In\/B(r) se¢ciminde Xue-Jun ve Chong-ming
(1988) tarafindan 6nerilen ve o = B = & = —In®(r), Y= [nQ(r) seciminde ise Evans vd
(1996)tarafindan onerilen 1siksal (null) metrik tensore indirgenmektedir. Isiksal metrik
tensor ile 15181 izledigi yol, kiitle cekimsel kirmiziya kayma ve uzay-zamanin etkin
kirilma indisi hesaplanabilmektedir. ds*> = 0 durumunda 1s181n izledigi yolun zamanla
degisimi

dr (o))
c(r) = G = eod(r) = s 63)

ve buradan etkin kirtlma indisi, nr¢(7),

1
- 34
neff(r) CD(I’)Q(F) ( )
ve kirmiziya kayma miktari
Ao 1

= _ 1=—_1 3.5
Sy 0 (3-5)

ile hesaplanabilmektedir (Evans vd , 1996). Burada, A, kaynaktan yayinlanan 1s1gin
dalgaboyu ve A, ol¢iilen dalgaboyudur.

3.2. Kiitleli Spin-1 Alamni ile Kiitle Cekimsel Alanin Minimal Ciftlenimi

Tez kapsaminda, dereceli kirilma indisine sahip silindirik bir kavitenin
kirilma indisi, kiitleli spin-1 vektdr bozon denklemi coziilerek belirlenecektir. 3+1
boyutlu standart Einstein kiitle cekim teorisi ¢ercevesinde kirilma indisi fonksiyonunu
belirleyebilmek icin, kiitleli spin-1 alanm ile kiitle ¢ekimsel alan minimal bir gekilde
ciftlenim edilerek hareket denklemleri yazilacaktir.

12
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Einstein-Hilbert eylem fonksiyonu
1
Se-n = 5 [ dx/Jgl(R—2) (3.6)

seklindedir. Burada, k¥ = STEG/C4 Einstein alan denkleminin sabiti ve A kozmolojik
sabittir.

Einstein-Hilbert eylem fonksiyonunun metrige gore varyasyonu alinirsa

1
— EgluvR + Ag/.lV = KTyV (3.7)

denklemi elde edilir. Burada, G,y Einstein tensorii, 7,y enerji-momentum tensorii, g,y
egrisel uzay-zamanda kovaryant metrik, R Ricci skaleri ve R,y kovaryant Ricci tensorii
olmak iizere

R - g'uVRluv

Ry = 8P Roypy = R%qy (3.8)
o _ 10 0 o M o

R%y5 =Ty = Ty + 1 psl iy = Tyl

Gl_, — R‘UV

seklinde T'%, Christoffel sembolleri cinsinden hesaplanir. Burada, RapBS Riemann
tensoriidiir (Weinberg , 1972).

Enerji-momentum tensorii ortonormal tabanda
T, = ehepTuy (3.9

ile hesaplanmaktadir. Burada, ¢}, denklem 2.45 ile hesaplanan ortonormal vektor
bilesenleri veya tetradlardir.

Kiiresel koordinatlardaki enerji-momentum tensoriiniin kdsegen bilesenleri
Ty=p(r)c®  Tip=—1(r)  Toy="Ty=p(r) (3.10)

olarak verilmektedir. Burada, p(r) kiitle-enerji yogunlugu, t(r) radyal gerilme ve p(r)
yanal(ag¢isal) basing olarak tanimlanmaktadir. Silindirik koordinatlarda ise

Ti=p(N  Ti=—1(r) Toy=p(r) Tz=p() (3.11)

olarak verilmektedir. Burada, kiiresel koordinatlardaki tensor bilesenlerinden farkli olarak
p(z) z dogrultusundaki dikey basing vardir (Misner vd , 1973).

Einstein’in kiitle c¢ekim teorisi kapsaminda, kiitle cekimsel alami ile 2.47
denkleminde verilen kiitleli spin-1 alaninin minimal ¢iftlenmis eylem fonksiyonu

S:/d“x\/E{%(R—zA)

| (3.12)
+ 5 [WB (D) — (D)By] — ¥+ V<‘P>l}

13
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seklindedir. Burada y spindr, W spindriin adjointi olmak iizere
=yt  ve nt=20p%°-1I (3.13)

ile hesaplanmaktadir. Ayrica, ¥ = Yy bilineer fonksiyon ve V(¥) etkilesme
potansiyelidir. Bu ¢calismada, kozmolojik sabit A = 0 ve geometrik sabitler G=h=c =1
alinmaktadir.

Bu tez kapsaminda, basamak kirilma indisine sahip silindirik ve kiiresel
uzay-zaman zeminleri i¢in 2.38 denklemi ile verilen kovaryant formdaki kiitlesiz spin-1
parcacik denklemi kullanilmaktadir ve bu denklemin ¢oziimlerinden kavitenin rezonans
frekanslart hesaplanmaktadir. Dereceli kirilma indisine sahip silindirik uzay-zaman
zeminleri i¢in 2.47 denklemi ile verilen kovaryant formdaki kiitleli spin-1 pargacik
denklemi kullanilmaktadir. Coziim asamasinda ilk olarak, kiitleli spin-1 alanm ile
kiitle ¢ekimsel alanin minimal ¢iftlenimi durumunda 3.12 denkleminde verilen eylem
fonksiyonundan,

L= [@xVT(5 - v v SEw - Gupvl) G

Lagranjiyen elde edilmektedir. Lagranjiyendeki tiim ikinci mertebe tiirevlerden, integralin
sinirlarindaki toplam tiirevin sifir olmasindan faydalanilarak kurtulduktan sonra elde
edilen Lagranjiyenden sirasiyla,

L d (OL
a_qi_ﬂ(a_q;) _o, (3.15)
EL:q;%—L:O, (3.16)

hareket ve Hamilton kisitlama denklemleri elde edilmektedir. Burada, i = 1...4 olmak
tizere ¢; = {o, B, 9,7, ¥, ¥} seklindedir ve (') ile verilen kesme isareti, r degiskenine gore
adi tiirev olarak kullanilmaktadir. Bu denklemlerin ¢oziimiinden, dereceli kirilma indisi
fonksiyonlar1 ve etkilesme potansiyelleri tespit edilmektedir. Ikinci olarak, belirlenen
kirilma indisleri 2.47 denkleminde kullanilarak kiitleli spin-1 pargacik denkleminin
¢Oziimiinden kavitenin rezonans frekanslar1 elde edilmektedir.

3.3. Diferansiyel Denklemler

Kiitleli ve Kkiitlesiz spin-1 pargacik denklemi birinci mertebeden tiirevler
iceren matris seklinde temsil edilir. Bu parcacigi temsil eden matristeki her bir
diferansiyel denklem Klein-Gordon denklemini saglar. Boylece, spin-1 pargacik
denkleminin ¢oziimlerinden gelen ikinci mertebe diferansiyel denklemler, Bessel ve Heun
denklemleri tiiriindendir. Elde edilen diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinden kavitelerin
rezonans frekanslar1 bulunabilmektedir ve bu diferansiyel denklemlerin Schodinger
tipi diferansiyel denklemlere doniistiiriilmesi, etkin potansiyellerin bulunabilmesini
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saglamaktadir. Bu nedenle, en genel halde ikinci mertebeden degisken katsayili lineer
homojen diferansiyel denklemi

Y (1) + P(x)y (x) + Q(x)y(x) = 0 (3.17)

olarak verilmektedir. Bu denklemi Schrodinger tipi diferansiyel denkleme doniistiirmek
icin y(x) = g(x) f(x) fonksiyon doniisiimii yapilirsa

/

P(x)g (x)
g(x) g(x)

£+ (%wu))f’(m (Q<x>+

elde edilmektedir. Fonksiyon doniigsiimiindeki g(x)

)f(x) =0 (3.18)

g(x) = e 2/ Pdx (3.19)

seklindedir. Boylece, Schrodinger tipi diferansiyel denklem

2 X : X
R e . (.20

seklinde elde edilmektedir (Arfken ve Weber , 2005). Burada Q(x) — @ — PT(X)
kismina etkin potansiyel denilmektedir. Etkin potansiyelin i¢erdigi fonksiyonlarin tiiriine
gore (3.20) denkleminin herzaman analitik ¢6ziimii bulunmamaktadir. Boyle durumlarda
yaklagik ¢coziim bulma teknikleri kullanilir.

3.3.1. Bessel diferansiyel denklemi

Bessel diferansiyel denklemi

y () +=y () + (4" — = )y(x) =0 (3.21)
seklindedir (Abramowitz ve Stegun , 1964) ve ¢oziimleri
y(x) = C1Jp(ux) + Co Yy (ux) (3.22)

seklindedir. J,,(ux) fonksiyonu 0 < x < oo araliginda soniimlenen ¢oziimleri ifade
etmektedir. Y,,(x) fonksiyonu x — O durumunda wraksaktir; x — oo durumunda ise
sOniimlenen titresim yaparak sifira yakinsamaktadir. Dalga fonksiyonunun sonlu ve
sinirlarda siirekli olma sartlar1 uygulanirsa C; = 0 ve Jy,,(ua) = 0 olmaktadir. Boylece,
Xm,n Bessel kokleri olmak iizere polinom olma sarti

= Xmn (3.23)

a

olarak bulunmaktadir (Jackson , 1975).
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Etkin potansiyeli bulabilmek igin (3.21) denkleminde y(x) = f(x)/1/x doniigiimii
yapilirsa

' m? 1
f(x)+ <u2 - 4) f(x)=0 (3.24)
Schrodinger tipi diferansiyel denkleme benzemektedir. Coziimleri ise
F(x) = Ci/xdm (ux) (3.25)
seklindedir.

3.3.2. Konfluent Heun diferansiyel denklemi

Konfluent Heun diferansiyel denklemi

" o +(2+B+y—a)x—1-PB]
R e e N
3.26
(24+B+7)0a+28)x— (14 B)a+ (1+7)B+v+2y (5.26)
+ y(x)=0
2x(x—1)
seklindedir (Ronveaux ve Arscott , 1995) ve ¢oziimleri
y(X) = ClHC((X, B7Y7 57117)5) ‘I—CZX_BHC((X, _BaYa 67n7x) (327)

ile verilmektedir. Coziimdeki ikinci kisim x — O durumunda, x P teriminden dolay1
iraksamaktadir. Dalga fonksiyonunun sonlu ve sinirlarda siirekli olma sartlar1 uygulanirsa,
C, =0 ve He(a, B,Y,8,M,a) = 0 olmaktadir. Polinom olma sartt

5:—{%%% (n=1,2,3... (3.28)

seklinde verilmektedir.
3.3.3. Modifiye Bikonfluent Heun diferansiyel denklemi

Modifiye bikonfluent Heun diferansiyel denklemi

y (x)+ (1 +°‘—B—2ex)y’(x)+ (y—ae—Ze—z—i—M>y(x) =0 (3.29)

X 2x

seklindedir (Ronveaux ve Arscott , 1995) ve p = v/ex degisken doniigiimii yapilirsa,

Ve (- o)y (Tram2e s B )~
(3.30)
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elde edilir ve y(p) = p~(1+®)/2P(PB/VE)/2 £(p) doniisiimii yapilirsa,

% ) Bp Y [32 ) 1— 062
el e =0 3.31
Schrodinger tipi diferansiyel denkleme benzemektedir. Sinirlarda sonlu olan ¢oziimleri
ise,

)
flp) = C]x(l+0€)/2e—9(PJrB/\/E)ﬂ[.]B(OL7 %’ g’ = p) (3.32)
seklindedir. Polinom olma sarti
T o=
E—Oc—2n—|—2 (3.33)

seklinde verilmektedir.
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4. BULGULAR

Bu boliimde, oncelikle silindirik ve kiiresel simetrik kavitelerde kiitlesiz spin-1
parcacik denkleminin coziimleri ve rezonans frekanslar1 elde edilmektedir. Ikinci
asamada, radyal dereceli kirilma indisi fonksiyonuna sahip silindirik ve kiiresel
uzay-zamanda kiitleli spin-1 pargacik denkleminin M? — 0 limitindeki c¢oziimleri
elde edilmektedir. Ugiincii asamada, kiitle cekimsel alan ile kiitleli spin-1 alaninin
minimal ¢iftlenimi i¢in yazilan eylem fonksiyonundan elde edilen hareket denklemlerinin
coziilmesiyle radyal kirilma indisleri belirlenmektedir. Son olarak, belirlenen bu kirilma
indisi fonksiyonlar1 en genel halde elde edilen Kkiitleli spin-1 pargacik denkleminin
coziimlerinde kullanilarak, silindirik ve kiiresel kavitelerin rezonans frekanslar1 elde
edilmektedir.

4.1. Basamak Kirllma Indisine Sahip Kavitelerde Kiitlesiz Spin-1 Parcacik
Denkleminin Coziimleri

4.1.1. Silindirik kavitede kiitlesiz spin-1 parcacig

Bu kisimda, silindirik kavitedeki Maxwell denklemlerinin ¢oziimleri ile
kiitlesiz spin-1 parcacik denkleminin ¢oziimlerini karsilastirmak i¢in 2.38 denklemi
coziilmektedir. Silindirik simetrik uzay-zamandaki metrik tensor 3.1 denkleminde o =
B = 8 = 7= 0 kosulu uygulanarak

g =diag[1,—r*,—1,—1] (4.1)

seklinde bulunmaktadir. Minkowski metrik tensorii ise, N = diag[l,—1,—1,—1]
seklindedir. EZri uzay-zamana gecis icin 2.45 denkleminden tetradlar hesaplanirsa,

1
et = [1,;,1,1} 4.2)

seklinde bulunur ve 2.46 denkleminden egri uzay-zamandaki Pauli matrisleri

c'(x)=01, ()= %Gz, o’(x)=03,  o'(x) =04 (4.3)

olarak elde edilir. Bu matrislerle 2.42 denklemindeki spin baglanti terimleri hesaplanirsa,
[ =T3=I4,=0 ve Th= —303 (4.4)

seklinde bulunur.
Coziim i¢in silindirik simetrik dalga fonksiyonu 6nerisi
W(’,’ (l),Z,t) — eiwteimq)eikz

)
| (4.5)
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yapilip, hesaplanan spin baglanti terimleri ile birlikte 2.38 denkleminde yerine konulursa,

i+ k)R, + (dir + ?)Ro ~0 (4.6)
sioro+ (L 4+ DR R )" (R —R ) =0 4.7
o) 0+(Z+;>( +t —)—7( +—R)= 4.7)
i(0—Kk)R_+ (dir - ?)Ro ~0 4.8)

olmak iizere ii¢ tane birinci mertebeden diferansiyel denklem takimi elde edilir. Bu
denklemler diizenlenirse,

1/ 1 / 2 2 m2
RO—I—;RO—F(O) —k _I’_Z)RO =0 (4.9)
Bessel diferansiyel denklemi elde edilir ve u> = ®* — k* olmak iizere spinoriin Ro(r)
bileseni
Ro(r) = NiJy(ur) + No Y, (ur) (4.10)

olarak elde edilir. Burada, J,,(ur) Bessel fonksiyonu, ¥,,(ur) Neumann fonksiyonu ve
Ny, N, integrasyon sabitleridir.

Silindirik kaviteyi tanimlayan sinir kogullari,

_J0, r=0icin
Imlur) = {O, r=aigin’

@.11)
¢ = Cycos(kz) + Casin(kz) = {

0, z=0icin
0, z=Ligin

seklindedir. Burada, a silindirik kavitenin yaricapi, L silindirik kavitenin boyudur. r =0
icin Neumann fonksiyonu Y,,(ur) sonsuza gittigi i¢cin N, = 0 segilmektedir. r = a i¢in
Bessel fonksiyonunu sifir yapan degerler, X, , Bessel fonksiyonunun kokleri olmak iizere
ua = Ym, rezonans frekansim belirlemek i¢in kullamilmaktadir. Diger taraftan, z = 0
kosulundan C; = 0 olmas1 gerektii ve z = L kosulundan kL = pm olmasi gerektigi
anlagilmaktadir. Ayrica, m, n ve p kuantum sayilaridir.

Spinoriin diger bilesenlerini bulmak icin, Bessel fonksiyonunun indirgeme
bagintilar1 kullanilirsa,

00—k
R, =iN; JIm—1(ur) (4.12)
0+k
R = —iN1 + Jm+1(ur) (4.13)
u

olarak bulunur.
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u? = @? / c* — k? olarak tanimlandig1 hatirlanirsa, rezonans frekanslari

9)2

I (4.14)

c
olarak elde edilir. Sonu¢ olarak, bulunan kuantum mekaniksel rezonans frekansi 2.8
denklemiyle tam olarak denktir. Boylece, Sucu ve Unal (2002) tarafindan &nerilen
kiitlesiz spin-1 parcacik denkleminin tutarlilig1 gosterilmistir.

4.1.2. Kiiresel kavitede kiitlesiz spin-1 parcacig

Bu kisimda, kiiresel kavitedeki Maxwell denklemlerinin ¢oziimleri ile
kiitlesiz spin-1 parcacik denkleminin ¢oziimlerini karsilastirmak igin 2.38 denklemi
coziilmektedir. Kiiresel simetrik uzay-zamandaki metrik tensor 3.1 denkleminde
o = = 8 = 7= 0 kosulu uygulanarak

g = diag[1,—1*,—r*sin®0, —1] (4.15)

seklinde bulunmaktadir. Minkowski metrik tensorii ise, N = diag[l,—1,—1,—1]
seklindedir. EZri uzay-zamana gecis icin 2.45 denkleminden tetradlar hesaplanirsa,

ey = [1 L. 1} (4.16)

"1 rsin®’

seklinde bulunur.

Kiitlesiz spin-1 parcacik denklemi koordinat dondiirmelerinde de invaryant kaldig:
icin, Pauli matrislerine

S(0,0) = e 3970 (30 4.17)
dondiirme islemcisi uygulanabilmektedir (Sucu ve Unal , 2002). Béylece, dondiiriilmiis
Pauli matrisleri

6y ——03 ,0p——0G| ,03— —0p, G4 — G4, (4.18)
olarak bulunmaktadir.

Hesaplanan tetradlar1 kullanarak, 2.46 denkleminden egri uzay-zamandaki Pauli
matrisleri

1

4 _
rsinecz’ ° (x) =04

(4.19)

o' (x) = —o3, o?(x) = —-o1, o (x) = —

olarak elde edilir. Bu matrislerle 2.42 denklemindeki spin baglanti terimleri hesaplanirsa,

M =T4=0, TIh= —%02, s = %sin@cl — %cosecg,, (4.20)
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seklinde bulunur.

Hesaplanan spin baglant: terimleri ile birlikte 2.38 denkleminde yerine konulursa,

211 @10,y — {23(ra,+ 1)+ (2189 +Y, {%"e - ’c‘:ez3D }w —0 @20

elde edilmektedir. Biraz daha islem yapilirsa, yukaridaki denklem
2rl @ 10,y — {23(rar+1)—(2+8+—28)}\|/:0 (4.22)
olarak yazilir. Burada,

1
Y, = E(Zliizz),

(4.23)
Ly=(op@I+I®0p),  (b=1,2,3)
ve arttirma-eksiltme iglemcisi
de = T+ ——p+ Zcor® (4.24)
TR T Gne T 2 ‘
olarak tanimlanmaktadir ve 6zdegerleri ise,
0Dl =/ (j o+ 1)(jF D), (4.25)

seklinde hesaplanmaktadir. Burada, j toplam agisal momentum kuantum sayisidir.

Coziim icin kiiresel simetrik dalga fonksiyonu Onerisi

R+(F)DJ+1 m(6,0)
(”)Dém(e 0)
Ro(r)Dy,,(8,0)
R—(T)DJ_Lm(e,(P)

y(r,0,0,1) = (4.26)

yapilip, 4.22 denkleminde yerine konulursa, arttirma-eksiltme operatorleri sayesinde
acisal kismin 6zdegerleri de hesaplanabilmektedir. Burada, D{m(e,q)) kiiresel harmonik
fonksiyonudur ve

0 icot® ; ;
2189—1-22(%— 5 Z3)]D&m {La+ Y o }D{m 4.27)

seklinde ozdegerleri bulunabilmektedir. Boylece, geriye kalan radyal denklemler

d 1 i(+1
Y - jG+1)
r r

—i®
(mio+

Ryp=0 (4.28)
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—
rioRy— YIUTD
r

(Ry—R_)=0 (4.29)
(i(l) + i + l) R — M
dr r’ r
birinci mertebeden diferansiyel denklemlerdir. Bu denklemlerde f, = Ry +R_ ve f_ =
R, — R_ tanimlandiktan sonra tekrar diizenlenirse,
" 2 (] + 1
f+;f+(m2—](]r2 ))f,:o 4.31)

Ro=0 (4.30)

kiiresel bessel diferansiyel denklemi elde edilir. Spinor bilesenlerinden R ve R_’nin farki
I-

f- = Nij;(0r)+ Nan;(or) (4.32)
olarak elde edilir. Burada, j(®r) kiiresel Bessel fonksiyonu, n;(or) kiiresel Neumann

fonksiyonu ve Ny, N, integrasyon sabitleridir.

Kiiresel kaviteyi tantmlayan sinir kosullari,

. _J0, r=0icin
Jj(mr) - {O, r =a igin (4.33)

seklindedir. Burada, a kiiresel kavitenin yarigap1, p;, Bessel fonksiyonunun kokleri ve
n,j sirastyla kavite icindeki fotonun bas kuantum sayisi ve toplam agisal momentum
kuantum sayisidir. Ayrica, f—’nin ikinci ¢oziimii » = O i¢in sonsuza gitti8i i¢in N = 0
secilmektedir.

2
Boylelikle, uw = o /c2 —k? = % tanim1 kullanilarak elde edilen rezonans
frekanslari,

R L 4.34
o 2Ta ( )
seklindedir. Ayrica,
dR
G — igin (4.35)
dr
sinir kogsulundan
2 )
O} 1
- / (J; ) _o (4.36)
ifadesi bulunur. Bu sinir kosulu ile birlikte yaklasik rezonans frekansi
c
~—\Jj(j+1 4.37
frs—Vili+1) (4.37)

elde edilmektedir. Bu frekans bagintisina, iyonosfer tabakasinda olusan kuantum
mekaniksel Schumann rezonanslari da denilebilir. Sonu¢ olarak, bulunan kuantum
mekaniksel rezonans frekansi 2.19 denklemine esdegerdir. Boylece, Sucu ve Unal (2002)
tarafindan Onerilen kiitlesiz spin-1 parcacik denkleminin klasik sonuglarla uyumlu oldugu
gosterilmisgtir.
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4.2. Dereceli Kirllma Indisine Sahip Kavitelerde Kiitleli Spin-1 Parcacik
Denkleminin Coziimleri

4.2.1. Silindirik kavitede kiitleli spin-1 parcacigi

Silindirik uzay-zamandaki metrik tensor, en genel halde 3.1 denkleminde
verilmektedir. Bu metrik tensor kullanilarak spin-1 parcacik denkleminin ¢6ziimii i¢in
Dirac matrislerinin silindirik uzay-zamana gecisi

e B S
e (x) =diag e, — e %" (4.38)
r
tetradlar ile

TH(x) = e;;(x)y veya ot(x) = el‘,‘(x)csb (4.39)

b

yapilmaktadir. Burada, y? =y, sabit Dirac matrisleri ve 6” = 6, sabit Pauli matrisleridir.

Boylece, silindirik uzay-zamanda Dirac matrisleri

0 c’(x)
Yo (x) = ,
ch(x) 0 } (4.40)

elde edilmektedir.

Silindirik uzay-zamandaki Dirac matrisleri kullanilarak (2.48) denkleminde
verilen Kemmer matrisleri

0 I®cb(x) o)l 0
by |—I®6b(x) 0 0 o’(x)®1
PO =\_stmyer o 0 1©6*(x) (4
0 —ot(x)®I —I®c’(x) 0
1 00O
B4 =2 ) o o o (4.42)
000 -1

olarak elde edilmistir.

Denklem (2.41) ile verilen spin-1 baglant1 katsayilar1 i¢in, denklem (2.42)’deki
spin-1/2  katsayilar1 hesaplanmalidir.  Silindirik uzay-zamandaki Dirac matrisleri
kullanilarak hesaplama yapilirsa,

I'(x)=0 I (x)

Y B—o

2 0 o3
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i85, 0 e 0 o
[3(0) = —— {0 GJ L) =-"5"1s o0 (4.44)
terimleri elde edilir ve bu terimler kullanilarak spin-1 baglant1 katsayilar
Aj(x)=0 (4.45)
i(rp +1)ef2
row) = P s ) (4.46)
i5 5
Az(x) =— 7 L(IRI) (4.47)
/ 0 I®o; o1®I 0
_ yer* |I®o; 0 0 o1 ®I1
M) =="5 5,01 0 0 I®0] (448)
0 o1®I Iwo; O

olarak bulunmaktadir. Burada, b = 1,2,3 olmak iizere diiz uzay-zamanda ¥;, = (6, ® I +
[ ® 6)) spin-1 matrisleridir.

16 bilesenli simetrik spinor

Ry ] Roy
P, = ilketortmo) Rio g, — pilketortmo) R
Rio Ry |’
Ri_ Ry_
- ! - - g Z (4.49)
Roy Raq
Py = ei(kz—i—u)t—l—mq)) RZ() Y, = ei(kz—i—(ot—i—m(])) R4o
Ry Ry
—R2_— _R4_—

olmak {izere; silindirik simetrik uzay-zamanda elde edilen Kemmer matrislerini ve spin
baglant1 katsayilarin1 spin-1 dalga denkleminde yerine koyarsak

2e‘78, (‘Pl + ‘P4) + ZiM(lI’l — lP4)

L (4.50)
—+ {Z(x).V + A1 XoX3+ApXsX, + A321} (\Pz + ‘P3) =0
2¢ Yo, (‘Pl — \P4) + 2iM(lP1 + lP4)

oL i i 4.51)
— Z(x).V + A1 X0X5 +AoXsds + A3Xy (\Pz - lP3) =0
2iM(‘P2 + lPg) — [i(x)% + A1 XX3+ A22322:| (‘Pl - lP4) =0 (4.52)
2iM(¥y —¥3) + [i(x)% +A1E25+ A223221 (¥1+%4)=0 (4.53)
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dortlii denklem sistemi elde edilir. Burada, Aj = —i(rP + 1)e™%/2r, Ay = i8 e /2 ve
A3 = Y/e_“ olarak tanimlanmistir ve b = 1,2, 3 olmak iizere

Y(x) = 0p(x) @I +1@0,(x),
£(x) = 6p(x) ©1 —1®5p(x),
ib =6, —1X Gy,

(4.54)

olarak verilmektedir ve X,(x) egri uzay-zamanda, X, diiz uzay-zamanda spin-1

matrisleridir. Dalga fonksiyonu, elde

edilen bu denklem sisteminde yerine konulursa,

l{())e_y(Rl +R4)+ +M(Ry —R4)+}

d _ (4.55)
+ {ea(a +Y/ + Sl) + %} (R20+Ryp) +2ike Ry, =0
i{we‘y(Rl +R4)-+M(R —R4)_]
d B (4.56)
i ! m
+ {e‘a(a +Y+06)— eT} (Rao +R2()) — 2ike_5R2_ =0
i{ﬂ)ey(Rl +R4)o+M(Ry —R4)01
(4.57)
q,d me B
te (EJFY +B +;)(R2++R2—)— (Ryy —R,_)=0
l[(”e_y(Rl —R4)+ +M(Ry +R4)+} +
4.58
S ')+—me*6 (Rao — Ry3) = 0 s
€ dr Y r 20 20) —
i{me—Y(Rl —R4)_ +M(R, +R4)]
(4.59)
d ' me P
J— _a —_ - . - —
+|: € (dr+Y) r }(RZO Rzo) 0
i {(DeY(Rl —R4)o+M(R; +R4)0‘| — ikeis(Rz() — RZ()) =0 (4.60)

d o
—2iMR, + [e“(a +9)+

—2iMR,_ + [e“(% +8)—

me'*[3

] (Rl —R4)0—|— ikeiY(Rl _R4)+ =0 4.61)

me*[5

] (R1 —R4)0 — ikeiY(Rl —R4)_ =0 (4.62)
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—2iM (R0 + Ryg) +e°‘(dir +B + %) [(Ri —R4)++ (R — R4)_]

- (4.63)
- [(Rt—Ra)+ — (Ri—R4)-] =0
d o o 1
2iM(Rao — Ryj) — e—“(d— +B +8 +—)[(Ri+Ra)4 — (R +R4)_]
8 ' : (4.64)
+ 7% [(Ry+Ra) s+ (R +Ry)_] +2ike ¥Ry +Ry)o =0

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi, (R; £ R4)+,(R; — Ra)o, (Ra4 +
R>_)ve(Ry) = R,5) olmak iizere 8 adet fonksiyonun birinci mertebeden tiirevlerini
icermektedir. Ancak, ele alinan bu sistemde simetrik dalga fonksiyonunun tam olarak
saglanmast icin (Ro; — Ry_) = 0 olmalidir. Ayrica, onlu denklem sisteminde M2 — 0
limiti uygulanmistir. Boylece,

d2 ! / / !/ 1 d I " !/ !/ ! 1
- — 1= v — Z
{dr2+([3+8+3y a+r)dr+(6 Y+ (B+2r - +-)

5 (4.65)
(8/ +Y,) + &2* (wze_zy— ke 2 — ’%6—2[3) }(Rzo +R,5) =0
d2 / ! ! !/ 1 d " / / / / 1 /
—S+(B+8+3y —a+— | —+7 +(B+2y+8 —a +-)y
dr r/)dr r
5 (4.66)
+ 62(1 ((l)zeizy — k2€728 — %6723) } (R20 — RZO) =0
d2 / ! ! / 1 d " " 1 ! ! /
—+(B+d+3y—a+-)—+Pp +y —5+ 2y +5 —a)
dr r/)dr r 4.67)

2
(Bl —I—Yl + %) +62a(0)2€f2y_k26726 _ 7%67213) }(R2+ —|—R2_) =0
seklinde ikinci mertebeden diferansiyel denklemler elde edilmektedir. Eger o, B3, y radyal
katsayilar bilinirse, bu ikinci mertebeden diferansiyel denklemler ¢oziilerek Rog + R,5,
Ry0 — Ry ve Ry — Ry fonksiyonlar tespit edilebilir. Tespit edilen bu fonksiyonlar
kullanilarak, 16x1 bilesenli y spindriiniin diger bilesenleri de asagidaki denklemlerle
hesaplanabilir.

' d o+ -
(Ri+Rs)s = i{me—Y{(e—a[E +7 +8] % ) (R + Ryg)

. B (4.68)
+ 2ike8R2i] -M {i e*“(d— +y)+ K} (Rao — Rzo)}
r r
i B o d . me P
(R]-R4)i=;{0)€ Y|:(It€ [E""Y] T)<R20_RZ(~)):|
(4.69)

’ / —B
M [(e“[% +Y 8]+ %) (Rao + Ryg) = 2ike5R2i] }
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L P AR
(®1-+ R = { @t e B+ DRas )

, (4.70)
"€ Ry —RZ_)} + ikMe™®(Rag —Rzo)}
(Ri—R4)o = i'{(oey [ — ike™®(Rag —Rz())}
) u 1 Y (4.71)
;o me
-M [e_o‘(a +y+B + ;)(R2+ +Ry) — T<R2+ _RZ_)] }

4.2.2. Kiiresel kavitede kiitleli spin-1 parcacig

Kiiresel uzay-zamandaki metrik tensor, en genel halde 3.2 denkleminde
verilmektedir. Bu metrik tensor kullanilarak spin-1 parcacik denkleminin ¢oziimii igin
Dirac matrislerinin kiiresel uzay-zamana gecisi

e B B
el (x) = diag [e_a, — ——e ¥ (4.72)
r  rsin@
tetratlar ile
vH(x) = e,f(x)yb veya ct(x) = ef(x)cb (4.73)

b

doniisiimleri yapilmaktadir. Burada, y? =y, sabit Dirac matrisleri ve 6 = o, sabit Pauli

matrisleridir.

Kiitleli spin-1 parcacik denklemi de koordinat dondiirmelerinde invaryant kaldigi
icin, Pauli matrislerine

S(0',0) = e 20 72070 (4.74)
dondiirme islemcisi uygulanabilmektedir. Boylece, dondiiriilmiis Pauli matrisleri
6] —+ —03, O —>—0|, O©3— —03, G4—1, 4.75)

olarak bulunmaktadir. Kiiresel uzay-zamandaki Dirac matrisleri i¢in dondiiriilmiis Pauli
matrisleri cinsinden

(4.76)

olarak yazilir.

Kiiresel uzay-zamandaki Dirac matrisleri kullanilarak (2.48) denkleminde verilen
Kemmer matrisleri

0 I®c’(x) o)l 0
| —I®cb(x) 0 0 ol (x)®1
B () = —ot(x)®I 0 0 106 (x) @.77)
0 —ot(x)®I —I®c’(x) 0
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BH(x) =2ef(x)(I®1)

S oo =
(el o)
S o oo

S O O

olarak elde edilmistir.

(4.78)

Denklem (2.41) ile verilen spin-1 baglanti katsayilar i¢in, denklem (2.42)’deki
spin-1/2 katsayilar1 hesaplanmalidir. Kiiresel uzay-zamandaki Dirac matrisleri

kullanilarak hesaplama yapilirsa,

I[(x)=0 Ih(x) =

i(rp +1)eP* 5, 0
2 0 o

B i(rP + 1)sin0eP=* [5, 0 icot® |c3 0

[3(x) = - > 0 o2 |0 o
Y %0 o
F4(X): 2 |:G3 03‘|

terimleri elde edilir ve bu terimler kullanilarak spin-1 baglant1 katsayilari
Ai(x)=0

i(rB 4 1)eB—

Az(x): 5 Zz(]@[)
i(rB + 1)sin@eP— icot®
As(x) = | — U )2 I+ 5 Y| (I])
, 0 I®o; o3I 0
A(x)—YeH I®o3 0 0 031
A= 2 o3I 0 0 I ® 03
0 o3®1 I®o; 0

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

olarak bulunmaktadir. Burada, b = 1,2,3 olmak iizere diiz uzay-zamanda X, = (6, ® [ +

[ ® Gp,) spin-1 baglant1 katsayilaridir.

Degiskenlerine ayirma yontemi sayesinde, 16 bilesenli simetrik spinor

_R1+(”)D.i1,m(97¢)_ _R2+(r)Di1 n(0,0)]

B enee | oo
10 r)D r)D

[R1—(r)D’ ,,(8,9)] (R (r)D” ,,(8,0)_

[Ry (r)D +1m( ,0)] (R4 (r)D +1m( ,0)]
‘Pg—e’(‘” R2O(r) .,m( ’ ) 1P4:el(x)t R40(7‘) .,m( ’ )

R (r)Dy ,,(,9) Rao(r)Dy ,,(6,9)

Ry (r)D’ ,,(6,0)] (R4 (r)D’ | ,(8,0)_

28

(4.86)



BULGULAR Cavit TEKINCAY

olarak tanimlanir; kiiresel uzay-zamanda yazilan Kemmer matrisleri ve spin baglanti
katsayilar1 spin-1 dalga denkleminde yerine konursa,

2e‘78, (‘Pl +‘P4) + 2iM(lP1 — ‘P4)

Lo (4.87)
+ [Z(x).V + A1 (Z1Z2 = Xo%1) + A%, %3 +A3z3} (P2 +¥3) =0

2¢ o, (‘Pl — l1'4) + 2iM(lP1 + ‘{14)

2 o _ _ _ _ (4.88)
— E(x).V + Ay (2122 - 2221) + AoXo¥s +AszXs (le — lI":z,) =0

ZiM(‘Pz +‘P3) — [i(x)% + A (2122 — 2221) + AzZng,} (‘P] — l114) =0 (4.89)

=2

2iM(¥y — W3) + {Z(x).% + A (E1Z - 5%) + Azing} (P1+W¥4) =0 (4.90)

dortlii denklem sistemi elde edilir. Burada, b = 1,2, 3 olmak iizere

£(x) = 0p(x) @1 +1 R 5p(x),
5 (x) = 65 (x) O 1 — 1 @ &), (4.91)
ib: 6, QI —1R®GCy,

olarak verilmektedir ve X(x) egri uzay-zamanda, ¥, diiz uzay-zamanda spin-1 baglanti
katsayilaridir. Ayrica, A; = i(rB + 1)e=%/2r, Ay = icot®e P/2r ve A3 = —ye @
kisaltmalar1 yapilmaktadir. Bu denklem sisteminde agisal kisim,

p) i . .
lzlaﬁzz(ﬁ—w(; eZg)}D&m {La+ T 9 }D{x’m (4.92)
- 8¢ icot9 j j
Zlae—FZz(ﬁ— 5 %3) | D = — | E404+ —Z_0_ | DYy (4.93)

seklinde diizenlenir. Buradaki X ve BiD{x?m terimleri, 4.24, 4.24 ve 4.24 denklemlerinde
verilmistir. Ayrica, X4 = %(fl + ifz) seklinde hesaplanmaktadir. Elde edilen dortlii
denklem sisteminde spinoriin acisal kisminin 6zdegerleri ile radyal kisim ve spin
matrisleri yerine konulursa

—B
L . var e
1We Y(Rl —R4)+ + lM(Rl —|—R4>+ + v/ ](] + 1)T(R20 _RZ()) =0 (494)
e P
ioe Y(Ry —R4)_ +iM(Ry +Ry)— ++/j(j+ 1) (Rz() —Ry5) =0 (4.95)
d /
iCOeiY(Rl —R4)0 + iM(Rl —I—R4)() + eia[a +'Y](R2() — RZ()) =0 (4.96)
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d A |
l'(l)ei’Y(Rl +R4)+ +IM(R1 —R4)+ — 26706[5 —|—B —|—'Y + ;]R2+

B 4.97)
Vi) (R20+R20) 0
. -y . —o d ! /! 1
iwe '(Ry+Ry)-+iM(Ry —R4)—+2¢ *[—+P +v+—|R2—
dr r
B (4.98)
JG+ D (R20+R20) 0
e B
i(De*Y(Rl+R4)0—|—iM(R1—R4)0— (]—l—l) (R2+ Rz) 0 (4.99)
. wd 1 B
2IMRy, +e [E—'—B +;](R1—R4)+ _](]—l—l) (R1 R4)0:0 (4.100)
, wd o] B
2IMR,_ —e [E—i—l?) —I—;](Rl —R4)_—}- (]+1) (R] R4)():0 (4.101)
—B
2iM(Ryo + Ry) +/ j(J + 1)67[(1?1 —R4)+ — (R1 —R4)-]=0 (4.102)
d

)

iM(Rz() _RZG) —e ® —}-ZB + ;](R] —|—R4)0
-B

FVIGH D[R +Ra)s + (R~ Ry)-] =0

[_
dr (4.103)

seklinde birinci mertebeden diferansiyel denklemden olusan denklem sistemi elde
edilmektedir. Buradaki on adet denklem, birbirine ekleme-cikarma yapilarak M?> — 0
limitinde de diizenlenirse

d? 2\ d o2 b 2
2 — 2B — S 4+2(2B +2y —a + =
{d2 (B+y o+ )dﬂLB r2+([3+y 0c+r)

G ) (4.104)
(B/ + ;) + 2 ((,026727— %eﬂﬁ) }(Rzo +R,5) =0
d? 2\d IS N
{d 5+ (2[3 +3y o +2 )d—+y —(2[3 +Y+—)Y
" : (4.105)
1
+ &2 (0)26'_2Y — —](JI:ZI_ )8_25> } (R20 —Ry5) =0
d2 2 d n " 1 i i ! 1
{d 5 (ZB +3y —a 4 )d—r+B +v —r—2+(B +2y —a +;)
(4.106)

A | _ i(j+1) _
(B +'Y+;)+€2a(0)2€ 2"{—@6 2B)}(R2+—R2):O

7

seklinde ikinci mertebeden diferansiyel denklemler elde edilmektedir. Eger o, 3, y radyal
katsayilar bilinirse, bu ikinci mertebeden diferansiyel denklemler ¢oziilerek Rog + Ry5,
Ryy — Ry ve Ry — Ry fonksiyonlan tespit edilebilir. Tespit edilen bu fonksiyonlar
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kullanilarak, 16x1 bilesenli y spindriiniin diger bilesenleri de asagidaki denklemlerle
hesaplanabilir.

' d o o1
(R1+R4)x = i{ icoe*y[ze*‘)‘(E +B +v+ ;)RH

o . o (4.107)
JG+ ) (R20+R20 ) +MV (G +1)— R20_R26)}
i 0B
(Ri —R4)+ = ;{ —we '\ j(j+ 1) (RZO —Ry)
) 1 o (4.108)
M2 (4B Y + ) Ras— JG+ D= (Rao +Rzo)}}
, o B
(Ry+Ra)o— i{mev D (Rey —Ra)
u (4.109)
wd
M5 (R~ Ry |
. g
(Ri —R4)o = é{ —meiyfa(a +7) (R2o — Ry)
" (4.110)
NN~ (R2+ Ry )}
eB*“
Ry, +Ry = —— 2rB +2] (Rao + R 4.111
21+ + Ry J(]—}—l)[ d?‘+ 7'[3+ }( 20 1 2()) ( )

4.3. Dereceli Kirilma Indislerinin Belirlenmesi

Bu kisimda, silindirik ve kiiresel kaviteleri tanimlayan en genel haldeki metrik
tensorlerin bilinmeyen radyal katsayilari, spin-1 alani ile kiitle cekimsel alanin minimal
ciftleniminden elde edilen hareket denklemleri ¢oziilerek belirlenmektedir.

4.3.1. Kiitle cekimsel kirmiziya kayma icin silindirik kavitenin yapisi

Xue-Jun ve Chong-ming (1988) tarafindan onerilen izotropik kiiresel metrik,
silindirik koordinatlarda

ds? = —A*(dr? + r2do* + dZ?) + B2dr* 4.112)
seklindedir. Bu metrik i¢in 3.14 denklemi kullanilarak sistemin Lagranjiyeni hesaplanirsa

irBA?

BT
—2rB A = rBAYV, + T, 4.113)

L=—

olarak bulunur. Burada, W, = Ypy — /By ve V, = MW + V(W) kisaltmalar1 yapilir ve
kismi integrasyon sayesinde ikinci mertebe tiirevlerden kurtulduktan sonra; Ricci skaleri

R, —rBA” /A —2rB A’ olarak hesaplanr.
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Sistemin Lagranjiyeni, 3.15 ve 3.16 denklemlerinde yerine yazilirsa

" //

24" 24" A" 2BA" 2B 2B iy,

—— ——=t+ - — — =— -3V,
A A5 AT BAS  BA2 BAE A ¢ (4.114)
= Gz — Gy — Grp =1 p(r) — p(2)
" ! 2
4A° 4A 2A Ve
_F_m_3+F:7_2Ve:2fo:2p (4.115)
2 /]
A 2B A
Ve:P—I—W (4.116)
iy v (¥)
— =2¥Y M+ — 4.117
y\ { t 5y ( )
denklemleri elde edilir. Coziim asamasinda etkilesim potansiyelinin, V(¥) = —M¥
varsayimi altinda;
_ ! _/ o

A(r)=C; B(r) = Cy + Cslnr,

¢Oziimleri elde edilir. Burada, Cy, C> ve C5 integrasyon sabitleridir. Sinir kosullari,

—|—oo,  — oo
B(r) = {—oo, r—0 (4.119)
0, r=a

seklinde a yaricapli kavitenin yiizeyinde spin-1 parcaci@i hapsolacak sekilde
diizenlenirse, C; = —Ina ve C3 = 1 olmak iizere

B(r) =In(r/a) (4.120)

elde edilir. Ayrica, basitlik icin A(r) = C; = 1 ahinmigtir. Bdylece, enerji momentum
tensoriiniin bilesenleri

1

() =0 S S 4.121
P =P =0 (1) =plr) =~y @.121)
olarak elde edilirken, metrik ise

ds® = —dr* — }’2dq)2 —d7? + ln(rz/az)dt2 (4.122)

seklinde bulunur.
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4.3.2. Kiitle cekimsel kirmiziya kayma icin kiiresel kavitenin yapisi

Evans vd (1996) tarafindan onerilen izotropik kiiresel metrik

ds* =

0 (dr?* + r*d6* + r*sin*0d¢*) + Q7 (r)dr* (4.123)

seklindedir. Bu metrik i¢in 3.14 denklemi kullanilarak Lagranjiyen hesaplanirsa

2120/ @’ 1”2§2CI>/2 Q. ir’Q
- - Vet g2 Ve

®2 3 Pl

L (4.124)

bulunur. Burada, yine V, = MW + V(¥) ve ¥, = By — ¥ By kisaltmalar1 yapilir ve
kismi integrasyon yapilarak ikinci mertebe tiirevlerden kurtulduktan sonra elde edilen
Ricci skaleri R, 2r2Q &' /®? — 12Qd” /@3 seklindedir.

Sistemin Lagranjiyeni, 3.15 ve 3.16 denklemlerinde yerine yazilirsa

8PD'
r

400" + 227 6" = idy, — 2V, = 2G; = 2p (4.125)

202Q"  4P2Q 20D Q/ 40P

" 12 .

o 5 T o T20P +—— 30 =idy, -3V, 4.126)

= —ZGQQ—GW =1T—2p
n 200 Q
V, =" — (4.127)
Q
oV (¥

PP, = 2¥ [M+ %] (4.128)

denklemleri elde edilmektedir. Coziim agsamasinda, etkilesim potansiyeli V(¥) = —M¥
olmasi1 durumunda

Uiy — By =0,
Cs (4.129)
D(r)=C Q(r):C2+T,
seklinde ¢oziimler elde edilir. Burada, Cy, C; ve Cs integrasyon sabitleridir. Stnir kogullari,

1, r—oo

Q(r)= {—oo, r—0 (4.130)
0, r=a
seklinde a yaricapli kavitenin ylizeyinde spin-1 parcacigi hapsolacak sekilde
diizenlenirse, C; = 1 ve C3 = —a olmak iizere
Q=1-1 (4.131)
r
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elde edilir. Ayrica, basitlik i¢in ®(r) = C; = 1 alinmigtir. Boylece, enerji momentum
tensoriiniin bilesenleri

2a
—0 — - = 4.132
p()=0 T =pl) =~ @13
olarak elde edilirken, metrik ise
ds® = —dr® — d0* — Psin®0de* + (1 — 2)%dr? (4.133)
r

seklinde elde edilir.
4.4. Kiitleli spin-1 parcaciginin rezonans frekanslari

Kiitleli spin-1 parcaciginin 4.122 denklemi ile verilen silindirik uzay-zamandaki
rezonans frekansi 4.65, 4.66 ve 4.67 denklemleri ¢oziilerek dogrudan bulunabilmektedir.
Ikinci mertebeden tiirevli bu denklemlerde oo = = & = 0 ve y = [n(r/a) doniisiimleri
yapildiktan sonra, 3.17 denklemi ile verilen doniisiim yapilirsa Schrodinger benzeri
diferansiyel denklemler

f//+ [ 1 n 0)2 _kz_mZ_‘ll-f o (4 134)
1 -4r2(ln(r/a))2 (ln(r/a))2 rr | ! .
" [ 1 (02 5 m2 . 4_11“
i i —k = =0 4.135
2 s o/’ z P (139
| 1 1 2 ) m2+%
" + + —i* - —0 (4136
/3 _41’2(ln(r/a))2 r2ln(r/a) (ln(r/a))2 2 f3 ( )

denklemleri elde edilir. Burada, fi = Ry0 + Ry, f2 = R0 — Ry ve f3 = Roy + Ry olarak
tanimlanmustir. Bu denklemlerde u?> = 0?a® ve v = a’k? /4 olmak iizere r = ae’’? ve
f(x) = e"/*y(x) doniisiimleri yapilirsa,

" I 1 ex m2

i+ —4x2+u2;—vzex——4}y1=0 (4.137)
" [ 1 ex m2

ya+ —4x2+u2;—v2e"——41y2:0 (4.138)
" 1 1 m2+1

Vit |ga T ot s Ve - ]ysz() (4.139)

denklemleri elde edilir ve etkin potansiyeller, V.,

1 e m?
Vers, = Vesp, = @ﬂﬂ;—vzex_T (4.140)
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11 e* m*+1
Verpy = g3t i 5 —Vie' = :
olarak elde edilir. Denklemlerin bu formunda bilinen analitik ¢oziimleri yoktur. Bu
durumda x = 0 civarinda ve x — +oo sinirlarinda etkin potansiyelin davranigina bakilarak
yaklagik ¢oziimler elde edilebilir.

(4.141)

x — —oo durumunda etkin potansiyeller
Verpy = —m*/4  Vopp, = —(m*+1)/4 (4.142)
olmak iizere dalga fonksiyonlari

yl :Clemx/Z _'_Czefmx/z y3 :Clevm2+lx/2+czefvm2+1x/2 (4143)
olur. Bu sinirda, dalga fonksiyonunun sonlu olmasi i¢cin C; = 0 secilirse,
Vi =Cre™?2 oy = eV (4.144)

elde edilmektedir.

x — oo durumunda etkin potansiyeldeki e* diger tiim terimleri bastirdig1 icin etkin
potansiyeller iraksamaktadir. Bu nedenle, dalga fonksiyonlari bu kosulda sifir olmak
zorundadur.

x — 0 durumunda etkin potansiyeller, x = 0 civarinda e* ~ 1+ x + x> /2 seklinde
seriye agcmak etkin potansiyelin —1 < x < 1 araligindaki davranisini degistirmemektedir.

Bu yaklagimla birlikte etkin potansiyeller

1_|_4‘uZ luZ ) V2x2 lu2 5 m2
VeffI%T—f—;—V X—T—“?—V —T (4.145)
1+ 1+ 5, v 2, mP+d
Vore =2 —VX——+— -V — 4.146
oSHN e Ty TS 4 (4.146)

olarak elde edilmektedir.

Yaklagik etkin potansiyeller i¢in (4.137) ve (4.139) denklemlerinde € = v/ V2
olmak iizere p = /ex deZisken doniisiimii yapilirsa, (3.31) denkleminde verilen
bikonfluent diferansiyel denklemi elde edilmektedir ve ¢oziimii de

5
F(p) = Coa1+0/2g-P o +BVE 21, % v ) (4.147)
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seklinde elde edilmektedir. Buradaki sabit katsayilar

o = 2iu,
. A%
27
N (v 1)2 2m?* —1
2 22 8 (4.148)
\Q_;l_?_(v_ 1 2 2m? +1
e 2 22 g8
81:_/'127
62__2_4‘112’

ile verilmektedir.

Denklem (3.33)’de verilen polinom olma ifadesi c¢oziilerek,

2
c 1 gma m? c
Opmg = For | 4nF = ™0 4.149
nmg :Fa\/ ”$8+(\/§L) + T 2is ( )

seklinde rezonans frekanslar1 elde edilmektedir. Burada, n, bag kuantum sayisi; j,
toplam acisal momentum kuantum sayisidir. Ayrica, ¢, vakumdaki 1s1k hizi; a, kavitenin
yarigapidir.

Kiitleli spin-1 parcaci@imin 4.133 denklemi ile verilen kiiresel uzay-zamandaki
rezonans frekans1 4.104, 4.105 ve 4.106 denklemleri c¢oziilerek dogrudan
bulunabilmektedir. Ikinci mertebeden tiirevli bu denklemlerde oo = B = & = 0 ve
Y= 1—a/r doniigiimleri yapilirsa

" [ 2r—a ] . i 2 0)2,,2 ](]+1)

- =0 4.150

gl e e ]fl @150
/" [ 21’+a T / i a2—3ar m2r2 j(]+1)

o =0 4.151

f2+ _r(l”—a)_f2+ _r2(r—a)2+C2(r_a)2 2 :|f2 ( )
" [ 2r+a 1, i a 0)2}”2 ](]+1)

o = 4.152

f+ | r(r—a)| fr+ r(r—a)? + 2(r—a)? 2 =0 (4.152)

denklemleri elde edilir. Burada, fi = Ryo + Ry, f2 = R0 — Ry ve f3 = Ro; + Ry olarak
tanimlanmigtir. Bu denklemlerde

fi= ei(x)r/cr,/j(j+1)(r_a)i(x)a/cyl (I”),
= eimr/cr\/j(j—ﬁ—l)—l—l (r_a)\/3—0)2a2/62—1y2(r) (4.153)

b

f= ei(or/cr j(j+1)+1+1(r_a)ima/c71y3(r)

Y
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doniistimleri ve r = ax degisken doniisiimii yapilirsa ¢oziimler

= CIHC<210)a 2\/7 21(Da 260 2x)

— 2im 20) 204>
+C2x—2vf(f+1>HC( lca 2/ + 1), lca,c—za,z,x),

yz—Cch( 2 /— 210)a 2(0 2x)
2 2 2
L O VIO g (224 —2\/] G+ 1) 2\/3—(’) ,2°’f 3,%),
C

c

2ima 2iva 2w*a’
;2 ](]+1)+17777717x)+

(4.154)

y3 =CiHc(

_ nita 2im 20)2 2
Cor VI (2 o /1)1, 222 200,

seklinde elde edilmektedir. x — 0 durumunda c¢oziimler iraksadigi i¢in integrasyon
sabitlerinden C, = 0 alinmaktadir.

Denklem (3.28)’de verilen polinom olma ifadesi kullanilarak,

ic
®=—— n+1++/jj+1)—

(4.155)

3
n+1+4++/j(j+1)

seklinde rezonans frekansi bulunmaktadir. Burada, n, bag kuantum sayisi; j, toplam acisal
momentum kuantum sayisidir. Ayrica, ¢, vakumdaki 1s1k hizi; a, kavitenin yarigapidir.
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5. TARTISMA

Calismanin bu kisminda, silindirik ve kiiresel kavitede kiitlesiz spin-1 parcacik
denkleminden elde edilen sonuglar ile Maxwell denkleminden elde edilen sonuglar
kargilastirilarak Barut modelinden elde edilen denklemin tutarlilif1 tartisiimistir. Ayrica,
silindirik ve kiiresel uzay-zamandaki kiitleli spin-1 alan1 ile gravitasyon alanin minimal
ciftleniminden elde edilen hareket denklemleri ¢oziilerek kiitle cekimsel kirmiziya kayma
icin metrik katsayilart bulunmustur. Belirlenen bu metriklerde kiitleli spin-1 pargacik
denklemi coziilerek elde edilen rezonans frekanslar tartisitlmaktadir.

5.1. Kiitlesiz Spin-1 Parcacik Denkleminin Co6ziimlerinden Elde Edilen Rezonans
Frekanslari

Silindirik kavite i¢indeki kararli elektromanyetik dalga icin elde edilen rezonans
frekans1 2.8 denkleminde

2)2

7 (5.1)

—_C  [y2 212

fm7n7q zna Xm,n + p (
olarak bulunmustur. Kiitlesiz spin-1 parcacik denkleminin aym kosuldaki ¢oziimiinden
elde edilen rezonans frekansi 4.14 denkleminde verilmektedir ve karsilastirildiginda,
sonuclarinin ayn1 oldugu goriilmektedir.

Kiiresel kavite icindeki kararli elektromanyetik dalga i¢in elde edilen rezonans
frekansi 2.19 denkleminde

&
f= %\/z(zﬂ) (5.2)

olarak bulunmustur. Kiitlesiz spin-1 par¢acik denkleminin ayni kosuldaki ¢oziimiinden
elde edilen rezonans frekanst 4.34 denkleminde verilmektedir ve karsilastirildiginda,
sonuglarinin benzer oldugu goriilmektedir. Klasik c¢oziimdeki yoriinge mod sayisi,
kuantum mekaniksel coziimde yerini toplam agisal momentum kuantum sayisina
birakmaktadir.

5.2. Kiitleli Spin-1 Parcacik Denkleminin Coziimlerinden Rezonans Frekanslar:

Silindirik kavite i¢in hesaplanan kiitle ¢ekimsel kirmiziya kayma metrigi 4.122
denklemi ile verilmektedir. Bu uzay-zamanda, M? — 0 limitinde kiitleli spin-1 pargacig
icin elde edilen rezonans frekansi

2
c 1 gna m? c
— a4 (L) LT 53
Opng :Fa\/n$8+(\/§L) +4 + i (5.3)

seklindedir. Acisal frekansin hem gergcel hem de sanal kisminin olmasi, kuasinormal
modlar1 ifade etmektedir. Parcacik hareketini siirdiiriirken, bir yandan da soniim
yapmaktadir. Soniimiin nasil olacagi ise genellikle nitelik carpanmi Q ile belirlenmektedir.
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Nitelik carpani ne kadar biiyiikse soniim o kadar yavas olmaktadir. Nitelik carpani
Q = Wg /04, ile hesaplanabilir. Bu durumda nitelik ¢arpani

1 g*n%a®> m?
- e m 4
0 \/n$32+ 2 16 (5.4)

olarak elde edilir. A¢ik¢a goriildiigii gibi, kavitenin yarigapinin kavitenin boyundan cok
biiylik olmas1 durumunda cok yavas soniim yapan yiiksek performansl bir silindirik
kavite elde edilebilmektedir.

Kiiresel kavite icin hesaplanan kiitle ¢ekimsel kirmiziya kayma metrigi 4.133
denklemi ile verilmektedir. Bu uzay-zamanda, M? — 0 limitinde kiitleli spin-1 pargacig
icin elde edilen rezonans frekansi

0):—— n+1++j(j+1)—

(5.5)

3
n+1+4++/jj+1)

seklindedir. Acisal frekansin sadece sanal olmasi, parcacigin ¢cok hizlica soniimlii bir
hareket yaptigim gostermektedir. Bu durumda nitelik ¢arpanit Q = 0 olmaktadir.
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6. SONUC

Barut modelindeki kiitlesiz spin-1 parcacik denkleminin ¢oziimlerinden elde
edilen rezonans frekanslari ile klasik Maxwell denklemlerinin ¢éziimlerinden elde edilen
rezonans frekanslar1 vakumdaki silindirik ve kiiresel kavitelerde karsilastirildiginda,
bu frekans bagintilarinin birbirine denk oldugu bulunmustur. Vakumdaki silindirik
kavitenin frekanslar1 ayni bulunurken, vakumdaki kiiresel kavitenin frekanslar1 klasik
coziimlerdeki yoriinge acisal momentum mod sayisinin kuantum mekaniksel ¢oziimde
yerini toplam agisal momentum kuantum sayisina birakmasi disinda birbirine esdeger
oldugu goriilmiistiir. Boylece, Maxwell denklemlerinin icermedigi spin bilgisi, Barut
modeli kullanilarak rezonans frekans bagintisina kuantum mekaniksel olarak dahil
edilmektedir.

Barut modelinden elde edilen kiitleli spin-1 parcacik denklemi ise M? —
0 limitinde radyal bagimli katsayilardan olusan anizotropik metrik i¢cin en genel
halde c¢oziilmiistiir. Bilinmeyen bu katsayilar, kiitleli spin-1 alami ile Einstein kiitle
cekimsel alanimmin minimal ¢iftlenimi sonucu, Euler-Lagrange hareket denklemleri
ve Hamilton kisitlama denklemlerinin c¢oziilmesiyle kiitle ¢ekimsel kirmiziya kayma
icin belirlenmistir. Belirlenen metrikler, kiitleli spin-1 parcacik denkleminin en genel
halde ¢oziilmesiyle elde edilen diferansiyel denklemlerde yerine konularak, boyle bir
geometriye sahip uzay-zamanda M? — O limitli kiitleli spin-1 parcacigmin rezonans
frekanslar1 tespit edilmistir.

Rezonans frekans bagintilari, fotonun karakteristik davramigimi agiklamak icin
kullanilabildigi gibi kavitenin nitelik ¢carpanimi belirlemek i¢in de kullanilabilmektedir.
Vakumda ve kiitle ¢ekim alani etkisinin sabit oldugu ortamdaki kavitelerin rezonans
frekanslarinin sanal kisimlari sifir oldugu icin, nitelik ¢arpani sonsuza gider ve soniim
olmayan miikemmel kaviteyi tanimlamaktadir. Ote yandan, kiitle cekim alan1 etkisinin
radyal olarak degistigi silindirik kavitenin rezonans frekansi yari-normal mod olarak
bulundugu i¢in, kalite faktorii sonludur. Bu nedenle, boyle bir kavite icindeki kiitleli
spin-1 parcacigl bir yandan soniim yaparken bir yandan hareketine devam etmektedir.
Kiiresel kavitenin rezonans frekansi ise sadece sanal kistmdan olugmaktadir. Dolayisi ile,
boyle bir kavitenin nitelik ¢carpani sifirdir ve parcacik hizli bir sekilde soniimlenir. Ayrica,
belirlenen bu izotropik metrikler i¢in etkin kirilma indisleri ve kiitle-cekimsel kirmiziya
kayma hesaplanmustir.

Silindirik kavite i¢in hesaplanan 4.122 denklemindeki kiitle cekimsel kirmiziya
kayma metrigi tekrar incelendiginde; 3.4 denklemi kullanilarak etkin kirilma indisi

nepf(r) = m (6.1)

olarak elde edilmektedir. Burada, kirilma indisi kavitenin i¢inde ve disinda sifir ile sonsuz
arasinda degismektedir. Kavitenin yaricapinda sonsuza gitmektedir. Kiitle cekimsel
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kirmiziya kayma ise 3.5 denklemi kullanilarak hesaplanirsa

1
o= In(r/a)
seklinde elde edilmektedir. Etkin kirilma indisi kavitenin i¢inde ve diginda [0,eo)

araliginda degistigi icin, e dogal logaritma olmak iizere 0 < r < ae araliginda maviye
kayma; ae < r < oo aralifinda kirmiziya kayma gerceklesmektedir.

—1 (6.2)

Kiiresel kavite icin hesaplanan 4.122 denklemindeki kiitle ¢ekimsel kirmiziya
kayma metrigi tekrar incelendiginde; 3.4 denklemi kullanilarak etkin kirilma indisi

1

nefs(r) =1 7 (6.3)

seklinde elde edilmektedir. Etkin kirilma indisi kavitenin i¢inde sifira giderken, kavitenin
disinda bire gitmektedir ve kavitenin yarcapinda ise sonsuza gitmektedir. Kiitle cekimsel
kirmiziya kayma ise

1

:1_—61/’,_

Z (6.4)

seklinde bulunmaktadir. Kavitenin ic¢inde kirilma indisi sifira gittigi i¢in maviye
kayma, disinda ise kirilma indisi bire gitti8i icin ne kirmiziya ne de maviye kayma
gerceklesmektedir. Kavitenin yaricapinda ise, kirtlma indisi sonsuza gittigi i¢in sonsuza
giden bir kirmiziya kayma gerceklesmektedir.
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