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OZET

LINEER DIFERANSIYEL DENKLEM SISTEMLERININ COZUMLERI ICIN
LAGUERRE KOLLOKASYON YONTEMI

Gamze YILDIRIM
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damisman: Doc.Dr. Suayip YUZBASI

Haziran 2018, 116 sayfa

Bu tezde, yliksek mertebeden degisken katsayili lineer diferansiyel denklem sistem-
lerini niimerik bir sekilde ¢6zmek i¢in Laguerre polinomlarini temel alan bir kollokas-
yon yontemi sunulur. Ilk olarak, Laguerre Polinomlar1 ve tiirevleri matris formunda yazi-
lir. Daha sonra matris bagintilar1 ve kollokasyon noktalar1 araciligiyla lineer diferansiyel
denklem sistemi bir lineer cebirsel denklem sistemine indirgenir. Problemdeki kogullar
Laguerre polinomlar tiiriinden matris formunda yazilir. Elde edilen cebirsel sistem ile
kosullarin matris formu kullanilarak yeni bir lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir.
Elde edilen yeni cebirsel denklem sistemi ¢oziilerek, diferansiyel denklem sistemi proble-
minin yaklagik ¢oziimiiniin katsayilar1 belirlenir. Problem i¢in rezidiiel hata tahmini tek-
nigi sunulup yaklasik ¢oziimler iyilestirilir. Sunulan metot ve hata tahmini teknigi, nii-
merik ornekler ile agiklanir. Onerilen yontemin sonuglar1 bagka yontemlerin sonuglart ile

karsilagtirlir.

ANAHTAR KELIMELER: Kollokasyon noktalar1, Kollokasyon yéntemi, Laguerre kol-

lokasyon yontemi, Laguerre polinomlari, Lineer diferansiyel denklem sistemleri.

JURI: Doc.Dr. Suayip YUZBASI
Prof.Dr. Nurcan BAYKUS SAVASANERIL
Do¢.Dr. Ramazan KARATAS



ABSTRACT

LAGUERRE COLLOCATION METHOD FOR SOLUTIONS OF SYSTEMS OF
LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS

Gamze YILDIRIM
MSc Thesis in Mathematics
Supervisor: Doc.Dr. Suayip YUZBASI

June 2018, 116 pages

In this thesis, a collocation method based on Laguerre polynomials is presented to nu-
merically solve systems of linear differential equations with variable coefficients of high
order. Firstly, the Laguerre polynomials and their derivatives are written in matrix form.
Then, the system of linear differential equations is reduced to a system of linear algeb-
raic equations by means of matrix relations and collocation points. The conditions in the
problem are written in the form of a matrix of Laguerre polynomials. A new system of li-
near algebraic equation is obtained by using the obtained algebraic system and the matrix
form of the conditions. By solving the system of the obtained new algebraic equation, the
coefficients of the approximate solution of the differential equation system problem are
determined. For the problem, the residual error estimation technique is offered and app-
roximate solutions are improved. The presented method and error estimation technique
are explained by numerical examples. The results of the proposed method are compared

with the results of other methods.

KEYWORDS: Collocation method, Collocation points, Laguerre collocation method, La-

guerre polynomials, Systems of linear differential equations.
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GIRIS G. YILDIRIM

1. GIRIS
1.1. Amacg ve Kapsam

Diferansiyel denklemler ve diferansiyel denklem sistemleri matematik, fizik ve dina-
mik gibi bilim ve elektrik, hidrolik ve mekanik gibi miihendisligin bir¢ok alaninin 6nemli
bir parcasidir. Bu denklemlerin veya denklem sistemlerinin tam ¢oziimlerinin hesaplan-
masi1 bazen miimkiin degildir, bu durumlarda denklemlerin veya denklem sistemlerinin
yaklagik coziimleri bizim i¢in onemli bir rol oynar. Yaklagik ¢oziimlerin hesaplanmasi
icin cesitli metotlar kullanilabilmektedir. Bugiine kadar, diferansiyel denklemlerin nii-
merik ¢oziimleri icin Runge-Kutta yontemi (Runge 1895; Kutta 1901), Newmark-Beta
yontemi (Newmark 1959), Lax-Wendroff yontemi (Lax 1960), Euler yontemi (Atkin-
son 1989), Adomian ayristirma yontemi (Adomian 1988), varyasyonel iterasyon yontemi
(He 1999), homotopi pertiirbasyon yontemi (He 1999), Taylor siralama yontemi (Wang
2014), Bernstein siralama yontemi (Akyiiz-Dascioglu vd. 2014), gelistirilmis rasyonel
Chebyshev kollokasyon yontemi (Ramadan vd. 2014) ve Lucas siralama yontemi (Ce-
tin vd. 2015) gibi bir¢cok yontem vardir. Bu yontemler diginda literatiirde bircok metot
mevcuttur. Fakat tiim bu metotlar1 uygularken de bilgisayar programlarina ihtiya¢ duyul-
maktadir. Ciinkii; denklemlerin veya denklem sistemlerinin ¢dziimlerini daha kisa siirede
elde etmek isteriz ve elde edilen sonuclarin giivenilirliginin arttirilmasini amaclariz. Kul-
lanilan bilgisayar programlarina 6rnek olarak da Matlab, Matematica, Maple, C++ ve

Wolfram’1 verebiliriz.

Ayrica, lineer Fredholm integral denklem sistemlerinin niimerik ¢oziimleri i¢in rasyo-
nellestirilmis Haar fonksiyonlar1 yontemi (Maleknejad ve Mirzaee 2003), lineer integro-
diferansiyel denklem sistemleri i¢in rasyonellestirilmis Haar fonksiyonlar1 yontemi (Ma-
leknejad vd. 2004), Fredholm integro-diferansiyel denklem sistemlerinin niimerik ¢o-
ziimleri i¢in Tau yontemi (Pour-Mahmoud vd. 2005), lineer Fredholm-Volterra integro-
diferansiyel denklem sistemlerinin Chebyshev polinom yontemi (Akyiiz-Dagscoglu ve Se-
zer 2005), lineer Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denklem sistemlerinin ¢éziimleri
icin Taylor kollokasyon yontemi (Giilsu ve Sezer 2006), integro diferansiyal denklem sis-

temlerinin ¢oziimleri i¢cin He’nin homotopi pertiirbasyon yontemi (Yusufoglu 2007), in-
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tegral ve integro-diferansiyel denklem sistemleri i¢in diferansiyel doniisiim metodu (Ari-
koglu ve Ozkol 2008), lineer Fredholm integro-diferansiyel denklemler i¢in Taylor poli-
nom yontemi (Kurt ve Sezer 2008), integro-diferansiyel denklem sistemleri icin varyas-
yonel itarasyon yontemi (Saberi-Nadjafi ve Tamamgar 2008), lineer Fredholm integro-
diferansiyel denklemlerinin Legendre polinom ¢oziimleri (Yalcinbas vd. 2009), lineer
Fredholm integral denklem sistemleri i¢in Modifiye homotopi pertiirbasyon yontemi (Ja-
vidi 2009), lineer Volterra integral denklem sistemlerinin Taylor polinomlariyla niimerik
coziimleri (Sorkun ve Yalcinbag 2010), Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denklem-
lerinin Chebyshev polinom c¢oziimleri (Yiiksel vd. 2012), Fredholm integro-diferansiyel
denklem sistemleri i¢in modifiye ayristirma metodu (Zarali ve Rabbani 2012) ve karisik
lineer integro-diferansiyel fark denklemlerine Taylor yaklasim yontemi (Aslan vd. 2015)

izerine ¢aligmalar da mevcuttur.

Bu ¢alismada kullanilacak olan, lineer diferansiyel denklem sistemlerinin niimerik ¢6-
ziimleri ile ilgili; Chebyshev polinom ¢oziimleri (Akyiiz-Dascioglu ve Sezer 2003), Ado-
mian ayrisma yontemi (Biazar vd. 2004), Taylor polinom ¢o6ziimleri (Sezer vd. 2005),
diferansiyel doniisiim metodu (Abdel ve Hassan 2008), He’nin varyasyonel iterasyon
yonteminin iyilestirilmesi (Tatari ve Dehghan 2009), diferansiyel doniisiim yontemi ve
Laplace doniisiim yontemi (Thongmoon ve Pusjuso 2009), Bessel kollokasyon yontemi
(Yiizbasi vd. 2011) ve iistel Chebyshev kollokasyon yontemi (Ramadan ve Abd El Salam

2016) iizerine caligiimigtir.

Bunlara ek olarak, adi ve rasyonel diferansiyel denklem sistemleri icin Revize Ado-
mian ayrisma yontemi (Jafari ve Daftardar-Gejji 2006), rasyonel diferansiyel denklem
sistemleri i¢in Homotopi analiz yontemi (Zurigat vd. 2010), multi-pantograph denklem
sistemleri i¢cin Bessel kollokasyon yontemi (Yiizbasi 2012), diferansiyel-fark denklem
sistemlerinin yaklagik ¢oziimleri i¢in Taylor kollokasyon yontemi (Gokmen 2014) ve li-
neer integral denklem sistemlerinin block-pulse fonksiyonlarinin iyilestirilmesiyle niime-
rik ¢coziimii (Mirzaee 2016) gibi denklem sistemleri i¢in literatiirde daha bir¢ok calisma

vardir.

Ilaveten, Laguerre kollokasyon yontemi ile lineer olmayan Lane-Emden diferansiyel
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denklemler (Parand ve Taghavi 2008), kararsiz gaz denklemleri (Parand vd. 2009), di-
feransiyel denklemler (Sar1 2009), diferansiyel-cebirsel denklemler (Akcay 2010), lineer
gecikmeli fark denklemleri (Giilsu vd. 2011), rasyonel diferansiyel denklemler (Khader
vd. 2012), lineer integro-diferansiyel fark denklemleri (Giirbiiz 2012), baglangi¢ sinir-
deger problemleri (Tatari ve Haghighi 2014), germe yiizeyine baglh akis ve 1s1 transferi
(Khader 2014), Lane-Emden tipi fonksiyonel diferansiyel denklemler (Giirbiiz ve Sezer
2014), pantograph tipi Volterra integro-diferansiyel denklemler (Yiizbas1 2014) ve dik-
dortgensel bolgede lineer kompleks diferansiyel denklemler (Vural 2017) ¢oziilmiigtiir.
Biz de bu tezde lineer diferansiyel denklem sistemlerini ¢6zmek i¢in Laguerre kollokas-

yon yontemini uygulayacagiz.

1.2. Tarihi Gelisim

Edmond Nicolas Laguerre, 9 Nisan 1834’°te Fransa’nin Bar-le-Duc kentinde diinyaya
gelmistir. Edmond Laguerre ¢ocukken saglik sorunlar1 yasamis ve bu onun c¢aligmala-
rina engel teskil etmistir. Bu saglik problemlerinden dolay1, ailesi onu bir devlet okulun-
dan digerine nakletmek zorunda kalmiglardir. Fakat Laguerre 1852°de Paris’te bulunan
Fransa’nin en iyi iiniversitesi ve askeri okulu olan Ecole Polytechnique’ye girebilmisgtir

ama her giin yorgunluktan muzdarip olmustur.

Laguerre modern diller ve matematikte yetenek gosterebilmesine ragmen sinifinda
sadece 46. siradaydi. Fakat bu hicbir sekilde onun yetenegini yansitmamaktaydi, aksine
saglik sorunlarindan ¢ok kétii bir sekilde etkilendiginin gostergesiydi. Zaten yetenekli bir
matematikci oldugunun bir gostergesi, bu siire i¢inde ilk eserini yayimlamasiyla verilir.
On the theory of foci 1853’te ortaya cikti ve bu karmagik izdiisiimsel cizgiler arasin-
daki agiyr arastiran en 6nemli ¢calismalarindan biridir. Laguerre 1854°te Ecole Polytech-

nique’den mezun oldu ve askeri bir kariyer karar ald1.

1854 ile 1864 yillar1 arasinda Strasbourg yakinlarindaki Mutzig’de silah iiretimi icin
calisan bir topcu subay1 olarak gorevlendirildi. Fakat bu donemde matematik ¢aligsmala-
rina devam etti ve 1864 yilinda komisyonundan istifa ettikten sonra Ecole Polytechni-
que’ye 0gretmen olarak geri dondii. Hayatinin geri kalaninda orada kaldi ama 1874’ten

sonra Ecole’de aragtirmaciydi. Calismalarinin biiyiik bir hayrani olan Bertrand, Bilimler
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Akademisi secimlerinde onu destekledi ve ayn1 zamanda ek bir goreve atanmasini da des-
tekledi. Yani; College de France’deki matematiksel fizik profesorii olmasini da destekledi.
Bu goreve 1883’te atandi ama her zaman kotii olan sagligi, Subat 1886°da tamamen kotii

bir hal aldi. Bunun iizerine Bar-le-Duc’a geri dondii ve alt1 ay sonra da oldii.

Laguerre yaklasim metodlar iizerine ¢alistt ve en ¢ok Laguerre diferansiyel denklem-
lerinin ¢6ziimii olan 6zel fonksiyonlu Laguerre polinomlariyla anilir. Bu ¢alisma denklem
(1.1)’deki integralin x’ten co’a kadar oldugu yerleri arastiran 1879’da yayimlanan ¢alis-

masiyla ortaya ¢ikmusgtir.

/ ex d (1.1)
0

Ik birkag terimi integral icin iyi bir yaklasim saglayan iraksak bir seri buldu. Ayrica
bilesenleri Laguerre polinomlarini gerektiren yakinsak olan integral i¢in gerekli siirekli
kesir genigligini de buldu. Dikeylik iligkilerini kanitlad1 ve keyfi bir fonksiyonun Laguerre
polinomlarinda bir "Fourier type" serisinde genigletilebilecegini gostererek polinomlarin

ozelliklerini aragtirmaya devam etti.
Bernkopf soyle diisiiniir;

Laguerre’nin bu incelemesi sadece Laguerre denklemlerinin ve polinomlarinin ve on-
larin ozelliklerinin kesfinden dolayt degil, ayni zamanda yakinsak oldugu bilinen en eski

sonsuz kesirlerden birini icerdigi icin de onemlidir. Iraksak bir seri ile gelistirilmis olmast

ozellikle dikkat ¢ekicidir.

Matematikten bagka, Laguerre’nin hayatinda biiyiik rol oynayan sadece ailesiydi. Evli

ve iki kiz1 vardi. Zamaninin ve enerjisinin ¢cogunu bu iki kizinin egitimine adada.
Bernkopf soyle der;

Laguerre, cagdagslar: tarafindan arastirmasina, é6gretimine ve iki kizimin egitimine tut-

kuyla bagli olan sessiz, nazik bir adam olarak goriiliirdii.

En 6nemli ¢caligmasi analiz ve geometri alanlarinda idi. Geometrideki ¢aligmalari o do-
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nemde Onemliydi ama Cayley’in calismasi ve Klein’in ¢alismasi olan "Lie grup teorisi"
tarafindan geride birakilmisti. Laguerre, o donemin 6nde gelen dergilerinde yayimladigi
140 inceleme yazdi; bu nedenle niye sadece 6zellikle yukarida belirtilen sonuglarla tanin-

digin1 sormak mantiklidir.
Bernkopf bu soruyu sdyle inceler;

O halde Laguerre’nin ¢alismasini degerlendirmek icin ne soylenebilir? Zeki ve yeni-
lik¢i oldugu kuskusuz. Aslinda 22 yildan daha kisa olan ¢alisma hayatinda birgok birinci
swif eserler iiretti. O halde neden onun adi ¢cok az biliniyor ve eserleri ¢cok nadir alinti
yvapilir? Ciinkii Laguerre o kadar zekiydi ki sadece detaylar iizerine ¢alisti, onemli de-
taylar ama yine de detaylar. Bir kere bile cesitli parcalar bir araya getirmek ve onlari
tek bir teoriye koymak icin geri adim atmadi. Sonug, eserleri cogunlukla baskalar: tara-
findan kegfedilen daha genel teorilerin birkag ilging ozel durumlart olarak ortaya ¢cikmis

olmasidr.

Oldukca sert olarak diisiiniilen bu degerlendirmeye ragmen, Laguerre’nin ¢calismasina

hala ilgi vardir ve asagida tartisilan 6rnek olarak goriilebilir.

Darboux ve Laguerre tarafindan verilen eliptik fonksiyonlarin ek teoreminin geomet-
rik olarak kanmitlanmasiyla 1867 de eliptik fonksiyonlar ve kartezyen ovaller arasindaki
derin iliskiler de kuruldu. Darboux homofocal ovallerin sistemlerinin ortogonalligini ka-
nitladiginda, ovallerin ek teoremin geometrik bir yorumunu sagladigini ve integral ¢ozii-
miiniin cebirsel formunu olusturdugunu da gostermistir. Ote yandan Laguerre, iki koni-
nin igine ve disina poligonlar yerlestirmesi hakkindaki Poncelet’in teoremini kullanarak

anallagmatik egrilerin yardimiyla ek teorisini kanitladi.

Laguerre’nin biitiin ¢aligmalari iki cilt halinde yayimlands. Ik cilt 1898’de ve ikinci
cilt 1905’te olmak iizere Hermite, Poincare ve Rouche her iki bolimii de yayinladi.
Bunlar, yaklasik yiizyil sonra 1972’de yeniden basilmasi icin ilging oldugu diisiiniildii.
1986°da Laguerre’nin ilk olarak 1885°te yayimladig1 Recherches sur la géométrie de di-
rection’un yeni baskis1 Research on the geometry of direction ortaya ¢ikti. Tekrardan yeni

baski iiretilmesi onun sonuclarina hala biiyiik bir ilginin oldugunu gosteriyor.
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Laguerre’nin alti makalesini iceren calisma orijinal olarak Nouvelles Annales de
Mathématiques’de bastlmistir. Sur le regle des signes en géométrie (1870); Transfor-
mations par sémi-droites réciproques (1882); Sur les anticaustiques par réflexion de la
parabole, les rayons incidents étant paralléles (1883); Sur quelques propriétés des cycles
(1883); Sur les courbures de direction de la troisicme classe (1883) ve Sur les anticaus-

tiques par réfraction de la parabole, les rayons incidents étant perpendiculaires a I’axe

(1885).

Biyografiyi Bonnet’in Laguerre i¢in yaptig1 degerlendirmesini alintilayarak bitirelim:

O cagimizin en keskin zekali geometricilerinden biriydi. Geometrideki buluslar: onu
Chasles ve Poncelet’i takip edenler arasinda ilk siraya koydu ( http://www-history.

mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Laguerre.html).

1.3. Laguerre Polinomlariyla Ilgili Calismalar

Ortogonal polinomlar veya 6zel fonksiyonlarin ¢arpimini igeren integraller analizin,
fizigin ve mekanigin cesitli alanlarinda kullanilan énemli bir materyaldir. Bu materyal-
lerin matematiksel modelleri diferansiyel ya da integro-diferansiyel gibi denklemlerin
veya denklem sistemlerinin ¢oziimii i¢in kullanilmaktadir. Laguerre polinomlar: da Hil-
bert uzayinda tanimlanan ortogonal polinomlardir ve [0,00) araligindaki yaklagimlarda
kullanilir. Ornegin, 2, 3 veya N-boyutlu harmonik salmimla birlikte hidrojenin dalga
fonksiyonlart genellestirilmis Laguerre polinomlarini igerir. Bahsedilen tip denklemler
elemanter metodlarla ¢oziilebilir; fakat cogu zaman tam ¢oziimii bulmak zor oldugu i¢in
seri ¢oziimlerine bagvurulur. iste bunlardan biri de Laguerre diferansiyel denklemlerinin

veya denklem sistemlerinin ¢dziimleri olan Laguerre polinomlarina dayali serileridir.

Cogu fiziksel problemler ve bunlarin fen ve miihendislik alanlarindaki uygulamalari
siirsiz araliklarda tanimlanan adi-kismi diferansiyel ve integro-diferansiyel denklemleri
icerir. Fakat, kiy1 dalgalarinin yayilimindaki gibi, kiy1 hidrodinamiginde daha ¢ok goriiliir.
Benzer tipteki problemler, meteorolojide de karsimiza cikar. Sayisal ¢6ziim yaklasimi ve
ozellikle sonsuzda kosullarin davranigi i¢in kullanilan teknikler arasinda spektral yontem-

ler bulunmaktadir. Spektral yontemler bir azalan iistel ile carpilan Laguerre fonksiyonlari
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veya polinomlarinin agilimlarindan kaynaklanir.

Laguerre polinomlarinin diizensiz 1s1ik degisimleri ve kuantum teorisinde onemi bii-
yiiktiir. Ozellikle karmagik bir yapiya sahip kuantum teorisini formiile etmede, 2-boyutlu
Hermit ve Laguerre polinomlar1 uygun bir aractir. Hermit polinomlar ailesi ile Laguerre
polinomlarinin birlestirilmesi derin bir matematik bilgisiyle birlikte faydali olabilir. Dat-
toli (2004) Lagurre ve tam olmayan Hermite polinomlari arasindaki bu iligkiyi incelemek
icin operasyonel bir metot ortaya koymustur. Bu metot, klasik ve kuantum optik gibi
arastirma alanlarinda ¢ok gii¢lii bir arastirma yontemi olarak kullanilmaktadir. Laguerre
polinomlar1 kuantum mekaniginde tek-elektronlu atomun (Hidrojen atomu) Schrodinger

denkleminin radyal kisminin ¢oziimlemesinde goriiliir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Onbilgiler

Tanim 2.1. Bir bagimsiz degisken ile bagiml degisken ve bagimli degiskenin bagim-
s1z degiskene gore tiirevlerini ifade eden denkleme adi diferansiyel denklem denilir. Bir

bagiml degiskenli diferansiyel denklem genel olarak

fyyyny™) =0 (2.1)

biciminde gosterilir. Burada y(™, 3/’nin z’e gore n’inci tiirevini temsil eder. (2.1) acik

formda

(n)

y™ = g(z,y,9,Y ey, y™Y)

seklinde ifade edilir (Poole 1936).

Tanmm 2.2. a;,0 € R ve x;’ler de degisken olmak iizere (z: = 1,2, ..., n),

a1, + sy + ... + apT, = b

bicimindeki bir ifadeye lineer denklem ad1 verilir (R. Boelkins 2009).

Tamm 2.3. a;;,b; € R ve z; bilinmeyenler olmak iizere (¢ = 1,2,...,m,j =1,2,...,n)

a1 + 199 + ...+ ATy — bl

A91%1 + A92To + ... + GopT, = by

(2.2)

Am1T1 + QmaTa + ... + QrnTn = by

bicimindeki bir ifadeye lineer denklem sistemi denir (R. Boelkins 2009).

Tanim 2.4. (2.2) lineer denklem sisteminin matris gosterimi Ax = B bicimindedir. Bu-

rada,
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air Q12 ©rQ1p T by
Q21 A22 ) X2 by
A= " ,X = ve B =
i Am1 Am2 "anwz_ Tp ] L bm
olmak lizere ~ _
a11  A12 a3 by
Q21 A22 ) ;o by
[A:B] = " (2.3)
Am1  Am2 *Amn ; bm

(2.3)’e, sistemin genisletilmis katsayilar matrisi denir (Goode 2000).

Tanim 2.5. Bir lineer denklem sisteminde, sistemin genisletilmis katsayilar matrisinde

yapilan elementer satir ve siitun iglemleri sistemin ¢oziimiinii degistirmeyeceginden, [A : B|

genigletilmis katsayilar matrisi indirgenmis eselon forma getirilerek ¢éziimler bulunabilir.

Bu yontemle sistemi ¢6zmeye Gauss-Jordan yok etme metodu denir (Goode 2000).

Tanim 2.6. A, n x n tipinde bir matris olmak iizere, |A| # 0 oldugunda A matrisine

(tersi mevcut ise) non-singiiler (regiiler) matris, |A| = 0 oldugu zaman da A matrisine

(tersi mevcut olmayan) singiiler (regiiler olmayan) matris adi verilir.

Eger, her B € R"” i¢cin, Ax = B lineer denklem sistemi tek bir ¢oziime sahipse, A

tersinirdir. Bu ¢6ziim de

ile gosterilir (R. Boelkins 2009).

x=A"'B

Tamm 2.7. (2.2) lineer denklem sisteminin ¢oziimii icin; A, A matrisinin determinanti

olmak tizere,

by
by

Q12

22

An2

..aln

. .a/2n

.-ann

aZ&XQ

a; by
az by
an1 bn
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ay aiz by

az azy by
Ax,, =

Ap1 Ap2 - bn

determinantlar1 hesaplanip tek ¢6ziim olan,

AXl . AXz o AXn
A , Ly = A y ooy I = A

xTr =

degerleri elde edilir. Ax = B lineer denklem sistemini ¢c6zmek i¢in uygulanan bu kurala

Cramer Kurali1 ad1 verilir (Goode 2000).

2.2. Laguerre Polinomlari

Fen ve miihendislik problemlerinde matematiksel bir model olarak ¢ok sik karsilagilan
zy +(1—x)y +ny=0 (2.4)

seklindeki ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem Laguerre diferansiyel denklemi
olarak adlandirilir. Sadece n negatif olmayan tamsay1 oldugunda bu denklem tekil olma-
yan ¢oziimlere sahiptir. Bu denklemi saglayan polinom fonksiyonlara Laguerre polinomu

denir ve n = 0,1, 2, 3, ... olmak iizere (2.5) ile gosterilir.

n

Lo(z) = Z(—1)Tw2n—!'xr (2.5)

— (n—r)!

Laguerre polinomlari i¢in bir bagka gosterim Rodrigues formiilii ile asagidaki gibi

ifade edilir.

e* d"
LIn(w) = 1 gm

(")

Ayrica, negatif indeks polinomlari, pozitif indeks olanlar kullanilarak asagidaki gibi

ifade edilebilir (http://www.popflock.com/learn?s=Laguerre_polynomials).
L_,(z) =€e"Ly1(—x)

10
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L, (z) Laguerre polinomlarini (2.5)’ten yararlanarak asagidaki ¢izelgedeki gibi goste-

rebiliriz.

Cizelge 2.1. Ik 8 Laguerre polinomu

n | L,(z)

0 |1

1 —x+1

2 | 3(2? — 42 +2)

3 | #(—a®+ 92 — 182 +6)

4 | (2t — 162% + 7222 — 96z + 24)

5 | g(—a® + 25z* — 2002® + 6002* — 600z + 120)

6 | =55(a% — 362° + 4502* — 24002® + 54002 — 4320z + 720)

7 | 2o (=" +492° — 882z + 73502* — 294002° + 52920z% — 35280z + 5040)

8 | o35 (2% — 6427 + 156825 — 188162° + 1176002 — 3763202 + 5644802
—322560z + 40320)

L, (z) Laguerre polinomlarini (2.6)’dan yararlanarak asagidaki ¢izelgedeki gibi de

gosterebiliriz.

o io(_l)Z(ni Z) Li(x) 2.6)

11
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Cizelge 2.2. Laguerre polinomlarinin bagka bir gosterimi

1 L()(I)

x | Lo(z) — Li(x)

2?2 | 2Lo(z) — 4L1(z) + 2Ly ()

23 | 6Lo(x) — 18Ly () + 18Ly(x) — 6L3(x)

xt | 24Lo(z) — 96Ly(x) + 144Ly(x) — 93L3(x) + 24L4(x) — 120Ls(x)

25 | 120Lo(x) — 600Ly () + 1200Ls () — 1200 Ly () + 600La(x) — 120Ls(x)

25 | T20Lo(x) — 4320 Ly () + 10800 Lo () — 14400 L () + 10800 Ly () — 4320 Ls ()
4720 L6 ()

27| 5040Lo(x) — 35280Ly () + 105840Lo(2r) — 176400Ls(x) + 176400 Ly(x)
—105840Ls () + 35280Lg(x) — 5040 Ly ()

25 | 40320Lo(x) — 322560L, () + 1128960 Lo (2r) — 2257920Ls () + 2822400 L4 ()
2957920 Ls(x) + 1128960 L () — 322560L () + 40320 L ()

2.2.1. Laguerre diferansiyel denkleminin seri ¢oziimii

(2.4) Laguerre diferansiyel denkleminde x = 0 noktasi, denklemin bir diizgiin tekil

noktasi oldugundan Frobenius teknigi uygulanabilir ve Frobenius serisi olarak

oo o0
y = a° E a,r" = E a,x""*
r=0 r=0

biciminde bir ¢6ziimii elde edilebilir. Yontem igin v ve ' tiirevleri

y =3 0+ s)aat !
r=0
ve
y' =) (rts)(r+s—Daa ™
r=0

olarak bulunur ve (2.4) Laguerre denkleminde y ve tiirevleri yerine koyuldugunda,

00 00
Z(T+S)(T+S _ 1)aTxr+sfl —I—Z(T—FS)CLTSCTJFSil
r=0 r=0
—|—Z T+ s)a,x T+5+Znar =0
r=0

12



KAYNAK TARAMASI G. YILDIRIM

bulunur. Denk olarak

Z {(r +s)(r+s—1)+(r+ s)] aya" T 4 Z(n —r—s)a,a"" =0
r=0 r=0
yazabiliriz. Diizenlersek,
Z(r + s)2arm’"+‘9_1 + Z(n —-r— s) a,x" =0
r=0 r=0
buluruz. Ikinci seride 7 yerine r — 1 yazarsak,
Z(r + S)Qarx”“*l + Z(n —r—s+1)a,_12" =0
r=0 r=1
buluruz ve diizenlersek
s2apr® ™t + Z [(7’ + S)QCLT + (n —r—s4+ 1)ar_1 Tl =0 2.7)

r=1

elde ederiz. (2.7)’de ag # 0 oldugu i¢in

2 =0 ve (r+s)2ar+(n—r—s+1)ar_1:0, r>1

buluruz. Bdoylece, s = 0 oldugu i¢in katsayilar arasinda

n—r—+1

2 a?"7177a21

Ay =
r

rekiirans (tekrarlama) bagintist bulunur. » = 1,2, 3, ... i¢in tekrarlama bagintisindan

ay = —1zag, (ao keyfi sabit)
_ _n—1 _ n(n—1)
2 = =75z 41 = o Qo

(2.8)

a, = (—1>Tn(nfl)("af))éu(nfr+l)ao

13
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(2.8)’deki katsayilar n € N olmak iizere a, keyfi sabitine bagl olarak elde edilir. Buradan

Laguerre denkleminin bir ¢oziimii (s=0 i¢in)

o0
2 3 1
y(z) = E a,x" = ag + a1 + ax® + asr® + ... + a,x" + appq "
r=0

= ap (1 7 n ~x+ nin — 1):(:2 4+ (—1)Tn(n —Dn—r+t l)x’" + )

1) (2172 ()2

bicimindedir. Boylece y(x) seri ¢oziimii, verilen bir n € N degeri i¢gin, n. mertebeden
bir polinom olur. Bu polinom n. mertebeden Laguerre polinomu olarak adlandirilir ve

asagidaki gibidir (Bell 1967).

= n! ,
D

2.2.2. Laguerrre polinomlariin tiimevarimsal tanim

Laguerre polinomlarinin tanimini tiimevarimsal olarak da yapabiliriz, tanimdaki ilk

iki polinom:

bicimindedir ve her £ > 1 i¢in, asagidaki yineleme iligkisini kullanabiliriz
( http://www.popflock.com/learn?s=Laguerre_polynomials).

(2k+1—2)Li(x) — kLp_1(x)
k+1

Lyi(x) =

2.2.3. Laguerrre polinomlarimin iireten fonksiyon o6zelligi ve ortogonalligi

Laguerre polinomlarinin iireten fonksiyon 6zelligi asagidaki gibidir (Bell 1967):

14
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xT

Teorem 2.8. L, (x) Laguerre polinomlari, / = [0,00) araliginda w(x) = e~ * agirlik

fonksiyonuna gore ortogonal bir sistem olusturur. Yani

(L, Ly) = / e L (2) LY (z)dx =0, m#n
0

ortogonallik 6zelligi saglanmaktadir.

Ispat Laguerre polinomlarinin birbirine dik fonksiyonlar oldugunu ispatlayabilmek icin,
/ e Ly () Ly (z)dz (2.9)

0
(2.9) integralinin m # n i¢in 0’a esit oldugunu gostermemiz gerekir. Bu amagla, (2.9)

integralini hesaplamak i¢in dnce Laguerre polinomlarinin iireten fonksiyon 6zelligini kul-

lanarak;
= L, (z)t" 2.10
=~ 2 L@ (2.10)
ve
eT=s e .
= > Li(x)s (2.11)

m=0

yazabiliriz. (2.10) ve (2.11)’1 ilk olarak birbirleriyle ve daha sonra da e~ ile ¢arparak,

—xt —xs

el-t el-s
1—t1—s

Z e " Lp(x) Ly (2)t"s™ = 7"

n,m=0

(2.12)

buluruz. (2.12)’de sag ve sol tarafin x’e gore integralini aldigimizda,

00 —xt —xs

Z [/ e_an(x)Lm(x)dx] t"s™ :/ A

n,m=0

buluruz. Bu integrali de

B 1 * —a(lr )
=) ¢ “

biciminde yazarak kolayca alabiliriz ve

15
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- 1— st
= it”s"
n=0

elde ederiz. Boylece Laguerre polinomlarinin diklik iligkisini,

o0 0, n#mise
/ e "Ly(x)Ly(z)de = 0ppy , Onm =
0 1, n=mise

seklinde buluruz. Sonug olarak, Laguerre polinomlarinin agirlik fonksiyonu e™*’e gore

dik oldugunu goriiriiz (Bell 1967). U
2.3. Lﬁf‘)(a:) Laguerre Polinomlari

vy 4+ (a4+1—2)y" +ny=0
diferansiyel denkleminin n,a € N i¢in polinom ¢6ziimlerine genellestirilmis Laguerre
polinomlar1 denir (Bell 1967).
231, LY () Laguerre polinomlarimin 6zellikleri

e n. mertebeden genellestirilmis Laguerre polinomlarinin kapali formu asagidaki gi-

bidir.

16
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n

g = (0 g

— n—i)il
Buradan ilk birkac genellestirilmis Laguerre polinomunu asagidaki gibi yazabiliriz.

LM (x) =1

Lﬁ“’(x) =—ar+a+1

L) = 5 — (o 2)a + D
L) = =%

3 (a+3)z? (a+2)(a+3)z (a+1)(a+2)(a+3)
R — 2 + 6

e Tiimevarimsal olarak genellestirilmis Laguerre polinomlarinin da tanimini yapabi-
liriz, tanimdaki ilk iki polinom:

Lga)(:v) =l4+a—=x

bicimindedir ve her £ > 1 icin, asagidaki yineleme iliskisini kullanabiliriz.

Ll(jr)l (1') =

2k +1+4a—z) L) — (k+ ) L!Y, (z)
k+ 1

a = 0 6zel durumu i¢in genellestirilmis Laguerre polinomlarini agsagidaki gibi gos-
teririz.

17
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e Genellestirilmig Laguerre polinomlari i¢in Rodrigues formiilii asagidaki gibidir.

er~ 0 ,
) G

e Genellestirilmis Laguerre polinomlari icin iireten fonksiyon 6zelligi asagidaki gibi-

dir (http://www.popflock.com/learn?s=Laguerre_polynomials).

232, LY () Laguerre polinomlarmin dikligi

Teorem 2.9. Lgf‘)(:zc) Laguerre polinomlari, & > —1 olmak kosuluyla I = [0, o0) arali-

«

ginda w(x) = x“e~* agurlik fonksiyonuna gore ortogonal bir sistem olusturur. Yani

(Lo, L;) = / e L (@)L (2)dr = 0, i # j
0

ortogonallik 6zelligi saglanmaktadir.
ispat L\ (x) Laguerre polinomlarinin sagladig diferansiyel denklem,
eD*L () + (a4 1 — 2) DL (x) + nL® (x) = 0 (2.13)
()

bicimindedir. Ly,  (x) de bu denklemi saglayacagi igin,

eD*LY(z) + (a4 1 — 2) DL (2) + mLY (z) = 0 (2.14)

18
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yazabiliriz. (2.13) ve (2.14) esitliklerinin sag ve sol taraflar1 x*e™ ile carpilip gerekli

diizenlemeler yapildiginda,

D[z**'e " DL (x)] + na®e "L () = 0 (2.15)
D[z e " DL (2)] + ma®e "L (z) = 0 (2.16)

bulunur. (2.15) esitligi L\S (z) ile, (2.16) esitligi de L (z) ile carpilip, bulunan esitlikler

taraf tarafa ¢ikarildiginda,

(m —n)a®e LY (2) L\ (z) = LY (z)D {:co‘ﬂexDLgf‘) (x)]

n

—L(x)D {:)j"‘“e_IDL;?)(x)}

(m — n)ae~"Li? (x) Lip (x) = D {xaﬂw{w ()DL ()

— L\ ()DL (2) }]

bulunur. Yukaridaki esitliin sag ve sol tarafi (0, co) araliginda integre edilirse,

t—o00

(m—n) / 2% L (2) L\ (z)dx = lim {anrle—x{ng) (z)DL(z)
0

t
—Lﬁba)(a:)DLgf)(x)}} (2.17)
0

elde edilir. (2.17) esitliginin sag tarafi 0 oldugundan m # n igin,

/ 2%~ L (2) L) (z)dx = 0, m#n
0

elde edilir. Sonug olarak, Lgla)(:v) Laguerre polinomlari (0, 00)’da w(x) = 2%  agu-
lik fonksiyonuna gore dik bir sistem olusturur (Bell 1967). U

233. LY () Laguerre polinomlarmin Hermite polinomlariyla iliskisi

Hopn(z) = (—1)"22n) Ln(-2) (22)
Honir(2) = (—1)7220+ 0z L8 (22)

19
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Burada H,(x), "fizik¢i versiyonu" olarak adlandirilan agirlik fonksiyonu e*zz’ye dayali
Hermite polinomlaridir. Bu nedenle, genellestirilmis Laguerre polinomlari, kuantum har-
monik osilatoriin isleyisinde ortaya ¢ikar

(http://www.popflock.com/learn?s=Laguerre_polynomials).

20
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3. MATERYAL VE METOT

Bu calismada, m. mertebeden £ bilinmeyenli lineer degisken katsayili
SN Py (@) = gilz), i=1,2,.,k 0<a<z<b (31
diferansiyel denklem sisteminin

(a2 (a) + 0799 (D) = Ay, i=0,1,2,..,m—1, n=1,2,....k (3.2

n

I
o

J
karigik kosullar1 altinda yaklasik ¢oziimlerini elde etmek i¢in Laguerre kollokasyon me-

todu olusturulacaktir. Burada;

y](.o)(:c) = y;(x), Dbilinmeyen fonksiyon,

Pri(z) wve gi(z), a < <barahfmnda tammli fonksiyon,

n '3
aij. by

ve A,;, uygun reel sabitlerdir.

Laguerre kollokasyon metodunda amacg; (3.1) denklem sisteminin (3.2) kogsullar al-

tinda
N

yin(@) = ainLn(z), i=1,2 .k (3.3)

n=0

seklinde tanimli V. mertebeden kesilmis Laguerre serisi cinsinden yaklasik ¢oziimiinii
elde etmektir. Burada NV pozitif tamsay1 ve serinin kesme sinir1, a; ,,’ler belirlenecek olan

Laguerre katsayilari ve L, (x)’ler ise

ile taniml1 Laguerre polinomlaridir.

21



BULGULAR VE TARTISMA G. YILDIRIM

4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, ilk olarak kollokasyon noktalar1 tanimlanip yontemde gerekli olan te-
mel matris bagmtilar1 yazilarak ¢6ziim yOnteminin isleyisi aciklandi ve rezidiiel hata
tahmini tekni8i sunularak yaklasik ¢oziimler iyilestirildi. Daha sonra, yontemin dogru-
lugunu ve etkililigini test etmek icin bazi sayisal ornekler sunularak belirlenen yaklagik
¢oziimler ve rezidiiel diizeltmeler tablo ve grafiklerde gosterildi. Orneklerle ilgili hesapla-
malar Matlab’da yazilan programlar kullanilarak bilgisayarda uygulandi. Ayrica, niimerik

orneklerde bagka yontemler ile karsilastirmalar da yapildi.

4.1. Kollokasyon Noktalarinin Tammmlanmasi

(3.1) diferansiyel denklem sisteminin (3.2) kosullarina gore (3.3) biciminde bir ¢ozii-
miinii elde etmek i¢in;

b—a
N

Ti=a-+ t,, 1=0,1,2,... N

ile taniml1 kollokasyon noktalarin1 kullanacagiz. Burada;
a<z<b wve a=xp<z1<..<x,=0

dir.

4.2. Temel Matris Bagintilari

(3.1) ile ifade edilen m. mertebeden £ bilinmeyenli lineer degisken katsayil1 diferan-
siyel denklem sisteminin (3.3) formunda yaklasik ¢6ziimiinii elde etmek amaciyla, bilin-
meyen Laguerre katsayilarinin bulunmasi gerekmektedir. Bu amacla ilk olarak (3.3) ile
taniml1 ¢oziim fonksiyonu ve tiirevlerinin matris formunu bulalim. (3.3) ¢6ziim fonksiyo-

nunu matris formunda yazarsak;
yj(x) =L(x)A;, =12,k 4.1)
elde ederiz. Burada;

A] = a].70 aj,l e ajJV y j = 1,2, ,k'
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L(z) = | Lo(z) Li(z) -+ Ly(2) ]

Ix(N+1)

dir. Daha sonra, L(x) Laguerre polinomlar: standart bazlarin vektorii cinsinden
LY (z) = DX"(2) <= L(z) = X(2)D” 4.2)

olarak yazilir. Burada;

X(x):[lxe xN] :
1x(N+1)

@ o 0 0
6 S0 o 0
—1)0 _1\1 _1\2
p-| 56 S0 S0 0
_1)\0 _ 1)1 _1)2 _1\N
S S0 SEG) o S0
| <4 (N+1)x(N+1)

dir. (4.2)’deki L(z) Laguerre polinomlarinin matris formunu (4.1)’de yerine koyarsak ¢o-

ziim fonksiyonunun matris formunu asagidaki gibi bulmusg oluruz.

yi(z) = L(z)A; = X(2)DTA; (4.3)

Simdi, X (z) ve k. tiirevi olan X*) () arasindaki iliskinin matris formunu bulalim.

X(z) = [ 1 2 22 (4.4)

o |
Ix(N+1)
(4.4)’lin tiirevi alindiginda

/

X(:v)=[0 1 2z - NxN—l} = X(z)B"

elde edilir. Burada B” agagidaki gibidir.
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[ 0O10 --- 0 ]
002 --- 0
B =|: ¢ . , (B = I (n+1)x(n+1) birim  matris
o000 -+ N
(000 - 0] (N+1)x(N+1)

Buradan, benzer sekilde X () ve X¥)(z) arasindaki iligki

X" (z) = X'(2)(BT)? = X(2)BT(BT)? = X (2)(B")? (4.5)

olarak bulunur.
Simdi, (4.5)’i kullanarak y;(z) in rekiirans iliskisini matris formunda bulalim. (4.3)’ten

yj(x) asagidaki gibidir.
yi(r) = X(2)DTA;, j=1,2,..,k
Buradan, y](.") ()
y;(x) = X'(2)DTA; = X(z)B'DTA;

yj(2) = X (z)B"DT A, = X(2)B"B'D"A; = X(z)(B")?D" A,

yj (v) = X'(2)(BT)’DTA; = X(2)B"(BT)’D"A; = X(z)(BT)’D" A,
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olarak bulunur. Burada, j = 1,2,....,k ve n = 0,1,2, ..., m dir. O halde, y™ (z), asagi-
daki gibi ifade edilebilir.

y™(z) = X(z)(B)"DA, n=0,1,2,...,m (4.6)
Burada,
y"” () X(z) 0 0
(n)
N ys () _ 0 X(x) 0
y( )<x> = ? . ) X(ZC) = . )
(n) e
| Yk (x) 11 L 0 0 X(z) J kexk
BT 0 0 DT 0 0
_ 0 BT 0 _ 0 DT 0
B = , D= ,
0 0 BT 0 0o --- DT
L d kxk L 4 kxk
Ay
P
L Ak 4 kx1
dir (Yiizbas1 2011).

4.3. Coziim Yontemi

I1k olarak (3.1) sistemini matris formunda asagidaki gibi gosterelim.

m

> Pu(2)y"(z) = g() (4.7)

n=0
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Burada,
Pry(z) Piy(x) - Piy(x) " (x)
P (x) Pl(z) --- Ph(x T
Pn(x) _ 21( ) 22( ) Zk( ) ’ y(")(a:) _ Yo ( ) ’
i Biy(z)  Py() Piy(z) 1 ik | Yk (z) 1 et
91(x)
92(x)
g(x) = ,
i gr () 11

dir. Yontem icin kollokasyon noktalari

b—a
N

Ty =a+ s, s=0,1,2,...N 4.8)

seklinde tanimlandi. Simdi, (4.7)’de (4.8)’deki gibi tanimlanan kollokasyon noktalarini

kullanirsak;

m

Z Pn(%)y(n) (z0) = g(z0)
n=0
> Pu(z)y™ (@) = g(a1)
n=0
> Pu(an)y™(zn) = glay)
n=0
elde ederiz. Kisaca;
Z P,(z,)y"™ (z,) = g(z,), s=0,1,2,....N
n=0

matris denklem sistemini elde ederiz. Buradan temel matris formu asagidaki gibidir.

> P,YW=aG (4.9)
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Burada,
P, (zo) 0 0 y" (o)
Pn _ 0 Pn(ll/’l) 0 ’ Y(n) _ y(n)(JIl) ’
0 0 P.(zn) y ™ (zy)
g(wo)
G- g(«iﬁl)
| g(on) |

dir. Simdi, (4.6)’da (4.8)’deki kollokasyon noktalarini kullanirsak;

y™(z,) = X(z,)(B)"DA, s=0,1,2,...N

elde ederiz. Bunu

Y™ = X(B)"DA (4.10)
biciminde de yazabiliriz. Burada,
X(fﬁo)
X = X(_xl) ,
| X(an) |
X(xs) 0 0
_ 0 X(xs) -+ 0
X(zy) = . . . , s=0,1,2,.... N
I 0 0 coe X(m) Lo

dir. Simdi, (4.10)’u (4.9)’da yerine koyarsak;

{ zm:PnX(B)"D}A =G (4.11)

n=0
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temel matris denklem sistemini elde ederiz.

(4.11)°deki P,,, X, B, D, A ve G matrislerinin boyutlar sirastyla k(N + 1) x k(N + 1),
B(N +1) x k(N + 1), k(N + 1) x k(N + 1), k(N + 1) x k(N + 1), k(N + 1) x 1 ve
E(N +1) x 1 du.

Boylece, (3.1) denklem sistemine karsilik gelen (4.11) temel matris denklem sistemini

asagidaki formda yazabiliriz.

WA =G [W: G| (4.12)

veya

Bu da k(N + 1) bilinmeyen Laguerre katsayilarindaki k(N + 1) cebirsel denklemin bir

lineer sistemine karsilik gelir. Burada,
W =) P,X(B)'D=[w,,), pqg=12..kN+1)
n=0

dir. Simdi, kosullara karsilik gelen matris formunu bulalim. Bu amacla, ilk olarak (4.6)
yardimiyla,
y™(a) = X(a)(B)"DA, (4.13)

n=20,1,....m

y™(b) = X(b)(B)"DA, n=0,1,...,m (4.14)

yazabiliriz. Buradan, (3.2) kosullarinda (4.13) ve (4.14)’1i yerine koyarak kosullara karsi-

lik gelen matris formunu asagidaki gibi bulabiliriz.

m—1
[a;X(a) + b;X(b)] (B))DA = A (4.15)
§=0
Burada,
ajl 0 0 b]1 0 0 A1
0 a? 0 0 2 0 A
a; = ’ . b= ’ C A=,
0 0 aé“ 0 0 bk Ak
Cl%’j b%‘)’j )\i70
CL} 1’] ’ b; = I ) >\Z ! 1= 1a 27 = k
ain—l,j i bfn—l,j i Aiim—1




BULGULAR VE TARTISMA G. YILDIRIM

dir. (4.15)’teki kosullara karsilik gelen matris formunu agagidaki gibi de yazabiliriz.

UA =)\ wveya [U;) (4.16)
Burada, U
m—1
U=> [4;X(a) + b;X(b)](B)'D
=0

bicimindedir. Son olarak, W ve G matrislerinin satirlarini, sirasiyla, U ve A matrislerinin
satirlartyla de8istirecegiz ve boylece yeni genisletilmis matris formunu elde edecegiz.
Yeni genisletilmis matris formu

WA =G
seklindedir. Kolaylik saglamak icin, (4.12) matrisinin son mk satir1 (4.16) ile degistiri-

lirse, yukaridaki sistemin genisletilmis matris formu asagidaki gibidir.

Bununla birlikte, son satirlar1 degistirmek zorunda degiliz. Ornegin, W matrisi tekil ise,

W2 1

Wk,1

)

Wk+1,1

Wr(N—m+1),1

Uyl

U2,1

um,l

Um+1,1

Umk,1

wq,2

W2 2

Wk, 2

)

Wk+1,2

Wr(N—m+1),2

Uy,2

U292

um,Z

Um+1,2

Umk,2

W1,k(N+1)

W2 k(N+1)

Wk, k(N+1)

Wr+1,k(N+1)

WE(N—m+1),k(N+1)

UL k(N+1)

U2, k(N+1)

Upn, k(N+1)

Um+1,k(N+1)

Umk,k(N+1)

o zaman ayni1 katsay1 veya hepsi 0 olan satirlar degistirilebilir.

29

91(o)
92(o)

gk(l’o)
91(1)

gk(xN—m)
A1,0
ALl

)\l,mfl

A2,0

)\k,m—l
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Eger; rankW = rankz[W; é] = N + 1ise, o zaman,
A=(W)'G (4.17)
yazabiliriz.

Bilinmeyen Laguerre katsayilar matrisi A, bu lineer sistem ¢oziilerek belirlenir ve a; o,
a1, a;n (0= 1,2,... k)ler (3.3)’te yerine koyulur. Dolayisiyla, Laguerre polinom

cOziimlerini buluruz. Laguerre polinom ¢oziimleri

N
yin(r) =Y ainLa(z), i=12,..k (4.18)
n=0
dir.

Ote yandan, det(W) = 0 oldugunda, eger, rankW = rank[W; G] < N+1 ise, ozel bir
¢6ziim bulabiliriz. Aksi durumda, eger, rankW # rank|W; G] < N + 1 ise, bir ¢6ziim

bulamayiz.

4.4. Rezidiiel Hata Tahmini ve Coziimlerin Iyilestirilmesi

Bu boliimde, lineer diferansiyel denklem sisteminin Laguerre yaklasik ¢oziimii i¢in
rezidiiel fonksiyonu kullanarak bir hata problemi olusturup hata tahmini yontemi verile-

cektir. m. mertebeden k bilinmeyenli lineer degisken katsayili

m k
ZZPZ"](x)yJ(")(:C) =gi(x), i=1,2,...,k, 0<a<ax<b 4.19)

n=0 j=1

diferansiyel denklem sisteminin

3

(aPy$ (@) + 0799 (1) = Ay, i=0,1,.om—1, n=1,.k (4.20)

n

I
o

J

karisik kosullar1 altinda

N
yin(r) =Y aiaLa(z), i=1,2 ..k 4.21)
n=0

seklinde taniml kesilmis Laguerre serisi cinsinden yaklagik ¢6ziimii olsun. y; ve y; n s1-

rastyla, tam ve yaklasik ¢oziimleri gostermek ilizere gercek hata fonksiyonlari

ein(@) =yi(x) —yn(z), i=1,2 .k
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seklinde tanimlanmaktadir. $imdi, (4.21) ¢oziimii (4.19)’da yazilarak R; v rezidii fonksi-

yonu tanimlanir ve

ZZ 2)yim(@) — gi(z), i=1,2,...k (4.22)

n=0 j=1
elde edilir. Eger, yl(?\),(x) tam ¢oziim ise, R; y(x) = 0 dir. (4.22) denklem sistemini

Z Z )y’ w(z) = Rin(z) + g,(2) (4.23)

n=0 j=1

biciminde de yazabiliriz. (4.19)’dan (4.23) ¢ikarilirsa,

m k
SN P[5 (@) - ye(@)] = ~Rin(a)

n=0 j=1

> Pra) [e\%(2)] = —Rin() (4.24)

n=0 j=1

hata diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (4.21) yaklasik ¢oziimii (4.20) kosullarini
sagladigindan,

3

(@290 (@) + 620 (B)) = Ay i =0,1,om =1, n=1...k (425

Il
o

J

yazabiliriz. (4.20)’den (4.25) cikarilirsa,

m—1
[a (@] + 8 [0 ) — 9] | =0
7=0
m—1
Z( al e (a) + b e jN(b)) =0,i=01,..m—1, n=1.,k (4.26)
7=0

elde edilir. (4.24) ve (4.26) hata probleminin

M
ein M (T) = 2%71;71(1'), i=1,2,..k
formunda yaklasik ¢oziimleri bulunur. Burada, M>N dir.
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Son olarak, yaklagik ¢coziim ve hata probleminin yaklagsik ¢oziimiinii toplayip iyilestiril-
mis yaklagik ¢oziimii
Yi,N.M = Yi,N + € NM

olarak elde ederiz. Buradan, iyilestirilmis ¢oziim i¢in hata fonksiyonu

Ei,N,M =Yi,N — Yi,NM

olarak bulunur.

4.5. Niimerik Ornekler

Burada yontemin uygulamasini yapip tablolar ve sekiller iizerinde sonuglar elde ede-
cegiz ve literatiirde mevcut sonuglar ile karsilastiracagiz. Cizelgelerde ve sekillerde, y;(x),
vin (), yin (), e N (), e v () ve E; v () gesitli N, M ler igin, sirasiyla, verilen
araligin secilen noktalardaki tam ¢oziimlerin, yaklasik ¢oziimlerin, iyilestirilmis yaklagik
cOziimlerin, gercek hata fonksiyonlarinin, tahmini hata fonksiyonlarinin ve iyilestirilmis

hata fonksiyonlarinin degerlerini géstermektedir.
Ornek 4.1. ilk olarak

y (2) + zy(x) + 2ya(z) = 2
0<z<l1 4.27)

Yo (2) + 2wy2(x) + 2211 () = —2

ikinci mertebeden degisken katsayili homojen olmayan lineer diferansiyel denklem siste-

mini

y1(0) = 1(1) =0, 42(0) = 2(1) = 0 (4.28)

baglangic kosullar ile birlikte ele alalim.
Burada;

k= 27 m = 27 gl(x) = 27 gg(.l?) = _27
P10,1(5E) = P10,2(55) =z, P20,1(5U) = PQO,Q(x) = 2z,

P11,1(~T) = P11,2(37) = P21,1(33) = P21,2($) =0,
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PEi(x) =1, Piy(x)=P3(x) =0, Piy(x)=1
dir.

Simdi, N = 2 i¢in kesilmig Laguerre seri formunda
2
yin(x) = Zai,nLn(:v), i=1,2
n=0

¢oziimlerini hesaplayalim. ilk olarak, N = 2 i¢in kollokasyon noktalarmin kiimesini bu-

lalim. 0 < z < 1 oldugundan, a =0, b=1 ve ¢ =0, 1,2 olur ve

1-0
$0:O—|—TO:0
1-0 1
— - 1 ===
1-0

elde edilir. Dolayisiyla, N = 2 i¢in kollokasyon noktalarinin kiimesi

dir. (4.11)’den problemin temel matris denklem sistemi

{POXI‘) + P, XBD + PQX(B)QI_)}A el

dir. Burada,
Py(0) 0 0 P,(0) 0 0
Py = 0 Poz) O , Pp= 0  Py3) 0 ;
0 0 Po(l) 0 0 Pyi(1)
P,(0) 0 0 X(0)
P, = 0 PQ(%) 0 ) X = X(%) )
0 0 Py(1) X(1)



BULGULAR VE TARTISMA G. YILDIRIM

_ BT 0 _ DT 0
B: 5 p— 5
0 BT 0 DT
010 1 1 1
B'=|002|, D'=|0 -1 -2 |,
000 0 0 1
g(0)
1 1 2
G=11g3) | g(o):g(g)zg(l)z , |
g(1)
a1,0 a2,0
Ay
A= ;o A= an |, A= | agg
A,
a2 a2 2

dir. Bu temel matris denklem sistemi icin genisletilmis matris Matlab’dan hesaplanir ve

genigletilmis matris asagidaki sekildedir.
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o 0 1 0 0 0 ; 2

o 0 0 0 0 1 ; =2

Wi 1/2 1/4 17/16 1/2 1/4 1/16 ; 2
1 1/2 1/8 1 1/2 9/8 ; —2

1 0 1/2 1 0 -1/2 ; 2
2 0 -1 2 0 0 ; —2]

Simdi, kosullarin matris formunu bulalim. (4.16)’dan ¢6ziim fonksiyonunun matris formu

m—1

U= [a,X(a) + b;X(b)](B)'D

J=0
idi.

Buradan kosullarin matris formu

11 1 00 0 ;0

10 -1/200 0 ;0
U; A\ =

00 0 11 1 o0

00 0 10 —1/2; 0

olarak bulunur.

Boylece, kosullara bagh yeni genisletilmis matrisi bulmak i¢in, [W'; G| sistemindeki son

dort satir yerine [U; )] yazilarak [W, G] asagidaki gibi bulunur.

oo 1 o000 0 ; 2

oo o0 o000 1 ; =2
—~ 11 1 00 0 ;5 O
(WG] =

10 -1/200 0 ; O

o0 0 11 1 5 0

o0 0 10 —-1/2 ; 0

Sonug olarak, bu sistem ¢oziilerek, Laguerre katsayilar matrisi
T

A=(W)'G=[1 32 13 -2
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elde edilir. Boylece, (4.3)’te
yj(x) = L(x)A; j=1,2
A matrisi yerine koyulursa,
y(z) =2 —x ve yplr)=—a*+2x

yaklasik ¢oziimlerini elde ederiz. Bu yaklasik ¢coziimler de (4.27) denklem sisteminin

(4.28) baslangi¢ kosullarina gore tam ¢oziimleridir.

Ornek 4.2.
1 () + yo(2) + 11 (2) + ya(z) = 1
0<zx<1 (4.29)

y;(x) - 291($) - yg((E) =0

birinci mertebeden degisken katsayili homojen olmayan lineer diferansiyel denklem sis-

temini

91(0) =0, yg(O) =1 (4.30)

baglangic kosullar1 ve
yi(z)=e =1 wve ylz)=2—¢e"

tam ¢oziimleri ile birlikte ele alalim.

Burada;

Simdi, N = 6 icin kesilmig Laguerre seri formunda

6
yin (@) =Y ainLa(x), i=1,2

n=0
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¢oziimlerini hesaplayalim. ilk olarak, N = 6 igin kollokasyon noktalarmin kiimesini bu-

lalim. 0 < z < 1 oldugundan,a =0, b=1vei =0,1,2,3,4,5,6 olur ve

x0:0+1—g0020
x1:0+%1:%
x2:0+%2:%
xgzO—l-%B:%
x4:0+%4:§
x5:0+%5:g
1-0

t6=0+——6=1

elde edilir. Dolayisiyla, NV = 6 icin kollokasyon noktalarinin kiimesi

1 1 1 2 5
{2g=0,2, = g2 =3T3 = 5T = 505 = 5 T = 1}
dir. (4.11)’den problemin temel matris denklem sistemi
{POXD + PlXBD}A el
dir. Burada,
Py (0) 0 0 0 0 0 0
0 Py(1/6) 0 0 0 0 0
0 0 Py(1/3) 0 0 0 0
Py = 0 0 0 Po(1/2) 0 0 0 )
0 0 0 0 Py(2/3) 0 0
0 0 0 0 0 Py(5/6) 0
0 0 0 0 0 0 Po(1)
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P,

©0) 0 0 0 0 0 0
0 Pi1/6) 0 0 0 0 0
0 0 Pi(1/3) 0 0 0 0
Pi=| 0 0 0 Pi(1/2) 0 0 0
0 0 0 0 Py2/3) 0 0
0 0 0 0 0 Pi(5/6) 0
0 0 0 0 0 0 Py(1) |
[ X(0)
X(1/6)
xam) | [X(O) ;
X=|X(1/2) |, X(0)=
) 0 X(0)
X(2/3)
X(5/6)
X(1)
(1/6) = X(1/6) 0 %(1/3) = X(1/3) 0
0 X(1/6) | 0 X(1/3) |
(1/2) - X(1/2) 0 %(2/3) - X(2/3) 0
0 X(1/2) | 0 X(2/3)
o) - | KOO0 ] (1) < [X(l) o |
0 X(5/6) 0 X(1)

X =|[1000000]
X(1/6) = [ 1 1/6 1/36 1/216 1/1206 1/7776 1/46656 |

X(1/3)= [ 1 1/3 1/9 1/27 1/81 1/243 1/729 |,
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X(1/2) =1 1/2 14 1/8 1/16 1/32 1/64 |,
X(2/3)= | 1 2/3 4/0 8/27 16/81 32/243 64/720 |,

X(5/6):[1 5/6 25/36 125/216 625/1296 3125/7776 15625/46656},

L | B o] _ [ o7 g
0 BT 0 D7
(010000 0]
0020000
0003000
B"=10000400],
000005 0
0000006
(0000000
EEE 1 1 - [ 2(0) |
0 -1 -2 -3 -4 -5 —6 g(1/6)
0 0 1/2 3/2 3 5 15/2 g(1/3)
D=0 0o 0o -1/6 —2/3 -5/3 -10/3 |, G=|g(1/2) |,
00 0 0 1/24 5/24  5/8 g(2/3)
00 0 0 0 —1/120 —1/20 g(5/6)
(000 0 0 0 0 1/720 (1) |

g(0) = g(1/6) = g(1/3) = g(1/2) = g(2/3) = g(5/6) = g(1) = [ ; ] |
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aio 2.0

aii Q21

a2 a2 2
A,

A= , Al - a3 s A2 = az3
A,

ay 4 a2 4

ai1s 25

aie 2.6

dir.

Bu temel matris denklem sistemi i¢in genisletilmis matris Matlab’dan hesaplanir. Kosul-
larin matris formu da hesaplanir. Sonra genisletilmis matrisin son iki satir1 yerine kosul-
larin matris formu yazilir ve bdylece yeni genisletilmis matris [\7\7, é] bulunur. Buradan

bu sistem ¢oziiliir ve Laguerre katsayilar matrisi

—99230/351007
—441042/351007
1585847 /351007
—2405295,/351007
2195640,/351007
—1069200/351007
i~ 233280/351007
450237/351007
441042/351007
—1585847/351007
2405295 /351007
—2195640,/351007
1069200,/351007
—233280/351007 |

elde edilir. Son olarak, (4.3)’te
yin(z) =L(z)A; j=1,2
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A matrisi yerine koyulursa,

y1.6(x) = 0.000923058514503z°% — 0.00784599737327x5 + 0.0414094305812x*
—0.16659924161123 + 0.4999928776352% — x

veE

y2.6(x) = —0.0009230585145032° + 0.00784599737327x5 — 0.0414094305812z*
+0.1665992416112 — 0.4999928776352% + = + 1

yaklagsik ¢coziimlerini elde ederiz.
Buradan, NV = 6 icin gergek hata fonksiyonlari

er6(z) = y1(z) — y1,6(7)
= e % — 1 — (0.0009230585145032° — 0.007845997373272°
+0.0414094305812x* — 0.16659924161 123 + 0.4999928776352% — 1.0x)

ve

62,6@) = y2($) - y2,6(90)
=2—e % — (—0.0009230585145033:6 + 0.00784599737327x°
—0.04140943058122* 4+ 0.16659924161 12> — 0.499992877635x2 + x + 1)

olur.

Simdi, Ry y(z) ve Ry y(z) rezidii fonksiyonlarini bulalim:
N = 6 i¢in bulunan yaklasik ¢oziimler (4.29)’da yazilarak R, ¢(z) ve Rog(x) rezidi

fonksiyonlar1 tantmlanir ve

Ri6(2) = y1,4(2) + Yo 6(x) + y16(x) + y6(x) — 1
; 4.31
Ros(x) = tiys () — 201,6(x) — yo.6(x) — 0 (451)
elde edilir. (4.31)’1
Rig(z) + 1=y, 4(x) + yog(2) + y16(2) + y2,6()
, 4.32)

Ra6(x) = Yo 6(2) — 2y16(2) — y2,6(2)
seklinde de yazabiliriz.
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Buradan, (4.29)’dan (4.32) cikarilirsa;

—Rig(z) = [11(z) — yr6(2)] + [12(®) — yag(2)] + [1(z) — y1,6(2)]
+ [y2(x) — y2,6(2)]

/ / (4.33)
—Ras(z) = [12(2) = 126(2)] — 2 [11(2) — y1,6(2)]
= [12(2) — y26(2)]
hata diferansiyel denklem sistemini elde ederiz.
N = 6 i¢in bulunan yaklagik ¢coziimler (4.30) kosullarin1 sagladigindan;
y1,6<0) = 0, y2,6(0) = 1 (434)
yazilabilir ve (4.30)’dan (4.34) cikarilirsa,
Y1(0) —y1,6(0) =0, y2(0) —y26(0) =0 (4.35)

bulunur. Boylece, (4.33) ve (4.35) hata probleminin

M
einn(®) = Gin Ln(@) , i=1,2
n=0
formunda yaklagik ¢6ziimleri bulunur. Burada, N = 6 ve M = 8 alinirsa,

e168() = 0.0000161071982352x% — 0.0001852327797052" + 0.000454610284555x5
—0.000481675789317x5 + 0.000255553792544x* — 0.000067150954037 23
+0.000007103010194242 — 2.58608757181e — 37z + 9.99170198199¢ — 38

e268(r) = —0.0000161071982352z® + 0.00018523277970527 — 0.0004546102845552°
+0.000481675789317x% — 0.000255553792544x1 + 0.000067150954037 23
—0.0000071030101942422 + 2.58608757181e — 37z — 9.99170198199¢ — 38

elde edilir. Buradan, NV = 6 i¢in yaklagik ¢6ziim ve N = 6, M = 8 icin hata probleminin

yaklagik ¢oziimii toplanirsa

y1.68(2) = 0.0000161071982352x® — 0.00018523277970527 + 0.001377668799062°
—0.00832767316259x° + 0.0416649843737z* — 0.1666663925652°
+0.4999999806452* — 1.0z + 9.99170198199¢ — 38

Y2.6.8(2) = —0.00001610719823522% + 0.0001852327797052" — 0.00137766879906x°
+0.008327673162592° — 0.0416649843737x* + 0.1666663925652°
—0.499999980645x2 + 1.0z + 1.0
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tyilestirilmis yaklasik ¢oziimleri bulunur.

Boylece, iyilestirilmis hata fonksiyonlari

E165(x) = 0.00001610719823522® — 0.0001852327797052" + 0.001377668799062°
—0.008327673162592° + 0.0416649843737z* — 0.166666392565x>
+0.49999998064522 — 1.0z + 9.99170198199¢ — 38

FEy65(z) = —0.00001610719823522% + 0.0001852327797052" — 0.00045461028455525
+0.000481675789317x% — 0.0002555537925442* + 0.000067150954037 23
—0.0000071030101942422 + 2.58608757181e — 37z — 9.99170198199¢ — 38

olarak bulunur.
Simdi, tam ¢oziimler, yaklasik ¢oziimler, iyilestirilmis yaklagik coziimler ve mutlak
hatalar tablo ve grafiklerde gosterilip literatiirde mevcut diger yontemlerle karsilastirila-

caktir.
Cizelge 4.3. ve Cizelge 4.4.’te (4.29) denklem sisteminin tam coziimleri, N = 2,6

icin yaklasik ¢oziimleri ve gercek mutlak hatalar1 gosterilmisgtir.
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Cizelge 4.3. Ornek 4.2°nin y; (z) tam ¢oziimii, N = 2 ve N = 6 i¢in yaklagik ¢ziimii ve

gercek mutlak hatasi

Tam Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
x; yi(z;) =e i —1 N =2, y2(z;) N =2, eia(x;)
0 0 0 0
0.2 | -0.181269246922018 | -0.184000000000000 | 2.730753077981859¢-03
0.4 | -0.329679953964361 | -0.336000000000000 | 6.320046035639301e-03
0.6 | -0.451188363905974 | -0.456000000000000 | 4.811636094026433e-03
0.8 | -0.550671035882778 | -0.544000000000000 | 6.671035882778408e-03
1 | -0.632120558828558 | -0.600000000000000 | 3.212055882855768e-02
yi(x;)) =e ™ —1 N =6, yie(x;) N =6, eg(x;)
0 0 0 0
0.2 | -0.181269246922018 | -0.181269275381973 | 2.84599549760234e-08
0.4 | -0.329679953964361 | -0.329679971784052 | 1.781969100056458e-08
0.6 | -0.451188363905974 | -0.451188376573745 | 1.266777099884209¢-08
0.8 | -0.550671035882778 | -0.550671069420420 | 3.353764199687248e-08
I |-0.632120558828558 | -0.632119872253567 | 6.865749909712449¢-07
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Cizelge 4.4. Ornek 4.2°nin y»(z) tam ¢oziimii, N = 2 ve N = 6 i¢in yaklagik ¢dziimii ve

gercek mutlak hatasi

Tam Coziim

Yo(;) =2 — ™

Yaklasik Coziim

N - 27 yQ,Q(CCi)

Mutlak Hata

N = 2, 6272(372')

1

1

0

1.18126924692202

1.184000000000000

2.730753077981859¢e-03

1.32967995396436

1.336000000000000

6.320046035639301e-03

1.45118836390597

1.456000000000000

4.811636094026433e-03

1.55067103588278

1.544000000000000

6.671035882778408e-03

1.63212055882856

1.600000000000000

3.212055882855768e-02

yo(x;) =2 —e ™

N =6, 92,6(3%)

N = 6, 6276(33'2‘)

1

1

0

1.18126924692202

1.181269275381973

2.845995283884406e-08

1.32967995396436

1.329679971784052

1.781969194425415e-08

1.45118836390597

1.451188376573745

1.266777505115613e-08

1.55067103588278

1.550671069420420

3.353763999847104e-08

1.63212055882856

1.632119872253567

6.865749930806686¢-07
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Cizelge 4.5. ve Cizelge 4.6.’da (4.29) denklem sisteminin tam ¢oziimleri verilmis-
tir ve N = 6 i¢in yaklasik ¢coziimleri diger yontemlerle karsilastirilmistir. Cizelgelerde
(DDM) diferansiyel doniisiim metodu (Thongmoon ve Pusjuso 2009) ve Bessel kollokas-
yon metodundan (Yiizbasi 2011) yararlanilarak niimerik sonuglar Laguerre kollokasyon

yontemiyle karsilastirildi.

Cizelge 4.5. Ornek 4.2’nin 3, (x) tam ¢dziimiiniin N = 6 icin diger yontemlerle yaklagik

coziimlerinin karsilastirilmasi

Tam Coziim Bessel DDM Laguerre

T yi(z;) =e ™ —1| N =6,y16(z;) N =6,y16(z;) N =6, y16(z;)
0 0 0 0 0

0.2 -0.18126924692 | -0.18126927538 | -0.16569377777 | -0.18126927538
0.4 -0.32967995396 | -0.32967997178 | -0.27847111111 | -0.32967997178
0.6 -0.45118836390 | -0.45118837657 | -0.34969200000 | -0.45118837657
0.8 -0.55067103588 | -0.55067106942 | -0.38436977777 | -0.55067106942
1 -0.63212055882 | -0.63211987225 | -0.39861111111 | -0.63211987225

Cizelge 4.6. Ornek 4.2’nin g, () tam ¢dziimiiniin N = 6 icin diger yontemlerle yaklagik

coziimlerinin karsilastiriimasi

Tam Coziim Bessel DDM Laguerre

x; Yo(z;)) =2—e ™ | N =6,y26(z;) N =6, y26(z;) N =6, y26(z;)
0 1 1 1 1

0.2 1.18126924692 1.18126927538 1.18359546667 1.18126927538
0.4 1.32967995396 1.32967997178 1.34654720000 1.32967997178
0.6 1.45118836390 1.45118837657 1.50568720000 1.45118837657
0.8 1.55067103588 1.55067106942 1.68261546667 1.55067106942
1 1.63212055882 1.63211987225 1.91250000000 1.63211987225
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Cizelge 4.7. ve Cizelge 4.8.’de (4.29) denklem sisteminin N = 6, 10 i¢in gercek ha-
talar1 diger yontemlerle karsilastirllmistir ve N = 12 i¢in Laguerre yonteminin gercek
mutlak hatasi gosterilmistir. Cizelgelerden N = 6 i¢in Laguerre ve Bessel yontemlerinde
neredeyse ayni sonuclar elde edilip diger yontemden daha iyi sonuglar elde edildigi goriil-
mektedir. N = 10 i¢in elde edilen sonuclar NV = 6 i¢in elde edilen sonuclara kiyasla daha
iyidir. Buradan, artan NV degerleriyle birlikte yaklasik ¢oziimlerin gercek ¢oziime daha
yakin oldugu goriilmektedir. Cizelgelerde (DDM) diferansiyel doniisiim metodu (Thong-
moon ve Pusjuso 2009) ve Bessel kollokasyon metodundan (Yiizbag1 2011) yararlanilarak

niimerik sonuclar Laguerre kollokasyon yontemiyle karsilastirildi.

Cizelge 4.7. Ornek 4.2 igin N = 6, 10 olarak alindiginda e, y () gergek hatalarinin diger

yontemlerle karsilagtirilmasi ve N = 12 icin Laguerre kollokasyon yontemi

Bessel DDM Laguerre Laguerre Bessel Laguerre
T 61,6(131') 61,6(%) 61,6(%’) 61,10(%‘) 61,10(%’) 61,12(%’)
0 0 0 0 0 0 0
0.2 | 2.8460e-008 | 1.5575e-002 | 2.8460e-08 | 3.0309¢e-14 | 2.6645e-014 0
0.4 | 1.7820e-008 | 5.1209¢e-002 | 1.7820e-08 | 2.5646e-14 | 2.0650e-014 0
0.6 | 1.2668e-008 | 1.0150e-001 | 1.2668e-08 | 2.0761e-14 | 3.1530e-014 | 1.1102e-16
0.8 | 3.3538e-008 | 1.6630e-001 | 3.3537e-08 | 1.2101e-14 | 7.1498e-014 0
1 | 6.8657e-007 | 2.3351e-001 | 6.8658e-07 | 1.7061e-12 | 1.5510e-012 | 1.4988e-15
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Cizelge 4.8. Ornek 4.2 igin N = 6, 10 olarak alindiginda e, y () gergek hatalarinin diger

yontemlerle karsilagtirilmasi ve N = 12 icin Laguerre kollokasyon yontemi

Bessel DDM Laguerre Laguerre Bessel Laguerre
Ty 62,6(551') 62,6(33i) 62,6(5Ui) 62,10(%‘) 62,10(51%) 62,12(51%)
0 0 0 0 0 0 0
0.2 | 2.8460e-008 | 2.3262e-003 | 2.8460e-08 | 3.0309¢e-14 | 2.9421e-014 0
0.4 | 1.7820e-008 | 1.6867e-002 | 1.7820e-08 | 2.5646e-14 | 3.6082e-014 0
0.6 | 1.2668e-008 | 5.4499¢-021 | 1.2668e-08 | 2.0761e-14 | 7.4274e-014 | 1.1102e-16
0.8 | 3.3538e-008 | 1.3194e-001 | 3.3537e-08 | 1.2101e-14 | 1.6065e-013 0
1 | 6.8657e-007 | 2.8038e-001 | 6.8658e-07 | 1.7061e-12 | 1.3884e-012 | 1.4988e-15

Cizelge 4.9. ve Cizelge 4.10.°da (4.29) denklem sisteminin N = 3,5,8 ve M =

4,5,6,7,9,10 i¢in gercek, tahmini ve iyilestirilmis mutlak hatalar1 kargilagtirllmistir. Ci-

zelgelerde gercek mutlak hatalar1 inceledigimizde N degeri arttik¢a daha kiiciik sonuglar

elde edildigi goriilmektedir. Buradan, artan N degerleriyle birlikte yaklasik ¢éziimlerin

gercek ¢oziime daha yakin oldugu goriilmektedir. Gergcek ve tahmini mutlak hatalarin

niimerik sonuglarma bakildiginda birbirine ¢cok yakin oldugu goriilmektedir. Iyilestiril-

mis mutlak hatalarin niimerik sonuclar ise, gercek ve tahmini mutlak hatalardan daha

1yi sonug vermistir ve gercek hatalardan uzaklagsmamistir. Buradan, rezidiiel hata tahmini

yonteminin etkili oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 4.9. Ornek 4.2'nin y, () ¢dziimii igin N = 3,5,8 ve M = 4,5,6,7,9, 10 olarak

alindiginda gercek, tahmini ve iyilestirilmis mutlak hatalarinin karsilagtirilmasi

Gergek Mutlak Hata Tahmini Mutlak Hata Iyilestirilmis Mutlak Hata
i le13(xi)] le13,5(7:)] | B s,a(i)]
0 0 1.1020e-39 0
0.2 2.4427e-04 2.4354e-04 1.5250e-05
0.4 2.6599¢-04 2.6570e-04 7.0814e-06
0.6 5.3229e-05 5.3772e-05 7.2843e-06
0.8 2.4788e-04 2.4818e-04 1.3280e-05
1 3.0146e-03 3.0012e-03 2.0759e-04

le1,5(2i)] le15,7(2:)] | B 5.6(2i)]
0 0 4.3714e-38 0
0.2 7.2618e-07 7.2519e-07 2.8460e-08
0.4 2.9591e-07 2.9511e-07 1.7820e-08
0.6 5.4324e-07 5.4271e-07 1.2668e-08
0.8 3.0087e-07 3.0095e-07 3.3537e-08
1 1.3335e-05 1.3302e-05 6.8658e-07

le1g(:)| |€1,8,10(Ii)| |E1g.0(2i)]
0 0 9.1101e-38 0
0.2 3.2050e-11 3.2020e-11 1.0056e-12
0.4 2.7746e-11 2.7720e-11 8.5747e-13
0.6 2.3806e-11 2.3785e-11 7.1331e-13
0.8 2.0218e-11 2.0206e-11 7.1421e-13
1 1.3378e-09 1.3361e-09 5.1067e-11

49



BULGULAR VE TARTISMA

G. YILDIRIM

Cizelge 4.10. Ornek 4.2’ nin y»(z) ¢oziimii icin N = 3,5, 8 ve M = 4,5,6,7,9, 10 olarak

alindiginda gercek, tahmini ve iyilestirilmis mutlak hatalarinin karsilagtirilmasi

Gergek Mutlak Hata Tahmini Mutlak Hata Iyilestirilmis Mutlak Hata
i |e2,3(xi)] |e2,3,5(7:)] | E2,4(xi)]
0 0 1.1020e-39 0
0.2 2.4427e-04 2.4354e-04 1.5250e-05
0.4 2.6599¢-04 2.6570e-04 7.0814e-06
0.6 5.3229e-05 5.3772e-05 7.2843e-06
0.8 2.4788e-04 2.4818e-04 1.3280e-05
1 3.0146e-03 3.0012e-03 2.0759e-04

|€2,5(2i)] €257 ()] | E25,6(2i)]
0 0 4.3714e-38 0
0.2 7.2618e-07 7.2519e-07 2.8460e-08
0.4 2.9591e-07 2.9511e-07 1.7820e-08
0.6 5.4324e-07 5.4271e-07 1.2668e-08
0.8 3.0087e-07 3.0095e-07 3.3537e-08
1 1.3335e-05 1.3302e-05 6.8658e-07

|ea g (i) |€2,8,10(Ii)| |E2g.0(2i)]
0 0 9.1101e-38 0
0.2 3.2050e-11 3.2020e-11 1.0056e-12
0.4 2.7746e-11 2.7720e-11 8.5747e-13
0.6 2.3806e-11 2.3785e-11 7.1331e-13
0.8 2.0218e-11 2.0206e-11 7.1421e-13
1 1.3378e-09 1.3361e-09 5.1067e-11
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Sekil 4.1. ve Sekil 4.2.°de (4.29) denklem sisteminin tam ¢Oziimleri ve N = 2,6, 10
icin yaklasik ¢coziimleri karsilastirllmistir. Buradan, artan /V degerleriyle birlikte yaklagik

coziimlerin gercek ¢oziime daha yakin oldugu goriilmektedir.

fo::
o Tam C6zim y1(x)
— =— - N=2/igin Yaklagik Goziim y, ,(x)
011 N=6 igin Yaklastk Gozim y, ¢(x)
——+— N=10icin Yaklagik C6zim Y4 10(x)
0.2 F 1
-03
=
>
-04
-05
-0.6
07 | | | | | | | | |

Sekil 4.1. Ornek 4.2°nin y; () tam ¢oziimii ve N = 2,6, 10 igin yaklagik ¢oziimleri

1.7
@ Tam Gézim y2(x)
— %— - N=2igin Yaklagik C6zum yz,z(x) ]
1.6 N=6 icin Yaklasik G6ziim v, ¢(x) g
——+— N=10i¢in Yaklagik Gézim yz,m(X)

08 09 1

Sekil 4.2. Ornek 4.2°nin 3, (z) tam ¢oziimii ve N = 2, 6, 10 igin yaklagik ¢oziimleri
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Sekil 4.3.°te (4.29) denklem sisteminin N = 6 i¢in yaklasik ¢oziimleri diger yon-
temlerle karsilastirilmistir. Sekillerden N = 6 icin Laguerre ve Bessel yontemlerinde
neredeyse ayni sonuglar elde edilip diger yontemden daha iyi sonuglar elde edildigi go-
riilmektedir. Sekillerde, (DDM) diferansiyel doniisiim metodu (Thongmoon ve Pusjuso
2009) ve Bessel kollokasyon metodundan (Yiizbagi1 2011) yararlanilarak sonuglar Lagu-

erre kollokasyon yontemiyle karsilastirildi.

0
-0.2
— [ R
\>-<:_ -04 r & a o EEE o]
>
o DDM
08| o- . Bessel Metodu
Laguerre Metodu
-0.8 I I I I I
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X
2 T T T T T T
O DDM .m
— -©— - Bessel Metodu a
Laguerre Metodu s
=< g
~ 1.5
>
1CJ Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Sekil 4.3. Ornek 4.2’ nin ¢oziimlerinin N = 6 icin diger yontemlerle yaklasik ¢oziimleri-

nin karsilagtiriimasi
Sekil 4.4. ve Sekil 4.5.’te (4.29) denklem sisteminin tam ¢oziimleri, N = 5 i¢in yak-

lagik coziimleri ve N = 5, M = 7,10 i¢in iyilestirilmis yaklasik ¢oziimleri karsilagtiril-

magtir.
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-0.05

-0.1

-0.15

— 0.2

-0.25

-0.3

-0.35

-0.4

Sekil 4.4. Ornek 4.2’nin y;(z) tam ¢oziimii, N = 5 icin yaklagik ¢oziimii ve N = 5,
M = 7,10 icin iyilestirilmis yaklasik ¢oziimleri

14
135
13+
125
=, 12t
>
115
tr B Y,
S oy
1.05 Vo
L L L L L y215’10(X)

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

Sekil 4.5. Ornek 4.2’nin y5(z) tam ¢oziimii, N = 5 icin yaklagik ¢oziimii ve N = 5,
M = 7,10 icin iyilestirilmis yaklagik ¢oziimleri
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Sekil 4.6. ve Sekil 4.7.°de (4.29) denklem sisteminin N = 3,4, 5,6 icin elde edilen
gercek mutlak hata fonksiyonlar: kargilagtirllmigtir. Buradan, artan NV degerleriyle birlikte

daha iyi niimerik sonugclar elde edildigi goriilmektedir.

Mutlak Hatalar
=
[$,]

10710 L

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Sekil 4.6. Ornek 4.2’nin y; () ¢oziimii icin elde edilen gercek mutlak hata fonksiyonlar

100 F

Mutlak Hatalar
S
[$,]

10710 L

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Sekil 4.7. Ornek 4.2°nin y,(x) ¢oziimii icin elde edilen gercek mutlak hata fonksiyonlar
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(4.29) denklem sisteminin Sekil 4.8.’de iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonlar1 ve

Sekil 4.9.’da tahmini mutlak hata fonksiyonlar1 karsilastiriimagtir.

1078

_k
S
IS

Mutlak Hatalar

-
e
a

0.58 0.6 0.62 0.64 0.66 0.68 0.7 0.72 0.74
X

Sekil 4.8. Ornek 4.2'nin g, () ¢oziimii icin N = 3, M = 4,7 oldugunda elde edilen

tyilestirilmis mutlak hata fonksiyonlarinin karsilagtirilmasi
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Mutlak Hatalar

Il Il Il Il Il Il Il Il
0.58 0.6 0.62 0.64 0.66 0.68 0.7 0.72 0.74
X

Sekil 4.9. Ornek 4.2'nin y,(z) ¢oziimii icin N = 3, M = 4,7 oldugunda elde edilen

tahmini mutlak hata fonksiyonlarinin kargilastirilmasi

Sekil 4.10.°da (4.29) denklem sisteminin gercek ve tahmini mutlak hata fonksiyonlar1
ve Sekil 4.11.°de (4.29) denklem sisteminin gercek ve iyilestirilmis mutlak hata fonksi-

yonlar1 kargilagtirilmistir. Sekillerden yontemin etkili oldugu goriilmektedir.
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le, 4

o]

Mutlak Hatalar

. -
I I I I I SN I I L

02 025 03 035 04 045 05 055 06 065 0.7
X

Sekil 4.10. Ornek 4.2°nin y;(z) ¢oziimii igin N = 4, M = 5 oldugunda elde edilen

gercek ve tahmini mutlak hata fonksiyonlarinin karsilagtirilmasi

Mutlak Hatalar

N R
Sy 1 1 1

02 025 03 035 04 045 05 055 06 065 07
X

Sekil 4.11. Ornek 4.2°nin y,(z) ¢oziimii igin N = 4, M = 5 oldugunda elde edilen

gercek ve iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonlarinin karsilagtirilmasi
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Ornek 4.3.

yi(2) + yy(z) + po(z) =2 — 7@
0<z<l1 (4.36)

yi(@) + dyp(2) +yu(2) =1+ 2¢77

birinci mertebeden degisken katsayili homojen olmayan lineer diferansiyel denklem sis-

temini

y1(0) =1, 1(0)=0 (4.37)
bagslangic kosullari

e~®  3e /3
yi(z)=e*+3eP -3 wve yor)=—— +

—1
5 7 +x

ve tam c¢Ozlimleri ile birlikle ele alalim.

Burada;

k=2, m=1, g(z)=x—e* gx)=1+42e"7,
Plo,l(x) =0 P10,2($) =1, P20,1(x) =1 P20,2($> =0,
P11,1(55) =1 P11,2(5”) =1 P21,1($) =1 P21,2($) =4,
dir.

Simdi, N = 2 i¢in kesilmis Laguerre seri formunda

2
yinv(@) = ainLo(z), i=1,2

n=0
coziimlerini hesaplayalim. Ilk olarak, N = 2 i¢in kollokasyon noktalarinin kiimesini bu-

lalim. 0 < z < 1 oldugundan, a =0, b=1ve: =0,1,2 olur ve

1—-0

R
= 2 2
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1-0
elde edilir. Dolayisiyla, N = 2 i¢in kollokasyon noktalarinin kiimesi
1
{rg=0,21 = 3% = 1}
dir. (4.11)’den problemin temel matris denklem sistemi
{PoXD + P\ XBD A - G
dir. Burada,
P (0) 0 0 P1(0) 0 0
Py = 0 Po3) O , Pi1= 0 Pi(3) 0 :
0 0 Py(1) 0 0 P(1)
X(0)
_ _ X(0) 0
X=1X(1/2) |, X(0)= :
_ 0 X(0)
X(1)
X(1/2 0 _ X(1 0
X(1/2) (1/2) (1) — (1) |
0 X(1/2) 0 X(1)
X(O):[loo], X(1/2)=1]1 1/2 1/4], X(1)=[111],
_ BT 0 _ DT 0
B — s D =
0 BT 0 DT
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010 1 1 1
B"'=1002|, D'=]0 -1 -2,
000 0 0 32
g(0) e
r —c
G=|g(1/2) |, 8(0)=g(1/2)=g()= :
14 2e®
g(1)
ai,o 2,0
A,
A = , A1: a1 ) A2: as 1
A,
aio a2 2

dir.

Bu temel matris denklem sistemi icin genigletilmis matris Matlab’dan hesaplanir ve ge-

nigletilmis matris asagidaki sekildedir.

(0 -1 2 1 0 -1 1]
1 0 -1 0 -4 -8 3
Wi 0 -1 —3/2 1 —1/2 —11/8 ; —261/2450
1 —1/2 —11/8 0 -4 -6 ; 2711/1225
0 -1 -1 1 -1 =3/2 ; 921/1457
1 -1 =3/2 0 —4 -4 1097/632

Kosullarin matris formu

111000 ;1
000111:0

seklindedir.
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Buradan genisletilmis matrisin son iki satir1 yerine kosullarin matris formu yazilir ve boy-

lece yeni genisletilmis matris

(0 -1 2 1 0 1 1]
1 0 -1 0 -4 -8 3
WG - 0 -1 —3/2 1 —1/2 —11/8 ; —261/2450
1 —1/2 —11/8 0 —4  —6 ; 2711/1225
11 1 0 0 0 1
(00 0 1 1 1 0 |

bulunur. Simdi de bu sistem ¢oziilerek, Laguerre katsayilar matrisi

T
2[167/2292 —167/1146 1016/947 263/341 —185/341 —2695/11782]

olarak elde edilir. Boylece, (4.3)’te
yin(z) = L(x)A;, j=1,2
A matrisi yerine koyulursa,
y1.2(z) = 0.5364310612792% — 22+ 1 wve yoo(x) = —0.1143693767932° + x
yaklagik ¢coziimlerini elde ederiz.
N =5 i¢in yaklagik ¢oziimler ise

y15() = —0.00569482927687x5 + 0.040951805279z* — 0.18434022249923
+0.666542960004x* — 2z + 1

veE

Yo5(x) = 0.002757276136662° — 0.01894354810942* + 0.0736556629851 23
—0.16660539022222 + z — 1.80411241502¢ — 16
dir.
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Buradan, NV = 5 icin gergek hata fonksiyonlari

e15(2) = y1(z) = y15(7)
= % + 3¢~/ — 3 — (—0.0056948292768725 + 0.040951805279z*
—0.1843402224992° + 0.6665429600042° — 22 + 1)

Ve

62,5(35) = yo(x) — y275(flf)

= o0 43 1 o — (0.002757276136662° — 0.01894354810942*

+0.0736556629851x* — 0.166605390222x2 + z — 1.80411241502¢ — 16)

olur.

Simdi, Ry y(z) ve Ry y(z) rezidii fonksiyonlarini bulalim:
N = 5 i¢in bulunan yaklasik ¢oziimler (4.36)’da yazilarak Ry 5(z) ve Ros(x) rezidi

fonksiyonlar1 tantmlanir ve

Ry5(x) (@) + Yo5(2) + y25(x) —x + e

= y/1,5
, / . 4.38
Fa(w) = 91 5(2) + 44)5(@) + yrs(a) = 1 = 2 (%39
elde edilir. (4.38)’1
Ris(@) + o — e =y 5(2) + yp,5(2) +y25(2)
x ' ' 4.39
Ras(x) + 14267 = 5(2) + 4 5(2) + y1.5(a) 459
seklinde de yazabiliriz.
Buradan, (4.36)’dan (4.39) cikarilirsa;
—Ris(2) = [1n(@) = y5(2)] + [12(2) = yo5(2)]
+ xr)— z
Fyz( ) /y2,5( ) , , (4.40)
—R2,5(x) = [yl(x) - 91,5@)] +4 [yz(x) - ?J2,5($)]
+ (@) — y15(2)]
hata diferansiyel denklem sistemini elde ederiz.
N =5 i¢in bulunan yaklagik ¢coziimler (4.37) kosullarini sagladigindan;
v150) =1, 925(0)=0 (4.41)
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yazilabilir ve (4.37)’den (4.41) cikarilirsa,

11(0) = 115(0) =0, %2(0) —y25(0) =0 (4.42)

bulunur. Boylece, (4.40) ve (4.42) hata probleminin

M

eiNm(T) = Z@“Ln(x), 1=1,2

n=0

formunda yaklagik ¢oziimleri bulunur. Burada, N = 5 ve M = 7 alinirsa,

e157(r) = —0.00012993043602627 + 0.0013056969101725 — 0.00267936056158x°
+0.002233937392952* — 0.0008399816217572% + 0.000123264497461 22
—0.0000000000101181285572x + 0.00000000000268229882749

ea.57(x) = 0.00006472910054127 — 0.000647181635753x° + 0.00132697275792°
—0.00110612689063x* + 0.0004159233370092 — 0.0000610556031173x2
-+0.000000000005204725539442 — 0.00000000000141753275784

elde edilir. Buradan, N = 5 i¢in yaklasik ¢oziim ve N = 5, M = 7 i¢in hata probleminin

yaklasik ¢oziimii toplanirsa

y1.57(2) = —0.0001299304360262" + 0.001305696910172% — 0.008374189838452°
+0.043185742672x* — 0.18518020412123 + 0.6666662245022>
—2.00000000001z + 1

Yo.5.7(2) = 0.00006472910054127 — 0.0006471816357532° + 0.004084248894562°
—0.0200496752* + 0.0740715863222x — 0.166666445825x2
-+1.000000000012 — 0.00000000000141771316908

tyilestirilmis yaklasik ¢oziimleri bulunur.

Boylece, iyilestirilmis hata fonksiyonlari

Ey 57(z) = 0.00012993043602627 — 0.00130569691017x5 + 0.00267936056158x°
—0.00223393739295x* + 0.000839981621757x> — 0.0001232644974612>
-+0.0000000000101181285572z — 0.00000000000268229882749

FEy57(z) = —0.00006472910054127 4 0.000647181635753x% — 0.00132697275792°
+0.00110612689063z* — 0.0004159233370092° + 0.0000610556031173x2
—0.000000000005204725539442 + 0.00000000000141753275784
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olarak bulunur.

Simdi, tam ¢oziimler, yaklasik ¢oziimler, iyilestirilmis yaklagik coziimler ve mutlak
hatalar tablo ve grafiklerde gosterilip literatiirde mevcut diger yontemlerle karsilastirila-
caktir.

Cizelge 4.11. ve Cizelge 4.12.’de (4.36) denklem sisteminin tam ¢oziimleri, N = 2,5

icin yaklasik coziimleri ve gercek mutlak hatalar1 gosterilmigtir.

Cizelge 4.11. Ornek 4.3’iin y; (7) tam ¢oziimii, N = 2 ve N = 5 i¢in yaklagik ¢oziimii ve

gercek mutlak hatasi
Tam Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
z; | yi(x;) = e % 4+ 373 — 3 N =2, yaz;) N =2, ez
0 1 1 0
0.2 0.625251708172835 0.621457242451165 3.7945e-03
0.4 0.295840003164482 0.285828969804661 1.0011e-02
0.6 0.005003895327973 -0.0068848179395127 1.1889¢-02
0.8 -0.252886020788833 -0.256684120781356 3.7981e-03
1 -0.482526627107190 -0.463568938720869 1.8958e-02
x| y(z) = e @ 4 3e /3 -3 N =5, yi5(x;) N =5, eps(x)
0 1 1 0
0.2 0.625251708172835 0.625250697163263 1.0110e-06
0.4 0.295840003164482 0.295839150524119 8.5264e-07
0.6 0.005003895327973 0.00500250158139457 1.3937e-06
0.8 -0.252886020788833 -0.252886921731829 9.0094e-07
1 -0.482526627107190 -0.482540286492454 1.3659¢e-05
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Cizelge 4.12. Ornek 4.3’iin yo(7) tam ¢oziimii, N = 2 ve N = 5 i¢in yaklagik ¢oziimii ve

gercek mutlak hatasi
Tam Coziim Yaklagik Coziim Mutlak Hata
T | yalz) = —S* + 36—;”3 — 1+ N =2 ysox) N =2, ess(z;)
0 0 0 0
0.2 0.018730753077982 0.195425224928264 1.5301e-03
0.4 0.070320046035639 0.381700899713054 4.1009e-03
0.6 0.148811636094026 0.558827024354372 5.1367e-03
0.8 0.249328964117222 0.726803598852216 2.5756e-03
1 0.367879441171442 0.885630623206588 5.2266e-03
zi | yalas) = =S5+ + 3672%/3 — 1+ N =5, ya5(x) N =5, egs(;)
0 0 -1.80411241501588e-16 1.8041e-16
0.2 0.018730753077982 0.193895602346391 5.0134e-07
0.4 0.070320046035639 0.377600379671574 4.2412e-07
0.6 0.148811636094026 0.553691004682296 6.9311e-07
0.8 0.249328964117222 0.7242284766452 4.5116e-07
1 0.367879441171442 0.890864000790473 6.7555e-06

Cizelge 4.13. ve Cizelge 4.14.’te (4.36) denklem sisteminin N = 5 i¢in gercek ha-

talar1 diger yontemlerle karsilastirilmistir. Cizelgelerden N = 5 i¢in Laguerre ve Bes-

sel kollokasyon yontemlerinde neredeyse ayni sonuclar elde edilip diger yontemlerden

daha iyi sonuglar elde edildigi goriilmektedir. Cizelgelerde Chebyshev polinom ¢6ziim-

leri metodu (Akyiiz-Dascioglu ve Sezer 2003), Laplace doniisiim metodu (LDM) (Davies

ve Crann 1999) ve Bessel kollokasyon metodundan (Yiizbas1 2011) yararlanilarak niime-

rik sonuclar Laguerre kollokasyon metoduyla karsilastirildi.
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Cizelge 4.13. Ornek 4.3 i¢in e, y(z) gergek hatasinin N = 5 olarak alindiginda diger

yontemlerle karsilastirilmasi

Chebyshev LDM Bessel Laguerre
T e15(;) e15(x;) e15(;) e15(x;)
0.1 4.510522e-5 6.7614e-5 5.9187e-007 5.9187e-07
0.2 7.985043e-5 8.4949e-5 1.0110e-006 1.0110e-06
0.5 9.719089¢-5 3.18972e-3 1.0978e-006 1.0978e-06
0.8 8.006002e-5 5.20283e-3 9.0094e-007 9.0094e-07
1.0 1.067677e-4 1.193776e-2 1.3659e-005 1.3659e-05

Cizelge 4.14. Ornek 4.3 igin ey () gergek hatasinin N = 5 olarak alindiginda diger

yontemlerle karsilastirilmast

Chebyshev LDM Bessel Laguerre
T ea5(;) ea5(;) ea5(;) ea5(x;)
0.1 2.247723e-5 8.4086e-6 2.9327e-007 2.9327e-07
0.2 3.984701e-5 1.9575e-5 5.0134e-007 5.0134e-07
0.5 4.890662e-5 2.242e-4 5.4596e-007 5.4596e-07
0.8 4.064222e-5 4.647e-4 4.5116e-007 4.5116e-07
1.0 5.390356e-5 4.710e-4 6.7555e-006 6.7555e-06

Cizelge 4.15. ve Cizelge 4.16.’da (4.36) denklem sisteminin N = 3,5,7 ve M =

4,5,6,7,8 icin gercek, tahmini ve iyilestirilmis mutlak hatalar1 karsilastirilmistir. Cizel-

gelerde gercek mutlak hatalart inceledigimizde N degeri arttikca daha kiiciik sonuclar

elde edildigi goriilmektedir. Buradan, artan N degerleriyle birlikte yaklagik coziimlerin

gercek ¢oziime daha yakin oldugu goriilmektedir. Gergek ve tahmini mutlak hatalarin nii-

merik sonuglarina bakildiginda birbirine ¢ok yakin oldugu goriilmektedir. Tyilestirilmis

mutlak hatalarin ntimerik sonuglar ise, gercek ve tahmini mutlak hatalardan daha iyi so-
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nu¢ vermistir ve gercek hatalardan uzaklagsmamistir. Buradan, rezidiiel hata tahmini yon-

teminin etkili oldugu goriilmektedir.

Cizelge 4.15. Ornek 4.3’lin y; () ¢oziimii igin N = 3,5,7 ve M = 4,5,6,7,8 olarak

alindiginda elde edilen gercek, tahmini ve iyilestirilmis mutlak hatalarinin karsilastiril-

mas1
Gergek Mutlak Hata Tahmini Mutlak Hata Tyilestirilmis Mutlak Hata
T le13(s)] le13,5(2:)] | B 3.4 (5)]
0 1.9516e-18 6.0185e-36 1.9516e-18
0.2 3.2982e-04 3.2881e-04 2.0715e-05
04 5.0742e-04 5.0657e-04 1.9419¢-05
0.6 3.0431e-04 3.0291e-04 2.4041e-05
0.8 6.2354e-04 6.2264e-04 3.9209e-05
1 3.3007e-03 3.2871e-03 1.5281e-04
le1s ()] le1s7(w4)] | By 5.6(2i)]
0 3.3307e-16 1.5407e-33 3.3307e-16
0.2 1.0110e-06 1.0095e-06 4.1070e-08
0.4 8.5264e-07 8.5090e-07 4.1562e-08
0.6 1.3937e-06 1.3918e-06 5.0201e-08
0.8 9.0094e-07 8.9879¢e-07 8.3187e-08
1 1.3659e-05 1.3626e-05 5.6070e-07
|e1,7(@s))] |e1,7,8(1)] |z (@i)
0 2.5260e-12 6.0397e-31 2.5260e-12
0.2 1.4761e-09 1.4299e-09 4.6185e-11
04 1.7442¢-09 1.6865¢e-09 5.7704e-11
0.6 1.9778e-09 1.9070e-09 7.0793e-11
0.8 2.1495e-09 2.0640e-09 8.5469¢-11
1 3.3211e-08 3.4372e-08 1.1607e-09
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Cizelge 4.16. Ornek 4.3’iin yo(r) ¢oziimii igin N = 3,5,7 ve M = 4,5,6,7,8 olarak

alindiginda elde edilen gercek, tahmini ve iyilestirilmis mutlak hatalarinin karsilastiril-

mas1
Gergek Mutlak Hata Tahmini Mutlak Hata Tyilestirilmis Mutlak Hata
z; lea3(7;)] lea3,5(7:)] | Ea,3.4(5)]
0 1.1384¢-18 2.2569¢-36 1.1384¢-18
0.2 1.5318e-04 1.5268e-04 1.0103e-05
04 2.3929¢-04 2.3887e-04 9.5581e-06
0.6 1.5178e-04 1.5108e-04 1.1860e-05
0.8 2.9797e-04 2.9752e-04 1.9323e-05
1 1.5029¢-03 1.4962¢-03 7.3101e-05
|eas ()] leas 7 ()] | B2 5.6(i)]
0 1.8041e-16 1.3867e-32 1.8041e-16
0.2 5.0134e-07 5.0060e-07 2.0479¢-08
0.4 4.2412e-07 4.2325e-07 2.0740e-08
0.6 6.9311e-07 6.9212e-07 2.5065e-08
0.8 4.5116e-07 4.5008e-07 4.1518e-08
1 6.7555e-06 6.7389¢-06 2.7910e-07
|e2,7 ()] |€2,7,8(:)] | Eo78(wi)
0 1.3696e-12 9.9224e-31 1.3696e-12
0.2 7.3734e-10 7.1436e-10 2.2985e-11
04 8.7153e-10 8.4278e-10 2.8752e-11
0.6 9.8849¢-10 9.5318e-10 3.5302e-11
0.8 1.0746e-09 1.0319e-09 4.2646e-11
1 1.6585e-08 1.7165e-08 5.8014e-10
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(4.36) denklem sisteminin Sekil 4.12. ve Sekil 4.13.’te tam ¢oziimleri ve N = 2,5, 10
icin yaklasik ¢coziimleri karsilastirllmistir. Buradan, artan /V degerleriyle birlikte yaklagik

coziimlerin gercek ¢oziime daha yakin oldugu goriilmektedir.

1.2 -
o Tam G6zim y,(x)

168 — =~ N=2icin Yaklagik G6zim y, ,(x)
N=5 icin Yaklasik C6zim Y4 5(><)
0.8 F B —+— N=10 igin Yaklagik G6zim y, 10(><)

0.6 ™ .

021

-0.2

-0.6 ;

Sekil 4.12. Ornek 4.3 icin g, () tam ¢oziimii ve N = 2, 5, 10 icin yaklagik ¢oziimleri

0.9 —
o Tam G6zim ¥, (%)

0.8 |— =— - N=2igin Yaklagik Coziim y, ,(x) 4
N=5 icin Yaklagik G6zim y, ~(x)

07 | 4 N=10igin Yaklasik Goziim y,, | (x) 1

Sekil 4.13. Ornek 4.3 icin g, (z) tam ¢oziimii ve N = 2, 5, 10 icin yaklagik ¢oziimleri
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(4.36) denklem sisteminin Sekil 4.14. ve Sekil 4.15.te N = 3,4,5,6,7,8 icin elde
edilen gercek mutlak hata fonksiyonlar: kargilagtirilmistir. Buradan, artan /N degerleriyle

birlikte daha iyi niimerik sonuglar elde edildigi goriilmektedir.

Mutlak Hatalar

10710 ZK‘/—/—\J
‘

10718

10°

Mutlak Hatalar

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Sekil 4.15. Ornek 4.3’iin g, (z) ¢oziimii icin elde edilen gergek mutlak hata fonksiyonlar
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(4.36) denklem sisteminin Sekil 4.16.°da N = 4, M = 5, 8 i¢in elde edilen 1iyilestiril-
mis mutlak hata fonksiyonlari, Sekil 4.17.’de tahmini mutlak hata fonksiyonlar: kargilag-

tirtlmasgtir.

10'3 T T T T T T T
Ey 450

Mutlak Hatalar

09 091 092 093 094 095 09 097 098 0.99 1
X

Sekil 4.16. Ornek 4.3’iin y, (7) ¢oziimii icin N = 4 ve M = 5, 8 oldugunda elde edilen

iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirilmasi
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Mutlak Hatalar

/

/

Il Il Il Il Il Il Il Il Il
09 091 092 093 094 095 096 097 098 0.99 1
X

Sekil 4.17. Ornek 4.3’iin y, () ¢oziimii icin N = 4 ve M = 5, 8 oldugunda elde edilen

tahmini mutlak hata fonksiyonlarinin karsilagtirilmasi

(4.36) denklem sisteminin Sekil 4.18.°de N = 5, M = 6 i¢in elde edilen gercek ve
tahmini mutlak hata fonksiyonlari, Sekil 4.19.°da N = 5, M = 6 icin elde edilen gercek

ve iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonlar1 karsilagtirilmistir.
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Mutlak Hatalar
o
(4]
T

Sekil 4.18. Ornek 4.3’iin y; () ¢oziimii igcin N = 5 ve M = 6 oldugunda elde edilen

gercek ve tahmini mutlak hata fonksiyonlarinin kargilastirilmasi

—

o
&
T

Mutlak Hatalar

Sekil 4.19. Ornek 4.3’iin y5(x) ¢oziimii icin N = 5 ve M = 6 oldugunda elde edilen

gercek ve iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirilmasi
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Ornek 4.4.

g\ (@) — cos(a)ys? (z) + 2yl () — yi (2) = ze* + cos?(x)

s (x) + sin(x)y®) (x) + cos(x)yi () — cos(x)ys(x) = cos(x)(1 — €”)

e7ys" (2) + 47 (2) — cos(a)yy" (x) + () = sin’(x)
(4.43)
dordiincti mertebeden degisken katsayili homojen olmayan lineer diferansiyel denklem

sistemini 0 < x < 1 araliginda

0 1, y20)=0  4P0)=-1,
w0) =1, 3(0)=0, ¥ ©0)=-1, ¥’0) =0, (4.44)
1 1 1, Y0 =1,

<
W~
no
S
Y
=)
S~—
I

baglangi¢ kosullari
yi1(x) = sin(x), yo(z) = cos(z) wve ys(x)=¢€"
ve tam ¢Oziimleri ile birlikle ele alalim.

Burada;

Pyy(z) = cos(x), Pyy(r) =0, Ps(x) = —cos(x),
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P22,1(x) =0, P22,2(x) =0,
P?,Q,l(x) =0, P??,Q(x) =1,
P13,1($) =0, P13,2($) =0,
P} (x) = sin(z), Pjy(x)
Pf?,l(x) =0, sz(w) =0,
Piy(x) =1, Py(x) =0,
P§,1<x) =0, P24,2(5’7) =1,
P??,l@) =0, P:)il,z(x) =0,
dir.

P§3(x) =0,
P?ig(x) =0,
P13,3($) =0,

0, Pjs(z)=0,
Pgig(a:) =0,
P14,3(37) =0,
P24,3(x) =0,
Pyy(x) = €7,

Simdi, N = 5 i¢in kesilmis Laguerre seri formunda

5
yin(x) = ZaiﬁnLn(:v), i=1,2,3
n=0

c¢oziimlerini hesaplayalim. Ilk olarak, N = 5 i¢in kollokasyon noktalarinin kiimesini bu-

lalim. 0 < z < 1 oldugundan,a =0, b=1ve: =0,1,2,3,4,5 olur ve

x0=0+1—;00:0
x1:0+%1:%
x2:0+%2:§
x320+%3:§
x420+%4:§
x5:O+1—g05:1

elde edilir. Dolayisiyla, NV = 5 i¢in kollokasyon noktalarinin kiimesi

{SL’Q = 0,5131 =

o] =

, Lo =

7364257135:1}
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dir. (4.11)’den problemin temel matris denklem sistemi

{POXD n PlXBD}A el

dir. Burada,
X(0)
X (1/5)
5 _ >:<(2/5)
X (3/5)
X(4/5)
X(1)
X(0) 0 0 X(1/5) 0 0
X(0)=| 0 X0 o0 X(1/5) = 0 X(1/5 0
0 0 X(0) 0 0 X(1/5)
X(2/5) 0 0 X(3/5) 0 0
X (2/5) = 0 X(2/5) 0 , X (3/5) = 0 X(3/5) 0
0 0 X(2/5) 0 0  X(3/5)
X(4/5) 0 0 XM 0 0
X (4/5) = 0 X(4/5 0 , XM= 0o X1 o0
0 0  X(4/5) 0 0 X(1)

X =[100000]
X(1/5)= | 1 1/5 1/25 1/125 1/625 1/3125 |,

X(2/5) = [1 2/5 4/25 8/125 16/625 32/3125],
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X(3/5):[1 3/5 9/25 27/125 81/625 243/3125},
X(4/5)=[1 4/5 16/25 64/125 256/625 1024/3125],

X(l):[1 1111 1],

BT 0 0 DT 0 0
B=| 0 B” 0|, D=| 0 DT o |,
0 0 BT 0 0 DT
(01000 0] 1 1 11 -
002000 0 -1 -2 -3 —4 -5
gr_ | 000300 o 0 0 1/2 3/2 3 5 |
000040 00 0 -1/6 —2/3 —5/3
000005 00 0 0 1/24 5/24
(00000 0| (000 0 0 0 —1/120
cos?(x) + xe®
g(0) =g(1/5) = g(2/5) = g(3/5) = g(4/5) =g(1) = | —cos(z)(e” —1) |,

sin?(x)

7
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g(()) aio a0 as.o
g(1/5) A aii a1 as

1

2/5 a a a

G- g( / ) A=l A, |, A= 1,2 A, = 2,2 A, = 3,2
g(3/5) A a3 az3 ass

3
g(4/5) ay 4 ag 4 as 4
g(l) | 15 az s ass

dir.

Bu temel matris denklem sistemi i¢in genisletilmis matris Matlab’dan hesaplanir. Kosulla-
rin matris formu da hesaplanir. Sonra genisletilmis matrisin son on iki satir1 yerine kosul-
larin matris formu yazilir ve bdylece yeni genisletilmis matris [\7\7, é] bulunur. Buradan

bu sistem ¢oziiliir ve Laguerre katsayilar matrisi A elde edilir. Son olarak,

yin(r) =L(x)A; j=1,2

coziimlerinde A matrisi yerine koyulursa,

y15(x) = 0.008275147520662° — 5.42101086243e — 20x* — 0.166666666667x>
—2.60208521397¢ — 18x2 + x — 7.3035415877¢ — 19,

Ya.5(x) = —0.0008299457891682° + 0.0416666666667x* — 4.74338450462¢ — 1923
—0.52? — 3.36102673471e — 18z + 1

veE

Yss(x) = 0.0092284748542x° + 0.0416666666667x* + 0.166666666667x> + 0.522
+x+1

yaklagik ¢coztimlerini elde ederiz. Buradan, /N = 5 icin gercek hata fonksiyonlari
e15(x) = y1(z) — y1,5(2)

= sin(x) — (0.008275147520662° — 5.42101086243¢ — 20x*
—0.166666666667x3 — 2.60208521397¢ — 1822 + x — 7.3035415877¢ — 19),
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62,5(33) = y2($) - 92,5(30)
= cos(x) — (—O.0008299457891689(:5 + 0.0416666666667x*
—4.74338450462¢ — 1922 — 0.522 — 3.36102673471e — 18x + 1)

Ve

63,5(56) = ys(ﬂf) - y375(:16)
=e' — (0.00922847485423:5 +0.04166666666672* + 0.166666666667 2>
+0.52% + = + 1)

olur.

Simdi, Ry y(z), Ron(x) ve Rs n(x) rezidii fonksiyonlarini bulalim:
N = 5 i¢in bulunan yaklasik ¢oziimler (4.43)’te yazilarak R, 5(x), Ro5(2) ve Rs5(x)

rezidii fonksiyonlar1 tanimlanir ve

Rys(x) = yi5(x) — cos()ysa(x) + wyi (@) — yrs(x) — ze” — cos’(x)
Ros(x) = g () + sin(x)yis(x) + cos(x)y1 5(x) — cos(x)yss(x) — cos(x)(1 — €*)

Rys(x) = e "ysh (x) + ysa(x) — cos(@)y\d(x) + yos(x) — sin’(x)
(4.45)

elde edilir. (4.45)’1

D) + 2y () — yis(a)
Ry5(x) + cos(x)(1 — €”) = ﬁ@+%UMU+MUm@—M@mm
Rys(x) + sin®(z) = ey52(x) + y$a(x) — cos(x)yis () + yo5(x)

Ri5(z) + xe® + cos*(z) = yﬁz (z) — cos(z)ys

(4.46)
seklinde de yazabiliriz.

Buradan, (4.43)’ten (4.46) cikarilirsa;

~Ris(@) = |17 @) = gi2(@)] = cosa) [ (@) =y (@)| + 2 |4 (@) — i ()]
— () — y15(2)]
—Ros(e) = 1" (@) = yi(@)] + sin(a) [ (2) = (@) + cos(@) [y (2) = ys(2)]
—cos(z) [ys(x) — ys,5(x)]
~Rys(2) = e [y (0) = i3] + [0 (@) — 42(@)] - cos(2) [51(2) - yiB()
+ [y2(%) — y2,5(2)]
(4.47)
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hata diferansiyel denklem sistemini elde ederiz.

N =5 i¢in bulunan yaklagik ¢coziimler (4.44) kosullarini sagladigindan;

125(0) =1, 552(0) =0, ¥2(0)=—1, 52(0) =0, (4.48)
yss(0) =1, y2(0) =1, y920)=1, 3£ (0) =1,
(

yazilabilir ve (4.44)’ten (4.48) ¢ikarilirsa,

y1(0) —y15(0) =0, y"(0) —9t2(0) =0, ¥P(0) —y2(0) =0,
1(0) = 125(0) =0, 43”(0) —93(0) =0, 4”(0) = 43(0) =0, w19
y3(0) — y55(0) = 0, y(0) —552(0) =0, w5 (0) — y52(0) = 0,
yP0) —4i200) =0, y52(0) —y52(0) =0, 45 (0) — y$2(0) =0,
bulunur. Boylece, (4.47) ve (4.49) hata probleminin

M

€i7N,M(x) - dz\;uLn<x) ) 1= 17273
n=0

formunda yaklagik ¢coztimleri bulunur. Burada, N = 5 ve M = 6 alinirsa,

e156(r) = —0.0002298589977292° + 0.0001345688091592° + 1.93123511974e — 192*
+2.71050543121e — 2023 — 2.16840434497¢ — 1922
+5.01443504775e — 192 — 8.80914265144e — 20

e256(r) = —0.001365959552542° + 0.0008198233853142° — 4.33680868994¢ — 1922
+4.33680868994¢ — 19z 4 4.06575814682e — 20

e3s6(r) = 0.001644637518672° — 0.0009827385861652° — 4.06575814682¢ — 20z*
—7.04731412116€e — 192° + 3.46944695195¢ — 182>
—3.14418630021e — 18z + 8.13151629364e — 19

elde edilir. Buradan, N = 5 icin yaklasik ¢oziim ve N = 5, M = 6 i¢in hata probleminin

yaklasik ¢oziimii toplanirsa

y156(2) = —0.00022985899772925 + 0.00840971632982x° + 1.3891340335¢ — 19x*
—0.166666666667x> — 2.81892564846e — 182% + = — 8.18445585284¢ — 19

Y25.6(2) = —0.001365959552542% — 0.00001012240385442° + 0.0416666666667x*
—4.74338450462¢ — 192 — 0.52% — 2.92734586571e — 18x + 1

y3.5.6(2) = 0.001644637518672° + 0.00824573626803z° + 0.0416666666667
+0.166666666667x> + 0.5z + z + 1
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tyilestirilmis yaklasik ¢oziimleri bulunur.

Boylece, iyilestirilmis hata fonksiyonlari

B 56(x) = 0.0002298589977292° — 0.000134568809159x° — 1.93123511974e — 192*
—2.71050543121e — 2023 + 2.16840434497¢ — 192>
5.01443504775e — 19z + 8.80914265144¢e — 20

Ey56(z) = 0.0013659595525425 — 0.0008198233853142° + 4.33680868994¢ — 1922
—4.33680868994¢e — 19z — 4.06575814682¢ — 20

Fs56(z) = —0.001644637518672° + 0.0009827385861652° + 4.06575814682¢ — 20x*
+7.04731412116e — 1923 — 3.46944695195¢ — 1822
+3.14418630021e — 18z — 8.13151629364¢e — 19

olarak bulunur.

Simdi, tam ¢oziimler, yaklasik ¢oziimler, iyilestirilmis yaklasik ¢oziimler ve mutlak
hatalar tablo ve grafiklerde gosterilip literatiirde mevcut diger yontemlerle kargilastirila-
caktir.

Cizelge 4.17., Cizelge 4.18. ve Cizelge 4.19.’da (4.43) denklem sisteminin tam ¢o-

ziimleri, N = 5 icin yaklasik ¢coziimleri ve gercek mutlak hatalar1 gosterilmigtir.

Cizelge 4.17. Ornek 4.4’iin y;(x) tam ¢dziimii, N = 5 i¢in yaklagik ¢oziimii ve gercek

mutlak hatasi

Tam Coziim Yaklagik Coziim Mutlak Hata
T yi(zi) = sin(x) N =5, yis(xi) N =5 e5(z)
0 0 -7.3035415877e-19 7.3035415877e-19

0.2 0.198669330795061 0.198669314713871 1.60811899907465e-08
0.4 0.389418342308651 0.389418070843924 2.71464727030768e-07
0.6 0.564642473395035 0.564643475471134 1.00207609898817e-06
0.8 0.717356090899523 0.717378267006066 2.21761065429815e-05
1 0.841470984807897 0.84160848085366 1.374960457630750e-04
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Cizelge 4.18. Ornek 4.4’iin y,(x) tam ¢dziimii, N = 5 i¢in yaklagik ¢oziimii ve gercek

mutlak hatasi

Tam Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
x; ya(x;) = cos(x) N =5, yas5(x;) N =5, eyp(z;)
0 1 1 0
0.2 0.980066577841242 0.980066401084014 1.76757227965396e-07
0.4 0.921060994002885 0.921058168021786 2.82598109901944¢-06
0.6 0.825335614909678 0.825335463415439 1.51494239042371e-07
0.8 0.696706709347165 0.696794710030486 8.80006833209324e-05
1 0.54030230586814 0.540836720877532 5.344150093919971e-04

Cizelge 4.19. Ornek 4.4’iin y3(x) tam ¢dziimii, N = 5 i¢in yaklagik ¢oziimii ve gercek

mutlak hatasi

Tam Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
T ys(z;) = €” N =5, yss(z;) N =5, ess(z;)
0 1 1 0
0.2 1.22140275816017 1.22140295311196 1.94951789822539e-07
0.4 1.49182469764127 1.49182783291586 3.13527459017138e-06
0.6 1.82211880039051 1.82211760620474 1.19418577004815e-06
0.8 2.22554092849247 2.22542398664041 1.169418520601260e-04
1 2.71828182845905 2.7175618081879 7.200202711499240e-04
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Cizelge 4.20.’de (4.43) denklem sisteminin /N = 5 i¢in gercek mutlak hatalar1 Bessel

kollokasyon yontemi (Yiizbag1 2011) ile karsilagtirilmagtir.

Cizelge 4.20. Ornek 4.4 icin N = 5 olarak alindi§inda elde edilen gercek mutlak hatalarin

Bessel yontemiyle karsilastiriimasi

Xy

Laguerre

le1s(ws)]

Bessel

le1s(ws)]

Laguerre

leas(ws)]

Bessel

’62,5($i)|

Laguerre

|€3,5(1?i)|

Bessel

less(ws)]

7.3035e-19

0

1.3010e-18

0

2.4395e-19

0

0.2

1.6081e-08

1.6081e-008

1.7676e-07

1.7676e-007

1.9495e-07

1.9495e-007

0.4

2.7146e-07

2.7146e-007

2.8260e-06

2.8260e-006

3.1353e-06

3.1353e-006

0.6

1.0021e-06

1.0021e-006

1.5149e-07

1.5149e-007

1.1942e-06

1.1942e-006

0.8

2.2176e-05

2.2176e-005

8.8001e-05

8.8001e-005

1.1694e-04

1.1694e-004

1.3750e-04

1.3750e-004

5.3442e-04

5.3442e-004

7.2002e-04

7.2002e-004

Cizelge 4.21., Cizelge 4.22. ve Cizelge 4.23.’te (4.43) denklem sisteminin gergek,

tahmini ve iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonlar1 karsilagtirilmistir. Cizelgelerde gercek

mutlak hatalar inceledigimizde N degeri arttikca daha kiigiik sonuglar elde edildigi go-

riilmektedir. Buradan, artan N degerleriyle birlikte yaklasik ¢oziimlerin gercek ¢oziime

daha yakin oldugu saptandi. Cizelgelerden gercek, tahmini ve iyilestirilmis mutlak hata-

larin birbirine ¢ok yakin oldugu goriilmektedir. Buradan, yontemin etkili oldugu sdylene-

bilir.
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Cizelge 4.21. Ornek 4.4’iin y, () ¢oziimii icin N = 4,5 ve M = 5,6, 7 olarak alindiginda

elde edilen gercek, tahmini ve iyilestirilmis mutlak hatalar

Gergek Mutlak Hata Iyilestirilmis Mutlak Hata
L |€1,4($i)| |E17475(33¢)| |E1,4,6(17i>|
0 0 0 0
0.2 2.6641e-06 2.6480e-06 2.6764e-06
0.4 8.5009e-05 8.4738e-05 8.5174e-05
0.6 6.4247e-04 6.4348e-04 6.4322e-04
0.8 2.6894e-03 2.7116e-03 2.6954e-03
1 8.1377e-03 8.2751e-03 8.1799¢e-03

Gercek Mutlak Hata Tahmini Mutlak Hata

le15(xi)] |e1,5,6(x3)] |e15,7(:)]
0 7.3035e-19 1.8490e-49 8.4556e-47
0.2 1.6081e-08 2.8351e-08 1.6220e-08
0.4 2.7146e-07 4.3648e-07 2.7317e-07
0.6 1.0021e-06 2.6023e-07 9.9561e-07
0.8 2.2176e-05 1.6161e-05 2.2202e-05
1 1.3750e-04 9.5290e-05 1.3818e-04
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Cizelge 4.22. Ornek 4.4’iin y, () ¢oziimii icin N = 4,5 ve M = 5,6, 7 olarak alindiginda

elde edilen gercek, tahmini ve iyilestirilmis mutlak hatalar

Gergek Mutlak Hata Iyilestirilmis Mutlak Hata
L |€2,4($i)| |E27475(33¢)| |E2,4,6 (z3)]
0 0 8.8162e-39 1.7347e-18
0.2 8.8825e-08 2.6558e-07 9.0661e-08
0.4 5.6727e-06 8.4986¢-06 5.6986e-06
0.6 6.4385e-05 6.4537e-05 6.4517e-05
0.8 3.5996e-04 2.7196e-04 3.6140e-04
1 1.3644e-03 8.2995e-04 1.3761e-03

Gercek Mutlak Hata Tahmini Mutlak Hata

|e2,5(x3)| |€2,5,6(x3)] |e2,5,7(:)]
0 1.3010e-18 1.1414e-50 2.0432e-49
0.2 1.7676e-07 1.7492e-07 1.7750e-07
0.4 2.8260e-06 2.8000e-06 2.8350e-06
0.6 1.5149e-07 1.9258e-08 1.8439e-07
0.8 8.8001e-05 8.9438e-05 8.8062e-05
1 5.3442e-04 5.4614e-04 5.3649¢-04
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Cizelge 4.23. Ornek 4.4’iin y3() ¢oziimii icin N = 4,5 ve M = 5,6, 7 olarak alindiginda

elde edilen gercek, tahmini ve iyilestirilmis mutlak hatalar

Gergek Mutlak Hata Iyilestirilmis Mutlak Hata
L |€3,4($i)| |E37475(33¢)| |E3,4,6 (z3)]
0 0 5.1428e-39 1.5613e-17
0.2 2.7582e-06 2.9531e-06 2.7439e-06
0.4 9.1364e-05 9.4500e-05 9.1173e-05
0.6 7.1880e-04 7.1761e-04 7.1792e-04
0.8 3.1409e-03 3.0240e-03 3.1331e-03
1 9.9485e-03 9.2285e-03 9.8904e-03

Gercek Mutlak Hata Tahmini Mutlak Hata

|es 5 (i) |€3,5,6(%i)] |e35,7(w:)]
0 2.4395e-19 2.9546e-48 2.7783e-47
0.2 1.9495e-07 2.0922e-07 1.9404e-07
0.4 3.1353e-06 3.3268e-06 3.1244e-06
0.6 1.1942e-06 3.1446e-07 1.2338e-06
0.8 1.1694e-04 1.0911e-04 1.1684e-04
1 7.2002e-04 6.6190e-04 7.1697e-04

86



BULGULAR VE TARTISMA G. YILDIRIM

(4.43) denklem sisteminin Sekil 4.20., Sekil 4.21. ve Sekil 4.22.’de tam ¢oziimleri
ve N = 3,5,7 i¢in yaklasik ¢coziimleri karsilastirilmistir. Buradan, artan N degerleriyle

birlikte yaklagik ¢oziimlerin gercek ¢oziime daha yakin oldugu goriilmektedir.

0.9

07k =)

0.6 e

05Ff
~ 04Ff g/

03Ff =1
02t -
01p &

o

Yy — 00—y 5 Yy ) o me g o)
-0.1

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Sekil 4.20. Ornek 4.4 icin g, (z) tam ¢oziimii ve N = 3,5, 7 icin yaklagik ¢oziimleri

0.95

0.9

0.85

0.8

= 0.75
>

0.7

0.65

06

0.55

0.5

Sekil 4.21. Ornek 4.4 icin y,(x) tam ¢oziimii ve N = 3,5, 7 icin yaklagik ¢oziimleri
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2.8

221

Y4(x)

1.8

16

1.4

1.2

V) — O Ygq00) YasX) B Vg 0

02 03 04 05 06 07 08 09 1

Sekil 4.22. Ornek 4.4 i¢in y3(z) tam ¢oziimii ve N = 3,5, 7 icin yaklagik ¢oziimleri

(4.43) denklem sisteminin Sekil 4.23., 4.24. ve Sekil 4.25.’te N = 4,5,6, 7 i¢in elde

edilen gercek mutlak hata fonksiyonlar karsilastirilmistir. Sekillerden NV degeri arttikca

hatalarin kiiciildigii goriilmektedir.

Mutlak Hatalar

Sekil 4.23. Ornek 4.4 igin e; y(x) gercek hatasinin gesitli N degerleri igin elde edilen

gercek mutlak hata fonksiyonlari
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10°

Mutlak Hatalar

Sekil 4.24. Ornek 4.4 igin ey v(x) gercek hatasinin gesitli N degerleri igin elde edilen

gercek mutlak hata fonksiyonlari

10° leg;

Mutlak Hatalar

Sekil 4.25. Ornek 4.4 igin e3 y(x) gercek hatasmin gesitli N degerleri icin elde edilen

gercek mutlak hata fonksiyonlari
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(4.43) denklem sisteminin Sekil 4.26.°da N = 4, M = 5, 8 i¢in elde edilen 1iyilestiril-
mis mutlak hata fonksiyonlari, Sekil 4.27."de N = 4, M = 5, 8 i¢in elde edilen tahmini

mutlak hata fonksiyonlar1 karsilasgtirilmisgtir.

Mutlak Hatalar
3
=

_.
<
o

10—20 L

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
X

Sekil 4.26. Ornek 4.4’iin y, () ¢oziimii igin N = 4 ve M = 5,6 olarak alindiginda elde

edilen iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonlarinin karsilagtiriimasi
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183,45
ey ¥
1078
a
]
©
T
X
©
5
s
106
107 ¢

Il L 1 L 1 Il 1 Il L
01 012 0.14 0.6 0.18 02 022 024 026 028 0.3
X

Sekil 4.27. Ornek 4.4’iin y3(x) ¢oziimii icin N = 4 ve M = 5, 6 olarak alindiginda elde

edilen tahmini mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastiriimasi

(4.43) denklem sisteminin Sekil 4.28.°de N = 5, M = 6 i¢in elde edilen gercek ve
tahmini mutlak hata fonksiyonlari, Sekil 4.29.da N = 5, M = 6 i¢in elde edilen gercek

ve iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonlar1 karsilagtirilmistir.
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Mutlak Hatalar

0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
X

Sekil 4.28. Ornek 4.4’iin y; () ¢oziimii icin N = 5 ve M = 6 olarak alindi§inda elde

edilen gercek ve tahmini mutlak hata fonksiyonlarinin kargilastiriimasi

Mutlak Hatalar

0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

Sekil 4.29. Ornek 4.4’iin y;(z) ¢6ziimii icin N = 5 ve M = 6 olarak alindi§inda elde

edilen gercek ve iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonlarinin kargilastirilmasi
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Ornek 4.5.

Yo() — ys(x) = —€” 0<z<1 (4.50)

birinci mertebeden degisken katsayili homojen olmayan lineer diferansiyel denklem sis-

temini

baglangic kosullar
yi1(z) =€®, yo(x) = sin(x) wve ys(z) = e*+ cos(x)
ve tam ¢Oziimleri ile birlikle ele alalim.

Burada;

P??,l(x) =—1, P??,z(x) =1, ng(x) =0,

dir.
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Simdi, N = 5 i¢in kesilmis Laguerre seri formunda

5
yin(x) = Zaan(x), i=1,2,3
n=0

¢oziimlerini hesaplayalim. Ilk olarak, N = 5 i¢in kollokasyon noktalarinin kiimesini bu-

lalim. 0 < z < 1 oldugundan,a =0, b=1ve: =0,1,2,3,4,5 olur ve

xo:0+1_;()0:0
xle—l-%l:%
x2:0+%2:§
x320+%3:§
x4:0+%4:§
x5:0+1—;05:1

elde edilir. Dolayisiyla, N = 5 i¢in kollokasyon noktalarinin kiimesi
1 2 3 4
{ro=0,1, = 5002 = i3 = e = 5 T = 1}

dir. (4.11)’den problemin temel matris denklem sistemi

{POXD 4 PleD}A el

dir. Burada, ) )
X(0)
X(1/5)
X 35(2/5) |
X(3/5)
X(4/5)
| x() |
X(0) 0 0 X(1/5) 0 0
X0)=1| 0o X0 0 |, X(1/5)= 0 X(1/5) 0 :
0 0 X(0) 0 0 X(1/5)
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X(2/5) 0 0 X(3/5) 0 0
X(2/5) = 0 X((2/5 0 , X(3/5) = 0 X@3/5) 0
0 0 X(2/5) 0 0 X(3/5)
X(4/5) 0 0 X1 0 0
X(4/5) = 0 X@4/5) 0 , XM=] 0o X1 0
0 0 X(4/5) 0 0 X(1)

X =|[100000]
X(1/5)= | 1 1/5 1/25 1/125 1/625 1/3125 |,
X(2/5)= | 1 2/5 4/25 8/125 16/625 32/3125 |,
X(3/5) = | 1 3/5 9/25 27/125 81/625 243/3125 |,
X(4/5) = [ 1 4/5 16/25 64/125 256/625 1024/3125 |,

X(1) = 111111],

BT 0 0 DT 0 0
B=| 0 B” 0 D=| 0 DT o0
0 0 BT 0 0 DT
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01 00O0O0 1 1 1 1 1 1
002000 0o -1 -2 =3 —4 -5
BT 000 300 DT 0 0 1/2 3/2 3 5
000040 0 O 0 -1/6 —-2/3 —5/3
0 00 0O 5 0 0 0 0 1/24 5/24
00 0O0O00©O0 0 0 0 0 0 —1/120
—cos(x)
g(0) = g(1/5) = g(2/5) = g(3/5) =g(4/5) =g(l) = | —e |,
0
g(()) 1.0 as,0 as,o
g(1/5) ay, as, as,
A1 1,1 2.1 3.1
2/5 a a a
G— g(2/5) A=A, |, A= 1,2 A, — 2,2 A, = 3.2
g(3/5) 13 a3 ass
As
g<4/5) Q1.4 a4 as.4
L g(1> | | Q15 ] i as s | I ass |
dir.

Bu temel matris denklem sistemi icin genisletilmis matris Matlab’dan hesaplanir. Kosul-
larin matris formu da hesaplanir. Sonra genisletilmis matrisin son ii¢ satir1 yerine kosulla-
rin matris formu yazilir ve bdylece yeni genisletilmis matris [\7\7, é] bulunur. Buradan bu

sistem ¢oziiliir ve Laguerre katsayilar matrisi A elde edilir. Son olarak,
yj,N(:C) = L(x)AJ J= 1,2,3
coziimlerinde A matrisi yerine koyulursa,

y1.5(x) = 0.01253143662482° + 0.0377210999073x* 4 0.16822545527 123
+0.499768584831x2 + = + 1,

Ya.5(7) = 0.007640927371822° + 0.000782824607297z* — 0.1669889493423
+0.000045327625710322 + 2 — 6.10622663544¢ — 16
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veE

y3.5(x) = 0.00934385876122° + 0.0820919229142x* + 0.167226486969x>
—0.000093897777657922 + x + 2

yaklasik ¢oziimlerini elde ederiz.

Buradan, V = 5 icin gergek hata fonksiyonlari

61,5@) = yl(x) - y175(x)
=e® — (0.0125314366248x5 +0.0377210999073z* + 0.168225455271 23
+0.499768584831x2 + = + 1),

62,5(@ = yz(l‘) - y2,5(I)
= sin(x) — (0.00764092737182x5 + 0.000782824607297x* — 0.166988949341°
+0.00004532762571032% + = — 6.10622663544¢ — 16)

ve
63,5($) = 93(95) - y3,5($)
= e” + cos(x) — (0.00934385876123:5 + 0.0820919229142x4
+0.167226486969x3 — 0.000093897777657922 + = + 2)
olur.

Simdi, Ry y(z), Ro.n(x) ve Rs y(x) rezidii fonksiyonlarini bulalim:
N = 5 igin bulunan yaklagik ¢oziimler (4.50)’de yazilarak R;s(x), Ra5(z) ve Rs35(x)

rezidii fonksiyonlari tanimlanir ve

Ry5(z) = vy 5(x) — ys5(x) + cos(x)
Ry 5(z) = y’25(:13) —ys5(x) +€” (4.52)
Ry5(z) = ys 5(2) — y1,5(x) + y2,5()

elde edilir. (4.52)’y1

Ros(z) — € = yp5(z) — y35(2) (4.53)

seklinde de yazabiliriz.
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Buradan, (4.50)’den (4.53) cikarilirsa;

—Ris5(@) = [11(2) = y15(2)] = [y5(2) — ys5(2)]
~Ras() = [13(0) = 5(x)] = () = pas(o) st
—Rys5(w) = [y5(2) — ys5(2)] = (@) — yus(2)]
+ [2(2) — yo5(2)]
hata diferansiyel denklem sistemini elde ederiz.
N =5 i¢in bulunan yaklagik ¢éziimler (4.51) kosullarin1 sagladigindan;
y1500) =1, 425(0) =0, y35(0) =2 (4.55)
yazilabilir ve (4.51)’den (4.55) cikarilirsa,
y1(0) —15(0) =0,  52(0) —y2,5(0) =0,  y3(0) —y35(0) =0 (4.56)

bulunur. Boylece, (4.54) ve (4.56) hata probleminin

M
einat () =Y, La(z) | i=1,2,3

n=0

formunda yaklagik ¢oziimleri bulunur. Burada, N = 5 ve M = 7 alinirsa,

e157(x) = 0.000306959869631x" + 0.00122570193598x5 — 0.004075441643922°
+0.00389566946297x* — 0.0015481723248423 + 0.0002304474735362>
—0.00000000000976640990302x + 0.00000000000207300843158

ea57(x) = —0.0001787235448352" — 0.00003709502010442° + 0.0007231520132542°
—0.000796175465415z* + 0.0003253002465162 — 0.00004562867849242>
+4.54747350886¢ — 13z + 6.78568312651e — 13

e3s7(x) = 0.000388549599926x7 — 0.0002737780045412° — 0.0008096846808232°
+0.00116118287194z* — 0.0005430506803862* + 0.0000924116106393x2
+3.48165940522¢ — 13x — 7.59357854374e — 14

elde edilir. Buradan, N = 5 i¢in yaklasik ¢oziim ve N = 5, M = 7 i¢in hata probleminin
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yaklagik ¢coziimii toplanirsa

y1.5.7(2) = 0.000306959869631z7 + 0.001225701935982° + 0.008455994980912°
+0.0416167693702x* + 0.166677282946x> + 0.4999990323042>
+0.99999999999z + 1.0

Ya2.5.7(2) = —0.0001787235448352" — 0.00003709502010442° + 0.00836407938507°
—0.0000133508581183z* — 0.1666636490932% — 0.0000003010527821342>
+1.0z 4 6.77957689987e — 13

y3.5.7(2) = 0.00038854959992627 — 0.0002737780045412° + 0.008534174080372°
+0.0832531057861z* + 0.1666834362882% — 0.00000148616701855x2
+1.0z + 2.0

tyilestirilmis yaklasik ¢oziimleri bulunur.

Boylece, iyilestirilmis hata fonksiyonu

E1 57(z) = —0.0003069598696312" — 0.001225701935982° + 0.004075441643922°
—0.00389566946297x* + 0.00154817232484x% — 0.000230447473536x2
0.00000000000976640990302z — 0.00000000000207300843158

Es 57(x) = 0.00017872354483527 + 0.00003709502010442° — 0.0007231520132545
+0.0007961754654152* — 0.000325300246516x° + 0.00004562867849242>
—4.54747350886e — 13z — 6.78568312651e — 13

Fs357(z) = —0.000388549599926x" + 0.0002737780045412° 4 0.000809684680823x°
—0.00116118287194x* + 0.0005430506803862> — 0.0000924116106393x2
—3.48165940522e — 13z + 7.59357854374e — 14

olarak bulunur.

Simdi, tam ¢oziimler, yaklasik ¢oziimler, iyilestirilmis yaklagik coziimler ve mutlak
hatalar tablo ve grafiklerde gosterilip literatiirde mevcut diger yontemlerle karsilastirila-
caktir.

Cizelge 4.24., Cizelge 4.25. ve Cizelge 4.26.’da (4.50) denklem sisteminin tam ¢o-

ziimleri, N = 5 icin yaklasik coziimleri ve gercek mutlak hatalar1 gosterilmistir.
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Cizelge 4.24. Ornek 4.5’in y;(x) tam ¢oziimii, N = 5 igin yaklagik ¢oziimii ve mutlak

hatasi
Tam Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
x; Y (z;) = €” N =5, wyis(x) N =35, es(z;)
0 1 1 0

0.2 1.221402758160170

1.221400910854970

1.847305199862804¢e-06

0.4 1.491824697641270

1.491823384778939

1.312862331769250e-06

0.6 1.822118800390509

1.822116487937574

2.312452935093101e-06

0.8 2.225540928492467

2.225540191065770

7.374266971753343e-07

1 2.718281828459045

2.718246576634042

3.525182500358197e-05

Cizelge 4.25. Ornek 4.5’in y,(x) tam ¢oziimii, N = 5 igin yaklagik ¢oziimii ve mutlak

hatasi
Tam Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
z; Y2 (i) = sin(x) N =5, yas(xi) N =5, egs(;)
0 0 -6.10622663543836e- | 6.106226635438361e-16

16

0.2 0.198669330795061

0.198669599126442

2.683313805533364e-07

0.4 0.389418342308650 0.389418243068613 9.924003740269377e-08
0.6 0.564642473395035 0.56464231746944 1.559255952202472e-07
0.8 0.717356090899523 0.717355091658926 9.992405972177166e-07
1 0.841470984807897 0.841480130265226 9.145457329101270e-06
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Cizelge 4.26. Ornek 4.5’in y3(x) tam ¢oziimii, N = 5 igin yaklagik ¢oziimii ve mutlak

hatasi
Tam Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata

Z; ys(x;) = €” + cos(x) N =5, yss(zi) N =5, ess(x;)

0 2 2 0

0.2 2.20146933600141 2.20146839309611 9.429053016268426e-07
0.4 2.41288569164416 2.41288470586189 9.857822643174806e-07
0.6 2.64745441530019 2.64745280965224 1.605647951360405¢e-06
0.8 2.92224763783963 2.9222465140148 1.123824833127563e-06
1 3.25858413432718 3.25856837086643 1.576346075300203e-05

Cizelge 4.27.°de (4.50) denklem sisteminin N = 6 i¢in elde edilen gercek mutlak

hatalar1 diger yontemlerle karsilagtinlmistir. Cizelgelerde (DDM) diferansiyel doniisiim

metodundan (Thongmoon ve Pusjuso 2009) yararlanilarak niimerik sonuclar Laguerre

kollokasyon metoduyla karsilastirildi.

Cizelge 4.27. Ornek 4.5'te N = 6 icin elde edilen gercek mutlak hatalarin DDM ile

karsilagtirilmasi

€

Laguerre DDM

|€1,6(%’)| \61,6(%”

Laguerre DDM

leas(@i)l | leas(wi)

Laguerre DDM

\63,6(5171‘)| !63,6(1’@')|

1.7319¢e-14 0

5.8398e-14 0

2.7756e-17 0

0.2

8.9691e-08 | 2.6046e-09

2.6784e-08 | 2.5383e-09

1.1003e-07 | 2.6681e-09

0.4

9.4300e-08 | 3.4209¢-07

1.9940e-09 | 3.2436e-07

1.0917e-07 | 3.5831e-07

0.6

1.1665e-07 | 6.0004e-06

2.9723e-08 | 5.5266¢-06

1.2560e-07 | 6.4153e-06

0.8

1.9907e-07 | 4.6173e-05

2.3020e-08 | 4.1242e-05

2.1407e-07 | 5.0305e-05

1.5209e-06 | 2.2627e-04

1.1272e-06 | 1.9568e-04

2.0229e-06 | 2.5080e-04
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Cizelge 4.28.’de (4.50) denklem sisteminin N = 5 ve M = 7 i¢in gercek ve tahmini

mutlak hatalar1 karsilagtirilmistir.

Cizelge 4.28. Ornek 4.5°te vy (), y2(x) ve y3(x) igin N = 5 ve M = 7 oldugunda elde

edilen gercek ve tahmini mutlak hatalarin karsilastirilmasi

Gergek Mutlak Hata Tahmini Mutlak Hata
i ‘61,5<$i)| \61,5,7(1’i)|
0 7.4246e-16 2.3882e-32
0.2 1.8473e-06 1.8438e-06
0.4 1.3129¢-06 1.3086¢-06
0.6 2.3125e-06 2.3075e-06
0.8 7.3743e-07 7.3220e-07
1 3.5252e-05 3.5165e-05

|e2,5(:)] |€2,5,7(:)]
0 6.1062e-16 8.0119e-32
0.2 2.6833e-07 2.6988e-07
0.4 9.9240e-08 9.6850e-08
0.6 1.5593e-07 1.5267e-07
0.8 9.9924e-07 9.9507e-07
1 9.1455e-06 9.1704e-06

|e35(7:)] |€35,7(2:)|
0 6.9389¢-18 8.3357e-34
0.2 9.4291e-07 9.3830e-07
0.4 9.8578e-07 9.8093e-07
0.6 1.6056e-06 1.6010e-06
0.8 1.1238e-06 1.1200e-06
1 1.5763e-05 1.5631e-05
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Sekil 4.30., Sekil 4.31. ve Sekil 4.32.’de (4.50) denklem sisteminin tam ¢oziimleri ve
N = 3,5, 10 i¢in yaklagik ¢oziimleri karsilagtiriimigtir.

2.8
- Tam Gozim y1(x) h

o6l ©— N=3 i¢in Yaklasik C6zim Y, 3(x)
N=5 i¢in Yaklagik Cozim y, 5(x)

2.4 N=10igin Yaklagik Cozimy, ,,(x) a

221 b

1.8 ]

147 1

1.2 ]

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Sekil 4.30. Ornek 4.5’te y; (z) tam ¢oziimii ve N = 3,5, 10 igin yaklasik ¢oziimleri

0.9
Q- Tam Gozim y,(x)

0.8 |~ ©— N=3igin Yaklagik G6ziim y, 5(x)

N=5 i¢in Yaklagik Cézim y, 5(x)

0.7 N=10 igin Yaklasik Gozim y,, () 1

Sekil 4.31. Ornek 4.5’te () tam ¢oziimii ve N = 3,5, 10 igin yaklasik ¢oziimleri
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3.4
Q- Tam Gozim y(x)
— ©— - N=3igin Yaklasik C6ziim y3’3(x) g
3.2 N=5 igin Yaklagik Géziim v, (x) /7
N=10 igin Yaklasik Gozim y,, ,o(x) g
3
28+
=
(s
>
26
24+
22+
2(:1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Sekil 4.32. Ornek 4.5’te y3(z) tam ¢oziimii ve N = 3,5, 10 igin yaklasik ¢oziimleri

(4.50) denklem sisteminin Sekil 4.33., Sekil 4.34. ve Sekil 4.35.te N = 3,4,5,6,7,8
icin elde edilen gercek mutlak hata fonksiyonlar1 karsilagtirnlmigtir. Sekillerden N degeri

arttik¢a hatalarin kiigiildiigii goriilmektedir.

10°

10°

Mutlak Hatalar

Sekil 4.33. Ornek 4.5%in y, () ¢oziimii icin N = 3,4, 5,6, 7,8 olarak alindiginda elde

edilen gercek mutlak hatalarinin karsilagtirilmasi
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10° |

Mutlak Hatalar

10-15 L

Sekil 4.34. Ornek 4.5%in y5(z) ¢oziimii icin N = 3,4, 5,6, 7,8 olarak alindiginda elde

edilenn ger¢ek mutlak hatalarinin karsilagtiriimasi

I
I
105 |~ leg 5
I
I
I

10°

Mutlak Hatalar

10715 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Sekil 4.35. Ornek 4.5’in y3(z) ¢oziimii icin N = 3,4, 5,6, 7,8 olarak alindiginda elde

edilen gercek mutlak hatalarinin kargilastirilmasi
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(4.50) denklem sisteminin Sekil 4.36.°da N = 4, M = 5,9 i¢in elde edilen 1iyilestiril-
mis mutlak hata fonksiyonlari, Sekil 4.37."de N = 4, M = 5, 8 i¢in elde edilen tahmini

mutlak hata fonksiyonlar1 karsilasgtirilmisgtir.

x10°
T

10

Mutlak Hatalar

Sekil 4.36. Ornek 4.5°in g, () ¢oziimii icin N = 4, M = 5,9 olarak alindiginda elde

edilen iyilestirilmis mutlak hatalarinin karsilagtiriimasi
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x10°

Mutlak Hatalar

Sekil 4.37. Ornek 4.5’in y3(z) ¢oziimii icin N = 4, M = 5,8 olarak alindiginda elde

edilen tahmini mutlak hatalarinin karsilagtirilmasi

(4.50) denklem sisteminin Sekil 4.38.’de N = 4, M = 5 i¢in elde edilen gercek ve
tyilestirilmis mutlak hata fonksiyonlari, Sekil 4.39."da N = 4, M = 5 i¢in elde edilen
gercek ve tahmini mutlak hata fonksiyonlar1 karsilastirilmistir. Sekillerden yontemin et-

kili oldugu goriilmektedir.
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le 49
——m IE5 4 50l 7
1041 p v
K
E
1075 J 1 1 1 1 1 1
0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1

X

Sekil 4.38. Ornek 4.5’in y3(z) ¢oziimii icin N = 4, M = 5 olarak alindiginda elde edilen

gercek ve iyilestirilmis mutlak hatalarinin kargilastirilmasi

-3
10
le, 44
ey 45l
8 =
S >
¥ =
> 10-4 L ///
= o
=] s
= 0.
Z
/7
/
/
/
/
/
/
/
/
1 1 1 1 1
0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1

X

Sekil 4.39. Ornek 4.5’in y, () ¢oziimii icin N = 4, M = 5 olarak alindiginda elde edilen

gercek ve tahmini mutlak hatalarinin kargilagtiritlmasi
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5. SONUCLAR

Fizik ve miihendislik alanlarinda karsilasilan bircok 6nemli problemin matematik mo-
delleri, yiiksek mertebeden degisken katsayili diferansiyel denklemler ve denklem sis-
temleridir. Bunlarin tam ¢6ztimlerini bulmak genellikle zor oldugu durumlarda ya da tam
cOziimlerinin olmamasi durumunda niimerik metodlara ihtiya¢ duyulur. Bu yiizden yakla-
stk coziimleri bulmamiz gerekir. Bu ¢alismada lineer diferansiyel denklem sistemleri ele
alind1 ve Laguerre kollokasyon yontemi sunuldu. Ayrica, rezidiiel fonksiyonu temel alan
hata tahmini verildi. Laguerre polinom ¢oziimleri tahmini hata fonksiyonu yardimiyla
iyilestirildi. Onerilen metod ile ilgili niimerik 6rnekler yapildi. Ayrica, ¢oziimlerin dog-
rulugu (R, s rezidiiel fonksiyon) kullanilarak da dl¢iim yapildi. Belirlenen yaklagik ¢o-
ziimler ve rezidiiel diizeltmeler tablo ve grafiklerde gosterildi. Niimerik 6rneklerde bagka
yontemler ile karsilastirmalar da yapildi ve Laguerre kollokasyon yontemi ile oldukca iy1
sonuglar elde edildi.

Sonuglardan N kesme sinirinin arttirtlmast halinde daha iyi sonuglara ulagilacagi anla-
stlmaktadir. Fakat kesme sinir1 N ’nin ¢ok biiyiik se¢ilmesi durumunda, bilgisayarda islem
yiikil artacagindan bilgisayar programlart daha yavas sonug verecektir. Ayrica, N degeri
artarken programdan kaynaklanan hesaplama hatalar1 da biiyiir. Bu nedenle terim sayisini
agir arttirmak cok kullaniglt olmayabilir. Bu sebeplerden, N degeri yeteri kadar biiyiik se-
cildiginde tam c¢oziime oldukca yakin ¢coziimler elde edilebilir. Buradan, herhangi bir NV
degerinden sonra yaklasik ¢coziimiin tam ¢oziimden uzaklasabilecegi ve herhangi bir M
(N < M ve N, M pozitif tam say1) degerinden sonra tekrar tam ¢oziime yaklasabilecegi
goriildii. Ek olarak, y;(z),7 = 1,2, ..., k tam ¢dziimleri polinom oldugunda, yontemden
anlasiliyor ki eger, yontemin kesme sinirt N > deg(y;(x)) segilirse, tam ¢oziim elde edi-
lir.

Yontemdeki yaklasik ¢oziimler ise Matlab, Maple ve Mathematica gibi bilgisayar
programlar1 kullanilarak kolayca hesaplanabilir. Bu caligmadaki 6rneklerde, Matlab prog-
raminda yazilan kodlar calistirilarak yaklasik coziimler kisa siirede hesaplandi. Bu yon-

tem, bagka denklem sistemleri i¢in gelistirilerek uygulanabilir.
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