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OZET

BESSEL KAYMASININ DOGURDUGU RIESZ POTANSIYELLERINDEN
OLUSAN FONKSIYONEL UZAYLAR VE ONLARIN DALGACIK TiPLI
DONUSUMLER YARDIMIYLA NITELENDIRILMESI

Esra SAGLIK

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damsman: Prof.Dr. ilham ALIYEV
Haziran 2018, 52 sayfa

Laplace diferansiyel operatorii diye adlandirilan
02 02 0?
diferansiyel operatorii, matematigin en iinlii diferansiyel operatorlerinden biridir. Orne-
gin, n boyutlu Euclid uzayr R™’de klasik dalga denklemi ve 1s1 gecirme denklemi bu
diferansiyel oparator yardimiyla ifade edilir. Bu tez ¢alismasinda iizerinde ¢alisilan konu,
Laplace diferansiyel operatorii ile singiiler Bessel diferansiyel operatoriiniin toplami ola-
rak ortaya ¢ikan ve Laplace-Bessel diferansiyel operatorii diye adlandirilan hibrit bir di-
feransiyel operatoriin dogurdugu ve Fourier-Bessel Harmonik Analiz denilen harmonik

analiz ile ilgilidir.

1950’11 yillardan sonra gelismeye baglayan Fourier-Bessel Harmonik Analiz’in en
onemli vasitalarindan biri de, Bessel kaymasi (genellesmis kayma) ile iliskilendirilen Ri-

esz potansiyelleri olmugtur.

Klasik Fourier Harmonik Analizinde Riesz potansiyellerinin oynadi8i rolii Fourier-

Bessel Harmonik Analizinde genellesmis Riesz potansiyelleri iistlenmektedir.

Fourier-Bessel Harmonik Analizinin 6nemli teknik araglarindan biri olan genelles-
mis Riesz potansiyellerinin ele alindig1 bu tez ¢alismasinin esas amaci, sz konusu po-

tansiyeller ve onlarin tersleri i¢in yeni gosterim vermek ve bu potansiyellerin dogurdugu



uzaylar i¢in bir karakterizasyon sunmaktir. Bunun i¢in, oncelikle Abel-Poisson ve Gauss-
Weierstrass yar1 gruplarinin ikisini de genelleyen yeni bir yar1 grup tanimlanmig ve bu yar1
grup yardimiyla genellesmis Riesz potansiyelleri icin bir boyutlu yeni bir integral goste-
rimi verilmistir. Bir dalgacik tipli doniisiim tanimlanarak, ters bulma formiilii elde edilmis
ve bu potansiyellerin tersi bulunmustur. Bundan baska, degiskenlerden yalniz birine degil,
birkacina genellesmis kayma uygulanarak ortaya ¢ikan genellesmis Riesz potansiyelleri
icin yeni bir gosterim daha sunulmusg ve son olarak da bu potansiyellerin dogurdugu uza-

yin karakterizasyonu (nitelendirilmesi) verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Bessel kayma operatorii, Dalgacik tipli doniisiim, Fourier-
Bessel doniisiimii, Genellesmis Abel-Poisson yar1 grup, genellesmis Gauss-Weierstrass

yar1 grup, Genellesmis Riesz potansiyelleri, Genellesmis Riesz potansiyelleri uzay1
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ABSTRACT

THE FUNCTIONAL SPACES FORMED BY THE RIESZ POTENTIALS,
GENERATED BY BESSEL SHIFT AND THEIR CHARACTERIZATION WITH
THE AID OF WAVELET TYPE TRANSLATION

Esra SAGLIK

PhD Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Prof. Dr. ilham ALIYEV
June 2018, 52 pages

The differantial operator, named Laplace differential operator,
0? 0? 0?
A= 8_56% + 8_:10% +F G_x%

is one of the most famous operators in mathematics. For example, classical wave equ-
ation and heat equation in n—dimensional space R", are expressed with the aid of this
differential operator. The subject, studied in this thesis, is related to Harmonic Analysis
which is named Fourier-Bessel Harmonic Analysis, arised as the sum of Laplace differen-
tial operator and singular Bessel differential operator and generated by a hibrit differential
operator named Laplace-Bessel differential operator.

One of the most important means of Fourier-Bessel Harmonic Analysis, starting to
develop after the 1950s, is the Riesz potentials which is associated with Bessel shift.

The role of Riesz potentials in Classical Fourier Harmonic Analiysis, plays generali-
zed Riesz potentials in Fourier-Bessel Harmonic Analysis.

The real aim of this thesis study which deals with the generalized Riesz potentials,
one of the important technical tools of Fourier-Bessel Harmonic Analysis, is to give a new
presentation for this potentials and its inverse and a new characterization for the spaces
generated by these potentials. Firstly for this, a new semi group was identified which
is generalized both of Abel-Poisson and Gauss-Weierstrass semi groups and a new one
dimensional integral repesentation is given with the aid of this semi group. A wavelet type
transform is identified, the inverse formula is obtained and the opposite of this potentials

are found. Moreover, a new representation is given to generalized Riesz potentials, by

il



applying generalized shift to a few of the variables, not only to one variable, and finally,

the characterization of the space which is generated by these potentials, is presented.

KEYWORDS: Bessel shift operator, Fourier-Bessel transform, Generalized Abel-Poisson
semi group, Generalized Gauss-Weierstrass semi group, Generalized Riesz potentials, Ge-

neralized Riesz potential spaces, Wavelet type transform
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ONSOz

Matematik literatirde Fourier Analizi olarak da bilinen Klasik Harmonik Analiz’in en

O6nemli operatorlerinden olan

02 0? 0?
Laplace diferansiyel operatérinin negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlanan Riesz
potansiyelleri, hem Harmonik Analiz’in kendisinde ve hem de onun gesitli uygulamalarinda
onemli matematiksel arag olarak kullaniimaktadir. Ornegin, inlii Sobolev uzaylarinin ve
onlarin bazi genellesmelerinin incelenmesinde, Radon donlstmlerinin terslerinin bulun-
masinda Riesz potansiyellerinin 6nemli rol oynadigi bilinmektedir.

Gecen yuzyilin ortalarinda gelismeye baglayan Fourier-Bessel Harmonik Analizi’nde
bir teknik ara¢ olarak kullanilan genellesmis Riesz potansiyelleri, Klasik Harmonik Analiz’
deki Riesz potansiyellerinin oynadigi roliin benzerini oynamaktadir.

Bu tez calismasinda oncelikle, ilk n — 1 degiskene gore Euclid kaymasi ve sonuncu
degiskene gore de Bessel kaymasinin dogurdugu Abel-Poisson ve Gauss-Weierstrass
yari gruplarinin her ikisini de genellestiren bir yari grup tanimlanmis, sonra bu yari grup
yardimiyla genellesmis Riesz potansiyelleri i¢in yeni bir integral gosterimi verilmistir.
Daha sonra bir dalgacik (wavelet) dl¢limu vasitasiyla yeni bir dalgacik tipli donisum
tanimlanmistir. Ardindan, tanimlanan bu dalgacik tipli donisim yardimiyla genellesmis
Riesz potansiyelleri icin ters ¢cevirme formualu bulunmus ve yeni gosterimi sunulan genel-
lesmis Riesz potansiyellerinin dogurdugu fonksiyonel uzaylar icin bir karakterizasyon
verilmistir. Son olarak da ele alinan Bessel kaymasinin farkli bir tanimi kullanilarak, or-
taya ¢ikan genellesmis Riesz potansiyelleri icin yeni bir gosterim daha verilmistir.

Bu calisma boyunca benden zamanini, bilgisini ve destegini esirgemeyen degerli danis-
manim Sayin Prof. Dr. Ilham ALIYEV’e ve bblimiimiiz hocalarina, her zaman destegi
benimle olan kiymetli esim Serkan SAGLIKa ve ¢ok degerli aileme ve doktora egitimim

stiresince bana verdigi maddi destekten 6tiirii TUBITAK ’a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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AKADEMIK BEYAN

Doktora Tezi olarak sundugum “BESSEL KAYMASININ DOGURDUGU RIESZ
POTANSIYELLERINDEN OLUSAN FONKSIYONEL UZAYLAR VE ONLARIN DAL-
GACIK TIPLI DONUSUMLER YARDIMIYLA NITELENDIRILMESI” adli bu ¢alis-
manin, akademik kurallar ve etik degerlere uygun olarak yazildigini belirtir, bu tez calis-

masinda bana ait olmayan tiim bilgilerin kaynagin1 gosterdigimi beyan ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: n boyutlu Euclid uzayi
: R™ nin son degisken z,,’nin pozitif oldugu alt kiimesi
: Schwartz test fonksiyonlar1 uzay1
: Schwartz test fonksiyonlar1 uzayinin R’} "ya uyarlamasi
: Agirlikli Lebesgue uzay1
: ¢’nin Fourier doniisiimii
: ¢’nin ters Fourier doniisiimii
: ¢’ nin Fourier-Bessel doniisiimii
: ¢’nin ters Fourier-Bessel doniisiimii
: [ fonksiyonuna uygulanmis Euclid kaymas1 (klasik kayma)
: ¢ fonksiyonuna uygulanmis Bessel kaymasi (genellesmis kayma)
: f’nin genellesmis Riesz potansiyelleri
: Abel-Poisson yar1 grubu

: Gauss-Weierstrass yar1 grubu

‘nin ters Fourier-Bessel doniisiimii

s (ly|,t) ¢ekirdegi tarafindan iiretilen yari grup

: R" *da siirekli ve || — oo igin 0’a yakinsayan fonksiyonlar uzay1
: Klasik Riesz potansiyelleri uzay1
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GIRIS E. SAGLIK

1. GIRIS

Harmonik Analiz’in onemli teknik araglarindan biri olan Riesz potansiyelleri, Laplace
diferansiyel operatorii olarak bilinen

A =
pt 8x%

operatoriiniin negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlanmaktadir. Bu diferansiyel ope-
rator, Matematiksel Fizigin 6nemli kismi tiirevli denklemleri olan Dalga Denklemi ve Is1
Gec¢irme Denkleminde ortaya cikmakla beraber, onun negatif kesirsel kuvvetleri olarak
yorumlanan Riesz potansiyelleri de {inlii Sobolev uzaylariin nitelendirilmesinde, 6zellik-
lerinin incelenmesinde, Radon doniisiimiiniin tersinin belirlenmesinde ve bagka alanlarda
kullanilmaktadir. 1950’1i yillardan bu yana, Laplace diferansiyel operatoriiniin yani sira,
singiiler Laplace-Bessel diferansiyel operatorii de matematikte ciddi sekilde uygulama
alan1 bulmusg ve bu operator ile sik1 baglantili olan Fourier-Bessel Harmonik Analizi deni-
len analiz alam1 gelismeye baglamistir. Klasik Fourier Harmonik Analizin’de Riesz potan-
siyelleri onemli teknik ara¢ oldug1 gibi, Fourier- Bessel Harmonik Analizi’nin de dnemli
teknik aracglarindan biri Laplace-Bessel operatoriiniin dogurdugu Bessel kaymasi (bircok
kaynakta "genellesmis kayma" olarak da biliniyor) ile iligkilendirilen Riesz potansiyelle-
ridir. Bu potansiyellerin temel 6zellikleri Gadjiev ve Aliyev’in 1988 yilinda yayimlanan
iki makelesinde verilmistir. Bir¢cok yayinda hem genellesmis Riesz potansiyelleri hem de
genellesmis kayma ile iligkilendirilen Bessel potansiyelleri ¢esitli agilardan incelenmistir.
Bu caligmanin esas amaci, genellesmis kayma olarak da bilinen Bessel kaymasi kul-
lanilarak genellesmis Riesz potansiyelleri i¢in yeni bir integral gosterimi sunmak ve bu
potansiyellerin dogurdugu genellesmis Riesz potansiyelleri uzayi i¢in bir karakterizasyon

vermektir.

Bu tez ¢alismasi, Girig ve Kaynaklar boltimleri haric, dort béliimden ibarettir.

Ikinci boliimde, kaynak taramas1 yapilarak calisma icin gerekli arastirmalar ve onbil-
giler sunulmustur.

Uciincii boliim olan "Materyal ve Metot" kisminda, Bessel kaymasmin dogurdugu

Abel-Poisson ve Gauss-Weierstrass yart gruplarinin her ikisini de genellestiren bir yar1
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grup tamimlanarak, bu ¢alismada gerekli olan tiim 6zellikleri incelenmis ve bu yart grup
yardimiyla genellesmis Riesz potansiyellerinin tek degiskene bagli integral gosterimi bu-
lunmustur.

Dordiincii boliim olan "Bulgular ve Tartisma" kismi, dort alt bagliktan olusmaktadir.
Ilk olarak, bir dalgacik (wavelet) 6lciimii tanimlanarak, bu 6l¢iim yardimiyla yeni bir dal-
gacik tipli integral doniisiim olusturulmus ve uygun bir Calderon ters belirleme formiilii
bulunmustur. ikinci olarak, bu dalgacik tipli doniisiim ve Bessel kaymasinin dogurdugu
genellesmis Riesz potansiyellerinin yeni tek degiskenli integral gosterimi kullanilarak,
s6z konusu potansiyellerin tersleri belirlenmistir. Ugiincii olarak, genellesmis Riesz po-
tansiyelleri uzayinin bir karakterizasyonu (nitelendirilmesi) verilmistir. Son olarak da; bu-
raya kadar elde edilen sonuglarin temelinde kullanilan Bessel kaymasinin tanimi degistiri-
lerek, k degiskene gore Bessel kaymasi, n — k degiskene gore Oklid kaymas1 uygulanmis
ve ortaya ¢ikan genellesmis Riesz potansiyelleri i¢in bir integral gosterimi verilmisgtir.

Besinci boliim olan "Sonug" kisminda da tez calismasinda elde edilen sonuclarin kisa

bir dzeti sunulmustur.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde tez ¢calismasi boyunca kullanilacak bazi temel bilgiler verilecektir.
R ={z:2 = (21,...,7,),¥i = 1,...,n, 7; € R}, n boyutlu Oklid uzay1 ve bu uzay

tizerindeki norm

|z| = \/:U%%—x%—l—...—i—x%

seklinde tanimlidir. Simdi n boyutlu Oklid uzayinin tez calismasi boyunca kullanilacak
bir alt metrik uzay1 verilecektir.
R? = {z = (21,...,n—1,2,) € R" : 2, > 0} seklinde tanimlansin. Burada, R™ deki

dogal normun dogurdugu metrik kullanilmaktadir:

S(R™) ile kendisi ve tiim tiirevleri hizla azalan, diferansiyellenebilir fonksiyonlar
uzay1 olan Schwartz test fonksiyonlar1 uzay: temsil edilecektir.

(Bir f fonksiyonu i¢in A —nc: mertebeden tiirevin hizla azalmas: demek; her o € N}
S A2+ .+ An
833?1 83722 .Oxpn

sup |z°| |[D* f(z)| < oo olmasidir.)
TER™

al Q2

igin, 2% = 2125?20 ve D* = olmak iizere,

S(R7Y); R™de x,, son degiskene gore ¢ift olan Schwartz test fonksiyonlarinin R "ya

uyarlanmig fonksiyonlar uzay1 ve S(R? )’nin

ST

1, = / @) e de @.1)
iy

normu ile kapams1 L,,, = L,,(R") agirhikli Lebesgue uzay1 olarak tammlansin. L, ,
uzay1, bir Banach uzayidir. Burada, v > 0 belirlenmis bir parametre,

dr = dxy...dv,_1dx, ve 1 < p < oo’dir. S (R?r) uzayinin supremum normunda kapanigi
Lo, (RY) = Co(RY)

R” ’da siirekli ve |z| — oo i¢in 0’a yakinsayan fonksiyonlar uzayidur.
Simdi tezin esas ¢alismalarinda kullanilacak bazi tanim, kavram ve 6zel integral do-

niistimler ifade edilecektir.
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e Fourier doniisiimii ve ters Fourier doniisiimii
f € Li(R™) fonksiyonunun Fourier doniisiimii f, her 2 € R" i¢in asagidaki gibi
tanimlidir:

flx)= [ flt)e >m"dt.
/

Bir g € L, fonksiyonunun ters Fourier doniisiimii de su sekilde tanimlanir:

i) = [ o).

]Rn
Bazi kaynaklarda f € L;(R"™) fonksiyonunun Fourier doniisiimii ve ters Fourier donii-

slimii sirasiyla,
fla) = [ fteat
Rn
ve

f —L z)e dx
f&%w%wgﬂ) d

seklinde tanimlanir (Spigel 1974).

f € Li(R™) fonksiyonunun Fourier doniisiimii icin f”, F'f ve ters Fourier doniigiimii
icin fV, F~1 f gibi gosterimler de kullanilmaktadir.

Fourier doniisiimiiniin iyi bilinen baz1 6nemli 6zellikleri agsagidaki gibidir:

f € L1(R™) olsun. Bu durumda,

a) f"(x) fonksiyonu tim R™’de diizgiin siireklidir.

b) f"(x) sirh fonksiyondur ve || f*|| < || f]l; -

¢) f > 0 olsun. O zaman

1f o = [1f1l, = £7(0)
esitligi saglanir.

d) lim f*(x) =0 dw.

|x|—o00

e) f,g € L1 (R") olsun. O zaman

- /" (@)g(w)da = . f(x)g" (x)dx

esitligi saglanir (Stein 1970; Sadosky 1979).
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¢ Fourier-Bessel doniisiimii ve ters Fourier-Bessel doniisiimii

(Fop)(z) = / P(Y)e Y 1 (wayn)yn dy 2.2)
K

(£ ') () = aln)(Fop) (= z,)

seklinde tanimlidir. Burada, 2" - ¥/ = z1y1 + ... + Tno1Yn—1, ¢ € L1, (R7),

-1

cy(n) = [(27r)”‘122”_1f2(u + %) , (2.3)

ve J4(t) L tip Bessel fonksiyonu olmak iizere, js(t) (t > 0, s > —%) normallestirilmig

Bessel fonksiyonu olup
_ 2°T(p+1)J4(t)
= -

Js(t)
seklinde tanimlidir (Kipriyanov 1967).
Fourier-Bessel doniisiimii S(R'}) uzayinin bir otomorfizmidir. Ayrica, ¢ € Ly, (R?)
radial ise F, ¢ de radial olur (Zasorin 1986; Kipriyanov 1997).
Hatirlatahm ki, || = /27 + ... + 22 olmak iizere bir ¢ fonksiyonu yalmz |z| e bagh
ise, bu fonksiyon radial fonksiyon diye adlandirilir. Ornegin e~1="” bir radial fonksiyondur.

e Klasik Euclid (Oklid) kaymasi

T} f(x) = flz+y)

seklinde tanimhdir. 77 f Euclid kaymasi1 L,,’den L, ye sinirhdir; dahasi, f € L, i¢in,

172 f I, = 111,

saglanir.
¢ Euclid kaymas tarafindan iiretilen girisim (konvoliisyon, convolution)

f.9 € L, igin, f ile g’nin klasik girisimi
(F+9) @) = [ F)ata )y
R

biciminde tanimlidir.

Klasik girisim ve Klasik Fourier doniisiimii arasinda iyi bilinen

(fx9)" (x) = [(2)g"(2)

5
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ozelligi saglanir (Stein ve Weiss 1971).
e T genellesmis kayma (6teleme) operatorii
Bu calismada asagidaki tanimi kullanilmasgtir:

™

/(p (x/ — s /22 — 2,y cos 0 + yg) sin?~todo (2.4
0

T(v+3)

(TY¢) (z) = TT ()

[\

(Kipriyanov 1997; Levitan 1951).

e TY kaymasi tarafindan iiretilen Bessel girisimi,
(p 9 0) () = [ OT W), (s = dEy..dy) 25
RY
biciminde tanimlidir. Bessel girisiminin (konvoliisyonunun) bazi 6zellikleri agsagidaki gi-
bidir:
a) Bessel girisimi degisme ozelligini saglar: p ® ) = ¢ ® ¢

b) Bessel girisimi ile Fourier Bessel doniisiimii arasinda

Fle®y) = (F). (FY)

ozelligi saglanir.

c) Bessel girisimi agagida verilen Young esitsizligini de saglar:

1 1 1

ng ® w”r,u S HSOHp,Z/ Hqu,y ) 1 S b,q,r S oo ve ]_? + a = ; + 1 (26)
(Kipriyanov 1997).
¢ Klasik Riesz potansiyelleri
Klasik Riesz potansiyelleri soyle tanimlidir:
1
—dy

If@) = o [ fa-y)

lyl"

1
- Cn,oc/f(y) n_ady
|z =y
R'n
1

= Cpa-f* —
||

Burada,
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seklindedir.

Klasik Riesz potansiyellerinin Fourier doniisiimii

(I°f)" (@) = |2~ S (2)

seklinde oldugu bilinmektedir (Samko 2002).
e Genellesmis Riesz potansiyelleri
(2.4) ile verilen genellesmis kayma tarafindan iiretilen genellesmis Riesz potansiyel-

leri, Fourier-Bessel doniisiimiileri dilinde, asagidaki sekilde tanimlanir:
Iof=F (¢ Ff); f € SRY),0<a<n+2v. .7)
Bu potansiyeller Bessel girisimi dilinde, asagidaki gibi verilir:

(1F) (z / [ T )2 dy 2.8)

Burada, )
_2AE T (5) T (v+5)
’me(a) - T (n+221/—a)

,0<a<n+2v (2.9)

(Gadjiev ve Aliev 1988a; Aliev ve Rubin 2001; Aliev ve Bayrakci 1998,2002).
e /% f potansiyellerinin; genellesmis 7% kaymasi tarafindan iiretilen Abel-Poisson ve

Gauss-Weierstrass yarigruplari terimleri dilinde bir boyutlu integral gosterimleri sirasiyla

su sekildedir:
(I¢f) (z) = % / - 1 x)dt; (2.10)
0
1
(I f) (x) = e /t'fl (G§ )f) (x)dt 2.11)
2
0
(Aliev ve Rubin 2001).

Burada genellesmis kayma tarafindan iiretilen P f Abel-Poisson yarigrubu ve G f

Gauss-Weierstrass yarigrubu olup;

(POF) @) = [T sy > 0), 12
K}

2 F n+2v+1
pu(y;t> = F;l(eitm)(g/) == F( 2 1 ) 5 ! ni2otl )
T2 (1/+2) <’y| _"_t2>72

(2.13)
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(67) @ = [ atwnr @iy (¢ > o) 2.14)
K}
wlast) = B ) = 2 e @ay
=k oy

bicimindedirler. Klasik Riesz potansiyelleri i¢in (2.10) ve (2.11) formiillerinin benzerleri,
daha Once sirasiyla Stein ve Weiss (1960) ve Johnson (1973) makalelerinde verildigini
hatirlatalim.

e Hardy-Littlewood maximal fonksiyonu

f € Ly, (1 < p < o0) olmak iizere, Hardy-Littlewood maksimal operatorii su

sekilde tanimlidir:

1 x v n
(M) (@) = supes [T an o e @16

B

Burada, B = {z: 2z € R}, |z| < r} vew(n;v) = [ 22dz.
Bf
1 < p < ooigin,
||MVpr71/ S €1 ||f||p7u

saglanir. Bu M, f Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin 1 < p < oo i¢in gii¢lii (p, p)
tipli oldugu anlamina gelir.
p = 1igin,

/1y,
A

p{z € RY | M, f(z)] > A} < e , (YA >0)

saglanir. Bu da M, f Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin p = 1 i¢in zayif (1,1)
tipli oldugu anlamina gelir.Burada, E' C R i¢in uF = [ 22dx bigiminde tanimlanir
(Guliev 2003). 3

e Genellestirilmis Minkowski Esitsizligi

¢ (z,y), R} x Ride dlgiilebilir bir fonksiyon ve 1 < p < oo olmak iizere,

‘/ o (z,y)dy
Ry

esitsizligi saglanir (Folland 1984).

< / o )1, may Ay
R

Lp(RZ)

e Holder Esitsizligi
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fi €Ly, fo eLq,lSp,qgoove%—i-ézlolsun.Budummda

- 1 () fo ()| de < (LAl (12l (2.17)

olur. Burada p = oo i¢in ¢ = 1 olup || f||, = esssup | f (x)|’tir (Samko vd. 1993).

TER™
Teorem 2.1. (Lebesgue Baskin Yakinsama Teoremi) { f,,}

(i) fn — f (h.h.h.)
(ii) Bir g pozitif fonksiyonu ve her n € N igin, |f,| < g

el Ly uzayinda,

ozelliklerini saglayan bir dizi olsun. O zaman f € L, dir ve

n—oo
R

/f(x)dm = lim [ f.(z)dz

dir (Folland 1984).

Teorem 2.2. (Fubini Teoremi) (X, M, i) ve (Y, N,v) o—sonlu élgiim uzaylar, p X v
olciimii de M x N iizerinde i ve v’niin ¢arpimi olsun. Eger;, [ : X XY — R fonksiyonu
p X v dlgiimiine gore integrallenebilir ise, h.h.h.y € Y igin [ f(x,y)du(x) integrali ve
h.h.h.x € X icin [ f(x,y)dv(y) integrali sonludur ve :

Y

/ f(x,y)d(uXV)zf /f(x,y)dV(y) du(fv)z/ /f(fmy)du(fﬂ) dv(y)

XxY X Y X

esitligi saglanir (Folland 1984).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, ilk boliimde tanitilan, genellesmis kaymanin dogurdugu Abel-Poisson ve
Gauss-Weierstrass yar1 gruplarinin her ikisini de genellestiren bir yar1 grup tanimlanacak

ve baz1 Ozellikleri verilecektir.

3.1. £ <exp(—t |z|? )) Tarafindan Uretilen Beta Yarigrup ve Ozellikleri

3 > 0 verilsin. F;"! ters Fourier-Bessel doniisiimii olmak iizere, F,™! (exp(—t |z|? )) (y),
(t > 0; z,y € R") fonksiyonu tammlansin. ¢ € L, radial ise o zaman F,¢ ve F '¢ de
radialdir. Boylece, F) ! (exp(—t |z|? )) (y) de radial bir fonksiyon olur. Bu fonksiyonu

wP (lyl,t) ile gosterelim:

wl(,'B) (lyl,t) = F,jl <exp(—t |a:]ﬁ)) = c,,(n)/e”z'ﬁe”/'yljy (xnyn)xfj’dx (3.1

R}

1
2

Simdi bu "¢ekirdek fonksiyonun" bir f € L, , fonksiyonu ile girisiminden ortaya ¢ikan

integral operatorler ailesi olugturalim.

Tamm 3.3. (3.1) cekirdegi tarafindan iiretilen Beta yari grup, girisim tipli bir operator

biciminde olup ifadesi su sekildedir:

(W8) @) = @2 (100 @ = [« (0T @dy. 62)
RY
e (3.2) taniminda 6zel olarak, 5 = 1 durumu genellesmis Abel-Poisson yarigrubunu,

B = 2 durumu ise genellesmis Gauss-Weierstrass yarigrubunu vermektedir.

(2.13) ve (2.15) Abel-Poisson ve Gauss-Weierstrass ¢ekirdeklerinin tersine w!’) (lyl,t)
cekirdegi acgikca ifade edilemese de, baz1 6nemli 6zellikleri asagidaki 6nteoremde

ispatlanmustir.

Onteorem 3.4. 2,y € R, 0 <t < cove 0 < § < oo olsun. O zaman,
(a)

n+2v

WP (A% 1y ,At) —\F

W (lyl ). (A>0)

esitligi saglanir.

10
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Ozel olarak, \ = % icin,
WP (gl 1) = £ F P (5 1yl 1) (3:3)

olur.

(b) 0 < 8 < 2ise o zaman hery € R’} ve hert > 0 igin,
W (lyl,t) >0

saglanir.

(¢c) B = 2k, (k € N) bigiminde ise o zaman hert > 0 icin,
Wi (lyl, 1) € S(RY)

olur.

(d)0 < B <2yadaf =2k (k € N) saglamirsa,her t > 0 icin,

/w(f) (ly| . 1) y2dy = 1

R}

olur.

(e) fel,,1<p<ooolsun 0<f <2yadaf =2k, (k€ N)iseozaman,

waﬁ) fHW <cBIf1,,

saglanmir. Burada, c(B) katsayist asagidaki sekildedir:

o(8) = / W (gl )| g2dy < oo
4

Ayrica, 0 < 5 < 2 icin ¢(8) = 1 'dir.
Hfely,,l1<p<ooolsun 0 < <2yadaf =2k, (k€ N)iseozaman,

(W) @)] < e () (@)

sup
>0

saglanmir. Burada, M, f (2.16) ile tammlanmus genellesmis Hardy-Littlewood maximal

Jfonksiyon olup asagidaki sekildedir:

M) (@) = s [T ],

Bf

11
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Bf ={z:zeRy,|z| <r}vew(nv) = [ z¥da.
B

(g)0 < p <2yada =2k (k€N) icin,

n

+2v
sup |l 1< p<oo

zERT

(Wr) @) < et

olur.
(h) 0 < < 2yada =2k (k €N)iseozaman her f € L,, ve hert, € (0,00)
icin,
W (WP £ = WL, (varigrup dzelligi);
saglanir.

(i) feL,,, 1<p<ooolsun. O zaman, 0 < § < 2yada =2k (k € N) ise,

lim (W f) () = f()

t—0t

dir. Burada, limit hem L,,, normunda hem de h.h.h. x € R, i¢cin noktasal anlamdadir.

f € Lo, = Cy durumunda, yakinsama diizgiindiir.

ispat (a)
A1) = ) [ oy
R%

< xr = )\%z, dz = \idz doniigtimii yap111rsa>

1
2v . n _ B s N\Ba . 1
— G mAFAS / e NN L (2,0 y,) 22 d

elde edilir.

(b) 3 = 1 ve 8 = 2 durumlari igin, w!’ (lyl,t) = Fljl(e*tmﬁ)(y)’nin pozitifligi,
Abel-Poisson ve Gauss-Weierstrass cekirdeklerinin (2.13) ve (2.15) tanimlarindan ko-
layca goriiliir. Simdi, 0 < § < 2 durumu ele alinsin. I.A. Golubov (1980)’un makalesin-
deki Bernstein teoreminden goriiliir ki; [0, co) iizerinde negatif olmayan, sonlu,
p5 ([0,00)) = 1 kosulunu ve

o0

P /e_TZduﬁ(T),z € [0,00)
0

12
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esitligini saglayan bir p15 6lgilimii vardir. Burada, 2 yerine |9[:|2 yazilacak olursa,

[e.e]

el = /e‘TﬂQduﬁ(T), (0<p<2) (3.4)

0

elde edilir. (3.4)’ten

Ayl 1) = Fle *'x*‘*><y>

)(y)dpg(T)

I
0\8
ﬁj
i
i

27T”+’ e w2
/ E dpg(r) > 0 (35)
0

olur.

(¢) F, doniisiimii S(R’; ) uzayinda bir otomorfizm ve
el ¢ S(RY)

oldugundan,

FH e ) () = @ (Jy] 1) € S(R?)

v

elde edilir. Boylece, w' " (|y| t); R tizerinde sonsuz piiriizsiiz ve hizla azalandir. (Yani,

negatif olmayan her % ..., k,, ve my, ..., m,, tamsayilari i¢in

ak1+...+kn (Qk)
lm |aq|™ 2, )™ wy (] ,t) =0
i ™ o™ 2 (]

esitligi saglanir.)
(d) (c)’den elde edilen sonug geregi, k € N ve Vt > 0 icin wi™ (|y|,¢) € S (R%)
oldugundan, her ¢ > 0 i¢in,
W (lyl ) € L,

olur. Buradan,
Fy (wz(/Qk) (|y| ,t)) _ €—t|$‘2k

yani

sl v _ ka
/w,(f) (lyl, 1) e j,_1 (ayn)yn’dy = ="

R}

13
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elde edilir. Son esitlikte = (0, ..., 0) alinirsa,
[ ol vy =1
R}

sonucuna ulagilir.

Simdi 0 < S < 2 durumunu inceleyelim. (3.5) ve Aliev (1987)’in makalesindeki

?J2 1 n—1 1 n+2v
/e_Mny”dy = 57T T(v + 5) (47) B (3.6)
RY
formiilu kullanilirsa,
oty [ _ne 1
(8) 2v = ,2v
w LDy 'dy = dmr) 2 ey dy | dug(T
[ @iy = s | ey | )
0 0 R

elde edilir. (3.3) formiilii ile ifade edilen homojenlik 6zelliginden, 0 < S < 2 igin,

y n+2v 1 v
/wﬁm(lyht) vy = /A T (M vl ’At> b dy

R? RY
.
(A = 7 yerine konursa)
= /wﬁﬁ) (t_é Iyl,l) Yn'dy
R%

<y = t%u, dy = t%du, Y = t%un doniistimii yap11arak>

_ n42v

=t 7 /w(f)(\u],l)t%zyui”du

iy
- / WP (Jul 1) w2 du
iy

oldugu goriiliir. Buradan,

/wiﬁ) (ly] . ) y2rdy = /wﬁﬁ) (ly|, 1) y2dy = 1.
R R

elde edilir.

14
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(e) Minkowski esitsizligi kullanilir:

’ ’ W

= |/ sl T sy

p?V
p?lj

n
J 16 017 @) 2y
Ry

IN

= cBITfll,, < cB) IS, -

Burada, genellesmis kayma i¢in Lofstorm ve Peetre (1969)’nin iyi bilinen

17 fll,0 < 151,

esitsizligi kullanildi.
(f) Aliev ve Bayrakci(1998)’nin makalesinde Teorem 2.1°den, eger ¢ € L, fonksi-

yonunun,

/ (le)e2dz < oo
R}

kosulunu saglayan, azalan, pozitif ve radial ¢(|z|) majorant1 varsa, o zaman her

feLl,, (1<p<oo)ve

pula) =< P ()
icin,
supl(p. ® ) (2)] < o, () (0 6.7
olur.

™|

U(lz)) = wl (Jz],1),e =t

koyularak ve (3.3) ve (3.7) hesaba katilarak, her 0 < § < 2yada 8 = 2k icin,

sup | (W) (2)] < e (MLf) (@);

>0
o= [ 1ol (ol D] w2y < oc.
R%
bulunur. (3.5)’ten acikca goriiliir ki, w!” (ly|, 1) monoton azalandir. 5 = 2k igin,

w (Jy|,1) € S(R?Y) oldugundan, azalan, radial ve integrallenebilir bir majorant1 vardir.

15
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(g) Young esitsizliginden, ((2.6)’da r = oo durumu)

e

(WO @] < 17l | [ 1 ol 0 2y
87

_ n42v v
= 1t | [ o (22 bl 1) [ vy
iy

y = t%x, dy = ¢# dx konursa)

3,

_nt2v nt2v 1

= Wt | [ ol (ol DI
iy

1
(1—-—= = - esitligi kullanilir.)
p
_nt2y
=t Sl
bulunur. Burada, ¢ sayis1 f fonksiyonuna bagl degildir.
(h) f € S(RY) ise, o zaman Fourier-Bessel doniisiimii terimleri dilinde yarigrup dzel-
liginin saglandig1 agikardir. Gergekten f € S(R’) durumunda, ispatlanmasi gereken

esitligin her iki tarafina Fourier-Bessel doniisiimii uygulanirsa, dogrulugu asikar olan
eft\w\ﬁ_eﬂlrlﬁpyf — @*(t+T)\wIBFVf

esitligi elde edilir. Keyfi f € L,, icin, S(R") uzaymmn L,, uzaymda yogun olmasi
nedeniyle ve (e)’den, sonuca ulagilir.

(i) 0 < f < 2yada § = 2k olursa,

[ ol )2y = 1.0 > )
RY
esitligi ve her f € L, , igin,

W f(x) = f(x) Z/w(f)(Iyl,t)Tyf(x)yi”dy—/f(:v)w(f)(lylat)yi”dy

Ry

16
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saglanir. Buradan, Minkowski esitsizligi kullanilarak,

|2 =1 < [ Qul 01T = FOl v
: &

_ n+2v _1 v

= o (3 ) 1770 = £y

R}

<y = t%z, dy = thdz ahmrsa)

= [l [0 - s0| s
R Py

elde edilir.

< 2|11,

p7V

HTt%Zﬂ.) - £0)

esitsizliginden ve
1

TR - O =0,

oldugundan, Lebesgue baskin yakinsama teoremi geregince,

lim
t—0+

lim
t—0+

Wir—f

=0, 1<p<o0, Loy =Ch)

P
olur.

f e L,,NCyigin Wt(ﬁ ) (x) ailesi f(z)’e noktasal (aslinda diizgiin) yakinsadigindan
ve bu smif L, ,, (1 < p < o0) uzaylarinda yogun oldugundan, o zaman, (f) maddesi
geregince ve Stein ve Weiss (1971)1n kitabindaki noktasal yakinsama ile ilgili tinlii te-

oremden,

lim W% f(z) = f(z) h.hhaxeR"

t—0t

oldugu sonucuna ulagilir.

Boylece onteoremin ispati tamamlanmis oldu. U

Not 1: Bu onteoremin klasik Euclid kaymasi i¢in olan benzeri, daha 6nce Aliev vd.
(2008) ve Aliev (2009) makalelerinde ifade edilerek kanitlanmistir.

Not 2: (a) Wt(ﬁ ) f ailesinin, onteoremdeki (i) 6zelligine dayanarak,
Wy f = f
kabul edebiliriz.

17
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(b) Onteoremdeki 3 parametresi icin 0 < 3 < 2 yada 3 = 2k, k € N kisitlamasim

kullandik. Bizim 0ngoriimiize gore, onteoremin (b) ve (c) disindaki tiim Onerileri
VB # 2k, (k € N)
icin de dogrudur. Bunu kanitlamak igin, 5 # 2k durumunda,

Dyl 1) = eslyl ™7 (1 + o(1)) y| = o0

asimptotik formiiliinii kanitlamak yeterlidir. Bu asimptotik formiil Euclid kaymas: duru-
munda dogru olup Aliev vd. (2008) makalesinde verilmistir. Genellesmis kayma duru-
munda ise agik problemdir.

Yukarida tanimlanan genellesmis Wt(ﬁ ) f beta yarigrubu kullanilarak, /2 f genellesmis
Riesz potansiyellerinin bir boyutlu yeni bir integral gésterimini elde etmek miimkiindiir.

Bu yeni gosterim agsagidaki teoremde ifade edilmistir.

Teorem 3.5. 0 < a < n+2v, f € L,,(R%), 1 < p < "2 olsun. O zaman, (2.8) for-
miilii ile tamimlanmug olan I  genellesmis Riesz potansiyelleri asagidaki gibi bir boyutlu

gosterime sahiptir:

(19 f) ( / t%*l (:v)dt. (3.8)
0

)
Burada, 0 < 8 < 2yada p =2k, (k € N) oldugu varsayilir.

Ispat (3.8) formiilii acikca, Sezer ve Aliev (2010)’in klasik kayma ile ilgili makalesin-
deki (17) ile aym formdadir ve operatorlerin kesirsel kuvvetleri i¢in klasik Balakrishnan
formiillerine benzer (Samko vd. 1993).

1 < p < ™2 durumu, (12 f) (z)’in klasik anlamda bir fonksiyon olmasini saglar.

(3.8) formiiliinii kanitlamak igin, Wt(ﬁ ) f ailesinin (3.2) tanimi kullanilir:

oo . 1 o0 .
s [0 (WO @t = s [ [l 0 T |
0 0

(2
B

18
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[e.e]

1 @ n v 1
- /Tyf(a:) /tﬁ‘lt‘?zw,@ (t_? lyl, 1) dt | y'dy
I'(5) /

n
+

(t = |yl 7 75dt = (=B) |yl 77" dr; ¢ 7 Jy| = 7 alinirsa)

s

- (g mw&l(ﬁvldj/wwan%<>?@

o0

+

- L/ma"”Tw<>?@;

R"

olur. Burada,

c= é; /T”+2”_O‘_1w(f) (r,1)dr.
I'(5) J

(2.8)-(2.9) formiilleri ve son esitlik hesaba katilirsa,

2071 T I(2)M(v + 3)

F( Tl+22V—Oé )

c= (3.9

oldugu gosterilmelidir.

c ile gosterilen bu iki sayinin birbirine esit oldugunu gostermek i¢in, Sezer ve Aliev
(2010)’in makalesinde uyguladiklar1 metodun benzeri kullanmilmistir. S6z konusu maka-
lede Fourier doniisiimii teknigi uygulanmistir. Burada da, Fourier-Bessel doniisiimii tek-

nigi kullanilir. Yukaridaki

a(/f* ﬁ—g/WP"”Tw<>?@
E 0

esitligi her f € L,,,1 < p < %2” icin saglandigindan, genellesmis Schwartz test

fonksiyonlari igin de saglanir. f € S(R"}) olsun.

19
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Kolaylik i¢in F),(g) = ¢”" ile gosterilecektir. 0 < o < n + 2v igin,

[e.@] A oo
o 1 a_ A
= [N Oa| ) = g [ A [(000) 0] e
I'(3) I'(3)
0 0
1 [ e
- r(a)/” LW (0] ) )t
B
0
_ gyt St —tlyl?
= Wsa [V dt
I'(5)
0
(t|ly|” = 7 alimrsa)
A —Q 1 &_1 _r
= Wl w5 [ 77 eTTdr
I'(3)
= )™
= [(IH " v
elde edilir. Burada, I f, (2.8) ile tanimlanmis olan genellesmis Riesz potansiyelidir.
Yani,
120 @) = gy [ 7 (WEO8) (@arvs € S(R)
B 0
sonucuna ulagilir. U

Biz, (3.8) formiiliinii, genellesmis Riesz potansiyelleri i¢in yeni bir ters bulma formii-
liinii elde etmek i¢in kullanacagiz.

Not: (3.8) formiilinde 7 = 1 ve § = 2 konulursa, genellesmis Riesz potansiyelleri-
nin sirasiyla, genellesmis Abel-Poisson ve genellesmis Gauss-Weierstrass yarigruplari ile

ifadeleri elde edilmis olur.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Dalgacik Tipli Bir Integral Doniisiim

(3.2) ile tanimlanan S yarigrup kullanilarak, asagidaki integral doniigiim tanimlansin:

g € L,,(RY) olmak iizere,

[e.o]

(49) (2:8) = (Aasa0) (2.0) = [ (W8)9) (@)t @

0

Burada z € R, t > 0 ve y 6l¢iimii, ([0, 00)) = 0 kosulunu saglayan [0, co)’da taniml
sonlu bir Borel dl¢iimiidiir. Bu p Borel dl¢timii bir dalgacik dl¢iimii ve (4.1)’de verilen
(Ag) (z,t) integral doniisiimii de dalgacik tipli dontisiim diye adlandirtlir.

(4.1)°deki (Ag) (z,t) integral doniisiimii L, , uzaylarinda sinirhdir:

Gergekten Onteorem 3.4 (e)’den ve Minkowski esitsizliginden, 1 < p < oo igin,

I(Ag) ()], < 7 |wide|  dlulm
0

< <(B) el gl

olur. Burada,

|| sayist p 6lgiimiiniin tam varyasyonunu gostermis olup

lull = / dlul () < o0

[0700)
seklinde tanimlidir.

Ornegin, du(t) = h(t)dt ise,

ull = J Ih()] dt dir

Asagida gosterilecegi iizere, (4.1) ilf? tanimlanan dalgacik tipli doniisiim yardimuyla,
(3.8)’de verilen I f genellesmis Riesz potansiyellerinin, f € L,,, 1 < p < %2” icin
yeni bir ters bulma formiilii elde edilebilir.

Simdi, verilen [ f genellesmis Riesz potansiyelleri i¢in ters bulma formiiliine ula-
stlacak esas teroremlerden birinin ifade ve ispatinda ihtiya¢c duyulacak bazi hazirliklar

yapilacaktir.
Onteorem 4.6. (Gradshteyn ve Ryzhik 1994)

/St—%—l(s e ﬂl@ )8, (s> 1)
J r(1+%> s
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Onteorem 4.7. (Rubin 1999)

(191 ) () 1+9/ (6> 0)

w dl¢iimiiniin (6+1)-inci mertebeden Riemann-Liouville kesirsel integrali olsun. i olgiimii

asagidaki kosullar: saglasin:

v > 0 icin,
[l o) < @2)
1
/ Wdu(n) =0, Vi =0,1,....[0] ([0], 0’mn tam kisnudr). 4.3)
0

O zaman

Kolr) =~ (1271) (),

seklinde tanmumly Ky(7) fonksiyonu azalan ve integrallenebilir bir majoranta sahiptir ve

o) )
/nedu 0+#1,2,.
/ Ko(7)dr = co, = o0 (4.4)
/7]‘9 Inndu(n), 0 = 1,2, ... ise
0

esitligini saglar.
Ozel olarak, 0 < 0 < 1 ise, yukarida i iizerindeki kosullar ve cy,, sayist asagidaki
gibi daha sade sekilde ifade edilebilir:

o0 o0

/nd [l (n) < oo ve /du(n) =0 (4.5)
1 0
/Kg(T)dT =y, = F(—Q)/nod,u(n). (4.6)
0 0

Onteorem48. f c L,,, 1 <p< %2”, ve Ag fonksiyonu (4.1)’deki gibi tanimli olsun.

O zaman ¢ = I f alirsak,

(Ap) (x,1) = r(la)jo 7(7—%)-%_1 (W F) (x)dr | du(n) (4.7)
BJ)o \o
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esitligi saglanir. Burada

a®, a>0ise

A
a; = '
0, a < 0ise

olarak tanimlanmigtir.

Ispat Iof ve Wt(ﬁ ) operatorleri girisim tipli ve degisme Ozelligine sahip oldugundan

@ = I f icin,
(Ag) (@,1) = 7 (Wi 12.£) (@)dutn)

= [ (12w 1) @duta.

0
((3.8) kullanilirsa)

o0 oo

- L/ /T§‘1 (Wﬁmwt(,f)f) (z)d7 | dp(n)

r(s) \J

Wt(ﬂ ), (t > 0) ailesinin yarigrup 6zelligi kullanilirsa

T A
- %)0/ /Tﬂ (Wﬁﬁ)mf) (@)dr | dp(n)
. AT
F(%)o/ [l o ot
olur. 0
Onteorem 4.9.
(D) (x) = (Dgﬁgp) (x) = 715_(5_1 (Ay) (z,t)dt, (¢ >0) 4.8)

)

tammlansin. O zaman ¢ = I5f, (f € L,,, 1 <p < %2”) icin,

D2p) (@) = [ (W) (@)K (r)dr 49)

saglamir. Burada Ky(1) fonksiyonu énteorem 4.7’de tammlandigr gibidir.
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ispat (4.7), (4.8) ve Fubini teoremi kullanilarak,

(Do) (@) = [£57 (49) .ty
[aa| 1 (7] §-1
- E/t 8 F<%>O/ O/(T—nt)+ (WT(B)f) (x)dr | dp(n) | dt
= rég) E/tgl O/du(n)O/(T—nt)ﬁ (W) (@)dr | dt
_ F€%>O/(W£ﬁ)f) () O/Engldu(ﬁ)a/nt??l (%—t)g_l dt | dr
1 r f a_q %—5—1 T Ch
— @0/ (Ws(f)f) (z) O/nﬂ du(n)l/t ] (E —t) dt | dr
(Onteorem 4.6 kullanilirsa)
r 11 .
= O/(Ws(f)f) (z) FWO/(T—U)”ZM(U) dr
= [ W) @y eir
0
elde edilir. [

Onteorem 4.10. 1 6l¢iimii onteorem 4.7 nin kosullarin saglasin. O halde, maksimal ope-

rator

f(x) = sup [(DZI7 f) () (4.10)

e>0

1 < p < ™2 jcin, zayif (p, p) tiplidir. Daha dogrusu, 1 < p < "2 icin giiclii (p,p)

tipli ve p = 1 icin zayyf (1, 1) tiplidir.

Ispat Onteorem 4.7’den
/‘KZ(T)’ dr < o0
0

elde edilir.
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O zaman (4.9) ve Onteorem 3.4 (f)’den,

(DR @] < sup | (Wf) (o) / res ()| ar
< c(M,f)(x).

igin giiclii (p, p)
tipli ve zayif (1, 1) tipli oldugundan (Guliev 1998, 2003), 4.10’daki maksimal operator de

n+2y

olur. M, f Hardy-Littlewood tipli maksimal operator 1 < p < %2”

l<p< icin giiclii (p, p) tipli ve p = 1 i¢in zayif (1, 1) tipli operatordiir. O

Gerekli 0n hazirliklardan sonra esas teoremlerden birinin ifade ve ispati verilebilir.

4.2. Genellesmis Riesz Potansiyelleri icin Yeni Bir Ters Bulma Formiilii

Bu boliimde, bir onceki boliimde gerekli hazirliklart yapilan ters bulma formiiliiniin
ifade ve ispat1 yer alacaktir. Sonra da, bulunan ters bulma formiilii vasitasiyla iizerinde

calisilan genellesmis Riesz potansiyelleri uzayi i¢in bir karakterizasyon verilecektir.

Teorem 4.11. o > 0,1 <p < %2” feL,, vepB >aolup, B =2k k €N formunda
olsun. Ayrica i élgiimii, [0,00)’da tanimli sonlu Borel olgiimii olup asagidaki kosullart

saglasin:
o

@ [dutm) =0

0
00

(b) / nd 1| (n) < oo

O zaman, A operatorii (4.1)’deki gibi tamimlanmak iizere,

/ AISf) ( lar = lim (AISf) (z, t)t "5 dt
E—>

0 €
= C%,,uf(x)

esitligi saglanir. Burada, 0 = 5 olmak iizere, ¢y, katsayist Onteorem 4.7 de tanimlandig

B
gibidir. Limit, L, ,-normunda ve h.h.h. v € R icin noktasal anlamda saglamr. Eger

[ € CoN Ly, ise, yakinsama tiim R’} "da diizgiindiir.
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Ispat (4.8) ve (4.9)’dan,

o0

/ (AIS ) (2. t)t 52t = (DOISS) (x)

€

_ / (WF) (@)K s (7)dr (.11)
0

B > a oldugundan, 6 = § < 1 olup [¢] = 0 olur. Bdylece, Onteorem 4.7°den, K =(7)
fonksiyonu azalan bir integral majoranta sahiptir ve 0 = % < 1igin,

o

7Kg(7’)d7’ = ¢y, = I'(—0) / n’dy(n)

0

esitligi saglanir. Bu esitligi de dikkate alarak, f € L,,, (1 <p < "ff”) icin asagidakiler
yazilabilir:
(D2I2f) (&) - ca uf(2) — / (AT F) (2), )5 dt — f(2) / K (r)dr
0

(WP¥) () K (7)dr — /f({I})K%(T)dT

(WD f) (x) = f(2)] Ka()dr

0\8 0\8

Buradan, genellesmis Minkowski esitsizligi kullanilarak,

/ Iwe2s =11, |y

elde edilir. Onteorem 3.4 (i) maddesi ve Lebesgue baskin yakinsama teoremi geregi,

HD"‘IO‘ —cs #f

7')‘ dr.

lim HD‘U“ — s, f

e—0

=0
p,v
saglanir. Boylece L, ,, normuna gore yakinsama elde edilir. Ayrica,

lim sup| f(m)—f(ac)‘:()

€—>OxeRn

saglandigindan, yine Lebesgue baskin yakinsama teoremine gore,

lim sup
e0zer?

DI f(x) = e uf (x)] = 0
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olur. Yani, f € Cy N L, , i¢in, yakinsama diizgiindiir.
Noktasal yakinsamanin ispati icin maksimal fonksiyon teknigi kullanilacaktir. Onte-
orem (4.10)’a gore,
f(x) = sup [D2L f(x))]

e>0

maksimal fonksiyonu 1 < p < ™22 jcin zayif (p,p) tipli operatordiir. Diger yandan,
(D2ISf) (x) ailesi, her f € CyN Ly, icin, f’e diizgiin yakinsaktir. (Dolayistyla noktasal
yakinsaktir.) Ayrica, Cy N Ly, alt uzay1 L, ,’de yogun oldugundan, noktasal yakinsama

ile ilgili tinlii teoreme gore (Stein ve Weiss 1971, sf. 60),
(D2IZf) (x) = e5,f(2), & — OF.
yakinsamasi h.h.h z € R} i¢in saglanir. BOylece, teoremin ispati tamamlanmis oldu. [

Simdi teoremin kosullarin1 saglayan dalgacik dl¢iimii 6rnekleri verelim.

Ornek 4.12. 0 < 1 < oo olmak iizere,

du(n) = (1 —n)e "dn

tamimlayalim. Basit hesaplamalarla, . 6lgiimiiniin Teorem 4.11°deki kosullar: saglayip

saglamadigint kontrol edelim.

o0

/dﬂ(n) = 70(1 —n)e "dn =0

0

oldugu goriiliir. Ayrica,

3
SH
=
S)
~—
Il
I w H\8
3
—~
=
|
—_
~—r
[
=
=
3

oldugu da aciktir.

Dolayistyla bu i 6l¢iimii teoremin tiim kosullarim saglar.
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Ornek 4.13. 0 < n < oo olmak iizere,

1,0<n<1
h(n) =3 —1,1<n<?2

0,2<n<o

olsun. v ol¢iimii su sekilde tanimlansin:

O halde

\
3
=
=
—
=

Il
N W H\l\:
3
QU
3

olur. Dahast,

saglamr. Dolayisiyla bu . 6l¢iimii de teoremin tiim kosullarint saglar.
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4.3. Genellesmis Riesz Potansiyelleri Uzaymmin Bir Karakterizasyonu

Klasik Riesz potansiyelleri uzay: diye adlandirilan /% (L,) (1 < p < o0) uzay: soyle

tanimlidir:
(6% (0% n n
I"(Ly) ={¢: o= I°f, f € LR}, 1<p< .

Bu kisimda, Laplace-Bessel diferansiyel operatorii ile iligkilendirilen genellesmis Riesz
potansiyelleri uzay1 tanimlanip, bu uzayin bir karakterizasyonu verilmistir.

Klasik Riesz potansiyelleri uzay1 I (L,), 1 < p < 2 icin gesitli karakterizasyonlar
Samko vd. (1993)’nin kitabinda ve Rubin (1986) makalesi ile Rubin (2008)’in kitabinda

verilmistir. S6z konusu teoremlerden biri soyledir:

Teorem 4.14. 0 < o < n, 1 < p < 2 olsun. | € N sayisi, | > « kosulunu saglayan
herhangi tamsayi olsun. P, f ve G, f , (t> 0) ile, sirastyla, Klasik Abel-Poisson ve Gauss-

Weierstrass yart gruplari gosterilsin.
E:L,— L,

birim operator olsun. Bu durumda,

f € I*(L,) olmasi icin gerek ve yeter kosul, f € L, olup asagidakilerden en az birini

saglamasidur:
. —1-a o l
ll_{% t (E—P) fdt € L,
veya
lim [ t77*(E - Gy)'fdt € L,
e—0

)

(Burada, limit, L, anlamindadir. Yani,
lnA.f = g & lim || 4.1 — ], =

Ayrica, (E — Gy) f(2),

l

(E—Gy)'f Z ) Gref ()

k=0

seklinde tanimlidur.)
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Biz burada genellesmis Riesz potansiyellerinin dogurdugu fonksiyonel uzay igin bir
karakterizasyon (nitelendirme) verecegiz. Bu karakterizasyon, genellesmis Gauss-Weierstrass
yar1 grup vasitasiyla tanimlanan dalgacik doniisiimii dilinde verilecektir.

Genellesmis Riesz potansiyelleri uzay1 asagidaki gibi tanimlidir:

& « n ’I'L—|—21/
I8 (Lyy) ={p:o=I0f fE€L,, (R}, 1<p< —

I (L, ) uzayindaki norm,

el gz, = 17150

pv)
bagintist ile tanimlanmugtir. Klasik Riesz potansiyelleri uzaymda oldugu gibi bu normla
birlikte bu uzay bir Banach uzayi olur.

I% (L,,,) uzaymn bir Banach uzay1 oldugunu gosterelim:

A : o 1 1 _  « i .
Oncelikle, I (L, , ) uzayimin, 2 Tg T miw olmak iizere, L, , uzaymmn bir alt uzayi ol-

dugunu hatirlatalim. (Bu genellesmis Riesz potansiyelleri icin, Hardy-Littlewood-Sobolev
teoreminin bir sonucudur.) (Gadjiev ve Aliev 1988)

Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi: f € L,,, 1 < p < “t2 olsun,

v . . 1 1
15 fll,, < cllfll,, saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul & — - = - olmasidur.

(Burada n uzayin boyutudur.) Ayrica, p = 1 igin I operatorii zayif (1, 1) tiplidir.(Gadjiev
ve Aliev 1988a)
Simdi,
o =13 fi ve @, =17 fn

olsun. Bu durumda, ¢ (L, ) uzaymdaki normun tanimina gore,

= e = L fmll g,

< €

ve buradan da V&, m > n. i¢in, || fx — full,, < € olur. L, tam uzay oldugundan, (f})

dizisi yakinsaktir. lim f, = f olsun. Simdi,
P,V

15 fe = 15 g r,y = I (e = Dl e,

= lfe = Fll,.
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esitliginden,
lim |15 fi — L7 f]| e =
kl || vl/k zlfHIV(Lp’,,) 0

saglanir. Buradan, ¢ = I f dersek, I (L, ) uzayinin normunda

lim ¢, = ¢

k—o00
elde edilir. Yani, I3 (L, ,) uzay1 bir Banach uzayidur.
Calismanin bu boliimiiniin esas sonuglarindan bir digeri de asagidaki teoremde ifade
edilmistir. Bu teorem, I (L, ,) uzayinin, bu tez ¢aligmasinda tanimlanan Wt(”B ) f yang-

rubu yardimiyla bir karakterizasyonunu vermektedir.

Teorem4.15. 0 < o <n+2v, 1 <p < 22 ye § =2k > q, (k € N) olsun. p, [0,0)

araliginda sonlu bir Borel olciimii olup, asagidaki kosullar: saglasin:

(a) [du(n) =0
[
4.12
) [rlid ) <o 12
(c) Cqom # 0
Burada c< ;, = T'(—%) 08 du(n) dir.
B B O/
(D) (x) = (D2gyp) (x) = / 57 (Ap) (2, t)dt, (2> 0), (4.13)

£

tammlansin. Buradaki (Ap)(z,t) fonksiyonu (4.1) ile verilen dalgacik doniisiimiidiir. Bu
taktirde, ¢ € I (L) olmast icin gerek ve yeter kosul,

p(n+2v)
€L,,,q=——""" yesup|D® <
¢ € Lgw, q n+2y_apwggﬂsﬂuy 00

saglanmasudrr.
Ispat © c ¢ (Ly,,) olsun. O zaman, uygun bir f € L, , i¢in ¢ = I f olur. Gadjiev ve

Aliev (1988a)’in ve Aliev ve Rubin (2005)’in makalelerindeki Hardy-Littlewood-Sobolev
Teoremi geregi,

1 1« _ pn+2v)
p q n+2 q_n+2y—ap
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oldugu bilinir. Ayrica,
gDt

limitinin L, , anlaminda var oldugu daha dnce Teorem 4.11’de gosterilmisti. O zaman,
sup [[ D2 ¢, < o0
e>0

olur.
Simdi, teoremin "yeterlilik kisminin" kaniti i¢in farkli bir teknik kullanilacaktir.
¢, = ¢, (R?) ile, R" ’ya uyarlanmig Schwartz test fonksiyonlar1 uzay1 olan S(R?)

uzayinin asagidaki kosulu saglayan alt uzay1 gosterilsin:

we o, & /w(x)xlflx§2...xik”xi”dx =0, Vky, ko, ...k, € ZT.
RY

¢ uzayi, klasik Semyanisty-Lizorkin uzayinin, Fourier-Bessel Harmonik Analizi’ndeki
benzeridir.

¢, smfi, L, , (R’ )’da yogundur ve [ operatorii ¢, "nin otomorfizmidir (Aliev 1993).
(Klasik Semyanisty-Lizorkin uzaylar1 ¢’nin L,(R")’de yogunlugu ve genellesmesi hak-
kinda daha fazla bilgi i¢cin, Samko (1982)’nun makalesine ve Samko vd. (1993)’nun kita-
binda syf. 487’ ye bakilabilir.)

Bir fonksiyonel olan f distribiisyonunun (genellesmis fonksiyonunun) w € ¢, test
fonksiyonu iizerine etkisi (f,w) ile gosterilecektir. R ’da lokal integrallenebilir bir f

fonksiyonu i¢in, f’nin w’ya etkisi,
(F) = [F@)(@ds, (4.14)
R%
integrali ile tanimlansin. Bu integralin her w € ¢, i¢in sonlu oldugu varsayilacaktir. 1))
operatorii girisim tipli bir operator oldugundan asagidaki 6zelligi saglar:
(Igf,w) = (f,IJw), Vwe ¢, a >0, f€Ly,,. (4.15)
Yw € ¢, i¢in, (f,w) = (g,w) saglaniyorsa, o zaman; x € R’} olmak iizere ve
P = P(x)
polinomu, son degisken x,,’e gore ¢ift olan bir polinom olmak iizere,
f=9g+P
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oldugu bilinir (Aliev 1993).

Simdi, DZ¢ (4.13)’te tanimlanan operator olmak iizere,

1

D2y =
tanimlansin.
supHD ell,, < oo

oldugundan, Banach-Alaoglu teoremi geregince, D2, (¢ > 0) ailesinin zayif yakinsayan

bir DZ ¢ alt ailesi (alt dizisi) vardir. Yani,

lim (Da w) = (f,w),Yw € ¢,. (4.16)

€k—>
saglayan bir (¢;) dizisi ve f € L, fonksiyonu vardir. (4.13), (4.1) ve (3.2)’den, D¢ ¢
integral operatorii, radial bir ¢ekirdek ile genellesmis girisim olarak gosterilebilir. O halde,
asagidaki esitlik her v € ¢__ i¢in saglanir:
(DO‘ Y,V ) ((p, D?kv) (4.17)
Oncelikle,
(I f,w) =(pw), Ywed,.

oldugu gosterilmelidir. Her w € ¢, igin,

(18 f,w) =) (f, Iow)
(4.16) ( )

€k_>0
(417) a To
Elk—>0( D I )
@i 1 (8)
= lim | o, o / (Wiilw) (v)Ka (r)dr (4.18)
0

elde edilir. Simdi, son limitin (p,w) sayisina esit oldugu gosterilmelidir. Once Holder

esitsizligi sonra Minkowski esitsizligi kullanilarak,
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= ( o 7 Ka(7)dr — w(z)

Ll / (W) (@)K (r)dr — s (a)

0

IA

p?l/

(c%,u = /Kg(T)dT yerine konursa)

o0

el [ 55 ()] 12 -

0

IN

Cqom

elde edilir. Onteorem 3.4 (i) ve Lebesgue baskin yakinsama teoreminden, son ifade
er — 0 iken 0’a yakinsar.
Boylelikle, (10 f,w) = (¢, w) ,Vw € ¢, bulunur.

Bu da, P = P(z) polinomu son degisken x,,’e gore ¢ift polinom olmak iizere,

I°f =g+ P

p(n+42v)

olmasini gerektirir. Ama, ¢ € Ly, ve I)f € Ly, (¢ = ;55,- o

) olduguna gore,
P=0
olmak zorundadir. Boylece, I f = ¢ elde edilir. Sonug olarak,
p el (Lyy)

olur ve ispat tamamlanr. O

4.4. Riesz Potansiyellerinin Bir Baska Genellesmesi icin Bir Boyutlu Integral

Gosterimi ve Ters Bulma Formiilii

Calismanin bu kismindan itibaren, buraya kadar kullanilan Bessel (genellesmis) kayma-

sinin farkli bir tamimu ele alinarak, ortaya c¢ikan genellesmis Riesz potansiyelleri icin yeni
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bir integral gosterimi verilecektir. Esasen verilecek olan bu yeni gosterim sekil olarak
(3.8)’de verilen [ f genellesmis Riesz potansiyelleri gosterimine benzese de, temelinde

kullanilan kayma tanimlarinin farkli olmasindan, gosterimler de birbirinden farklidir.
Gerekli kavramlar

Rt ={x = (z1,...., xp_1,2,) € R" : 21 > 0,29 > 0, ..., > 0} seklinde tanimlan-
sin.

R xR™ = {(z,2'): z e R*", 2’ = (21, ...,2,,) € R}

S(R™* x R™); R™™de ilk n degiskene gore ¢ift olan Schwartz fonksiyonlarinin

R™* x R™ye uyarlanmis fonksiyonlar uzayidir.

S(R™* x R™)’nin

o= { [ [ |rtea)] s teas

m Rn,+
normu ile kapanist; L,,, = L, ,(R™" x R™) uzay1 olarak tanimlansin. Burada,

1 < p < ooolup, p=o0icin
Lo, (RMT x R™) = Co(R™ x R™)

uzay1, S(R™" xR™) Schwartz uzayinin sup-normunda kapanigidir. Ayrica, v = (v, v, ...y, ),

vy > 0,...,v, > 0 verilmis parametreler olup,

n
le/ — | | x?lll
i=1

ve dv = dr;...dx,, do' = dx|..dz dir.

Fourier-Bessel doniisiimii ve ters doniigiimii,

(F,p) (z,2) = //w(y,y/)e‘”"y' (HJW—;(%%)) y* dydy

R™ Rn,+

2 (£) (0.

(£, ) (z.2")

/

seklinde tanimlidir. Burada, 2’ - ¢y = x’lyll + ..+ y;n, ¢ € L1, (R™* x R™),

m
-1

c,(n) = [2_3 ﬁFQ(yi - %)

i=1
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ve J,(t) fonksiyonu I. tip Bessel fonksiyonu olmak iizere, j,(t) (t > 0, s > —1) normal-
lestirilmis Bessel fonksiyonu olup

_2T(p+ 1))
ts

Js(t)

dir. Goriildiigti gibi, yukaridaki Fourier-Bessel doniistimii, bir hibrit doniigsiim olup, m
degiskene klasik Fourier doniisiimii ve n degiskene de Fourier-Bessel (kimi kaynaklarda
Hankel) doniisiimii uygulanarak elde edilmistir.

Ty genellesmis kayma (shift) operatorii olup, asagidaki sekilde tanimlanir:

m m

(Ty’y/s0> (z,2) = n 5" ﬁr(?(—;:)%)o//x

i=1 0

Xgo(\/x% — 2wy cos Oy + Y3, .., /22 — 22,y cos O, + 42, xl—y/) (H sin?i~1 9¢> do.

i=1
Burada, ' — y' = (:70/1 — y’l, x;n — y;n) klasik Oklid kaymasi olup,

df = df,...dd, dir (Altinkol 2009; Lyakhov ve Shishkina 2009; Yildirim H. ve Sarikaya
M.Z.2001).

1YY kaymasi tarafindan iiretilen Bessel girigimi,

w®¢ﬂ%f)=/ /w@wyﬂdwafw%w@ﬂ

R™ Rn,+
seklinde tanimlidir.
Bessel girigsimi

pRY=9®

degisme Ozelligini saglar. Ayrica, Fourier-Bessel doniisiimii ile Bessel girisimi arasinda,

Flp®) = (F,p)(F0)

seklindeki ozellik ve asagidaki Young esitsizligi de saglanir:

lp @bl < el 191y,

1 <p,q,r <00 ve  + o= +1(Kipriyanov 1997).
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L,.= Lp,l,(R"’+ xR™) uzayimda tammimlanmis beta yarigrup ve ozellikleri

Asagida, |(z,2")| ile, (z,2") vektoriiniin normu gosterilecektir:

= \/ﬁ o = C/) B i

(@)

Simdi bir 4 > 0 parametresi verilsin. Uciincii boliimdeki (3.1) formiiliine benzer
olarak, t > 0; (z,2'), (y,y) € R™* x R™ olmak iizere,

F! (exp(—t \(, x’)|5)> (y,) fonksiyonu tanimlansin:

’ _ , B ,
w® (’(yay) ,t> = F! (exp(—t ‘(m,x) )) (y,y) (4.19)
C,,(TL) —t‘(w,z,)‘ﬁ i’y - . oy
(27T)m/ / € € gjw—é(xy) Z rax
R™ Rn,+

seklinde gosterilen w® (| (y, y/)| ,t) gekirdek fonksiyonu radialdir.

Tamim 4.16. (4.19) cekirdegi tarafindan iiretilen Beta yart grup girisim tipli bir operator
olup ifadesi su sekildedir:
(W7) @a) = @A @ 1) @) (420
= / / w (‘ (v, 9| t) T f(x, 2 )y™ dydy .

R™ Rn,+

Burada, (z,2'),(y,y) € R™ x R™ 0 <t < oo ve 0 < f < oo’dur.

Simdi tanimlanan Wt(ﬁ +) f integral operatoriiniin ve w,(,ﬁ ) (‘ (y, y/) ,t) radial ¢ekirdek
fonksiyonunun sagladig1 bazi 6zellikleri verelim. Goriilecegi iizere, bu ozellikler tigiincii

boliimde onteorem (3.4)’te verilmis 6zelliklere benzerdir.

Onteorem 4.17. (z,2'), (y,y) € R** xR™ 0 <t < 0o ve 0 < 3 < oo olsun. O

zaman,
_ n+m+2|v|

(@w (A%|(y,y')|7kt)=>\ 7wl (| y)

Ozel olarak, A\ = % icin,

, ntmt2ly]
w® (((y,y)‘ﬁ) = W) (t_%

1), (A >0) dir

v.v)] 1) (421)
dir. Burada, |v| = vy + ... + v, dir.
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(b) 0 < 3 < 2 ise o zaman her (y,y ) € R x R™ ve hert > 0 icin,
Wi (‘(y,y')‘ ﬂf) >0

saglanir.

(c) B = 2k, (k € N) biciminde ise o zaman her t > 0 icin,

wP (‘(y,y/)

,t> € S(R™* x R™)

olur.

(d)0 < B <2yadap =2k (k € N) saglamrsa, hert > 0 icin,

//wﬁﬁ)(‘(y,y'))ﬁ) y*dydy =1

R™ Rn,+
olur.

(e) feL,, 1<p<ooolsun. 0 < <2yadaf =2k (k € N) ise o zaman,

W] <@,

saglamir. Burada,

= [ |

R™ Rn,+

wf) (‘(y,y/)‘ , 1) ‘ y? dydy < oo

dir. Ozel olarak 0 < 3 < 2 ise, c(f) = 17dir.
HfeLly, l<p<ooolsun 0 < <2yadaf =2k (k€ N)iseo zaman,

sup
>0

(W01 (@a)] < e (M) ()

saglanir. Burada, M, [ genellesmis Hardy-Littlewood maximal fonksiyon olup, asagidaki

sekilde tanmimhidir:

T f(y,y )| y*dydy

(M, f) (w,2') = sup ! /

>0 T2V (n,m; v)
B

Bf ={(z,2) : (z,2") e R x R™, |(2,2")] <r}vew(n,m;v) = [ 2*dxds’.
By

(g)0< B <2yadap =2k (k€N)icin,

/ 7n+m+2|u\
sw (WD) (@,a)| < a5 A, 1 <p < o0

(z,2")eER™+ xR™
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olur.
(h) 0 < B <2yada$ =2k (k € N) ise o zaman her f € L,, ve hert, 7 € (0,00)
icin,
Wt(ﬂ’ﬂ (Wt('g’ﬂf) t+T f (varigrup ozelligi)
saglanir.

(i) f€L,,, 1 <p<ooolsun. Ozaman, 0 < f < 2yada =2k (k € N) ise,

’

lim (Wt(ﬁ’ﬂf) (z,2) = f(z,x

t—0t+

)

dir. Burada, limit hem L, ,-normunda hem de h.h.h. (z,2') € R™" x R™ icin noktasal

anlamdadir. f € Ly, = Cy durumunda, yakinsama diizgiindiir.

Bu 6nteoremin ispat1 Onteorem 3.4’iin ispatina benzer sekilde yapilir.

NI
t) = #/ / e_t‘(x@ )‘ e (H]V L (2 > ¥ dadx’

R™ Rn.+

Ispat (a)

wP (‘(y,y') :

< (z,2) = A%(z, 2 dx = Aidz, dz' = X% dz doniisiimii yap111rsa>

_ Cy lT n+m// —At‘(zz)) i Ay (HJ Zz>\ﬁ%> 2 0

R™ R+

= )\M () ()\E ‘(y,y)‘ ,At)

elde edilir.
(b) 0 < B < 2 olsun. I.A. Golubov (1980)’un makalesindeki Bernstein teoreminden
goriiliir ki; [0, oo) tizerinde negatif olmayan, sonlu, 114 ([0, 00)) = 1 kosulunu ve

oo

e = /e”d,uB(T), z € [0, 00)

0

esitligini saglayan bir yi;5 Sl¢timii vardir. Hatirlatalim ki, yukarida yazdigimiz

pg ([0,00)) = 1 esitligi [ dpug(T) = 1 demektir. Burada, z yerine ‘(:c,:c')}2 yazilacak
0

olursa,
o

B 712
:/e—T(m,m)

0

’

(z,2)

¢ (1), (0 < 8 < 2) 4.22)
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elde edilir. (4.22)’ten

A (|| 1) = BNy
= [ E e D (o
0
. y
= ﬂ / (47r7)_n+mf+2‘ul ewduﬂ(r) >0 (4.23)
11:11 (v + %) 0

olur.
(¢) F, doniigiimii S(R™* x R™) uzayinda bir otomorfizm ve k& € N i¢in,

2k

€ S(R™" x R™)

/

o)

oldugundan,

2k

(e 1) ) = w2 (‘(y,y')’ ,t> € S(R™* x R™)

elde edilir. Yani, w{™ (’(y, y/)| 71&); R™* x R™ iizerinde sonsuz piiriizsiiz ve hizla aza-

landir.

(d) (c)’den elde edilen sonug geregi, k € N ve V¢ > 0 icin,

w k) (‘ (y,9)

,t) e S(R™ x R™)

oldugundan, V¢ > 0 i¢in,

olur. Buradan,

yani

2k

[ ] o (o)

R™ R7,+

,t> ey (H J},,._;(xz-yi)> y¥ dydy = et
i=1
elde edilir. Son esitlikte (z,z") = (0, ..., 0) alinirsa,

/ w2 (v
R™ Rn,+

,t> y*dydy =1
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sonucuna ulagilir.

Simdi 0 < 8 < 2 durumunu inceleyelim. (3.6) formiiliinden elde edilen

/ / ‘wy )‘ 2”dydy —7Tn+m : HF Vi + )Hmjmy‘

R™ R+

formiilii ve (4.23) kullanilirsa,

[e.e]
! ! 2 |V‘+ n+m+2|y|
//w(f)d(y,y) ,1>y2”dydy = /47TT B
R™ Rn,+ H F V’L
</ / ) o)
’mRn+
_ 7Tn+m2+2\u| n+m+2\u| /duﬁ
0
=1

elde edilir. (4.21) formiilii ile ifade edilen homojenlik 6zelliginden, 0 < 5 < 2 i¢in,

J [ yoms- | [ 4

R™ R+ R™ Rn,+

1) ydydy =1

olur.

(e) Minkowski esitsizligi kullanilir:

e, - |

) t) TV f(2)y* dydy

m Rn,+ v
< O] r@)|  yayay
R™ Rn,+ Py
= B || <eB) Il

Burada, Lofstorm ve Peetre (1969) nin genellesmis kayma i¢in iyi bilinen

e I T
p,vV

esitsizligi kullanildi.

(f) Aliev ve Bayrakci (1998)’nin makalesinden yararlanilarak, eger ¢ € L, , fonksi-

/ / w(‘(m,x/)‘)x%dxdx/ < 00

R™ Rn,+

yonunun,

41



BULGULAR VE TARTISMA E. SAGLIK

kosulunu saglayan, azalan, pozitif ve radial ¢ ( ‘ (z,2) }) majoranti varsa, o zaman her

feLp,V(:[SPSOO)VC

icin,
sup (2. ® ) (w.2)| < 0y, (Mf) (2.) (424)
elde edilir.
o([(@,a)) =i (|(@,2)) 1)

denilir ve (4.21)’de ¢ = t5 alinirsa, (4.24) esitsizliginden, her 0 < § < 2yada § = 2k
i¢in,

sup| (W f) (@,2)| < (M, f) ()

t>0

elde edilir. Burada c katsay1s1 agagidaki gibi tanimlidir:

/]

R™ Rn,+

wP (‘(y,y’)

, 1) ‘ ydydy < oo.

(g) Holder esitsizliginden, - + z% = 1 igin,

! p

! ! p !
(w2 r) @] < Wl | [ [ | ()] 0)] v avay
m Rn,+
_ ntmi2)y| 1 , P’ L , v
= |fll,,t7 7 // wlf) (t i (y,y) ,1> y* dydy

m Rn,+

((y,y') = t%(x,a:'), dy =tide, dy =1t%dx almrsa)

n+m+2|v| n+m+2\y\7 , p/ ,
= ||f”p,yt_ R / / wl(,ﬁ) (‘((E,ZE) ,1) r? dxdx

m Rn,+

_n+m+2|u\
= a7 |fl,,

bulunur. Burada, ¢ katsayis1 f fonksiyonuna bagli degildir.
(h) f e S(R™* x R™) ise, ispatlanmasi gereken esitligin her iki tarafina Fourier-

Bessel doniisiimii uygulanirsa, dogrulugu agikar olan
INL INL: INL
ot|@a)| | @a’)| Ff = R CRICES] P
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esitligi elde edilir. Keyfi f € L, icin, S(R™" x R™) uzaymn L,, uzayinda yogun
olmas1 nedeniyle ve yukaridaki (e) 6zelliginden, istenilene ulagilir.

(i) 0 < f < 2yada 8 = 2k olursa,

) ,t) ’ y*dydy =1, (vt > 0)

R™ Rn.+

esitligi ve dolayisiyla her f € L, , icin,

WO ) - o) = [ [ o (|w)

,t> Ty’y/f(:c, )y dydy —

RmRn,+
—/ / flo, 2 )wl® ()(y,y') 7t) y* dydy
Rm R+
= / / w® (‘(y,y')‘,t> (Ty’y f(:v,ml)—f(x,x’)> y* dydy
R™ Rn,+

saglanir. Buradan, Minkowski esitsizligi kullanilarak,

[weor =g, < [ o (] )| [ s = 0] oauiy
R™ R+ 7
_ ndmi2|v| _1 ! v /
_ (e @) )| [ s = )| vduy
R™ Rn,+ 7
tﬁ (z > ) dy = t%dz, dy/ =t5dy ahnlrsa)
1 ’ ’
- 1)‘ ‘ TE )= O 2 dzdz
R™ R+ Py
bulunur.
HTtﬁ(z,Z )f(.7 ,) _ f(., .) <2 ||f||p7y
p,l/

esitsizligi ve Lofstrom ve Peetre (1969) nin makalesindeki bilgiye dayanarak elde edilen

TS~ f)| =0

p?l/

lim
t—0+

esitligi dikkate alinirsa, Lebesgue baskin yakinsama teoremi geregince,

lim
t0+

_0, 1§p§00, (Loo,Z/ECO)

olur.
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feL,, NCyigcin Wt(ﬁ +) f(z,2") ailesi f(z,2")e noktasal (ashnda diizgiin) yakin-
sadigindan ve bu simif L, ,, (1 < p < oo) uzaylarinda yogun oldugundan, o zaman, bu
Onteoremin (f) maddesi geregince ve Stein ve Weiss (1971)’1n kitabinda 60. sayfadaki

noktasal yakinsama ile ilgili {inlii teoremden,
Lm WP fx, ') = f(z,2), (hhh(z,z) € R™ x R™)

oldugu sonucuna ulasilir.

Boylece onteoremin ispati tamamlanmais oldu. U

Tanimlanan bu Wt(ﬁ ¢ genellesmis yarigrup kullanilarak, f € L,,(R™" x R™)
fonksiyonlar1 i¢in tanimlanmig /¢ f genellesmis Riesz potansiyellerinin bir boyutlu yeni
bir integral gosterimini elde etmek miimkiindiir. Oncelikle 1% f genellesmis Riesz potan-

siyellerinin genel ifadesini verelim:

ape)=c [ [ |w)

R™ Rn,+

a—n—m—2|y| ’ , ’
T f(x,x )y*dydy ,

n -1
20T () [T T (v + 3)
i=1 ,0<a<n+m+2|V|

€= F(a+n+m+2|u|>

2
Elde edilen yeni gosterim asagidaki teoremle ifade edilmistir.

Teorem 4.18. 0 < o < n+m+ 2y, f € L,,(R"" xR™), 1 < p < n+m;2|y|

olsun. O zaman, IS f genellesmis Riesz potansiyelleri asagidaki gibi bir boyutlu gosterime

sahiptir:

o0

(12 f) (w.4') = F(l ) / 3 (W) (@ (4.25)
0

Burada, 0 < 8 < 2yada = 2k, k € N'dir.

IR

Bu teoremin ispati da Teorem (3.5)’in ispatina benzer sekilde yapilabilir.
Ispat 1 <p< MmT’LZM durumu, (12 f) (z,2")’in klasik anlamda bir fonksiyon olmasim

saglar. (4.25) formiiliinii kanitlamak i¢in, Wt(ﬂ +) f ailesinin (4.20) tanim1 kullanilirsa:

r(lz) 7 3 (W) Gl
B 0
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— -1 (5) y,yl N 2u ’
I /B // (’yy )T [, 2 )y™dydy | dt

5 s
= € / / Tyy f(z, :E /tgl — gl (ﬁ) (t (y,y/)’,1> dt yQdedyl
ﬁ Rm Rn,+ 0
/ B /
(t = ‘(y Y )‘ 778, dt = (=) ‘(Z/?y )‘ P ldr; tF (y,y )’ = 7 alinirsa)

o0

= p(ﬂg)/TMm”'”alwﬁﬁ) (T,l)dT/ / ‘(y,y/)
579 R™ Rn,+
= 0/ / ‘(y,y/)

Rm Rn,+

a—n—m—2|v| ’ , '
T f(z,x )y* dydy

a—n—m—2y| ’ ’ /
T f(x,x )y* dydy

elde edilir. Burada,

= ﬁa /T”+m+2y|_0‘_lw£ﬁ) (r,1)dr
F(E J

olur. Ayn1 zamanda

-1
n+m+2|v|  n4

20T T (9) [T 1% + )

F( a+n+;n+2|u| )

, 0<a<n+m+2|y

oldugu gosterilmelidir.
c ile gosterilen bu iki sayimin birbirine esit oldugunu gostermek i¢in, Fourier-Bessel

doniistimii teknigi kullanilir. Yukaridaki

o

€ /tgl Wwﬂf)(:z;x dt—c//‘yyl
'(3)

0 R™ Rn,+

a—n—m—2|y|
TV [,z )y dydy

”J“mT“M icin saglandigindan, genellesmis Schwartz test

esitlifiher f € L,,,1 <p <
fonksiyonlari igin de saglanir. f € S(R™" x R™) olsun.
Kisaca F,(g) = ¢” ile gosterilecektir. 0 < v < n 4+ m + 2|v/| i¢in,

A

]Ot??l “)f)() (v,9) F<1 7t31 )f)(-w)]A(y,y')dt

a
5

g
,3
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_ ! / 57 [w® (1) 0]" () sy

N
— )= /tgle‘t‘“”“’ dt

)

(t ‘ (v, vy = 7 almrsa)

= w.9)|yy)

—a ] 7 a_q _
T8 e Tdr
[ J

= Myy) ‘(y,y/)
= [(IZH O ()

elde edilir. Burada, I f, (2.8) ile tanimlanmis olan genellesmis Riesz potansiyelidir.

Yani,
1 [ ,
() (@.4) = Fray /tﬂ‘l (Wt”j’”f) (x,2)dt, Vf € SR™ x R™)
5%
sonucuna ulagilir. O

Daha evvel de deginildigi gibi (4.25)’te verilen gosterim ile (3.8) gosterimi sekil ola-
rak benzemektedir. Fakat, bu iki gdsterimin temelinde kullanilan Bessel kaymas1 (genel-
lesmis kayma) tanimlar1 farkli oldugundan, bu gosterimler de birbirinden farklidir. Bu
yeni bir boyutlu integral gosterim kullanilarak 1% f(z,z") potansiyellerinin ters cevirme
formiiliinii bulmak icin Boliim 4.1°deki dalgacik tipli doniisiime benzer bir doniisiim ve-

rilebilir.

L,. (R™" xR™) uzaymnda verilmis genellesmis Riesz potansiyelleri icin ters bulma

formiilii

Buraya kadar yapilan c¢alismalarda Bessel girisiminin farkli bir tanimi kullanilarak
yeni bir ¢ekirdek fonksiyonu ve beta yarigrup tanimlanarak, genellesmis Riesz potansi-
yelleri i¢in bir boyutlu yeni bir gosterim verilmisti. Simdi verilen bu yeni gosterim, ters
belirleme formiilii elde etmemizi saglayacak ve daha evvel Boliim 4.1°de yapilan calig-

malara benzer caligmalar yapilacaktir.
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¢ € Ly, (R™" x R™) olmak iizere,
(Ap) ((:c,:c') ) (Aawso) / W(B Do) (2, 2)du(n)  (4.26)
0

integral doniisiimiinii tanimlayalim. Burada (z,2") € R™* x R™, t > 0 ve u olciimii,
([0, 00)) = 0 kosulunu saglayan [0, 0o)’da tanimli sonlu bir Borel 6l¢iimiidiir. Bu 4 Bo-
rel 6l¢iimii bir dalgacik dlgiimii ve (4.26)'da verilen (Ayp) ((z,2'),t) integral doniisiimii
de dalgacik tipli doniisiim diye adlandirilir.

L, ,(R™" xR™) uzayinda verilmis genellesmis Riesz potansiyellerinin yeni gosterimi
kullanilarak, potansiyeller i¢in ters bulma formiiliiniin verildigi teroemin ifadesi agsagidaki
gibidir.

Teorem 4.19. o > 0, 1 < p < n”LmTﬁlyl,f € L,,ve >aolup, B =2k k€N

formunda olsun. Ayrica p él¢iimii, [0, 00) ’da tanumli sonlu Borel élgiimii olup asagidaki

kosullari saglasin:
(o.¢]

(a) [du(n) =0

(b) 1fndlul (n) < o0

80

O zaman, A operatirii (4.26)’deki gibi tammlanmak iizere,

o0

/AI“ )t)t*%’ldt = lim (Afff)((x,x/),t)t*%*ldt
0

e—0

15
/

esitligi saglanir. Burada, 6 = % olmak iizere, cy,, katsayisi Onteorem 4.7’de tanimlanan
katsaytya benzerdir. Limit, L,,-normunda ve h.h.h. (x,z) € R™* x R™ icin noktasal

anlamda saglanir. Eger [ € Co N Ly, ise, yakinsama tiim R™" x R™de diizgiindiir.

Bu teoremin ispati1 da Teorem (4.11)’in ispatina benzer sekilde yapilabilir.
Boylelikle, bu boliimde hedeflendigi gibi, L,,(R™% x R™) uzaymnda tanimlanmisg
genellesmis Riesz potansiyelleri i¢in yeni bir gosterim ve yeni bir ters bulma formiilii

verilmis oldu.
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda Laplace-Bessel diferansiyel operatorii denilen

singiiler diferansiyel operatoriin negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlanan genelles-
mis Riesz potansiyelleri lizerine ¢alisilmis ve Riesz potansiyellerinden olusan uzay ile
ilgili birtakim 6zgiin sonuclar elde edilmistir.

Tez calismas1 Sonuglar boliimii hari¢ dort boliimden ibarettir.

Ik boliim olan "Giris" boliimiinde tez calismasinin kapsami, ¢aligilan konunun ta-
rihcesi ve hangi alanlara katkisinin oldugu hakkinda bilgiler verilmis ve literatiirdeki kay-
naklarla ilgili yapilan arastirmalardan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, kaynak taramasi yapilarak calisma icin gerekli arastirmalar ve 6nbil-
giler sunulmustur.

Uciincii boliimde, Bessel kaymasinin dogurdugu Abel-Poisson ve Gauss-Weierstrass
yarigruplarinin her ikisini de genellestiren yeni bir yarigrup tanimlanmig ve bu yarigrup
yardimiyla genellesmis Riesz potansiyelleri i¢in tek degiskene bagl yeni bir integral gos-
terim verilmistir.

Dérdiincii boliimde, bir dalgacik (wavelet) dl¢iimil vasitasiyla yeni bir dalgacik tipli
doniisiim tanimlanmigtir. Sonra, tanimlanan bu dalgacik tipli doniigiim yardimiyla genelles-
mis Riesz potansiyelleri i¢in ters ¢evirme formiilii bulunmusg ve ardindan genellesmis Ri-
esz potansiyelleri uzay1 tanimlanarak, bu uzay icin bir karakterizasyon verilmistir. Son
olarak da dordiincii boliimiin son alt boliimiinde, Bessel kaymasinin farkli bir tanimi kul-
lanilarak, ortaya ¢ikan genellesmis Riesz potansiyelleri i¢in yeni bir integral gésterimi ve
bu yeni gosterime uygun ters belirleme formiilii verilmistir.

Bu tez ¢calismasindan elde dilen 6zgiin sonuglar, yeni gdsterimler ve ters belirleme for-
miilleri, Laplace-Bessel Harmonik Analiz’in cesitli alanlarinda, Fonksiyonel Uzaylar’da,
integral doniistimler (6zellikle Fourier-Bessel doniisiimii ve dalgacik (wavelet) tipli donii-
stimler) alaninda ve zayif tekillige sahip ¢ekirdekli integral denklemler alaninda ¢alisan

matematikciler i¢in yardimci kaynak rolii oynayacak niteliktedir.
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