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ONSOZ

Bir fonksiyonun piiriizsiizliigiinii yorumlamanin ve dlgmenin bir¢ok yolu vardir. Te-
mel bir gercekse piiriizliigii 6l¢menin en onemli araglarindan biri Fourier doniistimiidiir.
Diger taraftan Fourier doniisiimii dilinde bir fonksiyonun piirtizsiizliigiinii Laplasyan ve
Potansiyel tipli operatorler kullanilarak 6lcmek Modern Fourier analizde onemli teknik-
lerden biridir.

Potansiyeller teorisinin en onemli problemlerinden biri, potansiyel tipli integral ope-
ratorlerinin terslerini bulmakla ilgilidir.

Bu tez ¢calismasinda temel olarak, Klasik Flett potansiyellerinin terslerini belirlemek
icin, Poisson yarigrubu yardimiyla olusturulan “kesikli hipersingiiler integral aileleri”
olusturulmus ve bu ailelerin, Flett potansiyelinin etki ettigi ¢ € LP(R™) fonksiyonunun
LP-piiriizsiizliik derecesine bagli olarak, £ parametresi sifira giderken L”-normundaki ya-
kinsama hizlar1 incelenmistir.

Bu caligma teorik nitelikte olup, Lipschitz, Sobolev ve Hardy uzaylarinda ¢caligan Ma-
tematikgiler icin yardimei kaynak olabilir.

Son olarak bu tezin temel sonuglarindan biri olan Teorem 3.21’in ispatinda ve kurgu-
lanmasinda biiyiik emegi gecen Prof. Dr. ITham ALIYEV e cok tesekkiir ederim ve bu tez
caligsmasi boyunca bilgisini ve zamanin benimle paylasan danigsman hocam Sayin Dog.

Dr. Melih ERYIGIT e ve boliimiimiiziin diger hocalarma sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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GIRIS T. SAHPAZ

1. GIRIS

Modern Fourier analizin 6nemli problemlerinden biri, verilen bir fonksiyonun piiriizsiiz-
liik derecesini bu fonksiyonun tiirevlerinin integrallenebilirligi cinsinden dl¢mektir. Me-
sela Sobolev uzaylari tamamen bu amaca hizmet etmektedir. Bu baglamda bazi diferan-
siyel operatorlerin negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlanan potansiyel tipli integ-
ral operatorler, Riesz potansiyelleri, Bessel potansiyelleri vb. , bu tiir uzaylarda oldukca
onemli bir ara¢ olarak kullanilmaktadr.

Riesz potansiyelleri Fourier doniisiimii dilinde

(I (x) = |2| ™ f(x), zeR", a >0 (1.1)

seklinde tanmimlanir ve (—A) = —> 7 | % eksi-Laplace diferansiyel operatoriiniin ne-
k

gatif kesirsel kuvveti olarak yorumlanir (Stein 1970). (1.1) esitlifinden yararlanarak /-

Riesz potansiyelleriinin asagidaki integral gosterimlerini elde edebiliriz, Stein (1970),Flett

(1971), Samko vd(1993):

N @ = —5 [ W =g 0 <a<n

r($)
()

ise, Fourier doniisiimii dilinde

Burada v, (o) = 722° dir. J¢f simgesiyle gosterecegimiz Bessel potansiyelleri

(JOP) =1+ |z[*)"% f(z), € R, a >0 (1.2)

seklinde tanimlanir ve / —birim operator, A- Laplasyan olmak iizere, (I —A) operatoriiniin
“negatif kesirsel kuvveti olarak yorumlanir. Ayn1 sekilde (1.2)ten yararlanarak J*-Bessel

potansiyellerinin asagidakidaki integral gosterimini elde edebiliriz,

1
B()

Burada G,-¢cekirdekleri ve 3,,(a)-katsayilart soyle tanimlanmigtir:

(Jf)(x) =

| Golw)ste =)y, a >0

*§*|y\2 a—n

Galy) = [ W e g, (o) = 2T(G)

Riesz ve Bessel potansiyellerinin ¢ekirdeklerinin lokal davraniglari, |y| — 0 i¢in ayni1 ol-

makla beraber, Riesz potansiyelinin ¢ekirdeginin, yani, |y|* " fonksiyonunun sonsuzlukta

1
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davranig1 (azalma hiz1), a-arttikga, Bessel potansiyellerinin ¢ekirdegiden, yani, G, (y)
fonksiyonundan daha kotidiir. Flett (1971) tarafindan Riesz ve Bessel potansiyellerinin
davraniglarimin arasinda bir 6zellik sergileyen, yeni bir kesirsel integral operator tanitil-
magtir.

Flett potansiyelleri olarak adlandirilan bu integral doniisiim Fourier doniisiimii dilinde

(Ff) (@) = (1+[))*f(z), 2 €R", a >0

seklinde tanimlanir ve § = (—A)!/?

olmak iizere, (I + §) operatoriiniin negatif kesirsel
kuvveti olarak yorumlanir (A-Laplace operatoriidiir).

Modern Fourier analizde potansiyel tipli operatorlerin terslerini belirleyen formiil-
ler elde etmek Onemli problemlerden biridir. Calderon (1956); Stein (1961); Wheeden
(1968); Lizorkin (1970); Samko (1984, 1993 ); Rubin (1996) ve ismini sayamadigimiz
bir¢ok matematikg¢i tarafindan tanitilan hipersingiiler integral teknikleri bu amag icin ol-
dukca giiclii araclardir. Son zamanlarda yeni bir yaklagsimla Rubin (1986, 1996) ve Aliev
vd (2001, 2002) tarafindan, dalgacik doniisiimler kullanilarak potansiyel tipli operatorle-
rin terslerini belirleme formiilleri elde edilmistir. (Ayrica, farkli dalgasik doniistimlerinin
tanitildigi, Aliev vd. 2013; Aliev ve Eryigit 2013; Aliev ve Cobanoglu 2014 kaynaklari-
nada da bakabilirsiniz).

Rubin (2001) ve Rubin (1996, sf. 222-224) kaynaklarinda, Boris Rubin tarafidan Po-
isson yarigrubu kullanilarak tiretilen ve D ve D¢ simgeleriyle gosterilen, bazi “kesiksel
integral” aileleri, tanitilmig ayrica ¢ € LP(R"™) fonksiyonlar1 ve o > (0 parametreleri
tizerine konulan bazi kosullar altinda /“-Riesz potansiyelleri ve J“-Bessel potansiyelleri
olmak iizere, D* 1%y ve D% J*yp ifadelerinin e — 07 i¢in ¢ fonksiyonuna noktasal (4.h.x)
ve LP-normunda yakinsadigi kanitlanmastir.

Bu tez calismasinda ilk olarak Flett potansiyellerinin terslerini belirlemek icin; Poisson-
yarigrubu yardimiyla, bir ¢ > 0 parametresine bagl olan, kesikli hipersingiiler integral
ailesi tanitilmigtir. Daha sonra LP(R™), (1 < p < 00) uzayindan alinmis bir ¢ fonksiyonu-
nun Flett potansiyeli ile, e-parametresine bagli “kesikli” hipersingiiler integral operatorler
ailesinin kompozisyonu olugturulmusg ve ¢ — 07 icin bu D2 F“yp ifadesinin noktasal
(h.h.x) ve LP-normunda ¢ € LP(R™) fonksiyonuna yakinsadig: kanitlanmugtir.

Tezde, son olarak, bir ¢ € LP(R™) fonksiyonu i¢in LP-piiriizsiizliik derecesiyle, ¢ —
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0% igin D F*¢ ailesinin L? normunda ¢ € LP(R™) fonksiyonuna yakinsama hizi ara-
sinda bazi bagintilar elde edilmistir.

Sunu da 6nemli bir not olarak belirtelim ki, tezimize iligkin benzer ¢aligmalar, Riesz ve
Bessel potansiyelleri icin Aliev ve Eryigit (2013) ve Aliev ve Cobanoglu (2014) tarafindan
caligilmagtir.

Tez calismasi, giris ve kaynaklar boliimii disinda ii¢ kissmdan olugmaktadir;

Birinci kisimda tez ¢aligmasi boyunca kullanilacak notasyonlar, teoremler ve lemma-
lar ifade edilip, 6nemli goriilen bazi teoremler, okuyucuya kolaylik olmasi agisindan ispat
edilmisgtir.

Ikinci kisim ise iki alt boliimden olusmaktadir: Birinci boliimde Flett potansiyelle-
rinin terslerinin bulmak icin Poisson yarigrubu yardimiyla "kesikli" hipersingiiler integ-
ral ailesi kurulmusg ve bu kesikli hipersingiiler integral ailesi yardimiyla, ¢ € LP(R"™),
(1 < p < o) uzaymndan alinmig bir fonksiyon Flett potansiyelinin ters belirleme formiili
elde edilmistir.

Ikinci alt boliimde ise ¢ € LP(R™) fonksiyonu icin “LP-piiriizsiizliik derecesi” kav-
ramu1 tanitilmig ve ¢ € LP(R"™) fonksiyonunun LP-piiriizsiizliik derecesiyle, ¢ — 07 i¢in
D2 F*yp ailesinin LP formunda ¢ fonksiyonuna yakinsama hizi arasinda bagintilar elde
edilmistir.

Tezin sonuglar olarak adlandirilan iigiincii kisminda ise, tez ¢alismasi boyunca elde

edilen sonuclar ifade edilmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu tez galigmasi boyunca n-boyutlu Oklid uzayini R" ile gosterecegiz. Ayricar = (1 x5 ...

R™ noktasinin normunu |z| = \/x? + 2% + ... + 22 seklinde tanimlayacagiz.

n € ZTbir pozitif tam say1 olmak iizere, Z; ile negatif olmayan sirali tamsay1 n-
lilerinin olusturdugu kiimeyi gosterecegiz ve o = (ay,aa, ..., ) € Z7 igin |af = a1 +
g + ... + o, seklinde tanimlayacagiz.

Z;} kiimesinin elemanlar1 multi-index olarak adlandirilir. Eger o = (a1 v, ..., av,) bir
multi-index ve z = (21, 29,..., T,,) € R" ise, 2® = 2{".25”...2%" seklinde tanimlanir.

Tez calismasi boyunca, aksi belirtilmedigi siirece, tiim fonksiyonlar kompleks degerli
olacaktir.

Eger f : R® — C bir fonksiyon ve a = (o, @, ..., v, ) bir multi-indeks ise

g1 9o
8x1”’8xn

seklinde yazilir. Burada % f gosterimi f fonksiyonunun ¢-inci degisken olan z;” ye gore

o°f =

f

«a;-mertebeden kismi tiirevi olarak tanimlanir.

f fonksiyonu R™ iizerinde 6lgiilebilir olsun, f fonksiyonunun L?(R™) normu
1
Ifll, = Cf 1f@)dz)r, T <p<oo

[flloe = €ss sup [f(x)

rER™

seklinde tanimlanir ve || f|| , < 00 Ozelligini saglayan tim Slgiilebilir fonksiyonlar kiimesi

LP(R") ile gosterilir. Bir f fonksiyonunun Fourier doniigiimii

)= [ fly).e™vdy
Rn

seklinde tanimlanir, burada x.y = x1y; + ... + ¥y, seklindedir.

U C R” bir acik kiime ve k£ € N olsun. Eger f fonksiyonu U C R" kiimesi {izerinde
tanimli ve |o| < k esitsizligini saglayan her a-multi indeksi 0% f kismi tiirevleri var ve sii-
rekli ise, 0 zaman f fonksiyonu C*(U) kiimesindedir diyecegiz ve C=(U) = N>, C*(U)
seklinde tanimlayacagiz.

Ayrica, E C R™ olmak iizere C°(E) notasyonu ile kompakt dayanikli ve dayanagi E

kiimesi tarafindan kapsanan C*°(R") uzayna ait fonksiyonlar uzayini gosterecegiz.

4
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« bir multi-indeks ve N € Z* olsun, eger
11l = sup (1 + |z)™ [0°f]
T€R”™
seklinde tanimlarsak,
S = {f € C(R") : [[fllyo < 00, her N, aigin}

kiimesi Schwartz uzayi olarak adlandirilir. Bu uzaya ait fonksiyonlar bulmak zor degildir:

Ornegin, f.(z) = z%e~17° (o multi-indeks) bu uzaya aittir.

Onerme 2.1. (Folland 1999) & kiimesi ||.|| N.o-Yarmormu ile olusturulan topoloji ile bir-

likte bir Fréchet uzayidur.

Simdi tez boyunca kullanilacak olan bazi 6zel fonksiyonlar, 6zel doniigiimler ve bun-

lara ait onemli ozellikleri verelim.

Tamim 2.2. (Samko vd 1993, Rubin 1996) z € C, Re z > 0 olmak iizere, Gamma fonksi-

yonu

seklinde tanimlanir.

Gamma fonksiyonunun temel 6zelliklerini asagida verelim:
)neNiginI'(n+ 1) = n!dir.

2)I(z+1) = 2I(2) dir.

3) In(I") fonksiyonu konvekstir.

HI(z)[(1-2)= sty o # € Cesitligi saglanir.

5) Gamma fonksiyon 6zdesligi olarak bilinen ¢ok faydali bir esitlik asagidaki gibidir:

a,t > 01icin
1 o ds
o= [ et 2.3
['(a) /0 € 2-3)
Tanim 2.3. (Stein 1970, Rubin 1996) f € L, .(R™) fonksiyonu icin, asagidaki fonksiyon
1
M) (w) =sup o ()l dy 4
D=0 B0 S T

f fonksiyonunun Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu olarak adlandirilir. Burada, B(x, 0)

ile v € R™ merkezli ve 6 > 0 yaricapli yuvar gosterilmistir.

5
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Teorem 2.4. (Garafakos 2008) Hardy-Littlewood Maksimal fonksiyonu zayif (1,1) tipli-

dir; yani;
n

3
Va > 0igin |[x € R" : (Mf)(x) > of < o (Al

esitsizligi saglamir.Burada |E| ile, E C R™ kiimesinin Lebesgue élciimii gosterilmistir.

Ayrica 1 < p < oo igin gii¢lii (p, p) tiplidir, yani oyle ¢, , > 0 sabiti vardir ki

1D f 1l o < o 11l o

esitsizligi saglanr.

Maksimal fonksiyon operatoriiniin 6nemi, analizdeki bir¢ok operatorii sinirlandir-
masindan kaynaklanmaktadir. Asagida, bir operatorler ailesinin noktasal yakinsamasini,

sinirlandirma 6zelligini kullanarak, garanti eden bir teorem verelim.

Teorem 2.5. (Stein ve Weiess 1971) {1.}_., ailesi LP(R"), 1 < p < oo uzayindan R"’de

olciilebilir fonksiyonlar uzayma dogrusal operatorler olsun. T -maximal operatorii

(T7h)(x) = sup |(Tzh)(x)

e>0

,rzeR"

seklinde tamimlayalim ve c > 0, ¢ > 1 reel sayilari icin

c || fIl,
t

{z - [(T7h) ()] > 3] < ( )*

esitsizliginin her t > 0 ve her h € LP(R™) icin saglandigin kabul edelim. Bu durumda
D C LP(R™) yogun altkiimesindeki her g € D i¢in lim.~o(T.g)(x) limiti h.h.x igin var ve

sonlu ise, o zaman her f € LP(R™) icin hirol(Taf)(l") limiti h.h.x icin var ve sonludur.

L? uzaylarinin uygulamalarinda esitsizlikler kose taglarini olusturur. Bunlardan en te-

mel ikisi Holder ve Minkowski esitsizlikleridir. Simdi bu esitsizlikleri ifade edelim.

Teorem 2.6. (Holder esitsizligi, Follond 1999) 1 < p < oo ve % + % = 1 olsun. O zaman

f ve g olciilebilir fonksiyonlari icin

1F-glly < A1, - Ngll, (2.5)

esitsizlgi saglamir. Ozel olarak (2.5) 'te esitligin saglanmast icin gerek ve yeter kosul sifir-

dan farkl o ve (8 sabitleri icin, o |f|P = [ |g|? esitliginin h.h.x icin saglanmasidur.

6
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Teorem 2.7. (Genellestirilmis Minkowski Egitsizligi, Follond 1999) p(x,vy) fonksiyonu

RY x R iizerinde olgiilebilir bir fonksiyon olsun. O zaman 1 < p < o0 igin

‘ / o(z, y)dy

Asagida bir fonsiyonun Fourier doniisiimiiniin tanimi1 ve bu doniisiimiin temel 6zellik-

S/ o (-, y)HLP(Rg) dy (2.6)

Lr(RE)

esitsizligi saglanmr.

lerini veren teoremi ispatsiz ifade ediyoruz:

Tamm 2.8. f € L' (R") fonksiyonunun Fourier déniisiimii

f€) = | fla)e*du
R
seklinde tanimlanir.
Buradaki £.x i¢ carpimini daha 6nce tanimlamistik.

Teorem 2.9. (Follond 1999) f,g € L* (R"™) olsun.

(a) (af + Bg)"(€) = af(€) + B4 (), o, B € C(Dogrusallik)
(b) ‘ fHOO < |If]l; ve f fonksiyonu siireklidir

(c) limjg|~o0 f(&) = 0 (Riemann-Lebesgue)

(d) (f *9)"(&) = f(£)-4(¢)

(e) (flz = y)"(€) = e ¥ f(¢)

(AT : R* — R” tersinir bir dogrusal doniisiim ve S = (T') ™', T nin tersinin devrigi
olsun, o zaman [f(T(z))]" (€) = |det T| ™" (f(S(€)) dir:

(g) (Carpim formiilii) [ ve g € L'(R™) olsun. O zaman

f@)g@yiz = [ f(@).ga)de

R

esitligi saglanir.

2.1. Flett potansiyelleri ve Poisson Intergrali ile Baglantilar:

Tamim 2.10. Flett potansiyelleri olarak adlandirilan doniisiim, Fourier doniisiimii dilinde

(FeNHMNx) = L+ |z))f(z), e R", a >0 2.7
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seklinde tanimlanir ve bu doniisiimiin acik ifadesi

(F L) (@) = (B # f)(2) = / Baly) f(x — y)dy 2.8)

n

seklindedir.

Burada, ®,(y) cekirdegi

1 o toetl wty ()
P.(y) = e — A\ = — 2.

seklindedir.

Oncelikle, ®,-cekirdeginin temel Ozelliklerini ifade edelim ve bu 6zelliklerden bazi-

larini ispatlayalim.

Teorem 2.11. (Samko vd.1993; Flett 1994)
(i) Her oo > 0 igin @, (x) € L'(R") ve [5, Po(x)dz = 1 dir

(17) Do(z) = (1 +|2z)~ a > 0.

(t3i) a > 0 olsun. O zaman biiyiik |x| ler i¢in
Do(z) < Cho |

esitsizIgi saglanmr.

(1v) 0 < a < n olmak iizere
Do () ~ Co(a) |27, 2] =0

ve a = n oldugunda
1
@a(l') ~ Cn In |7,

x| —0

asimptotik ozellikleri saglanir.

(v) Eger a > n ise, o zaman P, (x) cekirdegi tiim R" de siirekli ve pozitiftir, yani
O,(z) >0, (xeR", a>n).

Eger 0 < a < n ise, o zaman ®,(x) ¢ekirdegi R" — {0} iizerinde siireklidir ve bu
kiime iizerinde, ®,(x) > 0 dr.

(vi) @ -cekirdegi asagidaki yarigrup ozelligini saglar:

O, x Py =Dyip (>0, 5>0)
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Ispat (i)-nin ispati: & > 0 verilsin, bu durumda

[Pa(@) = |® ()| dz = (P, > 0) oldugu i¢in
]Rn
INE 00 a,—t|z|
- / B(w)dr = 2T 1) |x|“(/ e T dtyde =
n 2T (@) Jgn o (1+82)(2)

1> o
= dt 2| et gy
An<a>/o (14 2)(2) I

(kutupsal koordinatlara gecersek)

1 ']
— dt oz n —tr n 1d de
)\n(a)/o (1+t2 /S / rdf) =

1 / o t / _
= — Wy g dt. re "dr =
An(@) Sy (L) (250)
(2.3) I'-fonksiyon 6zdesliginden,

r o 1
— —(a) wn/ ‘—n+1 dt — ].
An (@) o (1+) =

Teoremin (7i)- iddasinin ispatin1 soyle yapacagiz: her ¢ € & igin ,yani Schwartz

uzayindan olan her ¢ test fonksiyonu icin

[ f@)playde = | f@)pl)ds

esitligi saglaniyorsa, o zaman f fonksiyonunun Fourier doniisiimii f”fonksiyonudur de-

nir. Bu baglamda, ¢ > 0 olmak iizere f(x) = e~!*l icin

/n R )dx_/ ( C t D ro(x)de (2.10)

esitligi her ¢ € G i¢in saglanacaktir.
Simdi (2.10) esitliginin her iki yammi t*~te~* « > 0 ile ¢arpalim,

ol —t —tle Cpt.e to!
[t ()dx—/R( e

12+ |z)?) 2

esitligi her ¢ > 0 ve a > 1 igin saglanir. O zaman esitligin her iki tarafini [0, co) araliginda

t’ye gore integralleyelim,

o o Cpt.e t.t™
/0 t 1(/]Rn€ p(x)dx)dt = / t 1 /n 2+ | ’ (n+1)90( x)dx)dt (2.11)

Simdi (2.11) esitliginin her iki tarafina Fubini teoremini uygulayalim,

/(/ ete e ) () da
nJo

9
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(2.3) Gamma fonksiyon Ozdesliginden

= F(oz)/ (1+ |z|)"%@(x)dx = (2.12)
] tozflteft
= (C, —dt)d
Lo [ s

= (14 |z|)"“p(x)dx = / o(x). P, (z)dx

Rn n

(2.12) esitliginden ve ®,(z) € L'(R") olmasindan
(Pa(2))(z) = (1 + |z[)~

dir.
Son olarak teoremde (7i7) Gnermesini ispatliyoruz:

(#47)’nin ispati:

3 a,—t|z|
Gao(r) = % lea_”/o Oijwdt

(t= ﬁ degisken degistirmesi)

Cn ‘ ’a—n /00 s%.e”? d
I'(a) 0 |zt (14 )

ER

C o 00 o =5 n+1 o
= Tt ' <\8 |2€ |)‘ ds < Cy o |27 2] > o0
@ 0 x|”+s2) 2

Sonug 2.12. Teorem (2.11)-(i) den || Ff||, < [|f]|, (Vo > 0,1 < p < o0) oldugu

goriiliir.

Gozlem: Poisson integralinin tanimint ve (2.9)’u kullanarak F*-Flett potansiyelleri

icin agagidaki esitligi kolayca gorebiliriz: f € LP(R"), (1 < p < 00) olsun. O zaman

(Ff)(z) = ﬁ /O N 2 et (x, t)dt

esitligi saglanir. Burada Uy(z,t), f € LP(R™) fonksiyonunun “Poisson integrali” olarak

adlandirilir ve

Uslat) = | Po)f(o = o)y, >0, 2 € R 2.13)

10
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seklinde tamimlanir. (2.13) esitligindeki P(y, t) fonksiyonu da “Poisson ¢ekirdegi” olarak

adlandirilir ve,

Py,t) = oy On = — o (2.14)

(lyl* +1¢2)" 2

C.t (i)
T

seklinde tanimlanir.
Simdi, Uy (z, t) Poisson integralinin, ¢caligmamizin bundan sonraki boliimlerinde kul-

lanilacak bazi ozelliklerini verelim:

Onteorem 2.13. (Rubin 1996)f € LP(R™), 1 < p < oo ve Us(x,t) fonksiyonu da
2.13)’teki gibi olsun, o zaman asagidaki ozellikler saglanir:
(2.13) teki g sag 14

(@) Jgu Ply,t)dy = 1we (P(.,1))"(y) = e W ¥t >0

(0) 1Us(z, O, < [I£1l,

() supyepn [Up(2,8)] < Copt # [|£],,1 < p < 00

(d) supyg [Uy(z,8)] < (Mf)(x)
Burada M f, (2.4) de verilen Hardy-Littlewood maximal fonksiyondur.

(6) Uf(Uf(t,x),T) = Uf(.il?,t—FT),t >0,7>0
(f) iy Uy (2,1) = f(z)

Burada limit LP-normunda ve h.h.x icin noktasal anlamdadr.

11
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3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. Sonlu Farklar Yardimiyla Kurulan Hipersingiiler Aileleri ve Flett Potansiyel-

lerinin Tersleri

Potansiyel tipli operatorler icin 6nemli problemlerden biri, bu operatorlerin terslerinin
veren formiiller elde etmektir. Hipersingiiler integral teknikleri kullanarak potansiyel tipli
operatorlerin terslerini veren formiiller, ilk olarak Stein (1961); Wheeden (1968); Lizor-
kin (1970); Samko (1984, 1993); Rubin (1996) ve diger bircok matematikg¢i tarafindan
tamtilmis ve calisilmistir. Bu caligmalara yeni bir yaklagim olarak, Rubin (1996) ve Aliev
(2001, 2002) tarafindan tanitilan “siirekli dalgacik-tipli doniisiimler” kullanarak, potansi-
yel tipli operatorler icin ters belirleme formiilleri elde edilmistir.

Bu boliimde ilk olarak Poisson yarigrubunun dogurdugu kesikli hipersingiiler integral-
ler ailesini, D2, tanitacagiz ve ¢ € LP(R™) fonksiyonu i¢in, baz1 sartlar altinda, D¢ F*¢
ifadesinin ¢ — 07 i¢in noktasal (h.h.x i¢in) ve LP-normunda  fonksiyonuna yakinsakli-
gin1 gosterecegiz.

Daha sonra bu ailelerin, ¢ sifira giderken LP-normunda yaklagim hizini, potansiyel
operatoriin etki ettigi fonksiyonun bir ¢esit piiriizsiizliik derecesine bagh olarak inceleye-
cegiz.

Tanm 3.14. ¢(t), (¢t € R') fonksiyonunun t merkezli ¢ € N mertebeli ve T € Radimli

sonlu farki,

ALlgl(t) = (,i) (—=1)*g(t + k7)

st =3 (1) -0tatin

seklinde olur.

Tammm 3.15. Uy (z,t), (2.13)ten goriildiigii gibi, f € LP(R™) fonksiyonunun Poisson

integrali olmak iizere, (P:f)(x) yarigrubu
(Pf)(z) = e Up(z,t), 0 <t < o0
seklinde tamimlanir.

12
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NOT: Hem LP-normunda hem de noktasal (h.h.z € R" i¢in) lim; ,o+(P;f)(x) =
f(x) oldugu kolayca goriilebilir. Bu 6zellikten dolay1 P, f = f olarak kabul ediyoruz.
Simdi, P, f yarigrubunu kullanarak ve Rubin (1996) (220. ve 260. sayfalar1) kayna-

gindan esinlenerek agagidaki tanimi verelim.

Tamim 3.16. f € LP(R"), (1 < p < o0) verilsin. o« > 0vel > «, (I € N) olsun. € > 0
parametresine bagl olan asagidaki integraller ailesine, f fonksiyonuna iligskin “kesikli

(“truncated ) integraller ailesi” denir:

D) = i [ AUPLN@I0E - G0
— 1 * (! k —kt dr
_ Xg(a)/e (Z<k)(_1) e (0, k)

k=0

burada, normallestirici Xy(«) sayist asagidaki gibi tanimlidur:

o) = [ e

Integraller icin Minkowski esitsizligi (2.6) kullamilirsa, her € > 0 icin D*f € LP(R")

oldugu goriiliir.

Tanmm 3.17. (Rubin 1996) Bir h(t), (0 < t < o0) fonksiyonunun « > 0 mertebeli

Riemann-Liouville kesirsel integrali,

vy L [T B 1 [hGtt)
=00 =1 [ gt = G2

seklinde tamimlanr.

Onteorem 3.18. f € L? (R"), (1 < p < o0) olmak iizere, (P,f)(z) = e 'Us(x, t)
olsun. 1®(h)(t) kesirsel integrali de (3.2)’daki gibi olsun. Ayrica f fonksiyonunun Flett
potansiyeli (2.8) deki gibi olsun. O zaman h.h. © € R™ ve her t > 0 i¢in

Pl F fl(@) = 12[(P.f)(@)](¢) (3.3)
esitiligi saglantr.

Ispat f ¢ G-Schwarz test fonksiyonu olsun. Eger (3.3) esitliginin sag ve sol taraflarinin

Fourier doniistimlerinin her f € & i¢in esit oldugunu gosterirsek ispat biter.

(PFf1(2))" () = e D (14 [€]) F(€) (3.4)

13
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Diger yandan,
1 [ N
EUPN@IOVE) = Fagl [ Pl al () - (3.5)
_ ) a A -
F(Oz)/o e reHUs(r +t, )] (&)dr
R S S g ) S
F(Oé)/o e r“ e dr
_ eﬂm&)ﬁ /0 e~ (HED o= gy o —t+ED (1 . |g])o

Bu durumda (3.4) ve (3.5) den, (3.3) esitliginin her Schwarz test fonksiyonlar1 i¢in dogru
oldugu goriiliir. U

Diger taraftan, (Af)(x) = P[F*f](z) ve (Bf)(z) = I*[(P.f)(x)](t) dogrusal ope-
ratorleri LP — LP simirh operatorler oldugundan ve Schwarz test uzayr L” de yogun
oldugundan, (3.3) esitligi, 6l¢tiimii sifir olan kiime harig, her f € L? i¢in saglanr.

NOT: (3.3) esitligi, sekilsel olarak Rubin (1996) tarafindan elde edilen formiile ben-

zemektedir.

Onteorem 3.19. p ¢ LP(R"), (1 < p < o0) ve 0 < a < 00 olsun ve D% operatirii
(3.1) 'teki gibi tammlansin. O zaman, F*p, ¢ nin Flett potansiyeli ve Us(x, t), (0 < t <

00) de ¢ nin dogurdugu Poisson yarigrubu olmak iizere her ¢ > 0 ve h.h.x € R" icin

(D> F*p) / K9( MU, (v, en)dn) (3.6)
esitligi saglamir. Burada { > « olmak iizere, K (n) fonksiyonu asagidaki sekilde tanim-
lanmugstir:

1
K® - k

000 = Fr a2 () V0 R

ve

N (n—Fk)> , n>kise
(ﬁ—k)+= )
0 , n < kise

Ispat (3.1) formiilii ile tanimlanmg D%operatérii ile 7% ye etki edersek ve (3.3)’te

kullanirsak
o ¢ -
1 o 14 o dr
= % ). ( . (—1)’“1_[(PsO)(:B)](/fT))THa

k=

=]

14
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Diger taraftan

Yo () (CDFI2[(P)@)](kT) =Ty () (=Dt (3.8)
Jir (r = k) (Prp)(@)dr = [J° he(r)(Pr)(x)dr

olur. Burada,

¢
1 14
he(r) = — ( )(—1)% — kr)et (3.9)
INE) % k *
ve
r—kr)*t | r>krise
(r—kr)* ! = ( )
0 , r < kT ise
dir.

(3.8)’1 (3.7)’de dikkate alirsak,

D) = i [ (| B @@

L ~
- 2w | P S -

(r =e€n, 0 <n < oo degisken degistirmesi yapalim)

(3.9) dan

e [T o
x| Pape) [ ey

_ 3 > e L1 -
_F(a);\fl(_a)'/o (PEUSO)(x)(;(k)(_l)/E e (en— k)Y dr)dy - (3.10)

0
Simdi son esitlikteki

i = / 7% ey — kT)‘fldT, (k=0,1,2,...,1)

integrallerini hesaplayalim
k=0igin: i = [ 7717 (en)*tdr = Zp*!
k=1,2 .. [igin:

f;n/k 71 %en — kr)* " Ydr |, n > kise
0 , < kise

U =

seklindedir. Bu ifadede

degisken degistirmesi yaparsak,

15
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n > kigin

ke [T 1
i = — t* dt = —(n — k)~
en Jo eno

olur. Boylece her £ = 0,1, 2, ..., [ i¢in

. Enia(n— k)Y on>kise | 1 (n— ke
- Lo
0 < kise ena i

dir. Eger iy, larin degerleri (3.10)’da yazilirsa,

¢
o o _ > T B L7 AV @
D) = e [ Pan@( () -0k - 1)

al(
- / KO (m)e=U, (z, en)
0

Burada al'(«) = I'(1 + «) oldugu dikkate alinirsa,

seklindedir. O

NOT: Onteoremin ispatinda Rubin (1986 ve 1996 sf 262-263) kaynaklarindaki Riesz
ve Bessel potansiyelleri i¢in uygulanan bir metod kullanilmisgtir.

Simdi Onteorem 3.19’u ve asagida verecegimiz Onteoremi kullanarak, L? uzayinda
olan fonksiyonlarin Flett potansiyellerinin terslerini, ”-anlaminda ve noktasal olarak ve-

ren teoremi ifade ve ispat edebiliriz.

Onteorem 3.20. (Samko vd. 1993,sf 125, Rubin 1996, sf 158) K\ (n) fonksiyonu icin
asagidaki ozellikler saglanir:
(@) K (n) € L}(0, 0 ve I K9 (n)dny =1
O(n*—! ,n—07F
(b) Kc(f)(n) _ (n*™) n
Om*==Y |, n— +oo

Artik caligmamizin temel sonuglarindan biri olan teoremi ifade ve ispat edebiliriz.

Teorem 3.21. ¢ € LP(R™), (1 < p < o0) ve F*p fonksiyonu da ¢’nin 0 < a <
oo mertebeden Flett potansiyeli olsun. DS, (¢ > 0) operatorler ailesi (3.1)’deki gibi

tanimlansin. Bu durumda

lim (D2 F2p)(x) = () (3.11)

e—0t
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dir. Burada limit, LP normunda veya h.h.x € R" icin noktasal olarak anlasilir. Ayrica
v € C, N L? icin yakinsama diizgiindiir.
Ispat [ K (n)dn = 1 oldugundan,

(DEF)(x) — o) L

< /0 (KO )] e Uy, en)) — ()| dn =

< [0 KO0 2l +
T / KO W) Uz, em) — ()] dn

Diger taraftan,

I(D2Fe) = ll, < [ (1= &) |KO )] U2, en)l, di+
+ 5 | KOO| WU, en) = @l dn = L) + Be)

(3.12)

dir. ||Uy(z, en)ll, < C|l¢ll, oldugundan, Lebesgue integral altinda limite gegme teore-
minden , lim._,o I (¢) = 0; aym sekilde lim. o [|[U(z, en) — ¢||, = 0 oldugundan, Le-
besgue integral altinda limite ge¢me teoreminden, lim._,q I5(g) = 0.

v € C,NLPicin (3.12)’de p = oo alirsak, yakinsamann diizgiin oldugu ortaya ¢ikar.
Nihayet, C, N LP kiimesi LP(R"™), (1 < p < 00) uzayinda yogun oldugundan, Teorem 2.5
ve

sup (DE70)(a)| < sup |UGo, ). [ KL dn < elome)a)

e>0

esitsiziligi kullanilirsa, (3.11)’deki yakinsamanin h.h.x € R" icin saglandigini soyleyebi-
liriz. 0

3.2. Kesikli Hipersingiiler Integral Ailelerinin L” normunda Yakinsama Hizlari-

nin Incelenmesi

Bu boliimde, Flett potansiyelleri i¢in (3.6)’da kurulan kesikli hipersingiiler integraller
ailesi i¢in L” uzay1 normundaki yakinsama hizlari, ¢ € LP fonksiyonuna ait L” anla-

minda piiriizsiizliik derecesi kullanilarak incelenmistir.

17



BULGULAR VE TARTISMA T. SAHPAZ

Tanim 3.22. p € (0, 1) bir sabit ve (1) fonksiyonu da [0, p| araliginda pozitif ve 1(0) =
0 olsun. Eger ¢ € LP(R"), (1 < p < o0) fonksiyonu igin,

1
M=) = s s | et g0l <oo 613

kosulu saglaniyorsa, bu fonksiyon LP-anlaminda “pu-piiriizsiizliik 6zelligi” ne sahiptir de-

nir.

Bir tanim verildiginde, dogal olarak, bu tanimi saglayan bir érnegin varligin1 goster-

mek gerekir.

Sonug 3.23. 1 fonksiyonu Tanim 3.22’de tanimlandigr gibi olsun ve ¢ € LP(R™) icin M,
Jfonksiyonunu,

My (r) = sup [lp(t —z) = ()],

|z|<r

seklinde tamimlayalim, bu fonksiyona o nin LP-siireklilik modiilii denir.
Eger M,(r) = M(r), (0 < r < p) alirsak o zaman, ¢ € LP(R™) fonksiyonu igin

(3.13) 'teki ifadenin sonlu oldugu goriiliir.

NOT: Bundan sonra bir @ > 0 sabiti i¢in, p(t) > at, (0 <t < p)ve p <t < o0
ise, u(t) = p(p) kabul edilecektir. Ayrica, p-siireklilik modiilii ise, A > 0 igin p(A\t) <
(A + 1)p(t) esitliginin saglandig1 gosterilebilir (Devore ve Lorentz 1993).

Onteorem 3.24. (Aliev vd. 2013) o € LP(R™) fonksiyonu verilsin. ¥(r), (0 < r <
p) fonksiyonu da [0, p| kapali araliginda azalan, negatif olmayan ve C1[0, p| sinifindan
olsun. Eger ¢ € LP(R") fonksiyonu LP anlaminda p-piiriizsiizliik dzelligine sahipse, o

zaman

/| et =)~ @0, W) < M, [pw)w) T / ' r”u(r><—@'<r>dr>]

esitsizligi saglanr.
Ispat g(z) = ||o(t — ) — pt)|l, ver = |z[, 8 € S"' olmak iizere,

1

[t =)= 0], ¥el)da = [ ga)(jalis =
lz|<p lz[<p
= r Iy (r r6)dr(0))dr

[ e seoao)
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Eger,
Ar) = rf)dr(0) ve Q(r) = M)t d
= [ sorir@ vea) = [t
seklinde tanimlarsak,
I = /Opllf(r))\(r)r”_ldrz/Op\IJ(T)dQ(r) |g—/0pQ(r)\I/’(r)dr
— WA+ [ )V )i

(3.13) sart1 gozoniine alinirsa,
Q) = / O / g(x)d =
0 lz|<r
= [ lelt =) = plbll, do < )M,

z|<r

Boylece,
p
I< M (o) W(p) + [ 17ulr) (¥ ()i
0

dir. Ki bu da gostermeye calistigimiz esitsizliktir.

Onteorem 3.25. P(z, €) poisson cekirdegi (2.14) te tanimlandigr gibi olsun, yani

Che 1 n+1
Plee)= (€2 + |z tD)/2] Cn = 7r("+1)/2r( 2

)

O zaman oyle ¢ > 0 sabiti vardir ki,

> dt
/ lp(t —2) — ()|, P(x; e)dx < cM,[e +/ p(et) 5 (3.15)
jal<p 0 1+¢
esitsizligi saglanr.
O
Ispat (3.14)’te U(|z|) = P(z; €) koyarsak
g ot =) = o0 Pl c)e < Ml s el
+ Jy () ( = s )dr
U

Simdi (3.16)’da baz1 analizler yapalim:

P H(P) (82 +p2)(n+1)/2 < ag, ap = Cn_
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Ayrica

Ce

, er
(€2+p2)(n+1)/2) -

= G2 (e2 + r2)(nt3)/2’ az =

(_

Cp.(n+1)
Bunlari (3.16)’da kullanirsak, ¢ = max {ay, as} olmak iizere

erntl
Juiep It =) — o)l Pz, &) < cMule + [§ mmmramp(r)dr]

tn+1

= cMyle + [ bmmanlet)] < eMyle+ [ M)

elde edilir.

Sonug 3.26. (7)), (0 <r < p < 1) fonksiyonu |0, p| araliginda siirekli, (0, p| araliginda
pozitif ve ;1(0) = 0 olsun. ayrica bir a > 0 sabiti igcin p(t) > at, (0 < t < p) ve
p <t < ooigin u(t) = u(p) saglansin. Eger bir lokal sinurli w(t) fonksiyonu igin,

w(t)

14 t2

p(et) < p(e)w(t) ve /0Oo dt < oo, (e € (0, p)vet e (0, 00)) (3.17)

saglaniyorsa, o zaman € € (0, p) degerine bagl olmayan oyle bir A > 0 sabiti vardir ki;
[Nt =) = plo)l, Pla. 2o < Aue), e € (0.0 (3.18)
lz|<p

esitsizligi saglanir.

Ispat (3.17)’yi (3.15)te hesaba katarsak ve ji(c) > ae, (0 < ¢ < p) kosulunu da

kullanirsak,
T w(t)
lp(t —2) — )|, P(z,e)dz < cM,[e + p(e) sdt] < Ap(e)
|a:\§p 0 1 + t
elde edilir. Burada A sabiti € > 0 parametresinden bagimsizdir. U

Ornek 3.27. 0 < v < 1 olsun. Bu durumda

7,0 r<p<lise
p(r) =
pl 1> pise

fonksiyonu Sonug¢ 3.26 mn tiim kosullarint w(t) = t7 fonksiyonu ile birlikte saglamakta-

dr.
Artik calismamizin temel sonuclarindan ikincisinin ifade ve ispat edebiliriz.
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Teorem 3.28. u(r), (0 < r < o0) fonksiyonu, Sonug¢ 3.23’iin tiim sartlarint saglasmn.
Ayrica ¢ € LP(R™), (1 < p < o) fonksiyonu LP-anlanminda p-piiriizsiizliik ozelligini,

(3.13) saglasin. O zaman,
IDZFp = ¢, = O(ule)), e = 07 (3.19)
dir. Ozel olarak (3.19) esitligi p(c) = €7, (0 < v < 1) fonksiyonu icin saglanir.
Ispat (3.6) formiiliimii, Onteorem 3.20-(a) y1 ve Minkowski esitsizligini kullanirsak,
D27 =l < [ KO 10 <) = ol dn (320
Diger taraftan

<
j2

/n P(y; en)(p(t —y) — ¢(t))dy

[Up(t, en) — o, =
< [ P emlett =) - el dy -
- /| P o)t =)~ 0] dy

+ / P(y; <p) lg(t — ) — 9Bl dy
ly[>p

= il(g) + ig(i‘f)

O

(3.18)’den i1 () < Ap(en) esitsizliginin saglandigini biliyoruz. Burada A sabiti € ve

n ye baglh degildir. Simdi i (e) degerini tistten tahmin edelim:

) (2.15)’ten
ia(e) < 2fell, P(y; en)dy ="

ly|>p
En
2|, an /
P s (En)2 + [yP) etz

dy
Son integralde kutupsal koordinatlara gegersek;

y = 10, p<r<oo,fecSdy=r""tdrdd

n—1 oo .n—1

o r
= 01677/ dr < 0157]/ ——dr = cen
0 ((em)? + |r[*)0r1/2 p T

Burada c, sabiti € ve 1 ya bagli degildir.
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Sonug olarak
[Up(:56m) — ()l < Ap(en) + caen

esitsizligi elde edilir. Boylece,

(3.10)dan (z
IDeFe—ell, = f7 | )] (Anem) + casm)dn <
< conle) x J;[KS )| (win) + myn

Onteorem 3.20-(b) ve [ (w(n)/(1 4+ n?))dn < oo kosulunu kullanirsak,

[T KOw i = [0l aman+ [ KO0 wimn <
0 1
w(n) 2 ()
< + 1+ K d
< et [P KO dy
(KO(n) = On**1), n = cowve > a + 1 kosulunu kullanarak )

= w(n)
< C4+C5/ ——=dn = ¢g < 00
147

Diger taraftan,
fe’e) 1 fe’e)
| s@inan = [ KO @ i+ [0 nn <
< C7+/ | K ()| ndn < cs
1

cs katsayisini, Kc(f)(n) = 0", n = oo asimptotik 6zelliginden ve £ > a + 1
kosulundan buluyoruz.

Tiim bu tahminleri (3.20)’de bir araya toplarsak,
ID2Fp —ll, < cule), e = 0F

esitsizligini elde ederiz. Bu da ispati tamamlar. Son esitlikte c-sabiti € parametresine baglh

degildir.

22



SONUCLAR T. SAHPAZ

4. SONUCLAR

Potansiyeller teorsinin en dnemli problemlerinden biri, potansiyel operatoriiniin terslerini
veren formiilleri bulmakla ilgilidir. Sonug olarak bu tez calismasinda, Fourier doniigiimii
dilinde

(F) () = (L+[])™, a >0

seklinde tanimlanan Flett potansiyelleri i¢in, Poisson yarigrubu yardimiyla bir f fonksi-
yonuna iligkin “kesikli integraller ailesi, D¢ f, tanimlandi. Bu aileden yararlanarak Flett
potansiyelleri i¢in bir ters belirleme formiilii elde edildi.

Ayrica, Teorem 3.28°de, ¢ € LP(R™) fonksiyonunun LP-piiriizsiizlikk derecesine gore,
| D2Fp — ||, degeri igin, ¢ — 0T iken bazi tahminler elde edildi.

Bu sonuglarin, Lipschitz, Sobolev ve Hardy uzaylarinda calisgan matematikgiler i¢in

yardime1 bir kaynak olarak kullanilabilir oldugunu diisiiniiyoruz. (Aliev ve Eryigit 2002)
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