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ÖZET
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KATEGOR İSİ VE ONLARIN DUAL İTESİ

Eren DOĞAN

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Prof. Dr. Mustafa DEMİRCİ
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Bu tezin ana konusu, yalnızca denk funktor kavramını kullanarak ünlü Stone du-

alitesi’nin bir direkt formülizasyonunu vermektir. Bunaek olarak, Boole cebirlerinin ve

Boole halkalarının arasındaki çok iyi bilinen denkliği,Boole cebirlerinin ve Boole homo-

morfizmalarının kategorisi ve Boole halkalarının ve halka homomorfizmalarının katego-

risi arasında bir kategorik izomorfizmaya genişlettik. Tezin ana amacını gerçekleştimek

için Boole cebirlerinin ve Boole halkalarının kategorisinin dualinden Stone uzaylarının

ve sürekli fonksiyonların kategorisine önce bir funktorkurduk ve sonra bu funktorun bir

denklik olduğunu gösterdik.̈Ozellikle Stone dualitesinin bu tezdeki formülizasyonu lite-

ratürdeki mevcut yaklaşımından, bu tezin sadece denk funktor tanımına dayandırılması

yönüyle ayrılır.
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Prof. Dr. İlham ALİYEV
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The main subject of this thesis is to give a direct formulation of famous Stone

duality by making use of only the concept of equivalent functor. In addition to this, we

extended the well-known equivalence between Boolean algebras and Boolean rings to a

categorical isomorphism between categories of Boolean algebras and Boolean rings. In

order to realize the main aim of the thesis, we have first established a functor from the op-

posite or category of Boolean algebras and Boolean homomorphisms and the category of

Stone spaces and continuous functions, and then shown that such a functor is an equiva-

lence. In particular, the formulation of Stone duality, in this thesis differs from the existing

approach in the literature in such a way that the present thesis relies on only the definition

of equivalent functor.
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AKADEM İK BEYAN
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SİMGELER VE KISALTMALAR D İZ İN İ
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inf(A) A kümesinin en büyük alt sınırı veya infimumu

sup(A) A kümesinin en küçük üst sınırı veya supremumu

Cl (X, τ ) Topolojik uzayındaki tüm kaçık kümelerin kümesi
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OB(A) A kategorisinin objesi
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GİRİŞ E. DOĞAN

1. GİR İŞ

Boole cebirleri George Boole tarafından 1850’li yıllarda sunulmuş ve Klasik Man-

tığı cebirsel bir matematik yapı ile ifade etme ihtiyacından ortaya çıkmıştır. Boole cebir-

leri, ki bunlar Boole halkaları veya Boole örgüleri olarak da bilinmektedir, başta ma-

tematiksel mantık olmak üzere, matematiğin, mühendisliğin ve temel bilimlerin sayısız

alanında kullanıma sahiptir.

Boole cebirlerini bir kümenin altkümelerinden oluşan kümeler ile ifade etme

isteği, Marshall Harvey Stone’u 1930’ların ikinci yarısında Boole cebirlerini, günümüzde

Stone uzayları (Johnstone 1982) olarak bilinen kompakt, Hausdorff ve sıfır boyutlu to-

polojik uzaylar ile gösterimi teoremlerini vermeye itmis¸tir (Stone 1936). Modern ter-

minolojide Stone gösterim teoremleri olarak bilinen bu teoremler (Halmos 1967), sa-

dece Boole cebirleri ile Stone uzayları arasındaki ilişkileri vermiyor, aynı zamanda Bo-

ole cebirleri arasında tanımlanan Boole yapı koruyan dön¨uşümleri (Boolean homomorp-

hisms)’ne karşı Stone uzayları arasında tanımlı süreklifonksiyonların nasıl belirlendiğini

de ifade etmektedir.1945 ve sonrasında Kategori Teorinin (Adamek 1990; Lane 1971)

ortaya çıkması ve geliştirilmesi neticesinde Stone gösterim teoremleri, Boole cebirlerinin

ve Boole yapı koruyan dönüşümlerinin kategorisi BA ileStone uzayları ve sürekli fonk-

siyonlar kategorisi Stone arasında bir dual denkliği (Morandi 2005) kanıtlamamıza izin

verir. Diğer taraftan, Boole halkalarının ve Boole halka yapı koruyan dönüşümlerinin ka-

tegorisi, BRNG ile Boole cebirlerinin ve Boole yapı koruyandönüşümlerinin kategorisi

BA arasında bir dual denkliği kurmamıza olanak sağlayacaktır.

Günümüzde Stone dualitesi adı verilen bu dual denklik başta mantık (Clark D.

M. and Davey 1998; Halmos 1955; Sambin 1988), topoloji (Ern´e 2004; Gehrke 2016;

Johnstone 1982; Sambin 1988), cebir (Clark D. M. and Davey 1998), bilgisayar bilimleri

(Abramsky 1994; Gehrke 2009; Pratt 1995) ve otomasyon teorisi (Gehrke 2009, 2016)

olmak üzere bir çok alanda uygulamalara sahiptir. Stone dualitesi genel olarak Dualite

Teorisinin (Demirci 2014; Porst 1991) temel bir aracı olmasına karşın, Stone dualitesini,

Boole cebirlerinin kategorisi, Stone uzaylarının kategorisini oluşturarak bu iki kategori

1



GİRİŞ E. DOĞAN

arasında bir dual denklik olarak ifade eden bir Türkçe kaynak bulunmamaktadır. Bu te-

zin ana amaçlarından biri bu eksikliği gidermek ve Dualite Teorisi için temel bir kaynak

oluşturmaktır.

Bu bağlamda2. Bölüm, sonraki bölümlerde kullanacağımız, tanımlardan ve ce-

birsel yapıların özelliklerinden oluşmaktadır. Bir Boole cebiri, dağılmalı, tümlenmiş, her

bir eleman ikilisinin en büyük ve en küçük alt sınırı olan her bir elemanının tümleyeni

olan ve en büyük ve en küçük elemanı olan bir örgüdür. Filtrelerin ve ideallerin özellikle-

rinin de bu bölüm içerisinde incelenmesi hedeflenmiştir. Bir kümenin en küçük elemanını

içermeyen filtreye öz filtre denir ve bu filtreyi kapsayan başka bir öz filtre yok ise, bu

filtreye aynı zamanda maksimal filtre denir.

Bölüm 3’te Boole cebirleri Stone uzayı adı verilen bazı özel topolojik uzaylar

yardımı ile karakterize edilecektir. Bir Stone uzayı kompakt, Hausdorff ve 0-boyutludur.

Stone uzaylarının bu özellikleri ışığında Boole cebiritüm asal filtrelerin kümesi ile bir

Stone uzayıdır.

Bölüm 4, bizlere tüm objeleri sınıf olan iki eleman arasında tüm morfizmaları

barındıran bunun yanı sıra birim ve bileşke işlemlerini koruyan kategori ve iki kategori

arasında her objeye karşı yalnız bir obje ve her morfizmaya karşı yalnız bir morfizma ge-

tiren fonksiyon olan funktorlar ile ilgili genel bilgiler ve örneklere ayrılmıştır.

Bölüm 5’te bir halka üzerinde tanımlanan işlemler ile tüm elemanları kare-eş

(idempotent) ise bu halkalara Boole halkaları denir. Boolehalkaları ile Boole cebirleri

arasında bir bağlantı vardır. Bu bağıntılar yardımıyla Boole halkalarının kategorisi BRNG

ile Boole cebiri kategorisi BA arasında bir izomorfizm kurulacaktır.

Son bölümde, diğer bölümlerin ışığı ve yardımı altında objeleri Boole cebirleri,

morfizmaları Boole homomorfizmaları, bileşke işlemi fonksiyonlar arasındaki bileşke

işlemi ve birimleri birim fonksiyonlardan oluşan bir Boole cebiri kategorisi BA ile objeleri

Stone uzayları, morfizmaları sürekli fonksiyonlar, biles¸ke işlemi fonksiyonlar arasındaki

2
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bileşke işlemi ve birimleri birim fonksiyonlardan oluşan Stone kategorisi arasında bir du-

alitenin varlığı gösterilecektir. Bu dualiteye Stone dualitesi denir.

3
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu bölümde örgüler ve boole cebirlerinin sahip olduğubir kısım kavram, örnek

ve önteoremlere yer verilecektir.

2.1. Örgüler ve Boole Cebirleri

Tanım 2.1 L bir küme ve≤, L üzerinde aşăgıdakiüç özelliği săglayan bir băgıntı ise bu

bağıntıyaL üzerinde bir kısmi sıralama bağıntısı ve(L,≤) ikilisine bir kısmi sıralı k̈ume

denir (Birkhoff 1948):

(i) Her x ∈ L için x ≤ x (Yansıma),

(ii) Her x, y ∈ L için x ≤ y vey ≤ x isex = y (Antisimetri),

(iii) Her x, y, z ∈ L için x ≤ y vey ≤ z isex ≤ z (Geçişlilik).

Tanım 2.2 (L,≤) kısmi sıralı bir k̈ume veA, L’nin bir altkümesi olsun.

(i) Her x ∈ A için x ≤ u olacak şekilde biru ∈ L öğesi varsau’ya A’nın bir üst sınırı

denir.

(ii) Her x ∈ A için l ≤ x olacak şekilde birl ∈ L öğesi varsal’ye A’nın bir alt sınırı

denir.

(iii) Her x ∈ A için x ≤ u olacak şekilde biru ∈ A öğesi varsau’ya A’nın bir en b̈uyük

öğesi denir.

(iv) Her x ∈ A için l ≤ x olacak şekilde birl ∈ A öğesi varsal’ye A’nın bir en k̈uçük

öğesi denir.

Tanım 2.3 Tanım 2.2’denA’nın bir en b̈uyük öğesi (en k̈uçük öğesi) varsa≤’nın anti-

simetri özelliğinden dolayı büoğe tektir. Bir(L,≤) kısmi sıralı k̈umesi verildĭgi zaman,

L’nin en k̈uçük öğesi varsa büoğe⊥ ile, en b̈uyük öğesi varsa büoğede⊤ ile gösterilir.

(L,≤)’nin hem en k̈uçük öğesi hemde en büyük öğesi varsa,(L,≤)’ye sınırlıdır denir.

Tanım 2.4 (L,≤) kısmi sıralı bir k̈ume veA, L’nin bir altkümesi olsun.

(i) A’nın tümüst sınırları k̈umesinin en k̈uçük öğesi varsa büoğeyeA’nın en k̈uçük üst

sınırı veya supremumu denir vesup(A) ile gösterilir.

(ii) A’nın tüm alt sınırları k̈umesinin en b̈uyük öğesi varsa büoğeyeA’nın en b̈uyük alt

sınırı veya infimumu denir veinf(A) ile gösterilir.

4
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Tanım 2.5 (L,≤) kısmi sıralı bir k̈ume olsun. Herx, y ∈ L için inf({x, y}) vesup({x, y})

varsa(L,≤)’ye bir örgü denir.

Bir örgü aynı zamanda belirli bir takım eşitlikleri sağlayan bir cebirsel yapıdır:

Önerme 2.6 (L,≤) bir örgü ise

x ∧ y = inf({x, y}) vex ∨ y = sup({x, y}) (2.1)

şeklinde tanımlı∧,∨ : L × L → L ikili işlemleri aşăgıdaki özellikleri săglar: Her

x, y, z ∈ L için

(i) x ∧ x = x, x ∨ x = x

(ii) x ∧ y = y ∧ x, x ∨ y = y ∨ x

(iii) x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z, x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z

(iv) x ∧ (x ∨ y) = x, x ∨ (x ∧ y) = x.

Tersine birL kümesiüzerinde (i-iv) koşullarını săglayan∧,∨ : L×L → L ikili işlemleri

varsa

x ≤ y ⇐⇒ x = x ∧ y ⇐⇒ y = x ∨ y

ile tanımlanan≤ bağıntısı için (L,≤) bir örgüdür öyleki inf({x, y}) ve sup({x, y})

eşitlik (2.1)’i săglar (Birkhoff 1948).

İspat ((i) ve (ii)) özellikleri tanımdan kolayca görülebilir.

(iii) x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z eşitliğini göstermek için öncelikle

(x ∨ y) ∨ z ≤ x ∨ (y ∨ z) olduğunu görelim;∨ işleminin tanımından yola çıkarak

x ≤ x ∨ (y ∨ z) vey ≤ y ∨ z ≤ (y ∨ z) ∨ x = x ∨ (y ∨ z)

eşitliğini yazabiliriz. Tanım 2.1’e göre(x ∨ y) ∨ z ≤ x ∨ (y ∨ z) olur. Benzer şekilde

x∨(y∨z) ≤ (x∨y)∨z özelliği de elde edililir. Bu iki eşitsizliktenx∨(y∨z) = (x∨y)∨z

eşitliği elde edilir.

Benzer adımları ve tanımları kullanarak;x∧(y∧z) = (x∧y)∧z eşitliğinin doğruluğunu

görelim;(x∧ y)∧ z ≤ x∧ (y ∧ z) ifadesi içinx∧ (y ∧ z) ≤ x vey ≥ y∧ z ≥ (y∧ z)∧x

ifadelerini yazabiliriz. Buradan(x∧ y)∧ z ≤ x∧ (y ∧ z) olduğu görülebilir. Aynı şekilde

(x∧ y)∧ z ≥ x ∧ (y ∧ z) ifadesi de elde edileceğindenx∧ (y ∧ z) = (x ∧ y)∧ z olduğu

5
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da doğrulanmış olur.

(iv) x ∧ (x ∨ y) = x olduğunu yani başka bir ifade ileinf{x ∨ y, x} = x olduğunu

görelim. x ≤ x ∨ y ve x ≤ x olacağından tanıma görex, {x ∨ y, x} kümesinin bir

alt sınırıdır.z bu kümenin bir alt sınırı olsun,z ≤ x olacaktır.Bu isex in alt sınırların en

büyüğü olduğunu gösterir yaniinf{x ∨ y, x} = x’dir. Benzer biçimdex ∨ (x ∧ y) = x

olduğu da görülür.

Bir (L,≤) örgüsündeinf({x, y}) vesup({x, y}) öğeleri tüm tez boyunca sırasıylax∧ y

ve x ∨ y ile gösterilecektir. Sınırlı bir(L,≤) örgüsünde⊥ = sup(∅) ve ⊤ = inf(∅)

olduğundan bir(L,≤) kısmi sıralı kümesinin sınırlı bir örğü olmasıL’nin her sonlu

altkümesinin hem infimumu hemde supremumunun var olması olarak ifade edilebilir.�

Tanım 2.7 Bir (L,≤) örgüs̈u aşăgıdaki iki özelliğe sahip ise dăgılımlıdır denir: Her

x, y, z ∈ L için

(D1) x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z),

(D2) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z).

Önerme 2.8 Bir (L,≤) örgüs̈unün dăgılımlı olması için gerekli ve yeterli koşul (D1) veya

(D2) koşulunu săglamasıdır (Birkhoff 1948).

Tanım 2.9 Bir dağılımlı ve sınırlı(L,≤) örgüs̈u verilsin.L üzerinde aşăgıdaki özelliği

săglayan bir ′ : L → L tekli işlemi varsa(L,≤,′ ) üçlüs̈une bir Boole cebiri denir: Her

x ∈ L için

x ∧ x′ = ⊥, x ∨ x′ = ⊤ (2.2)

(Birkhoff 1948).

NOT: (L,≤,′ ) dağılımlı ve sınırlı örgüsü verilsin, herx ∈ L için x’in tümleyeni olarak

tanımlanan yalnız bir tekx′ ∈ L vardır (Birkhoff 1948).

Örnek 2.10 Her hangi birX kümesinin kuvvet k̈umesiP (X) kümeler arasındaki kap-

sama băgıntısı⊆ ile birlikte bir sınırlı örgüdür. ∅ veX bu örgünün sırasıyla en k̈uçük ve

en b̈uyük öğesidir. Ayrıca birA altkümesininX içindeki ẗumleyeniniAc ile gösterirsek

c : P (X) → P (X), A 7→ Ac, işlemi için(P (X) ,⊆,c ) üçlüs̈u bir Boole cebiridir.

6
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Tanım 2.11 Bir (X, τ) topolojik uzayını ele alalım.X ’in bir altk ümesi bu uzayda hem

açık hemde kapalı bir k̈ume ise bu k̈umeye bir kaçık k̈ume denir.

Örnek 2.12 Bir (X, τ ) topolojik uzayındaki ẗum kaçık k̈umelerin k̈umesiniCl (X, τ ) ile

gösterirsek, k̈umeler arasındaki kapsama bağıntısı ve k̈umelerin ẗumleyeni işlemi ile bir-

likte bir Boole cebiri oluşturur.

Bu tez boyunca, kolaylık olması için bir(L,≤,′ ) Boole cebirinin sıralama ve′ işleminin

ne olduğu biliniyorsa bu Boole cebirini çoğunluklaL ile göstereceğiz.

Tanım 2.13 (L,≤) bir örgü olsun.L’nin boş olmayan bir altk̈umesiF eğer

(F1) Herx, y ∈ L için, x ∈ F vex ≤ y ⇒ y ∈ F ,

(F2) Herx, y ∈ L için, x, y ∈ F ⇒ x ∧ y ∈ F

koşullarını săglıyorsaF ’ye L’nin bir filtresi denir. Eğer F filtresi L’den farklı iseF ’ye

bir öz filtre denir. ĔgerF öz filtresi

(F3) Her x, y ∈ L için, x ∨ y ∈ F ⇒ x ∈ F veyay ∈ F koşulunu săglıyorsaF ’ye bir

asal filtre (prime filter) denir (Morandi 2005).

Tanım 2.14 (L,≤) bir örgü olsun.L’nin boş olmayan bir altk̈umesiI eğer

(I1) Her x, y ∈ L için, y ∈ I vex ≤ y ⇒ x ∈ I,

(I2) Her x, y ∈ L için, x, y ∈ I ⇒ x ∨ y ∈ I koşullarını săglıyorsaI ’ya L’nin bir ideali

denir (Morandi 2005).

Tanımlardan kolayca görülebileceği gibi(L,≤) bir sınırlı örgü ise herhangi birF filt-

resiL’nin en büyük elemanı⊤’yi her zaman bulundurur ve{⊤} kümesiL’nin en küçük

filtresidir. Benzer şekilde herhangi birI ideali L’nin en küçük elemanı⊥’yi her zaman

bulundurur ve{⊥} kümesiL’nin en küçük idealidir. Ayrıca,L’nin kendiside aynı za-

manda hem bir filtre hemde bir idealdir. Filtreler ve idealler birbirlerinin dualleridir. Her

a ∈ L için

↑ a = {b ∈ L : a ≤ b} ve ↓ a = {c ∈ L : c ≤ a}

olarak tanımlanan kümelerin sırasıyla bir filtre ve bir ideal oldukları kolayca görülebilir.

Bu tezde ideallerin ve filtrelerin özelliklerinden faydalanacağız. Şimdi bu kavramların

daha sonra kullanacağımız çeşitli özelliklerine değinelim.

7



KAYNAK TARAMASI E. DOĞAN

Önerme 2.15 Bir (L,≤) sınırlı örgüs̈unün birF filtresi verilsin.F ’nin bir öz filtre olması

⊥ /∈ F olmasına denktir.

İspat ⊥ /∈ F iseF 6= L olduğu açıktır.F 6= L iken ⊥ /∈ F olduğunu görmek için

olmayana ergi yöntemi kullanalım.F 6= L ve ⊥ ∈ F olsun. Herx ∈ L için ⊥ ≤ x

olduğundan (F1) özelliğindenx ∈ F olur ki budaL ⊆ F kapsamasını ve dolayısıyla

F = L çelişkisini verir. Bu kanıtı bitirir. �

Önerme 2.16 Bir (L,≤) örgüs̈unün elemanları idealler olan ve boş olmayan herhangi

bir kümeler ailesinin kesişimi yine bir idealdir.

İspat {Ij | j ∈ J} kümeler ailesinin her birIj elemanıL’nin bir ideali olsun.
⋂
j∈J

Ij

kümesinin bir ideal olduğunu görelim. Tanımdan yola çıkarsak herj ∈ J için ⊥ ∈ İj ’dir.

Dolayısıyla,⊥ ∈
⋂
j∈J

Ij ve
⋂
j∈J

Ij 6= ∅ olur.

(I1) Herhangix, y ∈ L için , x ≤ y ve y ∈
⋂
j∈J

Ij olsun. Herj ∈ J için, y ∈ Ij , x ≤ y

veIj bir ideal olduğundanx ∈ Ij olur. Buradanx ∈
⋂
j∈J

Ij olduğu çıkar.

(I2) Herhangix, y ∈ L için , x, y ∈
⋂
j∈J

Ij olsun. Herj ∈ J için , x, y ∈ Ij veIj bir ideal

olduğundan,x ∨ y ∈ Ij olur. Buradanx ∨ y ∈
⋂
j∈J

Ij olduğu çıkar. �

Önerme 2.17 (L,≤) bir örgü ve-F = {Fi | i ∈ F} L örgüs̈unün filtrelerinden oluşan ve

boş olmayan bir aile olsun. Bu durumda
⋂

-F 6= Ø’dir.

İspat -F = {Fi | i ∈ F} kümeler ailesinin her birFi elemanıL’nin bir filtresi olsun.
⋂
i∈F

Fi kümesinin bir filtre olduğunu görelim . Filtre tanımdan yola çıkarsak heri ∈ F için

⊺ ∈ Fi dir dolayısıyla
⋂
i∈F

Fi boş değildir . Herhangix, y ∈ L için ;

(F1) Herhangix, y ∈ L için , x ≤ y ve x ∈
⋂
i∈F

Fi olsun. Bu durumda heri ∈ F için,

y ∈ Fi, x ≤ y veFi bir filtre olduğundany ∈ Fi olacaktır. Buradany ∈
⋂
i∈F

Fi olduğu

çıkar.

(F2) Herhangix, y ∈ L için , x, y∈
⋂
i∈F

Fi olsun. Heri ∈ F için , x, y ∈ Fi veFi bir filtre

olduğundan,x∧ y ∈ Fi olur. Buradanx∧ y ∈
⋂
i∈F

Fi olduğu açığa çıkacaktır. Dolayısıyla
⋂
i∈F

Fi kümesinin bir filtre olduğu görülmüş olur. �
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Önerme 2.18 Bir (L,≤) örgüs̈u ve bunun herhangi birA altkümesi verilsin.A’yı kapsa-

yan bir en k̈uçük ideal vardır ve bu idealeA’nın ürettiği ideal denir.

İspat U kümeler ailesiA’yı kapsayan tüm ideallerin kümesini göstersin.A ⊆ L ve L

bir ideal olduğundanL ∈ U ve dolayısıylaU boş değildir.Önerme 2.16’dan dolayı
⋂

U

bir idealdir.A ⊆
⋂

U olduğu açıktır. Ayrıca,A’yı kapsayan her hangi birI ideali için
⋂

U ⊆I olduğundan
⋂

U kümesiA’yı kapsayan en küçük ideal olur. �

Önerme 2.19 Bir (L,≤) örgüs̈u ve bunun herhangi birB altkümesi verilsin.B’yi kap-

sayan en k̈uçük filtre vardır ve bu filtreyeB’nin ürettiği filtre denir.

İspat V kümeler ailesiB’yi kapsayan tüm filtrelerin kümesini göstersin.B ⊆ L ve

L bir filtre olduğundanL ∈ V ve dolayısıylaV boş değildir.Önerme 2.17’den dolayı
⋂

V bir filtredir. B ⊆
⋂

V olduğu açıktır. Ayrıca,B’yi kapsayan her hangi birF filtresi

için
⋂
V ⊆ F olduğundan

⋂
V kümesiB’yi kapsayan en küçük filtre olur. �

Önerme 2.20 Bir (L,≤) örgüs̈u ve bunun herhangi birA altkümesi verilsin.

ID(A) = {x ∈ L | ∃ {a1, ..., an} ⊆ A öylekix ≤ a1 ∨ ... ∨ an} kümesiA’nın ürettiği

idealdir (Grätzer 2003).

İspat A ⊆ ID(A) olduğu açıktır.ID(A)’nın bir ideal olduğu kolayca görülebilir .

Dolayısıyla,ID(A)’nın A’nın ürettiği ideal olduğunu göstermek içinA’yı kapsayan her

I idealininID(A)’yı kapsadığını görmemiz yetecektir.x ∈ ID(A) alalım. Bu durumda

bir {a1, ..., an} alt kümesi vardır öyle ki,x ≤ a1 ∨ ... ∨ an’dır. A ⊆ I olduğundan

a1, ..., an ∈ I ve (I2)’dena1 ∨ ... ∨ an ∈ I ve (I1)’denx ∈ I bulunur. BuID(A) ⊆ I

kapsamasını kanıtlar. �

Önerme 2.21 Bir (L,≤) örgüs̈u ve bunun herhangi birA altkümesi verilsin.

FL(A) = {x ∈ L | ∃ {a1, ..., an} ⊆ A öylekix ≥ a1 ∧ ... ∧ an} kümesiA’nın ürettiği

filtredir (Grätzer 2003).

İspat A ⊆ FL(A) olduğu açıktır.FL(A)’nın bir filtre olduğu kolayca görülebilir .

Dolayısıyla,FL(A)’nın A’nın ürettiği filtre olduğunu göstermek içinA’yı kapsayan her

9
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F filtresininFL(A)’yı kapsadığını görmemiz yetecektir.x ∈ FL(A) alalım. Bu durumda

x ≥ a1 ∧ ... ∧ an olacak şekilde bir{a1, ..., an} ⊆ A vardır.A ⊆ F olduğundan

a1, ..., an ∈ F ve (F2)’dena1 ∧ ... ∧ an ∈ F ve (F1)’denx ∈ F bulunur. BuFL(A) ⊆ F

kapsamasını kanıtlar. �

Önteorem 2.22 (Zorn Lemma) Kısm̂ı sıralanmış bir k̈umedeki her zincir̈ustten sınırlı

ise bu kısmi sıralı k̈umenin en az bir tane maximalöğesi vardır(Burris 1981).

Tanım 2.23 F , (L,≤) örgüs̈unün bir filtresi olsun. ĔgerF ’yi kapsayan birG öz filtresi

yoksaF ’ye bir maksimal filtre denir.

Önteorem 2.24 (L,≤) dağılımlı bir örgü, I veF sırasıylaL’nin bir ideali ve bir filtresi

olsun. Ĕger I ∩ F = ∅ iseF ⊆ P veI ∩ P = ∅ olacak şekilde en az birP asal filtresi

vardır (Morandi 2005, Gr̈atzer 2003).

İspat F , F filtresini kapsayan veI ile arakesiti boş olan tüm filtrelerin kümesi olsun.

F ∩ I = ∅ veF ⊆ F olduğundanF ∈ F olur. DolayısıylaF 6= ∅ olur. {Pα : α ∈ J},

(F ,⊆) içinde bir zincir olsun.Önce ∪
a∈J

Pα’nın L’nin bir filtresi olduğunu görelim. Her

α için Pα 6= ∅ olduğundan∪
a∈J

Pα 6= ∅ olduğu açıktır. Şimdi∪
a∈J

Pα’nin (F1) ve (F2)

özelliklerini sağladığını gösterelim:

(F1) Her hangix, y ∈ L için x ∈ ∪
a∈J

Pα vex ≤ y olsun . Bu durumda,x ∈ Pβ

olacak şekilde en az birβ ∈ J vardır.Pβ bir filtre olduğundan,x ∈ Pβ vex ≤ y olması

y ∈ Pβ olmasını gerektirir.Pβ ⊆ ∪
a∈J

Pα olduğundan,y ∈ ∪
a∈J

Pα olacaktır.

(F2) Her hangix, y ∈L için x, y ∈ ∪
a∈J

Pα olsun.x ∈ Pβ vey ∈ Pγ olacak şekilde

β, γ ∈ J vardır. {Pα : α ∈ J}, (F ,⊆) içinde bir zincir olduğundanPβ ⊆ Pγ veya

Pγ ⊆ Pβ ’dır. Pβ ⊆ Pγ olduğunu kabul edelim. Bu durumdax, y ∈ Pγ olur. Pγ bir filtre

olduğundan,x ∧ y ∈ Pγ olur. Pγ ⊆ ∪
a∈J

Pα olduğundan,x ∧ y ∈ ∪
a∈J

Pα olur. Pγ ⊆ Pβ

durumu için benzer şekildex ∧ y ∈ ∪
a∈J

Pα olduğu görülür.

Dolayısıyla ∪
a∈J

Pα, L’nin bir filtresidir. Ayrıca hera ∈ J için Pα ∩ I = ∅

olduğundan,∪
a∈J

Pα ∩ I = ∅ olur . Bununla birlikte, hera ∈ J için F ⊆ Pα olduğundan,

F ⊆ ∪
a∈J

Pα olur. Bu ∪
a∈J

Pα’nın F ’nin bir elemanı olduğunu kanıtlar. Böylece,hera ∈ J

için Pα ⊆ ∪
a∈J

Pα olduğundan,∪
a∈J

Pα, {Pα : α ∈ J} kümesinin(F ,⊆) içinde bir üst
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sınırdır. Dolayısıyla, Zorn Lemmaya göre(F ,⊆) nin bir P maksimal elemanı vardır.

F ’nin tanımından,F ⊆ P ve I ∩ P = ∅ olduğu açıktır. Geriye sadece,P filtresinin

asal olduğunu göstermek kalır. Bunu içina ∨ b∈ P iken a ∈ P veyab ∈ P olduğunu

göstereceğiz. Bunu, olmayana ergini yöntemini kullanarak, a ∨ b∈ P olduğunu, ancak

a /∈ P ve b /∈ P olduğunu kabul ederek kanıtlayacağız.F1 ve F2 sırasıylaP ∪ {a}

ve P ∪ {b} tarafından üretilmiş filtreler olsunlar. Bu durumdaP⊂ F1ve P ⊂F2 olur.

P , (F ,⊆) nin bir maksimal elemanı olduğundanF1, F2 /∈ F olacaktır. Aksi takdirdeP

nin maksimal eleman olması ile çelişir. Buradan heri = 1, 2 için Fi ∩ I 6= ∅ olur. Bu

durumdaxi ∈ Fi ∩ I olacak şekildexi ∈ L’nin varlığını söyleyebiliriz.

Önerme 2.21’den dolayı,a1∧ ...∧ an ≤ x1 olacak şekildea1, ..., an ∈ P ∪{a} vardır.

K = {ak1 , ak2..., akm} kümesii ∈ {1, 2, ..., n} olmak üzerea’dan farklı tümai lerin

kümesini göstersin.K 6= ∅ için p1 = ak1 ∧ ak2 ∧ ... ∧ akm veK = ∅ için p1 = ⊤ olarak

tanımlanırsa,p1 ∈ P olur. Ayrıca,a1 ∧ ... ∧ an = p1 ∧ a olduğundanp1 ∧ a ≤ x1 olur.

Benzer şekildep2 ∧ b ≤ x2 olacak şekilde birp2 ∈ P ’nin var olduğu görülür.p1 ∧ a ≤ x1

vep2 ∧ b ≤ x2 eşitsizliklerini veL’nin dağılımlı olduğunu kullanarak

x1 ∨ x2 ≥ (p1 ∧ a) ∨ (p2 ∧ b) = (p1 ∨ p2) ∧ (p1 ∨ a) ∧ (p2 ∨ b) ∧ (a ∨ b) (2.3)

yazabiliriz.a ∨ b ∈ P , (p1 ∨ p2) ∈ P olduğu için veP bir filtre olduğundan

(p1 ∨ p2) ∧ (a ∨ b) ∈ P olacaktır. Diğer taraftan(p1 ∨ a) ∧ (p2 ∨ b) ∈ P olduğu benzer

şekilde görülebilir.P ’nin bir filtre olması ve dolayısıyla (F2) özelliğinden

[(p1∨p2)∧(p1∨a)∧(p2∨b)∧(a∨b)] ∈ P olacaktır. (2.3) eşitsizliği ve (F1) özelliğinden

x1 ∨ x2 ∈ P olacaktır. Ayrıca,I bir ideal vex1, x2 ∈ I olduğundanx1 ∨ x2 ∈ I ve

böylecex1 ∨ x2 ∈ I ∩ P elde edilir. Ancak bu sonuçI ∩ P = ∅ olması ile çelişir. Bu

çelişki baştakia /∈ P ve b /∈ P kabulümüzün yanlış olduğunu kanıtlar. Bu nedenlea ∈ P

ya dab ∈ P olur. Sonuç olarak,P bir asal filtre olur. �

Önerme 2.25P , (L,≤) sınırlı örgüs̈unün bir filtresi olsun P bir asal filtre ise aynı

zamanda maksimal filtredir.

İspat P bir asal filtre olsun. Her x, y ∈ L için x ∨ y ∈ P ⇒ x ∈ P veyay ∈ P

koşulunun săglandı̆gını biliyoruz. BuradaP ’yi kapsayan biröz filtre olmadı̆gını g̈oster-

meye çalışmalıyız. Olmayana ergi yöntemini kullanalım;P ⊂ Q olacak şekildeL’nin bir
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Q öz filtresi var olsun. Bu durumdax ∈ Q ancakx /∈ P olacak şekilde en az bir tane

x ∈ L vardır. x
′
∨ x = ⊤ ∈ P olmalıdır. Dolayısıyla,x

′
∈ P veP ⊂ Q olduğundan,

x
′
∈ Q olur. Q bir filtre olduğundan (F2)özelliğinden dolayıx

′
∧ x =⊥ ∈ Q olur. Bu

durum iseQ filtresininin bir öz filtre olması ile çelişir. Dolayısıyla istediğimiz sonuca

ulaşırız. �

2.2. Kategoriler ve Funktor Çeşitleri

Bu bölümde kategoriler ve funktorlar ile ilgili temel bilgileri vereceğiz. Burada

verilecek tanım ve örnekler için (Adamek 1990) kaynak olarak kullanılacaktır. Kategori

kavramı aksiyomatik sınıf teorisine dayanmaktadır. Aksiyomatik sınıf teorisinde tüm nes-

nelerin birer sınıf (class) olduğu kabul edilir ve sınıflarA,B, ... gibi büyük harfler ile

gösterilerek, sınıflar arasında aitlik bağıntısı adı verilen bir ∈ bagıntısının olduğu kabul

edilir. A ∈ B ifadesiA sınıfıB sınıfına aittir veyaA, B’nin bir elemanıdır diye okunur.

A ∈ B olacak şekilde en az bir taneB sınıfı varsaA sınıfına bir küme (set) denir. Ancak

verilen birA sınıfı içinA ∈ B olacak şekilde her zaman birB sınıfı var olmayabilir. Bu

durumdaA’ye bir has sınıf (proper class) denir.Örneğin tüm kümelerin sınıfı bir küme

değildir, yani bir has sınıftır. Sınıf teorisi, Russell paradoksu veya benzeri paradoksları

ortadan kaldırmak ve kümeler teorisine alternatif daha kapsamlı bir teori oluşturmak için

geliştirilmiştir. Sınıf teorisine ilişkin bu temel bilgiler bu tezde kullanılacak olan kate-

gorik kavramlar için yeterlidir. Bu nedenle, sınıf teorisine ilişkin daha fazla bilgi burada

verilmeyecektir.

2.2.1. Kategorinin tanımı, temelözellikleri ve kategori örnekleri

Tanım 2.26 Bir A kategorisi aşăgıdaki bilgilerden oluşan bir(Ob (A) , hom, id, ◦) dörtlü-

südür.

(1) Ob (A), elemanlarıA kategorisinin objeleri (kısacaA-objeler) olarak okunan bir

sınıftır.

(2) HerA,B ∈ Ob (A) için hom (A,B), elemanlarıA objesindenB objesineA katego-

risinin morfizmaları (kısacaA-morfizmaları) olarak okunan bir k̈umedir.

Her A-morfizmasıf ∈ hom (A,B), f : A −→ B veyaA
f

−→ B ile gösterilir. Ayrıca, şu
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koşul săglanır:

(a) HerA,B,A′, B′ ∈ Ob (A) ve(A,B) 6= (A′, B′) için,hom (A,B)∩hom (A′, B′) = ∅.

(3) HerA ∈ Ob (A) için A üzerindeki birim morfizma (kısacaA-birim) diye okunan bir

A
idA−→ A morfizması vardır.

(4) HerA1
f

−→ A2 veA2
g

−→ A3 morfizmaları içinf ile g’nin bileşkesi olarak okunan

bir A1
gof
−→ A3 morfizmasını karşı getiren bir bileşke kuralı vardır ve as¸ağıdaki iki koşul

săglanır:

(b) bileşke birleşmëozelliğine sahiptir. Yani, herA1
f

−→ A2, A2
g

−→ A3 veA3
h

−→ A4

morfizmaları için

(hog) of = ho(gof) eşitliği săglanır.

(c)A-birimler bileşkenin birimidir. Yani, herA,B ∈ Ob (A) ve herA
f

−→ B morfizması

için

idBof = foidA = f eşitliği săglanır.

Bir A = (Ob (A) , hom, id, ◦) kategorisi verildiği zaman,Mor(A) ile göstereceğimiz ve

A kategorisinin tüm morfizmalarının sınıfı, tümhom (A,B) kümelerinin birleşimi ola-

rak tanımlanır. Herhangi birA-morfizmasıA
f

−→ B için A’ya f ’nin tanım bölgesi denir

ve dom (f) ile gösterilir.B’ye f ’nin değer bölgesi denir vecod (f) ile gösterilir. Kate-

gori tanımındaki (a) koşulundan dolayı herA-morfizmasının bir ve yanlız bir tane tanım

bölgesi ve değer bölgesi vardır. Diğer bir deyişle, her A-morfizmasının tanım ve değer

bölgeleri tek türlü olarak belirlidir. Ayrıca, kategori tanımındaki (c) koşulundan dolayı,

herA ∈ Ob (A) için A üzerindeki birim morfizmaA
idA−→ A tektir. Birden fazla kategori

ile ilgilenme durumunda bir karışıklık olmaması içinhom ve ◦’yi bazenhomA ve ◦A

notasyonları ile de göstereceğiz.

Şimdi bazı kategori örnekleri verelim: Burada birkaç kategori örneği ile konumuzu genişle-

telim.

Örnek 2.27 Aşăgıdaki ẗum kategorilerde bileşke olarak fonksiyonların bileşkesi ve birim

morfizmler olarak birim fonksiyonlar alınmıştır.

(1) Tüm k̈umelerin kategorisiSet ile gösterilen bir kategoridir. Bu kategorinin objeleri

kümelerden ve morfizmaları kümeler arasındaki fonksiyonlardan oluşur.
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(2) Tüm topolojik uzayların kategorisiTop ile gösterilen bir kategoridir. Bu kategorinin

objeleri topolojik uzaylardan ve morfizmaları topolojik uzaylar arasındaki s̈urekli fonksi-

yonlardan oluşur.

(3) Tüm grupların kategorisiGrp ile gösterilen bir kategoridir. Bu kategorinin objeleri

gruplardan ve morfizmaları gruplar arasındaki grup homomorfizmalarından oluşur.

Tanım 2.28 Verilen birA = (Ob (A) , hom, id, ◦) kategorisi için,A kategorisinin duali

(veya karşıtı)Aop şeklinde g̈osterilen bir kategoridir veAop = (Ob (A) , homop, id, ◦op)

şeklinde tanımlanır. Burada, herA,B ∈ Ob (A) ve her A
f

−→ B, B
g

−→ C ∈ Mor (A)

için

homop (B,A) = hom (A,B) vef ◦op g = g ◦ f

eşitlikleri ile homop ve◦op tanımlanır.

Bu tez boyunca, verilen herhangi birA-morfizmasıA
f

−→ B’ye karşı gelenAop-morfizma-

sını bir karışıklık olmaması içinB
fop

−→ A şeklinde göstereceğiz.

Tanım 2.29 A = (Ob (A) , hom, id, ◦) bir kategori veA
f

−→ B bir morfizma olsun.

Eğer g ◦ f = idA ve f ◦ g = idB olacak şekilde birB
g

−→ A morfizması varsaf ’ye

A’danB’ye bir A-izomorfizması yada kısaca bir izomorfizma denir.

A
f

−→ B bir A-izomorfizma ise buna karşı gelenA-morfizmasıB
g

−→ A tektir ve buna

f ’nin tersi denir vef−1 ile gösterilir.

Tanım 2.30 A bir kategori veA,B ∈ Ob (A) olsun. ĔgerA’dan B’ye bir izomorfizma

varsaA veB izomorftur denir veA=̃B ile gösterilir.

2.2.2. Funktorlar ve funktor çeşitleri

Tanım 2.31 A veB kategorileri verilsin.A’danB’ye birF funktoru aşăgıdaki ikiözelliği

saglayan, herA-objesiA’yı bir ve yanlız birB-objesiF (A)’ya ve herA-morfizması

A
f

−→ B’yı bir ve yanlız bir taneB-morfizmasıF (A)
F (f)
−→ F (B)’ya eşleyen bir fonksi-

yondur:

(i) F bileşkeyi korur. Yani, herA
f

−→ B, B
g

−→ C ∈ Mor (A) için

F (gof) = F (g)oF (f)’dır.

(ii) F birim morfizmaları korur. Yani, herA-objesiA için F (idA) = idF (A)’dır.

14
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Bir A kategorisinin objeleri birim morfizmaları olarak düşünülebilir. Bu durumdaA’dan

B’ye bir F funktoru bileşkeyi ve birim morfizmaları koruyanMor (A)’danMor (B)’ye

bir fonksiyondan başka birşey değildir.A’danB’ye bir F funktoru,

F : A −→ B yadaA
F

−→B notasyonları ile ifade edilir. BirF : A −→ B funktoru

tanımlanırken herA-morfizmasıA
f

−→ B için

F
(
A

f
−→ B

)
= F (A)

F (f)
−→ F (B)

eşitliği ile tanımlanır.

Örnek 2.32 Her hangi birA kategorisi için

idA

(
A

f
−→ B

)
= A

f
−→ B

eşitliği ile bir idA : A −→ A funktoru tanımlanır. Buna birim funktor denir.

Tanım 2.33 F : A −→ B bir funktor olsun.A,B ∈ Ob (A) için

FAB : homA(A,B) → homB(F (A), F (B))

fonksiyonuF funktorununhomA(A,B) vehomB(F (A), F (B)) kümelerine kısıtlanışını

göstersin.

(i) Her A,B ∈ Ob (A) için FAB fonksiyonu bire-bir iseF funktoruna g̈uvenilir (faithfull)

denir.

(ii) Her A,B ∈ Ob (A) için FAB fonksiyonüorten iseF funktoruna dolu (full) denir.

Tanım 2.34 F : A −→ B bir funktor olmaküzere; herB-objesiB için F (A) =̃B olacak

şekilde en az birA-objesiA varsaF ’ye izomorfizm-yŏgun (isomorphism-dense) denir.

Tanım 2.35 Bir F : A −→ B funktoru ĕger g̈uvenilir, dolu ve izomorfizm-yoğun ise bu

funktora bir denklik denir.

Tanım 2.36 F : A −→ B bir funktor olsun. ĔgerF , güvenilir, dolu ve objeler̈uzerinde

bire-bir veörten iseF ’ye bir izomorfizm (isomorphism) denir.

15
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Denk ve izomorfizm tanımlarından kolayca görüleceği üzere, bir funktorun izomorfizm

olması onun bir denklik olmasını gerektirir. Ancak, bunun tersi genelde doğru değildir.

Sonuç olarak, bir funktorun bir izomorfizm olması onun bir denklik olmasından çok daha

güçlü bir özelliktir.

Tanım 2.37 Eğer verilenA veB kategorileri arasında birF : A −→ B denklĭgi (izo-

morfizmi) varsa, bu iki kategoriye denk (izomorfik) kategoriler denir.

Tanım 2.38 A veB kategorileri verilsin. ĔgerA’nın duali Aop, B’ye denk iseA veB

dual olarak denktir yada kısaca dual kategorilerdir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde Boole cebirleri ve Boole halkalarının genel özellikleri incelenerek

aralarındaki yakın ilişkiler ortaya konulacaktır.

3.1. Boole Cebirlerinin Kategorisi ve Boole Halkalarının Kategorisi

Tanım 3.39 (L,≤,′ ) ve(K,≤,′ ) Boole cebirleri vef : L → K bir fonksiyon olsun. Ĕger

f aşăgıdaki koşulları săglıyorsaf : (L,≤,′ )−→ (K,≤,′ )’ye bir Boole homomorfizması

denir:

(i)f(⊤) = ⊤ vef(⊥) = ⊥

(ii)f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b) vef(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b)

(iii)f(a′) = F (a)′

Objeleri Boole cebirleri, morfizmaları Boole homomorfizmaları, bileşke işlemi fonksi-

yonlar arasındaki bileşke işlemi ve birimleri birim fonksiyonlardan oluşan bir kategori

vardır. Bu kategoriyiBA ile göstereceğiz.

Tanım 3.40 T = (T,+, ., 0T, 1T) işlemine g̈ore her elemanı idempotent olan, yani her

x ∈ T için x = x2 eşitliğini săglayan birimli ve dĕgişmeli bir halkaya bir Boole halkası

denir (Halmos 1967).

T = (T,+, ., 0T, 1T) Boole halkaları ile çalışırken; Boole halkalarının özelliklerininden

faydalanıp ve bu bağlamda birkaç çıkarımda bulunup çalışmalarımızı sürdüreceğiz.

Önerme 3.41 Verilen birT = (T,+, ., 0T, 1T) Boole halkası içinx ≤T y ⇔ x.y = x ile

tanımlanan≤T, T üzerinde bir kısmi sıralama bağıntısıdır.

İspat Herx, y, z ∈ T için kısmi sıralama bağıntısı

(i) x ≤T x’dir:

x = x2 olduğundanx ≤T x olduğu açıktır.

(ii) x ≤T y vey ≤T x isex = y’dir:

17
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x ≤T y isex.y = x, y ≤T x ise y.x = y ’dir. Çalıştığımız birimli ve değişmeli halka

olduğundan dolayıx = x.y = y.x = y olacaktır.

(iii) x ≤T y vey ≤T z isex ≤T z :

x ≤T y isex.y = x vey ≤T z isey.z = y olacaktır ki bu durumda

x.z = (x.y).z = x.(y.z) = x.y = x

olur. Bu dax ≤T z’yı verir. Üç durumdan yola çıkarak kısmi sıralama bağıntısı elde edilir.

�

Önerme 3.42T = (T,+, ., 0T, 1T) Boole halkası için her elemanın toplamsal tersi ken-

disine eşittir (Halmos 1967).

İspat Herx, y ∈ T için

(x+ y) = (x+ y)2 = x2 + x.y + y.x+ y2 = x+ x.y + y.x+ y

⇒ x.y + y.x = 0T.

Son eşitliktey = 1T alınırsa

x+ x = 0T ⇒ x = −x.

�

Önerme 3.43T = (T,+, ., 0T, 1T) bir Boole Halkası olmak̈uzerea, b ∈ T için;

a.b = −a.b’dir (Halmos 1967).

İspat İfademizin doğruğunu göstermek için̈Onerme 3.42’den ve Boole halkalarının

idempotentlik özelliğinden faydalanacağız;a, b ∈ T için;

(a+ b)2 = a2 + a.b+ a.b+ b2

⇒ a+ b = a+ a.b+ b.a + b

⇒ 0T = a.b+ a.b

⇒ −a.b = a.b

olduğunu görmüş oluruz. �
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Önerme 3.44T = (T,+, ., 0T, 1T) Boole halkası̈uzerinde tanımlı≤T kısmi sıralama

bağıntısına g̈oreT’nin toplamsal birim elemanı0T ve çarpımsal birim elemanı1T sırasıyla

en k̈uçük ve en b̈uyük elemanlardır.

İspat Tanımladı̆gımız kısmi sıralama bağıntısına g̈ore; herx ∈ T için

i) 0T.x = 0T ve buradan0T ≤T x olacaktır.

ii)1T.x = 1T’dir. Dolayısıylax ≤T 1T olur. �

Önerme 3.45T = (T,+, ., 0T, 1T) bir Boole halkası olmak̈uzere(T,≤T) kısmi sıralı

kümesinde herx, y ∈ T için inf {x, y} = x.y’dir (Halmos 1967).

İspat

(x.y).x = x2.y = x.y ve dĭger taraftan(x.y).y = x.y2 = x.y

olacaktır. Buradanx.y x vey için birer alt sınırdır.a, x vey için bir alt sınır olsun. Bu

durumdaa.x = a vea.y = a olur yania ≤T x vea ≤T y olur. Diğer taraftan

a.(x.y) = (a.x).y = a.y = a olur.

Buradana ≤T x.y olur ki bu durumdainf {x, y} = x.y elde edilir. �

Önerme 3.46T = (T,+, ., 0T, 1T) bir Boole halkası olmak̈uzere(T,≤T) kısmi sıralı

kümesinde herx, y ∈ T için sup {x, y} = x+ y + x.y’dir (Halmos 1967).

İspat Tanım3.40’tan faydalanarak

x.(x+ y + x.y) = x2 + x.y + x2.y = x+ x.y + x.y = x+ 0T = x

elde edilir ve benzer şekildey.(x+ y + x.y) = y olur. Buradan

x ≤T (x+ y + x.y) ve y ≤T (x+ y + x.y)

dir. Diğer taraftan x ≤T b ve y ≤T b olacak şekilde her hangi birb ∈ T için

(x+ y + x.y).b = x.b+ y.b+ x.y.b
Önerme 3.45’ten

= x+ y + x.y

olur. Buradan ise(x+ y + x.y) ≤T b olacaktır. �
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Önerme 3.47(T,≤T) sınırlı bir örgüdür.

İspat İstenenÖnerme 3.44,̈Onerme 3.45 vëOnerme 3.46’nın bir sonucudur. �

(T,≤T) sınırlı örgüsünde herhangix, y ∈ T için inf {x, y} ve sup {x, y}’yi sırasıyla

x ∧T y vex ∨T y ile göstereceğiz.

Önerme 3.48T = (T,+, ., 0T, 1T) bir Boole halkası olsun.(T,≤T) sınırlı örgüs̈u dăgıl-

malıdır.

İspat Önerme 2.8’den dolayı,(T,≤T) sınırlı örgüsünün dağılmalı olduğunu göstermek

için ∨Tişleminin ∧Tişlemi üzerine dağılabildiğini görmemiz yeterli olacaktır.

Herx, y ∈ T için

x ∨T (y ∧T z) = (x ∨T y) ∧T (x ∨T z)

eşitliği için Önermeler 3.45, 3.46 ve 3.47’de yapmış olduğumuz tanımlamalardan yarar-

lanarak gösterelim;

x ∨T (y ∧T z) = x+ (y ∧T z) + x.(y ∧T z) = x+ (y.z) + x.(y.z) (3.4)

ve

(x ∨T y) ∧T (x ∨T z) = (x+ y + x.y).(x+ z + x.z)

= x2 + x.z + x2z + y.x+ y.z + y.x.z + x2z + x.y.z + x2.y.z

= x+ x.z + x.z + y.x+ y.z + y.x.z + x.z + x.y.z + x.y.z

= x+ y.z + x.y.z. (3.5)

(3.4) ve (3.5) eşitliklerinden

x ∨T (y ∧T z) = (x ∨T y) ∧T (x ∨T z)

elde etmiş oluruz. �

Tanım 3.49 (T,+, ., 0, 1) ve(N+, ., 0, 1) Boole halkaları olmak̈uzere, ĕgerh aşăgıdaki

koşulları săglıyor iseh : (T,+, ., 0, 1)−→(N+, ., 0, 1)’ ye bir halka homomorfizması

denir.
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i) h(x+ y) = h(x) + h(y)

ii) h(x.y) = h(x).h(y)

iii) h(0) = 0

iv) h(1) = 1.

Objeleri Boole halkaları, morfizmaları birimleri koruyan halka homomorfizmaları olan

Boole halkalarının kategorisini tezimiz boyuncaBRNG ile göstereceğiz.

3.2. Boole Cebirleri, Boole Halkaları ve Onların Denklĭgi

Önerme 3.50T = (T,+, ., 0T, 1T) bir Boole halkası olsun.λT : T → T , λT(x) = 1T−x

olmaküzere,BT = (T,≤T, λT) bir Boole cebiridir.

İspat Önerme 3.48’den dolayı ifademizin doğruluğunu göstermek için herx ∈ T için

x ∧T λT(x) = 0T vex ∨T λT(x) = 1T olduğunu göstermemiz yeterli olacaktır.

i) Önerme 3.45’ten

x ∧T λT(x) = x.(1T − x) = x− x2 = x− x = 0T olacaktır.

ii) Önerme 3.46’dan

x ∨T λT(x) = x+ λT(x) + x.λT(x) = x+ 1T − x+ x.(1T − x)

= 1T + x− x2 = 1T + 0T = 1T

olacaktır. �

Önerme 3.51 |T | = (T,≤,′ ) bir Boole cebiri olsun.

i) x.|T |y = x ∧ y

ii) x+|T | y = x ∨ y

ile +|T | ve .|T | işlemlerini tanımlayalım. Bu durumdaH|T | =
(
T,+|T |, .|T |

)
bir Boole

halkasıdır.

İspat Boole halkalarının tanımı gereği tanımladığımız işlemlerin birimli, değişmeli ve

idempotent halka özelliklerini sağladığını göstermemiz yeterli olacaktır.
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i) Her x, y ∈ T için x.|T | x = x = x ∧ x olacaktır. Dolayısıyla idempotent olduğunu

görmüş oluruz.

ii) Tanım gereği herx ∈ T için x ≥⊥|T |⇔ x = x∨ ⊥|T |’dir. Bu çift gerektirmeden

faydalanarak

x+|T | ⊥|T |= x∨ ⊥|T |= x

olur. Bu durumda⊥|T |, H|T |’ın +|T | işlemine göre birimi olacaktır.

Benzer şekilde hareket edersek herx ∈ T için x ≤ ⊤|T | ⇔ x = x ∧ ⊤|T |’dir.

Dolayısıylax.|T |⊤|T | = x ∧ ⊤|T | = x olur. Bu durumda⊤|T |, H|T |’ın .|T | işlemine göre

birimi olur.

iii) Herx, y ∈ T için x ∨ y = sup{x, y} olduğunu ifade etmiştik. Bu eşitlikten yararla-

narak

x+|T | y = x ∨ y = y ∨ x = y +|T | x

olduğu görülür.

iv) Herx, y, z ∈ T için

x+|T | (y +|T | z) = x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z = (x+|T | y) +|T | z

olur.

v) Herx, y ∈ T için

x.|T | y = x ∧ y = y ∧ x = y.|T | x

olur.

vi) Herx, y, z ∈ T için

x.|T |(y.|T |z) = x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z = (x.|T |y).|T |z

olacağı görülür.

vii) Herx, y, z ∈ T için

x.|T | (y +|T | z) = x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) = (x.|T |y) +|T | (x.|T |y)

olur. (i− vii) özelliklerinden dolayıH|T | =
(
T,+|T |, .|T |

)
bir Boole halkası olur. �
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Önerme 3.52T = (T,+, ., 0T, 1T) bir Boole halkası olmak̈uzere hera, b ∈ T için

a+ b = (a ∧T λT(b)) ∨T (λT(a) ∧T b)’dir.

İspat a, b ∈ B için

(a ∧T λT(b)) ∨T (λT(a) ∧T b) = [a.(1T − b)] + [(1T − a).b] + [a.(1T − b)].[(1T − a).b]

= a− a.b+ b− a.b+ [(a− a.b).(b− a.b)]

= [a+ b− a.b− a.b + [a.b− a2.b− a.b2 + a2.b2]

= a+ b− a.b− a.b + [a.b− a.b− a.b+ a.b]

= a+ b− a.b+ a.b+ 0T

= a+ b (3.6)

elde edilir. �

Önerme 3.53 Verilen birT = (T,+, ., 0T, 1T) Boole halkası için,HBT
= T’dir.

İspat Verilen birT = (T,+, ., 0T, 1T) Boole halkası için ve verilen birBT = (T,≤T, λT)

Boole cebiri için

inf {x, y} = x ∧T y = x.y ve sup {x, y} = x ∨T y = x+ y + x.y

olduğu göz önünde tutularak

i) a.BT
b = a.b,

ii) a +BT
b = a+ b,

iii) 1HBT

= 1T ve

iv) 0HB
T

= 0T

eşitliklerini gösterirsekHBT
= T olur.

i) a.BT
b = a ∧T b = a.b elde edilir.

ii) Kısmi sıralama bağıntılarının özelliklerinden veÖnerme 3.52’den faydalanarak

a +BT
b = (a ∨T b)=(a ∧T λT(b)) ∨T (λT(a) ∧T b)

= (a ∧T λT(b)) + (λT(a) ∧T b) + (a ∧T λT(b)).(λT(a) ∧T b)

= a.(1T − b) + (1T − a).b+ [a.(1T − b)].[(1T − a).b]

= a− a.b+ b− a.b+ [(a− a.b).(b− a.b)] (3.7)
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yazabiliriz. Bununla birlikte,

a− a.b+ b− a.b+ [(a− a.b).(b− a.b)]

= a + b− a.b− a.b+ [a.b− a.b− a.b+ a.b]

= [a + b− a.b− a.b]

Önerme 3.43’ten
= a + b− a.b+ a.b

= [ a + b− 0T] = a+ b (3.8)

Eşitlik (3.7) ve (3.8)’dena+BT
b = a+ b elde ederiz.

iii) 1HBT

= a+BT
λT(a) = (a ∨T λT(a)) = a+ λT(a) + a.λT(a)

= a+ (1T − a) + a.(1T − a) = a+ 1T − a+ a− a

= 1T

olur. Buradan1HBT

= 1T olduğunu söyleyebiliriz.

iv) 0T = a−T a = a−T a2 = a.(1T − a) = a.BT
λT(a) = a ∧T λT(a) = 0HBT

�

Önerme 3.54 Verilen bir |T | = (T,≤,′ ) Boole cebiri içinBH|T |
= |T |’dir.

İspat Verilen bir |T | = (T,≤,′ ) Boole cebiri içinH|T | =
(
T,+|T |, .|T |

)
Boole halkası

içindeki+|T | ve .|T | işlemlerinin tanımı göz önünde tutularak,

x ≤H|T |
y ⇔ x ≤ y için

(i) x ∧H|T |
y = x ∧ y,

(ii) x ∨H|T |
y = x ∨ y,

(iii) λH|T |
(x) = x′,

(iv) ⊤BH|T |
= ⊤T ,

(v) ⊥BH|T |
= ⊥T

olduğunu gösterirsekBH|T |
= |T | olduğunu söyleyebiliriz.

i) x ∧H|T |
y = x.|T | y = x ∧ y

eşitliği sağlanır

ii) x ∨H|T |
y = x+|T | y +|T | x.|T | y = (x ∨ y) ∨ (x ∧ y) = x ∨ y
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olacaktır.

iii) x ∧ λH|T |
(x)

(i)′den
= x ∧H|T |

λH|T |
(x) = x.|T | λH|T |

(x) = x ∧ λH|T |
(x)

= ⊥T = x ∧ x
′

(3.9)

ve

x ∨ λH|T |
(x)

(ii)′den
= x ∨H|T |

λH|T |
(x) = x+|T | λH|T |

(x) +|T | x.|T | λH|T |
(x)

= x+|T | λH|T |
(x) +|T | ⊥T = ⊤T = x ∨ x

′

(3.10)

(3.9) ve (3.10) eşitliklerinden vex’in tümleyenix
′
tek olduğundan

λH|T |
(x) = x

′

olur.

iv) λH|T |
(x ∨H|T |

y) = (λH|T |
(x) ∧H|T |

λH|T |
(y))

eşitliği ile ifade edilen De Morgan kuralını hatırlayalım.

⊤BH|T |
= (x ∨H|T |

y) ∨
H|T |

λH|T |
(x ∨H|T |

y)

DeMorgan kuralından
= (x ∨H|T |

y) ∨H|T |
(λH|T |

(x) ∧H|T |
λH|T |

(y))

= (x ∨H|T |
y) +|T | (λH|T |

(x) ∧H|T |
λH|T |

(y))

+|T |(x ∨H|T |
y).|T | (λH|T |

(x) ∧H|T |
λH|T |

(y))

= (x+|T | y + x.|T |y) +|T | (x
′

.|T |y
′

)

+|T |[(x+|T | y + x.|T |y).|T |(x
′

.|T |y
′

)] (3.11)

Önerme3.45 veÖnerme3.46’dan faydalanarakx+|T | y + x.|T |y = x ∨ y ve

x
′
.|T |y

′
= x

′
∧ y

′
yazabiliriz. Bu eşitlikleri kullanırsak;

(x+|T | y + x.|T |y) +|T | (x
′

.|T |y
′

) +|T | [(x+|T | y + x.|T |y).|T |(x
′

.|T |y
′

)]

= (x ∨ y) +|T | (x
′

∧ y
′

) +|T | [(x ∨ y).|T |(x
′

∧ y
′

)]

= (x ∨ y) ∨ (x
′

∧ y
′

) (3.12)
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Eşitlik (3.11) ve (3.12)’den⊤BH|T |
= (x ∨ y) ∨ (x

′
∧ y

′
) olur. Böylece,

⊤BH|T |
= (x ∨ y) ∨ (x

′

∧ y
′

) = x ∨ [y ∨ (x
′

∧ y
′

)]

= x ∨ [(y ∨ x
′

) ∧ (y ∨ y
′

)]

= x ∨ [(y ∨ x
′

) ∧ ⊤T ]

= x ∨ y ∨ x
′

= ⊤T ∨ y

= ⊤T

sonucuna ulaşırız.

v) ⊥BH|T |
= (x ∨H|T |

y) ∧
H|T |

λH|T |
(x ∨H|T |

y)

DeMorgan kuralından
= (x ∨H|T |

y) ∧
H|T |

(λH|T |
(x) ∧H|T |

λH|T |
(y))

= (x ∨H|T |
y).|T | (λH|T |

(x) ∧H|T |
λH|T |

(y))

= [x+|T | y + x.|T |y].|T | [(x
′

.|T |y
′

)] (3.13)

Önerme3.46 veÖnerme3.45’ten faydalanarak;

[x+|T | y + x.|T |y].|T | [(x
′

.|T |y
′

)]

= (x ∨ y) ∧ (x
′

∧ y
′

) = (x ∧ (x
′

∧ y
′

)) ∨ (y ∧ (x
′

∧ y
′

))

= (⊥T ∧ y
′

) ∨ (⊥T ∧ x
′

) = ⊥T (3.14)

Eşitlik (3.13) ve (3.14)’ten⊥BH|T |
= ⊥T elde edilir. �

Sonuç 3.55Boole cebirleri ve Boole halkaları denk kavramlardır.

Konumuzun ekseninden sapmamak için Boole halkalarının daha fazla özelliklerine değin-

meden şunu ifade edebiliriz: Bir Boole cebiri her elemanlanının karesi kendisine eşit olan

bir Boole halkasıdır yada tümleyenli dağılmalı kafes yapısına sahip olan kısmi sıralı bir

kümedir.

3.3. Boole Cebirlerinin Topolojik Gösterimi

Bu bölümde amacımız Boole cebirlerinin Stone uzayı adı verilen bazı özel topo-

lojik uzaylar yardımıyla karakterize edilebileceğini g¨ostermektir. Bunun için şimdi ve-

receğimiz bazı hazırlıklara ihtiyacımız vardır.
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Tanım 3.56 (X, τ ) bir topolojik uzay olsun. Herx, y ∈ X vex 6= y için x ∈ G, y ∈ H

veG ∩ H = ∅ olacak biçimdeG,H ∈ τ var ise(X, τ ) topolojik uzayına Hausdorff ’tur

denir.

Tanım 3.57 Bir (X, τ ) topolojik uzayının kaçık k̈umelerden oluşan bir tabanı varsa bu

topolojik uzaya0-boyutlu (zero dimensional) uzay denir.

Tanım 3.58 (X, τ ) bir topolojik uzay olsun. Ĕger X ’nın her açıkörtüs̈unün sonlu bir

altörtüs̈u varsa(X, τ)’ya kompakttır (tıkızdır) denir. Yani,X = ∪
i∈I

Ui olacak şekilde

seçilenτ ’nun her{Ui | i ∈ I} alt ailesi içinX = Ui1 ∪ ... ∪ Uin olacak şekildeI damga

kümesinin sonlu bir{i1, ..., in} altkümesinin bulunmasıdır.

Önteorem 3.59 (X, τ) bir topolojik uzay veS, τ ’nun bir alttabanı olsun.(X, τ )’nun

kompakt olması için gerekli ve yeterli koşulX ’nın S ’nin bazı elemanlarından oluşan her

açıkörtüs̈unden sonlu bir alẗortü seçilebilmesidir (Morandi 2005).

Tanım 3.60 Bir (X, τ ) topolojik uzayı kompakt, Hausdorff ve0-boyutlu ise bu topolojik

uzaya Stone uzayı denir (Johnstone 1982; Morandi 2005).

Önerme 3.61 Bir (L,≤,′ ) Boole cebirinde hera, b ∈ L için ve hera ∈ L için ϕ(a), a

noktasını bulunduran tüm asal filtrelerin k̈umesi olmak̈uzere aşăgıdaki eşitlikler vardır:

(i) ϕ(a) ∩ ϕ(b) = ϕ(a ∧ b),

(ii) ϕ(a) ∪ ϕ(b) = ϕ(a ∨ b),

(iii) ϕ(a)c = ϕ (a′).

İspat Her a, b ∈ L için;

(i) P ∈ ϕ(a) ∩ ϕ(b) olsun. Bu durumdaP ∈ ϕ(a) veP ∈ ϕ(b) olacaktır. Dolayısıyla

a ∈ P ve b ∈ P olur. Tanım 2.13’tena ∧ b ∈ P olduğunu s̈oyleyebiliriz. Buradan

P ∈ ϕ(a ∧ b)’dir.

Diğer taraftanP ∈ ϕ(a ∧ b) olsun bu durumdaa ∧ b ∈ P olur. a ∧ b ∈ P vea ∧ b ≤ a

olduğundan(I1)’den a ∈ P olur. Benzer şekildeb ∈ P olur. BuradanP ∈ ϕ(a) ve

P ∈ ϕ(b) dolayısıylaP ∈ ϕ(a) ∩ ϕ(b) olacaktır. Bu iki duruma bakarak çift taraflı

kapsamaların oldŭgu g̈orülür.

(ii) P ∈ ϕ(a ∨ b) için tanım gerĕgi a ∨ b ∈ P olacaktır dĭger yandan Tanım 2.13’tenP

asal filtre oldŭgundana ∈ P ya dab ∈ P olacaktır. BuradanP ∈ ϕ(a)∪ϕ(b) olur. Diğer
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taraftanP ∈ ϕ(a)∪ϕ(b) için P ∈ ϕ(a) ya daP ∈ ϕ(b) olacaktır. O zamana ∈ P ya da

b ∈ P ’dır. Bu durumdaa ∨ b ∈ P olur. Son durumdaP ∈ ϕ(a ∨ b) den bahsedebiliriz.

Buradanϕ(a ∨ b) = ϕ(a) ∪ ϕ(b) eşitliği elde ederiz.

(iii) ϕ(a)c = ϕ (a′) olduğunu g̈orelim.

Her hangi birP ∈ ϕ(a
′
) için P ∈ ϕ(a)c olacaktır. ĔgerP ∈ ϕ(a) olursaa ∈ P olacaktır.

Ayrıca, kabul̈umüz gerĕgi a′ ∈ P olur ve dolayısıyla,a′ ∧ a = ⊥ ∈ P olacaktır. Fakat

asal filtrelerin bir sınırlı örgünün en k̈uçük elemanını içermediğini biliyoruz (Önerme

2.15’ten). Bu çelişkiden dolayı,P /∈ ϕ(a) veya denk olarakP ∈ ϕ(a)c olur. Diğer ta-

raftan P ∈ ϕ(a)c olsun.a ∨ a′ = ⊤ ∈ P olduğunu biliyoruz. Bu durumda,a ∈ P

veyaa′ ∈ P ’dir ( Tanım 2.13, (F3)’ten).P ∈ ϕ(a)c olduğundanP /∈ ϕ(a) olacaktır.

Dolayısıylaa′ ∈ P olacăgını s̈oyleyebiliriz. Son durumdaP ∈ ϕ (a′) elde edilir. Buradan

göstermek istediğimizϕ(a)c = ϕ (a′) eşitlik gerçekleşmiş olacaktır. �

Önerme 3.62L bir Boole cebiri olsun.PF (L) ileL Boole cebirinin ẗum asal filtrelerinin

kümesini g̈osterelim.β(L) = {ϕ(a)| a ∈ L} kümeler ailesiPF (L) üzerinde birτ (L)

topolojisi için tabandır.

İspat β(L) ailesinin taban olma koşullarını sağladığını görmek yeterlidir. Bunun için şu

iki koşulun sağlandığını göstereceğiz:

(B1)
⋃

β(L) = PF (L),

(B2) HerB1, B2 ∈ β(L) vex ∈ B1 ∩ B2 için ∃B3 ∈ β(L) öyleki x ∈ B3 ⊆ B1 ∩B2’dır.

(B1) HerP ∈ PF (L) için P 6= ∅ olduğundana ∈ P olacak şekilde en az bir tanea ∈ L

vardır.ϕ(a)’nın tanımındanP ∈ ϕ(a) olur. ϕ(a) ⊆
⋃

β(L) olduğundanP ∈
⋃
β(L)

olur.

Bu PF (L) ⊆
⋃

β(L) olduğunu kanıtlar. Ters kapsama aşikar olduğundan
⋃

β(L) = PF (L) olur.

(B2) B1, B2 ∈ β(L) ve x ∈ B1 ∩ B2 olsun. Bu durumda en az bira1 ∈ L ve en az bir

a2 ∈ L vardır öyle ki,B1 = ϕ(a1) ve B2 = ϕ(a2)’dır. ϕ(a1) ∩ ϕ(a2) = ϕ (a1 ∧ a2)

eşitliği Önerme 3.61 (i)’den biliniyor. Dolayısıyla istenenB3 ∈ β(L) kümesini

B3 = ϕ(a1) ∩ ϕ(a2) olarak seçmek yeterlidir. �

Bu bölümde, verilen birL Boole cebiri içinSt(L) = (PF (L), τ(L)) ikilisinin bir Stone
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uzayı olduğunu göstereceğiz. Bunun için birazdan vereceğimiz Yardımcı önermelere ih-

tiyacımız olacaktır.

Önteorem 3.63 HerL Boole cebiri içinSt(L) = (PF (L), τ(L)) 0-boyutlu bir topolojik

uzaydır.

İspat β(L) = {ϕ(a)| a ∈ L}’nin τ(L)’nın bir tabanı olduğunu biliyoruz. Hera ∈ L

için ϕ(a)’nın kaçık bir küme olduğunu göstereceğiz.ϕ(a) ∈ β(L) ⊆ τ(L) olduğundan

ϕ(a) açık bir kümedir.ϕ(a)’nın kapalı olduğunu yaniϕ(a)’nın PF (L) içindeki tümleyeni

ϕ(a)c’nın açık bir küme olduğunu göstereceğiz.ϕ(a)c = ϕ (a′) olduğunuÖnerme 3.61

(iii)’ten biliyoruzϕ(a)c = ϕ (a′) ∈ β(L) ⊆ τ(L) olduğundanϕ(a)c açık olur. �

Önteorem 3.64 HerL Boole cebiri içinSt(L) = (PF (L), τ(L)) bir Hausdorff topolojik

uzayıdır.

İspat P 6= Q olmak üzereP ,Q ∈ PF (L) alalım. Bu durumdaP " Q veyaQ " P ’dır.

Kabul edelim kiP " Q olsun. O zaman bira ∈ P vardır öyle ki, a /∈ Q’dir. P ∈ ϕ(a)

veQ ∈ ϕ(a)c olur. Ayrıca,ϕ(a),ϕ(a)c ∈ τ(L) veϕ(a) ∩ ϕ(a)c = ∅ olduğundanSt(L)

bir Hausdorff uzayı olur. �

Teorem 3.65 Her L Boole cebiri içinSt(L) = (PF (L), τ(L)) bir Stone uzayıdır.

İspat Önteorem 3.63 vëOnteorem 3.64’ü göz önünde tutarsak, isteneni kanıtlamamız

için St(L)’nin bir kompakt uzay olduğunu göstermemiz yeterlidir.

β(L) = {ϕ(a)| a ∈ L}, τ(L)’nin bir tabanı olduğundan aynı zamanda bu topoloji

için bir alttabandır.PF (L)’nin β(L) içinden seçilen her hangi bir{ϕ (ai) | i ∈ I} açık

örtüsünü alalım. Yani,PF (L) =
⋃
i∈I

ϕ (ai) olsun.A = {ai | i ∈ I} kümesinin ürettiği

ideal ID(A)’yı göz önüne alalım.⊤ ∈ ID(A) olduğunu görelim. Aksine,⊤ /∈ ID(A)

olduğunu kabul edersek,F = {⊤}’nın L’nin bir filtresi ve ID(A) ∩ F = ∅ olduğundan

Önteorem 2.24’ten dolayıF ⊆ P veID(A)∩P = ∅ olacak şekilde en az bir taneP asal

filtresi vardır.

P ∈ PF (L) =
⋃

i∈I

ϕ (ai) =⇒ (∃k ∈ I) (P ∈ ϕ (ak) =⇒ ak ∈ P )
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olur. Dolayısıyla,

ak ∈ A ⊆ ID(A) =⇒ ak ∈ ID(A) ∩ P =⇒ ID(A) ∩ P 6= ∅’dir.

ID(A) ∩ P 6= ∅ olmasıID(A) ∩ P = ∅ ile çelişir. Bu çelişki⊤ ∈ ID(A) olduğunu

kanıtlar.Önerme 2.20’den dolayı bir{a1, ..., an} ⊆ A alt kümesi vardır öyle ki,

⊤ ≤ a1 ∨ ... ∨ an’dır ve

PF (L) = ϕ (⊤) ⊆ ϕ (a1 ∨ ... ∨ an) = ϕ (a1) ∪ ... ∪ ϕ (an)

=⇒ PF (L) = ϕ (a1) ∪ ... ∪ ϕ (an) ’dir.

Sonuç olarak,{ϕ (a1) , ..., ϕ (an)}, {ϕ (ai) |i ∈ I}’nin sonlu bir altörtüsü olur vëOnte-

orem 3.59’dan dolayıSt(L) kompakt olur. �

30



BULGULAR VE TARTIŞMA E. DOĞAN

4. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu bölümde şu ana kadar yaptığımız tanım ve ispatları kullanarak, Boole cebir-

lerinin kategorisi ve Boole halkalarının kategorisi arasında tanımlanan funktorlarin izo-

morfizm olduğunun yanısıra Boole cebirlerinin kategorisiile Stone uzaylarının kategorisi

arasında, tanımlanan funktorlar yardımıyla birbirinin dualleri olduğu gösterilecektir.

4.1. Boole Cebirlerinin Kategorisi ve Boole Halkalarının Kategorisi Arasındaki

İzomorfizm

Önerme 4.66Br : BA → BRNG olmaküzere;Br(|T |
f

−→ |N |) = H|T |
f

−→ H|N |

eşitliği ile tanımlanan fonksiyon bir funktordur.

İspat Br : BA → BRNG funktor oldŭgunu g̈ostermek için|T |
f

−→ |N | bir BA-

morfizması ikenH|T |
f

−→ H|N |’nın bir BRNG-morfizması oldŭgunu g̈ostermemiz yeterli

olacaktır.|T |
f

−→ |N | bir BA-morfizması olsun.H|T |
f

−→ H|N | fonksiyonunun bir halka

homomorfizması olduğunu g̈ostermeliyiz:

i) Her a, b ∈ H|T | için Önerme 3.53’̈u kullanarak

f(a+|T | b) = f(a) +|N | f(b)

olduğunu g̈orelim;

a+|T | b = a ∨ b eşitliğini ele alalım;|T |
f

−→ |N | BA-morfizması oldŭgundan dolayı

f(a+|T | b) = f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b) = f(a) +|N | f(b)’dir.

ii) Benzer şekildea.|T |b = a ∧ b eşitliğini ele alalım; |T |
f

−→ |N | BA-morfizması

olduğundan dolayı

f(a.|T |b) = f(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b) = f(a).|N |f(b)

olur.

iii) |T |
f

−→ |N | BA-morfizması oldŭgundan dolayı herhangi bira ∈ T için

f(0H|T |
) = f(0H|T |

.|T |a) = f(0H|T |
∧ a) = f(0H|T |

) ∧ f(a) = 0H|N|
∧ f(a) = 0H|N|
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olacaktır.

iv) |T |
f

−→ |N | BA-morfizması oldŭgundan dolayı herhangi bira ∈ T için

f(1H|T |
) = f(a+|T |a

′

) = f(a∨a
′

) = f(a)∨f(a
′

) = f(a)∨f(a)
′

= f(a)+|N |f(a)
′

= 1H|N|

elde edilir. B̈oylece,Br’nin bir funktor oldŭgunu g̈ormüş oluruz. �

Önerme 4.67Br : BA → BRNG funktoru bir izomorfizmdir.

İspat Br : BA → BRNG funkorunun izomorfizm olduğunu söyleyebilmek için,

Br’nin güvenilir, dolu ve objeler üzerinde bire-bir ve örten olduğunu göstermemiz gere-

kir.

(a) Her hangi|T |
f

−→ |N | ve |T |
g

−→ |N | için f , g ∈ mor(BA) olmak üzere

Br(f) = Br(g) ⇒ f = Br(f) = Br(g) = g ⇒ f = g

olacaktır. Yani,Br güvenilirdir.

(b)Br’nin dolu olduğunu göstermek için, herhangi|T | , |N | ∈ Ob (BA) ve

Br( |T |)
f

−→ Br( |N |) ∈ mor(BRNG) için Br(g) = f olacak şekilde en az bir

|T |
g

−→ |N | ∈ mor(BA)’nin varlığını göstereceğiz.Br( |T |) = H|T | ve

Br( |N |) = H|N | olduğundan,H|T |
f

−→ H|N | ∈ mor(BRNG) olur.

|T |
f

−→ |N | ∈ mor(BA) olduğunu gösterirsek, istenileng morfizmasını

|T |
f

−→ |N | morfizması olarak seçebileceğimiz açıktır.f ∈ mor(BRNG) olduğu için

Önerme 4.66’ya geri dönersek:

i)f(a+|T | b) = f(a) +|N | f(b)

ii)f(a.|T |b) = f(a).|N |f(b)

olduğunu biliyoruz. Buradan

f(a ∨ b) = f(a+|T | b) = f(a) +|N | f(b) = f(a) ∨ f(b)

f(a ∧ b) = f(a.|T |b) = f(a).|N |f(b) = f(a) ∧ f(b)

f(⊥) = ⊥ ve f(⊤) = ⊤ eşitlikleri elde edilir. Böylece|T |
f

−→ |N | ∈ mor(BA)

olduğunu ifade edebiliriz.

Son bölümdeBr’nin objeler üzerinde bire-bir ve örten olduğunu gösterelim.
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Br’nin objeler üzerinde örten olduğunu göstermek için;

her T = (T,+, ., 0T, 1T) ∈ Ob(BRNG) için Br(A) = T olacak şekilde en az bir

A ∈ Ob(BA)’nin varlığını göstermemiz gerekir.̈Onerme 3.53’de değinmiş olduğumuz

özelliğe geri dönersek;HBT
= T olduğunu görmüştük. Bu durumdaA = BT seçildiği

zaman,Br(A) = Br(BT) = HBT
= T eşitliğini elde ederiz. Son olarakBr’nin objeler

üzerinde bire-bir olduğunu göstermek için;

her |T |1, |T |2 ∈ Ob(BA) için Br( |T |1) = Br( |T |2) ⇒ |T |1 = |T |2 olduğunu görelim.

Bunun içinÖnerme 3.54’ü kullanırsak,

Br(|T |1) = Br(|T |2) ⇒ H|T |
1
= Br(|T |1) = Br(|T |2) = H|T |

2

⇒ |T |1 = BH|T |
1

= BH|T |
2

= |T |2

elde ederiz. �

4.2. Stone Dualitesi

Objeleri Stone uzayları, morfizmaları sürekli fonksiyonlar, bileşke işlemi fonksi-

yonlar arasındaki bileşke işlemi ve birimleri birim fonksiyonlardan oluşan bir kategori

vardır. Bu kategoriyiStone ile göstereceğiz. Stone dualitesiBA veStone kategorileri-

nin dual olarak denk olduklarını ifade eder. Bu bölümde amacımız bu dualiteyi formülize

etmek ve açıkça kurmaktır.

Verilen bir Boole cebiriB ve hera ∈ B için ϕ(a) = {F ∈ PF (B) | a ∈ F} olmak üzere

β(B) = {ϕ(a) | a ∈ B} kümeler ailesininSt(B) = (PF (B), τ(B)) Stone uzayının

kaçık alt kümelerden oluşan bir tabanı olduğunu hatırlayalım.

Önteorem 4.68 HerB Boole cebiri içinC, St(B) = (PF (B), τ(B)) Stone uzayının her

hangi bir kaçık alt k̈umesi iseϕ(a) = C olacak şekilde en az bira ∈ B vardır.

İspat Her a ∈ B için ϕ(a)’nın St(B)’nin kaçık bir altkümesi olduğunu önceki bölümde

görmüştük.C , St(B) uzayında bir kaçık alt küme olsun;

β(B) = {ϕ(a) | a ∈ B} kümesi τ (B) için bir taban olduğunu biliyoruz. Bu du-

rumdaC = ∪ϕ(ai), ai ∈ A olacak şekildeA ⊆ B bulabiliriz. C kompakt bir küme

olduğundan

C = ϕ(a1) ∪ ... ∪ ϕ(an) = ϕ(a1 ∨ ... ∨ an)
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olacak şekildea1, ...an ∈ A vardır. Bu isteneni verir. �

Önteorem 4.69 Her hangi birB Boole cebri içinFB(b) = ϕ(b) ile tanımlanan

FB : B → Cl(St(B)) fonksiyonuBA kategorisinde bir izomorfizmdir.

İspat ÖncelikleCl(St(B))ifadesinin bir Boole cebiri olduğunu göstermeliyiz. Burada

iki kaçık kümenin kesişimi ve birleşimin yine bir kaçık küme olacağı ve yine bir kaçık

kümenin tümleyeninin yine bir kaçık küme olduğu açıktır.PF (B) ve∅ nin de kaçık küme

olduğu biliyoruz. BöyleceCl(St(B)) kümesi kapsama bağıntısı ve tümleyen işlemi ile

birlikte bir Boole cebiri oluşturur.FB nin kuruluşundan iyi tanımlı vëOnteorem 4.68’den

örten olduğunu söyleyebiliriz.̈Ustelik Önerme 3.61′denϕ(a) ∪ ϕ(b) = ϕ(a ∨ b),

ϕ(a) ∩ ϕ(b) = ϕ(a ∧ b) ile birlikte bir Boole homomorfizmasıdır ve yinëOnerme 3.61’

denϕ(a)c = ϕ(a′) olduğunu biliyoruz.Önteorem 3.63’ten açıktır ki bir filtre aynı andaa

ve a′ elemanlarını içermez ancak maximal filtreler ikisinden birini içerir. Son olarakFB

nin birebir olduğunu görelim:a, b ∈ B olmak üzerea 6= b alalım. Bu durumdaa 
 b veya

b 
 a’dır. a 
 b olduğunu varsayalım.Önceki bölümlerdeki filtre ve ideallerin özellikleri

ve Tanım 2.14’ten yararlanarakF = ↑ a filtresini veI =↓ bidealini ele alalım.a 
 b

kabulümüzden ve Tanım 2.13’ten dolayıF ∩ I = ∅ olacaktır.Önteorem 2.24’ün ışığı

altındaF ⊆ P veI ∩ P = ∅ olacak şekilde en az birP asal filtresinin varlığını biliyoruz.

Buradan,a ∈ F ⊆ P olduğundanP ∈ ϕ(a) olur. Ayrıca,b ∈ I veI ∩P = ∅ olduğundan

P /∈ ϕ(b) olur. Dolayısıyla,ϕ(a) 6= ϕ(b)olur. Benzer şekilde,b 
 a için, ϕ(a) 6= ϕ(b)

olur. �

Tanım 4.70 Verilen herhangi birf : X → Y fonksiyonu için,

f←(B) = {x ∈ X | f(x) ∈ B} ile tanımlananf← : P (Y ) −→ P (X) fonksiyonuna

f ’nin terse dŏgru kuvvet k̈umesi operaẗorü (backward powerset operator) denir.

Buradaf←(B), genelliklef−1(B) şeklinde de gösterilen veB’nin f altındaki ters görüntüsü ola-

rak okunan kümeden başka bir şey değildir.

Önteorem 4.71 (X, τ) bir Stone uzayı olmak̈uzereGX(x) = {U ∈ Cl (X, τ) : x ∈ U}

ile tanımlanan

GX : (X, τ ) → (PF (Cl (X, τ)), τ(Cl (X, τ )))
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fonksiyonu bir homeomorfizmdir.

İspat GX in iyi tanımlı olduğunu görmek için öncelikleGX(x) in Cl(X, τ )’in bir asal

filtresi olduğunu göstermemiz gerekir. Bunun için Tanım2.13’teki (F1), (F2) ve (F3)

koşullarının sağlandığını veGX ’in bir öz filtre olduğunu göstereceğiz.

(F1)U, V ∈ Cl(X, τ ) için

U ∈ GX(x) veU ⊆ V ⇒ x ∈ U ⊆ V ⇒ V ∈ GX(x)’dir.

(F2)U, V ∈ Cl(X, τ ) için

U, V ∈ GX(x) ⇒ x ∈ U vey ∈ V ⇒ x ∈ U ∩ V ⇒ U ∩ V ∈ GX(x)’dir.

(F3)U, V ∈ Cl(X, τ ) için

U ∪ V ∈ GX(x) ⇒ x ∈ U ∪ V ⇒ x ∈ U veyax ∈ V

⇒ U ∈ GX(x) veyaV ∈ GX(x)’dir.

X ∈ Cl(X, τ) vex ∈ X olduğundanX ∈ GX(x) ve dolayısıylaGX(x) 6= ∅ olur. Ayrıca

∅ ∈ Cl(X, τ ) ancak∅ /∈ GX(x) olduğundanGX(x) 6= Cl(X, τ ) olur, ve dolayıslaGX

bir öz filtredir.

Şimdi GX : (X, τ ) → (PF (Cl (X, τ )), τ(Cl (X, τ))) fonksiyonun sürekli olduğunu

görelim; β (Cl(X, τ)), τ (Cl (X, τ ))’nın bir tabanı olmak üzere herU ∈ β (Cl(X, τ))

için (GX)
← (U) ∈ τ olduğunu göstermemiz yeterlidir.β (Cl(X, τ ))’nın tanımından,

U = ϕ(V ) olacak şekilde en az bir taneV ∈ Cl(X, τ ) vardır.V ∈ τ olduğundan

(GX)
← (U) = V olduğunu gösterirsek(GX)

← (U) ∈ τ olacağı açıktır.

x ∈ (GX)
← (U) ⇒ GX(x) ∈ U ⇒ GX(x) ∈ ϕ(V )’dır.

GX(x), Cl(X, τ )’in bir asal filtresi olduğundan,ϕ(V )’nin tanımından ve

GX(x) ∈ ϕ(V ) olduğundanV ∈ GX(x) ve dolayısylax ∈ V olur. Tersine,

x ∈ V ⇒ V ∈ GX(x) ⇒ GX(x) ∈ ϕ(V ) ⇒ GX(x) ∈ U ⇒ x ∈ (GX)
← (U)

olduğundan,(GX)
← (U) = V elde edilir.

(X, τ), bir Stone uzayı olmak üzere Hausdorff ve 0 boyutlu olmasından dolayı Tanım
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3.56 ve Tanım 3.57’de göz önünde bulundurarak; herhangibir z ∈ X için

{z} = ∩GX(z) yazabiliriz. Çünkü Tanım 3.56 ve 0 boyutlu olması gereği tamamen

bağlantısız olacaktır . Buradan(X, τ ) 0 boyutlu bir Stone uzayının elemanlarını ayrık

kümeler olarak yazabiliriz. Bu durumdaGX(x) = GX(y) eşitliği için

x ∈ V ⇒ V ∈ GX(x) ∈ ϕ(V ) alalım, diğer taraftany ∈ U ⇒ U ∈ GX(x) ∈ ϕ(U)

olduğundan yukarıda belirttiğimiz üzere

GX(x) = {V ∈ Cl (X, τ ) : x ∈ V } = GX(y) = {U ∈ Cl (X, τ) : y ∈ U}

tek türlü belirlenecektir, yaniGX(x) = GX(y) isex = y olacaktır. Bu durum iseGX ’in

birebir olduğunu kanıtlar.

GX aynı zamanda örtendir. Bunu görelim; her hangi birP ∈ PF (Cl (X, τ))

alalım.P , Cl (X, τ )’nın bir asal filtresidir.∩P kümesini göz önüne alalım:∩P kümesi

boş küme değildir. Çünkü(X, τ ) bir kompakt uzay veP , kompakt bir uzayın bir elemanı

olduğundan kompaktlığın tanımı gereği ve kaçık bir küme olmasından dolayı kapalı alt

kümelerden oluşur.P aynı zamanda sonlu arakesit özelliğine sahip bir kümeler ailesidir.

ÇünküP maksimal filtredir dolayısıyla Tanım 2.13 ve Tanım 2.23’tenA ∈ P veA ⊂ T

iseT ⊂ P olduğunu söyleyebiliriz.T = A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ An alalım. Bu durumdaP ⊂ T

olacaktır veP maksimal filtre olduğundan dolayıP = T olacaktır. Şimdi,∩P ’nin {z}

şeklinde bir tek nokta kümesi olduğunu göstereceğiz.Olmayana ergi yöntemi kullanarak,

tersine∩P ’nin bir tek nokta kümesi olmadığını varsayalım.İki farklı x, y ∈ ∩P var ol-

sunlar .(X, τ) bir Stone uzayı olduğundan dolayı aynı zamanda Hausdorfftur. Tanım 3.56

yardımı ile,x ∈ U vey ∈ X\U olacak şekilde kaçık birU kümesi alalım. Daha fazlasını

söylemek gerekirseU ∈ P yadaX\U ∈ P olur. EğerU ∈ P ise almış olduğumuzU

kümesinin tanımındany /∈ ∩P olacaktır. Benzer bir çelişkiX\U ∈ P olunca da elde

edilir. Böylece bazız ∈ X ler için∩P = {z} olur. O halde,

A ∈ P ⇒ z ∈ A veA ∈ Cl (X, τ) ⇒ A ∈ GX(z)

ve dolayısıyla,P ⊆ GX(z) olur.P veGX(x),Cl(X, τ) de asal filtreler olduğundan Tanım

2.23’ten maksimal filtrelerdir. Bu nedenle,P ⊆ GX(z) kapsamasıP = GX(z) eşitliğini

gerektirir. BuGX ’in örtenliğini kanıtlar.GX birebir ve örten olduğundan

G−1X : PF (Cl (X, τ )) → X ters fonksiyonu vardır. Son olarak,
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GX : (X, τ) → (PF (Cl (X, τ)), τ(Cl (X, τ ))) dönüşümünün bir homeomorfizm olduğunu

söyleyebilmek için

G−1X : (PF (Cl (X, τ )), τ(Cl (X, τ))) → (X, τ)

ters fonksiyonunun sürekli olduğunu görmeliyiz. Bununiçin,

GX : (X, τ) → (PF (Cl (X, τ)), τ(Cl (X, τ ))) fonksiyonun sürekli olduğunu gösterdiğimiz

benzer yol göstereceğiz. Yani her hangi birU ∈ τ için
(
G−1X

)←
(U) ∈ τ(Cl (X, τ))

olduğunu göstereceğiz.U ∈ τ için tanımlardanU = ϕ(V ) olacak şekilde en az birV ∈ X

vardır. BuradanV ∈ τ (Cl (X, τ )) olacağından dolayıV =
(
G−1X

)←
(U) olduğunu göste-

receğiz. Gerçekten

x ∈
(
G−1X

)←
(U) ⇒ G−1X (x) ∈ U ⇒ G−1X (x) ∈ ϕ(V )

olduğu kolayca görülebilir.G−1X (x), τ için bir asal filtre olduğundanx ∈ V olur ki bu

durumda ise
(
G−1X

)←
(U) ∈ τ(Cl (X, τ)) olacağını görürüz. �

Önerme 4.72St(A
u

−→ B) = St(A)
St(u)
−→ St(B) eşitliği ile tanımlanan

St : BAop → Stone fonksiyonu bir funktordur. Burada, herA
u

−→ B ∈ Mor (BAop)

için St(u) : PF (A) → PF (B) fonksiyonu

St(u)(P ) = (uop)←(P ), ∀P ∈ PF (A)

ile tanımlanır.

İspat St fonksiyonun bileşke işlemini ve birim morfizmaları koruduğu açıktır. Bu ne-

denle,St’nin bir funktor olduğunu göstermek için,BAop’ da alınan herA
u

−→ B morfiz-

ması içinSt(u) : PF (A) → PF (B) fonksiyonununStone kategorisinde bir

St(u) : St(A) −→ St(B) morfizması olduğunu göstermek yeterli olacaktır.

Öncelikle St(u) : PF (A) → PF (B)’ nin gerçekten bir fonksiyon olduğunu gösterme-

liyiz. Yani herhangi birP ∈ PF (A) için St(u)(P ) ∈ PF (B), yaniSt(u)(P )’nin B’nin

bir asal filtresi olduğunu göstereceğiz. Bunun için herhangi birP ∈ PF (A) için aşağıdaki

özelliklerin gerçeklendiğini göstereceğiz:
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(1) Herb1, b2 ∈ B için , b1 ∈ St(u)(P ) ve b1 6 b2 ⇒ b2 ∈ St(u)(P ) :

b1, b2 ∈ B, b1 6 b2 ve

b1 ∈ St(u)(P ) = (uop)←(P ) olsun.

uop(b1) ∈ P ’dir .

b1 6 b2, u
op(b1) 6 uop(b2) ve Tanım 2.13 yardımı ileuop(b2) ∈ P =⇒ b2 ∈ (uop)←(P )

olur.

(2) Herb1, b2 ∈ B için, b1, b2 ∈ St(u)(P ) ⇒ b1 ∧ b2 ∈ St(u)(P )’dir:

b1, b2 ∈ St(u)(P ) = (uop)←(P ) için uop(b1), u
op(b2) ∈ P olduğunu biliyoruz.

P ∈ PF (A) olduğundan dolayı filtrenin tanımı gereği ( Tanım 2.13’ten )

uop(b1) ∧ uop(b2) ∈ P ’dir. Ayrıca,

uop(b1) ∧ uop(b2) = uop(b1 ∧ b2) olduğundan, uop(b1 ∧ b2) ∈ P olur.

Dolayısıyla,

uop(b1 ∧ b2) ∈ P ⇒ b1 ∧ b2 ∈ (uop)←(P ) = St(u)(P )

elde edilir.

(3) Herb1, b2 ∈ B için, b1 ∨ b2 ∈ St(u)(P ) ⇒ b1 ∈ St(u)(P ) veyab2 ∈ St(u)(P ):

Bu gerektirmenin doğruluğunu göstermek içinb1 ∨ b2 ∈ St(u)(P ) olduğunu kabul ede-

lim. Bu durumdauop( b1 ∨ b2) ∈ P olacaktır.

Ayrıca,uop(b1 ∨ b2) = uop(b1) ∨ uop(b2) olduğundan,uop(b1) ∨ uop(b2) ∈ P olur.

BöyleceP bir asal filtre olduğundan (Tanım 2.13’ten )uop(b1) ∈ P veyauop(b2) ∈ P

olur. Dolayısıyla,

b1 ∈ (uop)←(P ) = St(u)(P ) veyab2 ∈ (uop)←(P ) = St(u)(P ) olacaktır.

(4) St(u)(P ) 6= ∅’dir:

P asal filtresi içinP ∈ PF (A) olduğundan dolayı filtrenin tanımı gereği

(Tanım 2.13’ten)P 6= ∅’dir. SırasıylaA’nın veB’nin en büyük elemanları,⊤A ve⊤B

olsun. Bu durumda⊤A ∈ P olduğunu önceki bölümlerden biliyoruz.uop : B → A bir

Boole cebiri homomorfizması olduğundanuop (⊤B) = ⊤A ∈ P olacaktır.St(u)(P )’nin

tanımından,⊤B ∈ (uop)←(P ) = St(u)(P ) ve dolayısıylaSt(u)(P ) 6= ∅ olur.
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(5) St(u)(P ) 6= B’dir:

SırasıylaA’nın veB’nin en küçük elemanları,⊥A ve⊥B olsunlar. (Tanım 2.13’ten )

⊥A /∈ P olduğunu biliyoruz.uop : B → A bir Boole cebiri homomorfizması olduğundan

uop (⊥B) = ⊥A /∈ P olur.St(u)(P )’nin tanımından,⊥B /∈ (uop)←(P ) = St(u)(P ) olur.

⊥B ∈ B olduğundan, hemenSt(u)(P ) 6= B elde edilir.

İkinci olarak, St(u) : St(A) −→ St(B) fonksiyonun sürekli olduğunu göstermeli-

yiz. St(A) = (PF (A), τ(A)) ve St(B) = (PF (B), τ (B)) olduğunu, bununla bir-

likte β(A) = {ϕ(a)| a ∈ A}’nın τ(A)’nın bir tabanı veβ(B) = {ϕ(b)| b ∈ B}’nın

da τ (B)’nin bir tabanı olduğunu hatırlayalım. HerGǫβ(B) için St(u)←(G) ∈ τ(A)

olduğunu göstermemiz yeterlidir. Verilen her hangi birG ∈ β(B) için G = ϕ(b) ola-

cak şekilde en az birb ∈ B vardır.St(u)←(ϕ(b)) = ϕ(uop(b)) olduğundan

St(u)←(G) = St(u)←(ϕ(b)) = ϕ(uop(b)) ∈ β(A)

olur. Böylece,β(A) ⊆ τ (A) olduğundan,St(u)←(G) ∈ τ(A) olur. Elde edilen bu sonuç,

St(u) : St(A) → St(B)’nun Stone kategorisinde bir morfizm olduğunu gösterir. �

Önerme 4.73St : BAop → Stone bir güvenilir funktordur.

İspat A
u1−→ B, A

u2−→ B ∈ Mor(BAop) olsunlar, yaniB
u
op
1−→ A ve B

u
op
2−→ A, BA

kategorisinde morfizimlerdir. Farzedelim kiSt(u1) = St(u2) olsun. Amacımızu1 = u2

göstermektir. Bu amaçla, herb ∈ B için uop
1 (b) = uop

2 (b) olduğunu göstermeliyiz. Bunu

kanıtlamak için olmayana ergi yöntemi kullanacağız. Tersine,uop
1 (b) 6= uop

2 (b) olacak

şekilde en az bir taneb ∈ B’nin var olduğunu kabul edelim. Bu durumda,

uop
1 (b) 
 uop

2 (b) veyauop
2 (b) 
 uop

1 (b)’dir.

uop
1 (b) 
 uop

2 (b) durumunu göz önüne alalım.F =↑ uop
1 (b) bir filtredir ve I =↓ uop

2 (b)

bir idealdir.uop
1 (b) 
 uop

2 (b) olduğundanF ∩ I = ∅ olur. Önteorem 2.24’tenF ⊆ P0 ve

P0 ∩ I = ∅ olacak şekilde en az bir taneP0 asal filtresi vardır. Böylece,uop
1 (b) ∈ F ⊆ P0

veuop
2 (b) ∈ I olduğundanuop

1 (b) ∈ P0 veuop
2 (b) /∈ P0 olur. Buradan,b ∈ (uop

1 )←(P0) ve

b /∈ (uop
2 )←(P0) olacağı açıktır ve bu da(uop

1 )←(P0) 6= (uop
2 )←(P0) eşitsizliğini kanıtlar.

Ancak, St(u1) = St(u2) olduğundan,St(u1)(P0) = St(u2)(P0)’dır ve bu eşitlikten

faydalanarak,

(uop
1 )←(P0) = St(u1)(P0) = St(u2)(P0) = (uop

1 )←(P0)
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olur. Bu ise(uop
1 )←(P0) 6= (uop

2 )←(P0) olması ile çelişir.uop
2 (b) 
 uop

1 (b) durumu için,

benzer bir çelişki elde ederiz. Bu kanıtı tamamlar. �

Önerme 4.74 Cl : Stone → BAop fonksiyonu

Cl((X, τ)
f

−→ (Y, ϑ)) = Cl(X, τ )
Cl(f)
−→ Cl(Y, ϑ)

ile tanımlanan bir funktordur. Burada,Cl(f) BAop-morfizması,Cl(f)op(G) = f←(G)

eşitliği ile tanımlananCl(f)op : Cl(Y, ϑ) → Cl(X, τ) BA-morfizması’nın karşıtıdır.

İspat Cl’nin bileşke işlemini ve birim morfizmaları koruyan bir d¨onüşüm olduğu aşikardır.

Cl’nin morfizmaları morfizmalara dönüştürdüğünü görmemiz yeterlidir. Bunun için her

hangi bir (X, τ)
f

−→ (Y, ϑ) Stone-morfizması alırsak, herG,G1, G2 ∈ Cl(Y, ϑ) için

(i) Cl(f)op (∅) = f←(∅) = ∅, Cl(f)op (Y ) = f←(Y ) = X,

(ii) Cl(f)op (G1 ∩G2) = f←(G1 ∩G2) = f←(G1) ∩ f←(G2)

= Cl(f)op (G1) ∩ Cl(f)op (G2) ,

Cl(f)op (G1 ∪G2) = f←(G1 ∪G2) = f←(G1) ∪ f←(G2)

= Cl(f)op (G1) ∪ Cl(f)op (G2) ,

(iii) Cl(f)op (Gc) = f←(Gc) = f←(G)c = Cl(f)op (G)c

olduğundanCl(f)op : Cl(Y, ϑ) −→ Cl(X, τ ) bir BA-morfizm ve dolayısıyla

Cl(X, τ )
Cl(f)
−→ Cl(Y, ϑ) bir BAop-morfizm olur. �

Önerme 4.75 St funktoru doludur.

İspat A,BǫOb(BAop) alalım veSt(A)
f

−→ St(B) Stone kategorisinde bir morfizim

olsun.St’nin bir dolu funktor olduğunu göstermek için,f = St(u) olacak şekilde en az

bir taneA
u

−→ B BAop-morfizminin var olduğunu göstereceğiz.

Önteorem 4.69 dan,FA(a) = ϕ(a) veFB(b) = ϕ(b) eşitlikleri ile tanımlanan

FA : A −→ Cl(St(A)) veFB : B −→ Cl(St(B))

40



BULGULAR VE TARTIŞMA E. DOĞAN

fonksiyonlarınınBA-kategorisinde izomorfizmler olduğunu biliyoruz.

Cl(St(B))
Cl(f)op

−→ Cl(St(A)) BA-morfizmini göz önünde tutarak,uop : B → A

BA -morfizmini uop = F−1A oCl(f)opoFB eşitliği ile tanımlayalım. ŞimdiSt(u) = f

eşitliğinin sağlandığını görelim. Verilen her hangibir b ∈ B için a = uop(b) denirse,

a = uop(b) = F−1A (Cl(f)op(FB(b))) = F−1A (f←−(ϕ(b)))

⇒ ϕ(a) = FA(a) = FA(u
op(b)) = f←−(ϕ(b))

ve sonuç olarak,

ϕ(a) = f←−(ϕ(b)) (4.15)

elde ederiz.̇Istenilen eşitliği göstermek için, herP ∈ PF (A) için St(u)(P ) = f(P )

olduğunu kanıtlayacağız.

St(u)(P ) = (uop)←−(P ) olduğundan, herb ∈ St(u)(P ) için a = uop(b) ∈ P ’dır.

P ∈ PF (A) olduğundanP ∈ ϕ(a) olur. (4.15) eşitliğini kullanırsak,

P ∈ f←−(ϕ(b)) ⇒ f(P ) ∈ ϕ(b) ⇒ b ∈ f(P )

olur, bu daSt(u)(P ) ⊆ f(P ) kapsamasını kanıtlar. Şimdi de ters kapsamı doğrulamak

için, b ∈ f(P ) alalım. f(P ) ∈ PF (B) ve b ∈ f(P ) olduğundanf(P ) ∈ ϕ(b) olur.

BuradanP ∈ f←−(ϕ(b)) yazabiliriz.a = uop(b) denirse, (4.15) eşitliğinden

P ∈ ϕ(a) ⇒ a = uop(b) ∈ P ⇒ b ∈ (uop)←−(P ) ⇒ b ∈ St(u)(P )

elde edilir ki bu daf(P ) ⊆ St(u)(P ) kapsamasını kanıtlar. �

Önerme 4.76 St funktoru bir denkliktir.

İspat St’nin güvenilir ve dolu olduğunu daha önce gösterdiğimiz için, sadeceSt’ nin

izomorfizm-yoğun olduğunu görmemiz yeterli olacaktır.Bu amaçla, her(X, τ ) Stone

uzayı içinSt(A)=̃(X, τ ), yani St(A), (X, τ )’ya homeomorf olacak şekilde en az bir

taneA Boole cebirinin var olduğunu görmeliyiz.̈Onteorem 4.71’den dolayı(X, τ) Stone

uzayınınSt(Cl(X, τ ))Stone uzayına homeomorf olduğunu biliyoruz. Dolayısıyla, aranılan

A Boole cebiriniCl(X, τ ) Boole cebiri olarak seçmek yeterlidir. �

Sonuç 4.77BA veStone biri birine dual kategorilerdir (Johnstone 1982).

41
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5. SONUÇ

Bu tez çalışması bünyesinde, ilk olarak Boole cebirlerive Boole halkalarının temel

özelliklerinin ışığı altında objeleri; Boole cebirleri, morfizmaları; Boole homomorfizma-

ları, bileşke işlemi ve birimleri birim fonksiyonlardanoluşanBA kategorisi ile obje-

leri Boole halkaları, morfizmaları birimleri koruyan halkahomomorfizmaları olan Boole

halkalarını kategorisiBRNG arasında bir funktor tanımlamış ve bu funktorun izomor-

fizm olduğu gösterilmiştir. Çalışmamızın son kısmında Stone uzayı adı verilen Hausdorff,

kompakt ve sıfır boyutlu olan özel topolojik uzay ve Boole cebirleri arasında filtrelerin

özellikleri yardımıyla aralarında bir ilişki tanımlanmıştır. Devamında BA’nın duali olan

BAop ile objeleri Stone uzayı, morfizmaları sürekli fonksiyonlar, bileşke işlemi foksi-

yonlar arasındaki bileşke işlemi ve birimleri birim fonksiyonlar olan Stone uzaylarının

kategorisiStone arasında iki funktor tanımlanmıştır. Bu tanımlanan funktorlar ışığında

BA ile Stone’nun dual olduğu gösterilmiştir.
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Lisans AkdenizÜniversitesi
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2000-2004 Antalya
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