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Patlama’dan bu yana evrenin bir¢ok surrinin agiklamasina katkida bulunacagi
diistincesinden dolay1 biiyiik bir dneme sahiptir. LIGO basta olmak iizere bir¢cok
deney grubunun (VIRGO, LISA, vb.) yaptig1 calismalarin yan1 sira, bir¢ok teorik
calisma da bu dalgalarin varlifinin arastirilmasina katki saglamistir. Bu dalgalarin
ozelliklerinin aragtirtlmasi oldukca 6nemlidir ciinkii kaynaklar ile ilgili cok 6nemli
bilgiler igerir. Ayrica karanlik madde ve karanlik enerjiyi de agiklamasi beklenen
gravitasyonel dalgalar cesitli alternatif teorilerin de ilgi odag1 konumundadir. Bu
baglamda, bu tezde (2+1) boyutta alternatif gravitasyonel kuramlar ¢ercevesinde,
yeni gravitasyonel dalga zeminleri ve bu zeminlerin spin-%, spin-1 ve spin-0
parcacik alanlariyla etkilesimleri ve bu teoriler kapsaminda gravitasyonel dalgalarin

kuasinormal frekanslar1 incelenecektir.
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GRAVITATIONAL WAVES IN (2 + 1) DIMENSIONS
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The gravitational waves, which have been remained undiscovered for a
long time, are of great importance since it is thought that they contribute to the
explanation of many secrets of the universe originating from Big Bang. As well
as there are studies of many experimental research groups (VIRGO, LISA, etc.),
especially the LIGO, many theoretical studies have contributed to the existence of
these waves. It is very important to investigate the properties of these waves because
these contain crucial information resources of gravitational waves. Besides, the
gravitational waves, which are expected to explain dark matter and dark energy,
are located in the focus of the various alternative theories. In this thesis, new
gravitational wave backgrounds and their interactions with the field of the spin—%,
spin-1 ve spin-0 particles are investigated in the (2+1) dimensional spacetimes
within the framework of the alternative gravitational theories. Within the scope
of these theories, the quasinormal frequencies of the gravitational waves are

considered.
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ONSOZ

Gravitasyonel dalgalarin kesfi, evren tarihinin karanlik donemlerini
aralamak i¢in atilmig biiyiik bir adimdir. Bu dalgalar, madde ile etkilesime
girmedigi i¢in giiclerinde kayip olmadan evrende yayilarak giiniimiize kadar
gelebilirler. Dolayisiyla evrenin ilk olusum anindaki gravitasyonel dalgalarin da
hala uzayda dolastig1 ve Biiylik Patlama hakkinda bilgi verecegi tahmin ediliyor.
Ayrica kozmolojinin nemli arastirma konularindan olan karanlik enerji ve karanlik
maddeyi de agiklamasi beklenen bu dalgalarin, alternatif kiitle ¢ekim teorileri
kapsaminda, fermiyonik, skaler ve bozonik alanlarla etkilesimlerinin incelenmesi

onemli katkilar saglayacaktir.

Bu tezin belirlenmesi esnasinda, bilgi ve yardiminm esirgemeyen danigsman
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GIRIS S. GURTAS DOGAN

1. GIRIS

Gravitasyonel dalgalar evrendeki en siddetli ve en enerjik siireclerden
kaynaklanan uzay-zaman dokusunun titresimleridir. ~ Gravitasyonel dalgalarin
varlig1 ilk olarak Einstein tarafindan, 1916 yilinda yayinladigi, Genel Gorelilik
teorisi ile On goriilmiistiir (Einstein 1915). Buna gore; gravitasyonel dalgalar
uzay-zaman egrilifinde olusan kirisikhifin(ripples) kaynagindan digsariya dogru
yayllmas:t veya hareketli bir kiitlenin enerjisini 1s1ma yoluyla digar1 salmasi
olarak tanimlanmaktadir. Gravitasyonel dalgalar, iki notron yildizinin ya da
iki karadeligin etkilesmesi sonucu ya da siipernova veya gama 1sin1 patlamalari
sonucunda {iiretilirler. Gelismekte olan detektorlerle bu dalga kaynaklarinin tespiti,
son donemde ilgi odag1 olmustur (Sathyaprakash ve Schutz 2009; Schutz 1989).
Ote yandan, gravitasyonel dalgalarin varliginin dolayli kaniti, ilk olarak PSR
1913+16 ¢ift pulsarin yoriinge periyodunun zamanla degistigini gosteren ¢alismadir
(Taylor ve Weisberg 1982). Bu gozlem Einstein tarafindan One siiriilen kiitle
cekimsel radyasyon fikrini desteklemekle kalmayip evren hakkinda bilmedigimiz
bircok olaya aciklik getirmesi nedeniyle bircok deneysel yada gozlemsel ¢alisan
arastirma grubunun dikkatini ¢ekmistir. Bu dalgalarin gozlemlenebilmesi i¢in
yeryliziinde (LIGO, VIRGO, GEO vs.) (Abbott vd. 2009; Accadia vd. 2012;
Gregory ve the LIGO Scientific Collaboration 2010; Liick ve Grote 2012;
Willke vd. 2002) ve uzayda (LISA) tasarlanan interferometrik (Danzmann ve
the LISA study team 1996) gozlem projeleri mevcuttur. Bu gozlem projeleri,
gravitasyon dalgalarinin madde ile nasil etkilestiklerinin anlasilmasi i¢in yapilan
kuramsal ve deneysel calismalara 6nemli bir motivasyon saglamaktadir. Bu
nedenle; gravitasyon dalgalarinin madde ile olan etkilesimleri konusunda bir dizi
Oneri olsa da (Srivastava vd. 2003; Stephen vd. 2010) hem kuramsal agidan hem de
deneysel agidan hala alinmasi gereken oldukg¢a uzun bir yol goziikmektedir.

Einstein genel gorelilik teorisine gore 151k hiziyla yayilan gravitasyonel
dalgalar uzay-zaman egriliginin pertiirbasyonu olarak da kabul edilmektedir.
Gravitasyonel dalgalar madde ile zayif bir sekilde etkilestikleri icin kaynaklarindan
yeryliziine kadar engellenmeden yayilirlar.  Ancak, gravitasyonel dalgalarin
bu zayif etkilesimleri, belirlenmelerini zorlagtirir. Bununla birlikte, kuramsal
olarak alan denklemlerinde ortaya ¢ikan dogrusal olmayan (non-linear) etkilesme
terimleri, birbiri icinden gecen iki gravitasyonel dalgalanin nasil etkilestigini
betimler. Bu etkilesimin genel karakteristik 6zelliklerinin ortaya konmasi, ilerleyen
gravitasyonel dalgalarin birbiri icinden gecerken nasil degistiklerinin belirlenmesi
acisindan onemlidir. Bu etkilesimlerin zayif olmasi nedeniyle yaklasim metotlari
kullanilmaktadir (Chakrabarty 1999; Isaacson 1968).

Gravitasyonel dalgalar1 algilamak icin Onerilen en ilging yOntem,
karadeligin varligiyla iligkili olan yontemdir (Thorne 1997). Ote yandan,
kuasinormal frekanslar (KNF), karadelik parametrelerine baghdir ve yildiz
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kiitleli karadeliklerin KNF’lerinin gravitasyonel dalga dedektorlerinin frekans
band aralifinda olmalar1 beklenmektedir. Dolayisiyla; bir karadelik tarafindan
yayilan gravitasyonel dalgalar, karadeligin varlifim1 dogrudan tanimlanmasina
yol acacak bir ipucu tasiyacaktir. Bunlarin yam sira; gravitasyonel dalgalarin
kesfi karanlik madde ve karanlik enerji gibi heniiz bilmedigimiz kavramlar
aciklamada da yol gosterici olacagi diisiiniilmektedir. Karanlik enerji problemi
veya evrenin giiniimiizde ni¢in ivmelenerek genisledigi problemi en temel
teorik calismalardan biridir. Bu ivmelenerek genislemeyi aciklayacak alternatif
kiitlegekim teorilerini de test etmek i¢in gravitasyonel dalgalarin gbézlemlerinden
faydalanilmaktadir(Sopuerta ve Yunes 2011). Kuramsal baglamda, F'(R) ¢ekim
teorisi evrenin giiniimiizdeki ivmelenmesini (Late-time inflation) karanlik enerjiye
ihtiyag duymadan agiklamak icin kullanilan onemli bir genellestirilmis ¢ekim
teorisidir. Bu teori, egriligin yiiksek mertebeden terimlerinin Einstein-Hilbert
eylemine eklenmesiyle elde edilir (Ford 1997; Starobinsky 1980). F(R)
gravitasyon teorisi, yeni serbestlik derecesi icerir (Chiba 2003). Bu serbestlik
derecesi, gravitasyonel dalgalarin yeni modlarina karsilik gelir (Berry ve Gair 2011;
Capozziello vd. 2008; Corda 2007, 2008a,b, 2009; Naf ve Jetzer 2011; Nojiri ve
Odintsov 2003, 2004). Son donemde yapilan ¢alismalarda gravitasyonel dalgalar bu
cekim teorisi kapsaminda incelenmistir (Geng 2012; Xiao-Ying ve Jian-Hua 2014;
Yang vd. 2011). Evrenin ivmelenerek genislemesini agiklamaya c¢alisan bir diger
onemli kuramsal calismada, fermiyonik ve bozonik alanlarin gravitasyonel alan
ile minimal ve minimal olmayan etkilesmesi ele alinmaktadir. Fermiyonik alan,
evrenin erken donemindeki enflasyona neden olan hipotetik parcacik "inflaton" gibi
davranirken giiniimiiz evreninde ivmeli genislemeye neden oldugu kabul edilen
karanlik enerji gibi de davranmaktadir (de Souza ve Kremer 2011; Gecim vd. 2015;
Gecim ve Sucu 2017; Saha 2001).

Einstein’in genel gorelilik kurami (2+1) boyutta yazildiginda, gravitasyonel
serbestlik derecesi olmadigindan gravitasyonel dalga ¢oziimleri mevcut degildir
(Bakas ve Sourdis 2011) ve dolayisiyla gravitasyon alanin etkilesme parcacigi
olan graviton da s6z konusu olmayacaktir (Barrow vd. 1986). Son zamanlarda
bu sorunlarin giderilmesi i¢in pek ¢cok matematiksel ve fiziksel yaklagimlar ortaya
atilmaktadir. Bu yaklasimlardan, topolojik kiitleli gravitasyon (TKG) (Deser vd.
1982a,b) yaklasimi, gravitasyonel Chern-Simons terimi ile negatif kozmolojik
sabitli Einstein-Hilbert eylemini icermektedir. Yeni kiitleli gravitasyon (YKG)
teorisi ise kuadritik egrilik terimi ve yiiksek mertebeli tiirevleri iceren yaklagimdir
(Accioly vd. 2011; Bergshoeff vd. 2009a,b). TKG teorisinin aksine, YKG teorisi
pariteyi korur, yani gravitonlar her iki helisite durumunda aymi kiitleye sahip olur.
Bu iki gravitasyon teorisinden kaynaklanan gravitasyonel dalgalarin polarizasyon
modlarinin incelenmesi, ii¢c boyutlu Minkowski uzayinda ilerleyen farkli kutuplu
kiitleli graviton modlarinin nasil yayildigin1 gérmede ilk 6rnek olmasi bakimindan
onemlidir (Moon ve Myung 2012a). Gravitasyonel dalgalarinin polarizasyon
durumunun incelendigi diger alternatif teori (modified) Chern-Simons gravitidir
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(Moon ve Myung 2012a).

Bu tez calismasi1 kapsaminda, (2+1) boyutta alternatif gravitasyonel
kuramlar1 ¢ercevesinde yeni gravitasyonel dalga zeminleri arastirilacak ve bu
zeminlerin hem parcacik alanlariyla hem de c¢esitli molekiillerle etkilesimleri
KNF’ler ¢cercevesinde incelenecektir. Ayrica bununla birlikte, gravitasyonel dalga
zeminlerinin kaynaklarinin kararli olup olmadiklar tartigilacaktir.

Tezin kaynak taramasi boliimiinde; gravitasyonel dalga ve gravitasyonel
dalganin kuadrupol dogasi, kaynak ve tiplerinin yani sira kuasinormal frekans,
Einstein-Hilbert eylemi ve teleparalel kiitlecekim teorisi hakkinda bilgi verildi.
Daha sonra (2+1) boyutlu relativistik dalga denklemlerinden spin—%, spin-1 ve
spin-0 denklemleri ele alindi. Materyal ve metot boliimiinde, (2+1) boyutta
gravitasyonel dalga zemini, Noether teoremi ve Heun diferansiyel denklemlerinin
tipleri ve onlarin genel c¢oziimlerinin yani sira bazi 6zel durumlarda hangi
fonksiyonlar cinsinden yazilabilecekleri gosterildi.  Bulgular boliimiinde ilk
olarak gravitasyonel alanin fermiyonik alanla minimal ve minimal olmayan
etkilesiminin yani sira gravitasyonel dalga zemininde, teleparalel kiitlecekim
teorisiyle minimal ve minimal olmayan etkilesimleri ve F(T) kuramimmn 72 ve
T + «T? modelleriyle minimal etkilesimleri ele alinarak buradan metrik Slgek
carpanlar1 bulundu, belirlenen yeni metrikler spin-%, spin-1 ve spin-0 denklemleri
icin ¢oziilerek kuasinormal frekanslar hesaplandi. Daha sonra gravitasyonel
dalga zemininde, skaler alanin F(T) kurammn 7?2 ve T + ~71? modelleriyle
minimal etkilesimleri incelendi. Noether simetrisi kullanilarak elde edilen metrik
katsayilar1 yine spin—%, spin-1 ve spin-0 denklemleri i¢in ¢oziildii ve kuasinormal
frekanslar hesaplandi. Son olarak gravitasyonel dalganin molekiiler potansiyeller
(Kratzer ve Lennard-Jones potansiyeli) ile etkilesimi, daha 6nce elde edilen metrik
katsayilarinin baz1 degerleri ve yeni onerilen metrik katsayilari Dirac alan1 altinda
incelendi. Daha sonra elde edilen kuasinormal frekanslar kullanilarak gravitasyonel
dalga zeminin kaynaginin kararl (stable) olma kogsullar tartisildi.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde gravitasyonel dalga ve gravitasyonel dalganin kuadrupol dogasi,
kaynak ve kaynak tiplerinin yanisira kuasinormal frekans, Einstein- Hilbert eylemi
teleparalel kiitlecekim teorisi incelendi. Daha sonra (2+1) boyutlu relativistik dalga
denklemlerinden spin—%, spin-1 ve spin-0 denklemleri ele alindi.

2.1. Gravitasyonel Dalga

Gravitasyonel dalga, 151k hiziyla ilerleyen, uzay-zaman egriligindeki
dalgalanmalardir. Zayif kiitlecekim alan1 yaklasiminda; uzay zamanin metrigi son
derece kiiciik bir pertiirbasyon ile diiz uzay-zaman metriginden olusur (Maggiore
2007; Misner vd. 1973)

9ab = Tab + hay h,lb << 1. (2.1)

Bu yaklagim altinda GR’nin lineerlestirilmis hali elde edilir. Denklem (2.1)’deki
gibi bir secim, GR’nin genel koordinat degismezligini (invaryant) bozar. Bunun
yerine bu esitligi koruyan daha kiiciik bir doniisiim kiimesi vardir. Oncelikle, genel
koordinat doniistimii

e )

seklinde tanimlanir.  Einstein alan denklemleri (kozmolojik sabitsiz), genel
koordinat doniisiimleri altinda degismezdir. Yukaridaki doniisiim altinda metrik
tensor

’ ax“ 81'”

Gab = Gqp = ng;w (2.2)

seklinde doniisiir. Bu esitlik alan denklemlerinin fiziksel yorumu de8ismeksizin
uygun bir koordinat secmek konusunda 6zgiir oldugumuzu sdyler. Denklem (2.1)’in
doniisiim kiimesini yazmak icin

2% — 2%(x) + () (2.3)
formunda bir ayar (gauge) diisiinelim. Burada
leap| << h,, (2.4)

seklinde tanimlanir. O zaman Denklem (2.1), (2.2) ve (2.3) yardimiyla, uzay-zaman
metrigi;
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, Oet oe

v

9og = (04 — @)(5,3 - W)(% + hyw)

= (65 - 52)(5[% - 8?6)(”#1} + h;w)
= (0k0y — She’y — e b + e") (Muw + hyw) + O(€7)
——

0

seklinde elde edilir. Burada, €2 ve £%h,;, gibi terimler ihmal edilirse, g;ﬁ,

I

Gos = ST 0L — s — T
—_—— =
80,,5 Eﬁ’a
Nag + hap — a8 — € as
9o = Yab — a8 T EBa

biciminde olur. O halde birden fazla h,p birbirine €/ igeren bir ayar doniisiimiiyle
doniisebilirler ve ayni fiziksel sonucu verirler. #’nun secim serbestligi Einstein
alan denklemlerinin koordinat serbestligi anlamina gelir, yani uygun bir &
seciminde denklem kolaylagir. O zaman, h;w,

hlw = h/w —€uy — Eup

seklinde olur. Burada h,,’nin izi h = 1n*?h,g’dir. Lineerlestirilmis versiyonda
(elektrodinamikteki Lorentz ayarina benzer sekilde) ayar

Oh =0
olarak tanimlanir. - ]
Py = Py — 577/“/}1
ifadesi yardimiyla
oo = hiy — én“”h' 2.5)

biciminde elde edilir. Denklem (2.5)’e soldan 0, uygulanirsa, &,h_wl,

— 1 ’
Ohyy = 0,(W" —0Me” — 0"e!) — 577“”8,,h ,

1 /
= 0,h" —0,0"¢" —0,0"e" — —n"" O, h ,
— 2
0
— 1 1 /
= 0, (hm, + §n“”h> — e — §n“”8yh ,

Ohpw = Ohu, — O (2.6)
5
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seklinde elde edilir. 8,,h_lw/ = 0 kogulunun saglanmast igin 0,h,, = f,(z) tanimt
yapilir. Dolaystyla Oe# = f,, () olmali. Burada O = 7*70,0, ve h§ = n*Phg,
seklindedir. O zaman lineerlestirilmis teori kapsaminda Einstein alan denklemleri

1
Guv = Ru — gnuR =87GKT,,
1 « (6%
Ry = 5 (O + 0,0,h — 0,005 — 0,045
1
R = Z(Oh-2,0,n")

biciminde elde edilir. O halde, Einstein alan denklemlerini zayif alan 7*” cinsinden

1 _ N — -
87GKT,, = 5 (—th 4 1 DaDhB — 8,01 — 8V6ahf;> ,

1 _ N — _
= 3 (—Dh,w + N 0a0sh*? — 0,01 h* — 6,,(%170‘/3}15%)
(**)
olarak elde edilir (Maggiore 2007). Yukaridaki Einstein alan denkleminde,
D’ Alembert operatdriiniin Green fonksiyonunu, [,G(z) = §*(z — y) olarak

tanimlanirsa ilgili ¢oziim

c = / 3Gz — y) fuly)

seklinde yazilir. Bu ayar sayesinde; (**) ifadesindeki ii¢ terim yok olur. Boylece,

167G
Oy = ———1T,

v
c H

seklinde 7}, kaynakli dalga denklemi elde edilir. 7, = 0 (kaynak diginda)
oldugundan, dalga denklemi, o
Uhyw =0

seklinde olur. Boylece Denklem (2.6) nin sirasiyla sol ve sag tarafindaki Dh_w ve
8Vh_,w ifadelerinin sifir olmasindan dolay1 [e# = 0 olur. Dolayisiyla [ ¢, = 0’dir
(burada €, = 0,6, + 0,6, — 1, Ope? biciminde tanimlanir. D’ Alembert operatorii
(8) ile 0, komiit eder) O ¢,, = 0 olmast ayn1 denklemi kargilayan dort keyfi
bagimsiz fonksiyona bagh ¢, fonksiyonlarin atabilece§imiz anlamina gelir. Yani
D, Uizerinde dort kosul koyabilmek igin € fonksiyonlarim segebiliriz. Oncelikle
£V fonksiyonunu segelim. Boylece h = 0, yani izi sifir olur. Dolayistyla

huw = hue elde edilit. Ug €'(z) fonksiyonu simdi h%(z) = 0 olacak sekilde
secilmistir. 8vh_w = 0 sartinda ;1 = 0 yazilirsa 9°hgy + 0'hg; = 0 olur. hg; = 0
almirsa, 9°hgy = 0 olur. Yani hgy zamanla degismez. Zamandan bagimsiz
hoo terimi; gravitasyonel etkilesimin "statik kismina", yani gravitasyonel dalgay1
tireten kaynagin Newton potansiyeline karsilik gelir. Gravitasyonel dalganin kendisi

6
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zamana bagh kisimdir. Gravitasyonel dalga s6z konusu oldugu siirece 9°hgy = 0’1n
anlamu gy = 0°dir. Boylece dort bileseni h,o = 0 olarak ayarlandifindan sadece
h;; uzaysal kisimlar kaldi. Lorentz kosulundan 9"h;; = 0 olur. Ayrica izlerin sifir
olma kosulundan A} = 0 olur. Sonug olarak

R =0, hi =0, 0'hiy; =0 (2.7)

kosullar1 elde edilir. Bu kosullar, TT ayar, (traverse traceless gauge) olarak bilinir.
Bu durumda Lorentz ayar1 sayesinde /,,,,’nin 10 serbestlik derecesi 6’ ya inmis olur.
Lle# = 0 sartindan da serbestlik derecesi 2’ ye iner. Yalmiz burada; TT ayarinin
kaynak disinda se¢ildigine dikkat edelim. Kaynak i¢inde Dh_,w # 0 olur. Le* = 0
hala gecerlidir ve (Je,, = 0 seklindedir. Ancak (Jh,, # 0 karsilayan h,, nin
herhangi bir bileseni sifirlanmaz (Maggiore 2007; Misner vd. 1973).

2.2. Gravitasyonel Dalganmin Polarizasyon Durumlari

Yukarida (2.7) de verilen denklem takiminin ¢oziimii,
hop = Hop(kP)exp(ik,x?) seklindedir. Burada H,g, polarizasyon tensorii, k? dalga
vektordiir. Burada GD’nin z-ekseni yoniinde ilerledigini ve Lorentz ayarindan
dolay1 bir null dalga vektorii oldugunu ve yayilma yoniiniin enine oldugunu farz
ediyoruz ve k* = (w,0,0,k), w/k = c aliyoruz. TT ayar kosullarin1 kargilayan
H,z’nin en genel formu (Kausar 2017)

0 0 0 0
g 0 Hfy HY 0
=1 0 HY —Hj; 0
0 0 0 0

seklinde iki polarizasyon durumunun lineer bir kombinasyonudur. Bu matris, H+,
"art1 (plus)"

00 0 O

01 0 O

Hartﬁ - 0 0 _1 O

00 0 O

ve H*, " carpi1 (cross)"

0000

0010

Hams =191 0 0

0000

polarizasyon durumlarini gosterir.
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carpi
Sekil 2.1. Gravitasyonel dalganin polarizasyon durumlari (Moore 2016)

2.3. Gravitasyonel Dalganin Kuadrupol Dogasi

Gravitasyonel 1simanin dogasinit anlamak i¢in daha onceden elde edilmig
olan elektromanyetik 1s1may1 agiklayan yaklasimlara benzer yaklagimlar
kullanilmaktadir. ~ Bunun i¢in Oncelikle elektromanyetik teoride elektrik ve
manyetik 1s1manin nasil oldugunu inceleyelim (Misner vd. 1973).

2.3.1. Elektrik ve manyetik dipol

Elektromanyetik teoride hareketli bir yiik veya yiiklerden gelen 1sinimin
baskin formu dipol 1s1mimdir. Bir tek q nokta yiik i¢in dipol moment ’d’ olsun.

d = gx(t)

seklinde tanimlanir. ?(t), ” nun koordinat sisteminin baglangi¢ noktasina goére
konum vektorii olup, d = § vex= 17 seklinde kisaltilmistir. Dipol momentin
zamana gore ikinci degisimi,

d=qa()

seklinde elde edilir. a = a(t) = ?(t), yiikiin ivmesi olmak iizere; Larmor
bagintisi, bir nokta yiik tarafindan yayinlanan giic onun ivmesinin karesiyle orantili
olarak tanimlanir ve matematiksel olarak,

..2
Lelek = q2 a(t)2 =d

seklinde ifade edilir. Elektromanyetik 1stmanin diger en giiclii tiirleri manyetik
dipol moment ve elektrik quadrupol 1gsimalaridir. Yiikiin dagiliminin manyetik dipol
1s1madan kaynaklanan gii¢ yayinlanmasi: (luminosity), manyetik dipoliin () ikinci
tiireviyle orantilidir:

Lmany X ,u
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Burada i, yiik dagilimi {izerinden

0= Z(qi’nin konumu) x (¢;’den kaynaklanan akim)
qi

seklinde toplam ile verilir.

Simdi elektrik ve manyetik dipol 1is1manin gravitasyonel benzerini inceleyelim. m 4,
durgun kiitle ve x4, A parcaciginin koordinat sisteminin baslangi¢ noktasina gore
konumu olmak iizere elektrik dipol momentin gravitasyonel benzeri, kiitle dipol
momentinin (d), par¢aciklarinin dagilimi iizerinden

d:ZmAXA
A

seklinde toplam alinarak tanimlanir. Gii¢ yayinlanmasi (luminosity) d’nin ikinci
tiireviyle orantiliydr. Oncelikle birinci tiireve bakilacak olursa

d:ZmAXAEp
A

sistemin momentumu (p) elde edilir. Yukaridaki ifadenin ikinci tiirevi alindi§inda
sifir oluyorsa, toplam momentumun korundugu goriiliir, yani herhangi bir
kaynaktan kiitle dipol 1simast yok anlamina gelir. Manyetik dipol momentin
gravitasyonel benzeri ise

o= Z(A’nm konumu) x (A’dan kaynaklanan akim) = Zx A X (muy) = 7
A A

olarak tanimlanan toplam agisal momentumdur. Gii¢ yayinlanmasi ikinci tiirevle
orantiliydi. Yalitilmisg bir sistem icin birinci tiirev agisal momentumun korunumuna
karsilik geldiginden, manyetik dipol 1sinimin gravitasyonel benzeri yoktur. Bu
durumda yalitilmis bir sistemde kuadrupol etkisi basat etki olur. Ancak, bu etki
de kiiresel simetrik madde dagilimi s6z konusu oldugunda 6zdes olarak sifir olur
(Misner vd. 1973).

2.4. Gravitasyonel Dalgalarin Kaynagi ve Tipleri

Ivmeli hareket yapan kiitleli nesneler gravitasyonel dalga (GD) iiretirler.
Ancak burada iiretilen dalgalarin frekanslari algilanamayacak kadar kiiciiktiir.
Dolayisiyla kiitle ne kadar biiyiik olursa bu dalgalar1 da algilamak o kadar
kolay olacaktir. Bu yiizden biiyiik kiitlelere sahip karadelikler, notron yildizlari,
slipernovalar gibi astronomiksel nesneler gravitasyonel dalga kaynaklar1 olarak ele
alinmaktadirlar. Gravitasyonel dalgalar kaynaklarin 6zelliklerine gére dort ana
grupta toplanir (Ligo-Caltech 2017).
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2.4.1. Siirekli gravitasyonel dalgalar

Bu dalgalar, sabit ve oldukca iyi tanimlanmis bir frekansa sahip sistemler
tarafindan idretilir. Bunlar, birbiri etrafinda donen ikili yildiz ya da karadelik
sistemleridir. Gravitasyonel dalgalarinin frekansi neredeyse sabit oldugu icin, bu
dalgalarin yaratacagi ses siirekli bir tim1 seklindedir (Ligo-Caltech 2017).

2.4.2. [Inspiral gravitasyonel dalgalar

Yogun ve kompakt olan ve birbirleri etrafinda donen ikili sistemlerin (beyaz
clice yildizlar, karadelikler, notron yildizlar1 gibi) birlesmesi, binlerce yil siiren
yasam Omiirlerinin son agamasinda séz konusu olur. Bu sistemler, yoriingesel
enerjilerinin (¢arpigsmasini dnleyen enerji) bir kismini gravitasyonel dalgalari olarak
yayarlar. Zaman gectikce, nesneler dondiikce ve bu enerjilerini kaybettikce,
birbirlerine daha da yaklasirlar ve artik spiral sarilma ka¢imlmaz hale gelir. Ikili
sistemin yoOriinge frekansi arttigi icin bu dalgalarin yaratacagi sesler bir "civilt1"
seklinde olusur. (Ligo-Caltech 2017).

2.4.3. Patlama (burst) gravitasyonel dalgalar

Bu tipteki dalgalar, siipernova veya gama 1sin patlamalari gibi bazi
beklenmeyen veya bilinmeyen kaynaklardan iiretilirler ancak bunlarin formunun
ongoriilmesi icin bunlar1 tireten sistemler hakkinda yeterince ayrintili bilgi heniiz
mevcut degildir (Ligo-Caltech 2017).

2.4.4. Stokastik gravitasyonel dalgalar

Stokastik dalgalar evrenin erken zamaninda olusur. Bu nedenle, evrenin
kokeni ve tarihi hakkinda bilgi tasiyabilir. Bu gravitasyonel dalgalarin yaratacagi
ses siirekli bir giiriiltii seklindedir (Ligo-Caltech 2017).

2.5. Kuasinormal Modlar

Kuasinormal modlar, kapali sistemin normal modlarindan farklidir. Acik
sistemler, enerji kaybederler ve genelde onlar1 temsil eden Hamiltonyenler
hermityen degildir. Acik sistemin pertiirbasyonlarin1 karakterize eden kompleks
frekanslara sahip bu modlar1 arastirmak icin bircok motivasyon kaynagi vardir.
En Onemlisi bu modlarin karadeliklerin paramatreleriyle (kiitle, agisal momentum,
yiik) dogrudan iligkili olmasidir. Kuasinormal modlar reel ve sanal olmak iizere iki

10
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kisimdan olusur
W= WRe + tWim-

Kuasinormal modun reel kismi wg,, titresim hareketinin 6z (poper) salinima
kargilik gelirken, sanal kismi, wy,,, soniimlenmeye veya sogurulmaya karsilik
gelir.  Salimmin e ! = e ™relewimt oibi zamana bagli olmasi durumunda,
birinci kisim (e~*ret), periyodik hareketi, ikinci kisim (e¥t), (wr,, < 0)
durumunda soniimlenmeyi ifade eder. Bu durumda periyodik hareket iistel olarak
soniimlendiginden, kaynagin titresim hareketinin kararl (stable) oldugunu soyler
(Konoplya ve Zhidenko 2011), yani bu durum perturbasyonlar altinda uzay-zaman
zemininin kararli oldugu anlamina gelir. Ancak (wy,, > 0) ise periyodik hareket
iistel olarak biiytidiigii icin kararli olmayan ¢oziimleri ifade eder. KNM’lerin diger
onemli 6zelligi ise sanal kisim karadeligin Hawking sicaklifiyla (Kiefer 2004), reel
kismin ise karadelik alan kuantizasyonu ile iligkilendirilebilmeleridir (Hod 1998;
Horowitz ve Hubeny 2000; Kim 2006).

Kuasinormal modlari belirlemek i¢in, zaman-bolge evrimleri (Time-domain
evolutions) (Dorband vd. 2006; Vishveshwara 1970), Frekans alaninda dogrudan
entegrasyon (Direct integration in the frequency domain)(Chandrasekhar ve
Detweiler 1975), Ters potansiyel metodu (Inverse potential methods) (Blome ve
Mashhoon 1984), WKB (Gal’tsov ve Matiukhin 1992; Iyer 1987; Iyer ve Will
1987; Konoplya 2003; Liang 2018; Schutz ve Will 1985; Ulhoa 2014), Faz-integral
metodu (Phase-integral methods) (Andersson vd. 1993; Andersson ve Linnzus
1992; Froman vd. 1992; Glampedakis ve Andersson 2003; Natario ve Schiappa
2004), Siirekli kesir metodu (Continued fraction methods) (Leaver 1985, 1992;
Rostworowski 2007) ve Asimptotik iterasyon metodu (Cho vd. 2012, 2010; Ozer
ve Roy 2009) gibi niimerik metotlarin yan sira analitik ¢oziimler de (Birmingham
ve Mokhtari 2006; Cuadros-Melgar vd. 2013; Fiziev ve Staicova 2011; Myung ve
Moon 2012; Siopsis 2009) kullanilmaktadhir.

2.6. Einstein-Hilbert Eylemi

(2+1) boyutta Einstein-Hilbert eylem fonksiyonu
1 3
K

seklinde tanimlanir.  Eylemin, metrik tensore gore varyasyonu almnip sifira
esitlenirse hareket denklemi

R R 6y/—g
= 2.
5gab + \/__g 5gab 0 ( 8)

11
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seklinde bulunur. Burada Ricci skalerinin varyasyonu dR = g6 R,y + Rap0g dir
ve Ricci tensOriiniin de varyasyonu

ORa = VoI, — Vol

v/ —¢ Ve gq’ nin varyasyonlari

1
0V=9 = =5V =099:a09"
6gab — _gacgbd(;gdc
olarak bulunur. Bu ifadeler denklem (2.8)’de yazilirsa

1
Rab - §gabR =0

seklinde Einstein alan denklemleri (vakumda) elde edilir.

2.7. 'Teleparalel Teori

Teleparalel teorinin genellestirilmesinden elde edilen, f(7') teorisi, karanlik
enerjiye ihtiya¢ duyulmadan evrenin mevcut genislemesindeki hizlanmay1
aciklamak i¢in Onerilmigtir (Einstein 1928, 1929, 1930; Hayashi ve Shirafuji
1979, 1981). f(R) teorisine benzer sekilde, Teleparalel kiitlecekim teorisi
eyleminin genisletilmesiyle elde edilen f(7") teorisi, burulma skaleri T
‘nin yiiksek mertebelerini de igerir. ~ Burada f, burulma skaleri 7' ’nin
tiirevlenebilir bir fonksiyonudur (Bamba vd. 2012; Jawad ve Rani 2015; Linder
2010; Rani vd. 2016; Sharif ve Rani 2014). Teleparalel teori, Einstein
tarafindan kiitlecekimi ve elektromanyetizmay1 birlestirmek i¢in ilk kez tamitilan
teleparalel geometri lizerine insa edilmigstir.  Ayrica, teleparalel geometride,
Levi-Civita baglantis1 yerine Weitzenbock baglantisi yer alir.  Bu teorinin
temeli, Weitzenbock baglantisin1 tanimlamak i¢in kullanilan, tetrad alanina
dayanir. Genel Gorelilik’te (GG), egrilikle agikladigimiz kiitlecekim etkilesimleri,
Teleparalel teoride burulma kavramiyla aciklanir. Ayrica Teleparalel teoride,
kiitleli cisimlerin izledikleri yoriingeler GG’de oldugu gibi jeodezik denklemlerle
degil, elektromanyetizmadaki Lorentz kuvvet denklemlerine benzer kuvvet
denklemleriyle betimlenir (Aldrovandi vd. 2004; Bergshoeff vd. 2009a).

f(T) kiitlecekim teorisi, cesitli acilardan f(R) kiitlecekim teorisinden
farklidir. Birincisi, f(R) teorisi ile karsilastirildiginda, f(7°) teorisinin hareket
denklemleri f(R) teorisinde oldugu gibi dordiincii mertebeden degil ikinci
mertebedendir. Ikincisi, f(7T') teoride fazladan serbestlik dereceleri goriiniir (Li
vd. 2011b). f(T') teoride gravitasyonel dalga modu Genel Gorelilik ile esdegerdir
ve (2+1) boyutlu uzay-zaman icin iki serbestlik derecesi vardir (Li vd. 2011a).
f(T) kiitlegekim teorisinin de gravitasyonel dalga modlar1 Genel Gorelilige denktir

12



KAYNAK TARAMASI S. GURTAS DOGAN

(Maluf 2013) ve post-Minkowskian sinirindaki gravitasyonel i1simaya katkida
bulunmaz. (Bamba vd. 2013). Ayrica Einstein-Hilbert eylemi tarafindan tanimlanan
GG’te gravitasyonel alan denklemleri ile burulma skaleri 7' tarafindan ifade edilen
teleparalellik versiyonu, birbirinin aynisidir. Bu esdegerlilige ragmen; bu teoriyi
incelemek icin bir¢ok motivasyon kaynagi vardir. Bunlardan bazilar asagida
incelenecektir (Aldrovandi ve Pereira 2012).

2.7.1. Gravitasyon icin bir ayar teorisi

Genel gorelilik ile esdeger olmasina ragmen, gravitasyonun teleparalel
teorisi tamamen farkli bir resim icerir. Teleparalel teoride, egrilik torsiyonla,
geometri kuvvet ile yer degisir. Bu farkliligin altinda, ayar yapisi yatar:
Teleparalelizm, gravitasyonun kaynaginin, enerji momentumuma sahip oldugunu
aciklayan uzay-zaman oteleme grubu i¢in bir ayar teorisi olarak ortaya ¢ikmaktadir
(Aldrovandi ve Pereira 2012).

2.7.2. Tuatarhlik konular:

Bugiin itibariyle, burulmadan kaynaklanan yeni bir fizik i¢in deneysel kanit
yoktur. Bu, mikroskobik ve makroskobik seviyelerde gecerlidir. Mikroskobik
seviyede, giiniimiiz deneysel duyarliligi, Einstein-Cartan teorisinin 6ngordiigii
spin-torsiyon etkilesimi ile ilgili herhangi bir etkiyi tespit etmek icin gerekli olanin
cok altindadir. Makroskopik diizeyde ise, bir ndtron yildizi ilging bir laboratuvar
olurdu. Ciinkii notronlarin hizalanmast makroskobik bir spin ve sonug olarak bir
torsion alani iiretir. Ancak, nétron yildizlarinin varhi@i ve kararhilig (stability),
Genel Gorelilik temelinde iyi anlagilmaktadir. Daha sonra teleparalel bakis acisinin
mevcut deneysel veriler tarafindan desteklendigini soyleyebiliriz. Ayrica, giines
sisteminin fizigi dahil, bilinen tiim cekimsel olgular, kuvvet olarak biikiilme
(contortion) ile birlikte, teleparalel kuvvet denklemi acisindan tutarli bir sekilde
yeniden yorumlanabilir. Fenomenolojik tutarliliga ek olarak, Teleparalel teori ayni
zamanda saglam bir kavramsal tutarlilik gosterir. Ornegin, Einstein-Cartan gibi
modellerin kuplaj recetesi, gii¢clii esdegerlik ilkesini ihlal eder ve elektromanyetik
alanin etkilegimini tanimlamak i¢in kullanildi§inda, Maxwell teorisinin U (1) gauge
degisimini ihlal eder. Ancak, Teleparalel teorinin genel gorelilik ile birlestirme
recetesi, giiclii esdegerlik ilkesinin aktif ve pasif versiyonlar ile tutarhidir ve
elektromanyetik alanin kiitlecekimsel etkilesimini tanimlamak i¢in uygulandiginda,
Elektromanyetizmanin U(1) gauge de8isimini ihlal etmedigi bulunmustur. Bu
degismezlik fizik i¢in cok biiyiik bir 6neme sahip oldugundan, Teleparalel teorisi ile
saglanan torsiyon yorumlamasi, iyi kurulmus teorilerle tutarli olmas1 bakimindan en
dogal1 olarak kabul edilebilir (Aldrovandi ve Pereira 2012).

13
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2.7.3. Gravitasyonel enerji-momentum yogunlugu

Tiim temel alanlar, iyi tamimlanmis yerel enerji-momentum yogunluklarina
sahiptir. ~ Gravitasyonel alan icin de aym sey olmasi beklenir.  Bununla
birlikte, kiitlecekim enerji momentum yogunlugu icin tensorel ifadenin GG
baglaminda tanimlanamayacagi dogrudur.  Bu imkansizligin temel nedeni,
kiitlecekimi ve eylemsiz etkilerin teorinin spin baglantisinda karigtirilmis olmasi
ve ayristirilamamasidir.  Ornegin, egrilik gibi bazi nicelikler eylemsizlikten
etkilenmese de, bazilar1 buna bagh olarak ortaya ¢ikmaktadir. Kiitlecekiminin
enerji-momentum yogunlugunun, hem kiitlecekimden hem de diger eylemsiz
etkilerden bir katki icermesi gerekir. Eylemsizlik etkisi, dogas1 geregi tensorel
olmadig1 i¢in, bu teoride, kiitlecekimsel alanin enerji momentum yogunlugunu
tanimlayan herhangi bir kompleks niceli§in her zaman tensorel olmayan bir
nesne olarak ortaya c¢ikmast sasirtict degildir.  Di8er yandan, Teleparalel
teorideki eylemsizlik etkileri, bir Lorentz baglantis1 tarafindan agiklanmig olarak
kalirken, kiitlecekimi, tetradin onemsiz bir 6zelligi olarak goriinen bir Oteleme
ayar potansiyeli ile temsil edilmektedir. Bu teori dogal olarak kiitlecekimini,
eylemsizlik etkisinden ayirir. Sonug olarak, eylemsizlikten kaynaklanan katkilar
hari¢, sadece kiitlecekim i¢in bir enerji momentum yogunlugu yazmak miimkiin
hale gelirr Bu durumda bu nesneler gercek bir tensordiir, bu da c¢ekimin,
diger herhangi bir doga alan1 gibi, bir tensdrel enerji-momentum tanimina sahip
oldugu anlamina gelir. Eylemsizlikle ilgili kismin dahil olmadig1 durumda toplam
enerji-momentum yogunlugunu temsil etmediginden dolayi, bu enerji-momentum
yogunlugu gercekten korunmaz ve sadece kovaryant olarak korunur. Tabii ki,
genel durumda eylemsizlik, kiitlecekim ve madde katkilar1 iceren toplam enerji
momentum yogunlugu, siradan (ordinary) anlamda korunur. Aslinda, gravitasyonel
enerji-momentum yogunlugu icin tensorel bir ifade tanimlamanin imkansizligi,
kiitlegekiminin bir 6zelligi degil, GG’in geometrik goriintiisiiniin bir 6zelligi oldugu
sOylenebilir (Aldrovandi ve Pereira 2012).

2.8. (2+1) Boyutlu Uzay-Zamanda Relativistik Dalga Denklemleri

Bu kisimda, tezde ele alinan gravitasyonel dalganin pargacikla olan
etkilesimini incelemek icin kullanacagimiz relativistik dalga denklemlerinin egri
uzay-zamandaki formlar1 hakkinda bilgi verilecektir.

2.8.1. Klein-Gordon denklemi

Klein-Gordon denklemi relativistik spin-0 pargaciklarini temsil eden dalga
denklemidir ve m, skaler pargacigin Kiitlesi ¢, 151k hiz1, p,, par¢acigin momentumu

14



KAYNAK TARAMASI S. GURTAS DOGAN

ve O skaler parcacigi temsil eden dalga fonksiyonu olmak iizere;
pupt'® = m2c*®

seklinde yazilir. Egri uzay-zamanda spin-0 parcaciklarini temsil eden Klein-Gordon
denklemi (Birrell ve Davies 1982)

2

o (VR ) o) = e @9

\/ 5x“

biciminde elde edilir.

2.8.2. Dirac denklemi

(2 + 1) boyutlu uzay-zamanda, Dirac denklemindeki Dirac spinorii iki
bilesene sahiptir. Bu bilesenler pozitif ve negatif enerji 6zdegerlerine veya zamanda
ileri ve geri hareket eden parcacik ve anti-parcacik durumlarina karsilik gelir. Bu
yiizden, Dirac cebiri Pauli matrisleri cinsinden tanimlanir. Diiz uzay-zamanda Dirac
matrisleri ¢ = (0%, 0!, 0?) seklindedir ve e!(z) ii¢ ayaklar1 kullanilarak o' diiz

uzay-zaman Dirac matrisleri cinsinden
ot (z) = el (z)o"

seklinde elde edilir. Burada €' (z) li¢ ayaklar, egri uzay-zaman metrigi, g, ile diiz
uzay-zaman metrigi, 7;; kullanilarak bulunur

G = = ¢ e“n”, g =cele ”77” (2.10)
Dirac matrislerinin, Pauli matrisleri cinsinden ifadesi

o’ =i, ol=7', =73 (2.11)
seklinde verilir. ve 1% = (—‘1,‘ 1,1) olmak tizere, bu matrisler aralarindaki
antikomiitasyon iligkisi o'c? + 070" = 21" seklinde tanimlanir. Burada

p,v = (0,1,2) egri uzay-zaman indisleri, 7,57 = (0,1,2) diiz uzay-zaman
indisleridir. Ote yandan ['% . Christoffel sembolii

g v (9948 | 09y O9su
B2 Jzrt — O0zf  OxY

ry, = (2.12)

seklinde olmak iizere, I',,, spin baglanti katsayisi, ii¢ ayaklar, e!'(x), metrik tensor,
9, ve Christoffel sembolii,I'; o cinsinden

1
L, = —ggm( Vuel —15,) (0%, 0"] (2.13)
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olarak tamimlanir. Boylece (2 + 1) egri uzay-zamandaki Dirac denklemi; m Dirac
parcaciginin kiitlesi, ¢ 151k hiz1, /2 Planck sabiti, e, Dirac pargaciginin yiikii ve A,
elektromanyetik potansiyel olmak iizere,

- .
o g = My (2.14)
ch

a0, —T,+

seklinde bulunur (Sucu ve Unal 2007).

2.8.3. Spin-1 denklemi

Spin-1 vektor parcaciklarini temsil eden DKP denkleminde, Dirac
cebirindeki gamma matrislerinin yerini, Kemmer cebirindeki beta matrisleri alir.
(£*, Dirac matrisleri cinsinden

1
6“25(0“®]—|—I®0“)

seklinde ve spin-1 pargacigi i¢in spin baglant: katsayisi 2, spin-1/2 par¢aciginin
spin baglant1 katsayis1 cinsinden

Y,=T,I+1QT,
seklinde tanimlamak iizere, (2+1) boyutlu uzay-zamanda spin-1 denklemi

ie/g“) - Qm} U(z) =0 (2.15)

C

i (0, -5+

seklinde elde edilir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, tez kapsaminda kullanilacak olan (2 + 1) boyutta gravitasyonel
dalga zemini hakkinda bilgi verildikten sonra bu zeminde, yukarida verilen
relativistik denklemlerin analitik ¢6ziimleri sonucu elde edilen Heun denklemleri
ve Heun fonksiyonlarinin diger fonksiyonlar cinsinden yazilabilmesi i¢in gerekli
kosullarin yani sira Noether simetrisi de incelenmektedir.

3.1. (2+1) Boyutta Gravitasyonel Dalga Zemini

(2 + 1) boyutlu Einstein gravitasyon teorisi kapsaminda elde edilen dalga
zemininin metrigi

dS? = —A(u,r)du® + 2B(r)dudr + r*d6> (3.1)

seklinde tamimlanir (Zhang vd. 2014) ve A(u,r) ve B(r) katsayilarmim agik
bicimleri agsagidaki sekildedir

Al ) 1 (d(l +2d)kLr

2r \ 6d2 +5d — 1
(3—4)

B(r) = #A(1+2d)

+ 2r2ldG(u)> (3.2)

Yukaridaki katsayilarda yer alan G(u), w’nun keyfi bir fonksiyon, L , sifirdan
biiyiik bir parametre, d € R ve k = —1,0,1: k& = =41 durumu soguran
veya parlayan yildizlar1 temsil eder ve metrik kaynaginin dinamik uzay-zamanini
tanimlar; & = 0 i¢in G(u) = 0 kaynaksiz durumu dairesel simetrik pure
gravitasyonel dalgalar1 tanimlar. Ayrica, d = %, k’nin ic durumunun tamama ig¢in,
coziimlerin Minkowskian i¢in dejenere oldugu 6zel bir noktadir (Zhang vd. 2014).
Tezin bundan sonraki kisimlarinda; A(u,r) = A, B(r) = B olarak kisaltmalari
yapilacaktir. Denklem (3.1)’de verilen gravitasyonel dalga metriginden, metrik
tensor

—-A B 0
G = B 0 0
0 0 7r?
ve onun tersi
0 B! 0
gt = B! AB™2 0
0 0 r—2
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seklinde elde edilir. Bulunan bu ifadeler ve Denklem (2.10) kullanildiginda ii¢
ayaklar (triat)

1
0 _ —
o = I ¢0) = 0,
1 _ VA 2 _1 0o _ 1
‘v T g Ty ‘0T g

olarak yazilir. o# Dirac matrislerinin, Pauli matrisleri cinsinden ifadeleri
2 —1

ot = io2,5',5° olur. Denklem (2.11) kullanilarak Dirac matrisleri yeniden
diizenlenirse
1 A 1
o = 7 (ic>+o'), o = gal, o? = ;53 (3.3)

. 0A 0A
seklinde olur. A = Em ve A = o olmak iizere Denklem (2.12) kullanilarak

sifirdan farkli Christoffgl sembolleri "

A r
0o _ o __ "
FOO - 2B7 F22 B
1 —AB+ AA
1100 = 232
A B’
1 _ 1 _ =
Loy = —237 'y B
. rA s 1
F22 - _ﬁa F12 - ;7

seklinde elde edilir. ¢ = (io? + ') olmak iizere, Denklem (2.13) kullanilarak bu
gravitasyonel dalga zemini i¢cin Spin baglant1 bilesenleri,

A AN
F0—<E—E>UU,

A’
Fl = —maﬁl, (34)
VA_ o
L = 5577

biciminde elde edilir. Ricci skaleri, R,

_ rBA" —rB'A' +2BA — 2AB'

R
rB3

(3.5)
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ve Ricci tensoriini raksiyonu, = L0 tizere; Ry 1mu,
Ricci tensoriiniin kontraksiyonu, R? = ¢**¢" R, olmak iizere; R,, R* ¢arpim

R R 2B?A2 B'A A™ BA (TB’A’—TBA’—?)BA’)
ab -

2B 2B 2Bt B rB
A'A (B - rB’) N A" (7’23/2 —2rB'B + 332)

— .6
B rB B4 2r2 B2 (3.6)

olarak hesaplanir.

3.2. Heun Denklemleri

Lineer ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin Heun sinifi, dort
tekil noktasina sahip bir Fuchs denklemi olan Heun denklemleri tarafindan iiretilir
(Ronveaux 1995). Heun denklemleri; konfluent Heun, genel Heun, bikonfluent
Heun , doubly konfluent Heun ve trikonfluent Heun olmak iizere bes denklemden
olusur.

3.2.1. Genel Heun denklemi

Genel Heun denklemi

d2§)ce(g;)+(z+ o, & >d§R(x)+<x( afr — g )m(x)zo

dx? r -1 x—a) dx x—1)(x —a)

seklinde tanimlanir. Burada parametreler arasinda § + v+ & = a+ 3+ 1 bigiminde
bir bagint1 vardir. Genel Heun denklemi = = 0, 1, a ve co olmak lizere dort diizgiin
tekil noktaya sahiptir. Denklemin polinom ¢oziimii R(x) = Hg(a,q, a,7,6, 1)
genel Heun fonksiyonu olmak iizere, polinom olma kosulu; n, bir tamsay1 olmak
lizere,

a=-n
seklinde tanimlanir (Ronveaux 1995).
Eger, « = 1veq = afveyaa = ¢ = Oveyaé = 0 ve ¢ = aaf ise, bu

denklem hipergeometrik denklemlere indirgenir. Ayricay = § = £ = % olursa
Lame denklemleri elde edilir.

3.2.2. Konfleunt Heun denklemi

Konfluent denklemlerin ¢oziimlerinde, denklemlerin diizgiin sonlu bir
tekil noktasi ile * = oo diizgiin tekil noktasinin sonsuzda diizgiin olmayan bir
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tekillige yol agmasi sonucu ortaya ¢ikar. Boylece denklemlerin parametre sayisi
bir azalirken, sonsuzdaki tekilligin derecesi bir artar. Konfluent Heun denklemi

d2§}e(m)+(a+1+6+ 1+6> d%(x)+<ux—y

dx? x x—1) dz z(r—1

)) Rz)=0  (3.7)

seklinde tanimlanir. ;4 ve v

27+ (e+ 2+ P
2 )
(1+B) (=€) =62
2

vV =

seklinde tamimlanmistir. Yukaridaki denklemi incelersek = 0,1 noktalarinda
diizgiin, z = oo noktasinda diizgiin olmayan tekil noktast vardir. Bu denklemin

polinom ¢oziimii konfluent Heun fonksiyonu R(z) = He (o, 8, €,7,1,x) olmak
tizere, polinom olma kosulu; n bir pozitif tamsay1 olmak iizere,
2
v =—a (n + M%) (3.8)

seklinde tamimlanir (Ronveaux 1995). Eger, o = 0 ve v = 0 olursa, konfluent Heun
fonksiyonlari, (,£7) hipergeometrik fonksiyonlar: cinsinden yazilabilir.

Denklem (3.7)’de « = 0 durumu ele alinirsa, bu denklemin z = 0 civarindaki
¢Ozimi

R(x) = c1He (0,8, €,7,m,2) + cax P He (0, -5, €,7,m, %)

seklindeki konfluent Heun fonksiyounudur. Ayrica H’yi yine konfluent Heun
fonksiyonlar1 cinsinden (Kazakov 2006; Kwon vd. 2011; Moon ve Myung 2012b)

(8 +1)I(—¢)
P —e+ QB —-¢

NCESUND i
Mireror@-g 7 He®med =)

olarak yazilabilir ve ( ve &,

HC (076767777771’)

)HC(07€7B7_7777+771_1.)

+

CHA-B-f—v—B-etl = 0,
E+1-frae-—v—Ble+t)+5 = 0

seklindeki denklemlerin ortak ¢oziimiiyle belirlenirler.
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3.2.3. Bikonfluent Heun denklemi

Bikonfluent Heun denklemi, x — z doniistimiinden sonra x = 1’deki

diizgiin tekil noktast = oo’daki diizgiin tekil noktaya tasinip aym1 zamanda
a — oo ve b — 0 limitinde

d2%(l' ) 1+a 2 2 1 5 1 R =0
12 + (e -5 - I)w*‘@—a— — 510 + (14 a)8]) R(z) =
seklindeki bikonfluent Heun denklemi elde edilir. Bu denklemin, z = 0’da diizgiin
tekil ve x = oo’da diizgiin olmayan tekil noktasi olmak iizere iki adet tekil noktasi
vardir. Bikonfluent Heun denkleminin polinom ¢6zimii ®(z) = Hg(«, 5,7, 9, )
bikonfluent Heun fonksiyonu olmak iizere, polinom olma kosulu, n negatif olmayan
bir tamsay1 olmak {izere

dR(z)

vy=2(n+1)+« (3.9)

seklinde tanimlanir. Eger 6 = 0 veya 5 = 6 = 0 ve o # —n ise bikonfluent Heun
fonksiyonu, hipergeometrik fonksiyonlar (;F}) cinsinden yazilabilir (Ronveaux
1995).

3.2.4. Double konfluent Heun denklemi

Double konfluent Heun denklemi

2
xz% + (2% + cx + 1) %i;x) +(—ax +A\)R(z) =0

seklinde olup, denklemin polinom ¢oziimii R(x) = Hp(«,5,7,0,x) seklinde
Double konfluent Heun fonksiyonlar1 cinsindendir. Burada x € C, a ve c,
x = 0 ve x = oo ’da bulunan diizgiin olmayan tekilliklerdeki ¢oziimlerin
davranisin1 tanimlayan yerel parametrelerdir. ¢ ise donme noktalarinin yerini
belirleyen bir 6lceklendirme parametresidir. A\ parametresi, yardimci parametre
olarak adlandirilir. Double konfluent Heun fonksiyonlarinin polinom olma sarti
(Slavyanov ve Lay 2000), n, negatif olmayan tamsay1 olmak {izere

a=-n (3.10)

seklinde tanimlanir (Ronveaux 1995).

3.2.5. Trikonfluent Heun denklemi

Trikonfluent Heun denklemi

dii(gx) — (322 — ) %i’x) + (a+ fr — 3x) R(z) =0
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seklinde tanimlanir. Sadece x = oco’da diizensiz tekil noktasi bulunur. Denklemin
polinom ¢oziimii Hy(«, 3,7, z) seklindeki trikonfluent Heun fonksiyonlari olup
polinom olma sarti, n, negatif olmayan tamsay1 olmak iizere

B =3n+1)

bi¢ciminde tanimlanir (Ronveaux 1995).

3.3. Noether Teoremi

Noether teoremi, bir sistemin sahip oldugu simetrilerle korunum yasalari
arasindaki iligkiyi acgiklar (Noether 1918). Bu teorem, farkli simetri tiirleri
altinda eylemin degismezlik kosullar1 ve hareket sabitleri arasindaki iliskiyi belirler.
Ayrica korunum yasalarinin aslinda uzay-zamanin 6teleme ve donme simetrilerinin
bir sonucu oldugunu soyler.  Yani, enerjinin korunumu zaman O&telemesi
altinda eylem fonksiyonunun degismez (invaryant) kalmasinin bir sonucuyken,
lineer momentumun korunumu, uzay oOtelemesi altinda eylem fonksiyonunun
degismezliginin bir sonucudur ve agisal momentumun korunumu, uzaysal donmeler
altinda eylem fonksiyonunun degismez kalmasindan ileri gelir (Goldstein 1980).
Simdi Noether teoremini verelim:

Konfigurasyon uzayi, (’nun bir manifold oldugunu varsayarak basliyoruz. Bir
cift konfiglirasyon ve genellestirilmis hiz olarak alinan sistemin fiziksel durumu,
teget demeti (tangent bundle) 7'()’daki bir nokta ile temsil edilir. Yani, z € ()’da
teget uzayi icin 7, yazilirken, 7'Q), (z, 7) noktasina sahip ve x € @, 7 € T, dir.
() tizerinde, ¢ koordinat sisteminden kaynakli, 7'() tizerindeki dogal koordinatlari
diisiinelim, yani (¢, ¢) = (g;, (¢)°). Q tizerindeki vektor alani

i\ 0

ve x’ in T'Q) tizerindeki tasginmugt (lift), v,
9 ox'(q) - 0

J

o ' og ! dq

¥ =x()

seklinde tamimlanir. x?, ¢’ya bagli, ql bagh degildir. Lagranjiyenin x boyunca Lie
tiirevi yok olursa, yani,

L3 =x"(q9)— : .

=0 (3.11)

seklinde sifira esitse, Lagranjiyenin betimledigi sistem korunan niceliklere sahiptir
denir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1. (2+1) Boyutlu Gravitasyonel Alanin Fermiyonik Alanla Etkilesimi

Daha once tanimladigimiz Denklem (3.1)’deki metrikte bulunan A(u, ) ve
B(r) metrik katsayilarini belirleyecegiz. Bunun igin ilk olarak egri uzay-zamanda
Dirac parcaciklarin1 (fermiyonlarin1) temsil eden Lagranjiyeni tanimlayarak
baglayalim. m, Dirac parcaciginin kiitlesi, D, = d,, — I', kovaryant tiirev, ¥ = PRy
spinor alanin bilineer formu ile tanimlanan skaler nicelik, V(¥), fermiyonlarin
birbiriyle etkilesimini temsil eden potansiyel ve o, egri uzay-zamanda Dirac
matrisi olmak iizere, Lagranjiyen;

= % (Yo" Dyt — (D, ¥) 0"y — mY]

seklinde yazilir. Gravitasyonel alanla fermiyonik alan arasindaki minimal etkilegimi
betimleyen eylem fonksiyonu

S = / V]gldz {R + % [ 0" Db — (D, h)oty] — m¥ — V(\IJ)} (4.1)

biciminde ifade edilir. R, Ricci skaleri olup Denklem (3.5)’teki ifadesi Denklem
(4.1) de yazilir ve A(u,7) = A,B(r) = B ve 0 = (ic?>+07') seklindeki
kisaltmalardan sonra integral alinirsa Lagranjiyen fonksiyonu,

27’\/_

L= G-t o [P ow] - T [t~ Ty
— rB(mV + V(¥))

seklinde bulunur. (*), u’ya ve (") r’ye bagh tiirevler olmak iizere Euler-Lagrange
hareket denklemleri ve kisitlama denklemi

oL d (0L d (0L

94 %(E)‘@(ﬁ)zo’ -2
oL d (0L

%~ arlom) =" 3
oL d (0L d (0L

= _ (=)= - 4.4
90 mXa) W<w) . 44
oL _ 4 a—f _ 4 8_L, =0, (4.5)
o du 9 dr o

qza—L — L=0 (4.6)
A4
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olarak yazilir. Denklem (4.2 - 4.6) da verilen Euler Lagrange hareket denklemleri
ve kisitlama denkleminin ag¢ik formu da

B’ B
e s [P0~ Vo] —7 oty — Tt =0, @
A )
§+2j—} (G0 = Gov| =1 (m¥ + V(W) =0, (4.8)
irB iVA— | irBA—  irA— |
\/_¢a+zr\/_¢a +— ——o —4A3/2¢0+4m¢0
— rBm + LG g (4.9)
B . ivA BA i Al
- g oy
— rB(my + d‘gg’)ap) =0, (4.10)
rB(mV + V(¥)) =0 4.11)

olarak yazilir. Lagranjiyen fonksiyonu, A’nin «’ya bagh tiirevini icermedigi i¢in
Denklem (4.2) de verilen hareket denkleminin iigtincii terimi kaybolur. Denklem
(4.9) sagdan 7 ile ve (4.10) da soldan 1) ile carpip taraf tarafa topladiktan sonra,

— U
Denklem (4.11)’den de my = _dVdEI/ )1/} ve my = —d‘g—ib)z/z esitlikleri yerine

yazilirsa

Z\;ﬁ[waw waw]—zr\/_ [waw Poly] =0 4.12)

denklemi elde edilir. Denklem (4.11), Denklem (4.8)’de de yerine yazilirsa

[%@b — %w] = %gA (4.13)

seklinde bir denklem elde edilir. Ayrica, Denklem (4.13), Denklem (4.12) de yerine
yazarsak

= 1 7 —/ 1 i| - 2/1/14./

g — g =
o] - 2
olarak bulunur. Son olarak Denklem (4.14) ve (4.13), Denklem (4.7) de yerine
yazilirsa

(4.14)

A B
1 5 =0 (4.15)
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bi¢ciminde bir denklem elde edilir. Bu denklem icin, A, keyfi sabit olmak iizere;
A = Ay B gibi bir ¢dziim bulunur. Boylece A ve B igin,

A=Ay,  B=¢e" (4.16)
ya da
1 1
T T

¢cOziimleri elde edilir.

4.2. (2+1) Boyutlu Gravitasyonel Alanin Fermiyonik Alanla Minimal
Olmayan Etkilesimi

Gravitasyonel alanla fermiyonik alan arasindaki minimal olmayan
etkilesmeyi betimleyen ciftlenim i¢in sistemin eylem fonksiyonu; D, =0,
kovaryant tiirevi, 1) ve ¢ = 1'ic? spinor alan ve onun eslenigi, R, R1001 skalen
U = 1) spinor alann bilineer formu ile tanimlanan skaler nicelik, m Dirac
pargac1g1n1n kiitlesi, V(¥) fermiyonlarin birbiriyle etkilesimini temsil eden
potansiyel ve o* egri uzay-zamandaki Dirac matrisi ve F'(V), ¢iftlenim fonksiyonu
olmak iizere,

= / V0gld*z {F(\I/)R + % [ 0" Dy — (D, )o"p] — m¥ — V(\I/)} ,
(4.18)
seklinde tanimlanir. Basitlik icin W = W(u) seklinde sadece v’ nun fonksiyonu
olarak aliyoruz. Denklem (3.1)’deki gravitasyonel dalga metrigi ve bu metrikten
hesaplanan Denklem (3.5)’teki Ricci skaleri ve Denklem (3.3)’teki Dirac matrisleri,
Denklem (4.18) de verilen eylem fonksiyonunda yerine yazilir ve integral alinirsa
sistemi temsil eden Lagranjiyen fonksiyonu

F(U)A" 2F(V)AB
b2 o] S
seklinde bulunur. Bu Lagranjiyen fonksiyonundan sirasiyla Denklem (4.2 - 4.6)
da verilen Euler lagrange denklemleri, adjoint Dirac denklemi, Dirac denklemi ve
Hamilton kisitlama denklemi

—rB(mU + V(V))4.19)

) B
A3/2 [wmp wow} <B> — 0 (4.20)
A/
F(gg 2\;_ [wgw waw} — 7 (m¥ + V() =0 4.21)
rB-  OF(W) A'—  20F(¥) AB'— AV (9)—
72t e YT Taw p v Bt T Y)
A_
- 253/2@—0 (4.22)
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SERE R
+ ifgﬁ o0 =0 (4.23)
rB(mV +V(¥)) =0 (4.24)
olarak elde edilirler. Denklem (4.24), denklem (4.21) de yerine yazilir ve % ile
carpilirsa /
i [Pt =] = S 425

bicimindeki denklem elde edilir. Denklem (4.25), Denklem (4.20) de yerine

yazilirsa
F(UA  F(v)B
2BA B2

=0 (4.26)
. . o .. N ) A 2B
seklindeki denklem elde edilir. Yukaridaki ifade diizenlenir ve 1 + 5 0,

ifadesinin her iki tarafinin integrali alinirsa; ao(u), w'nun bir fonksiyonu olmak
uzere;

2

A=ag(u)e®’, B=¢ (4.27)

¢oziimii elde edilir. Denklem (4.22) sagdan ¢ ile Denklem (4.23) de soldan 1
ile carpilip taraf tarafa toplandiktan sonra bulunan ifade de Denklem (4.24) yerine

yazildiktan sonra 1A ile carpilirsa

OF(U) A’ OF (V) B
4A3/2 [w“w vo w] v 24B° " ou ﬁw_o (4.28)

seklindeki denklem elde edilir. Simdi Denklem (4.25) Denklem (4.28) de
yazildiktan sonra 2B ile ¢arpilip diizenlenirse

A’ OF(U) A _QF(¥) B
— G F() 4 U =2 U = 0 (4.29)

A’ QB’
5 yardimiyla

denklemi elde edilir. Denklem (4.29),

8F( )
ov

seklindeki denklem bulunur. ('}, sabit olmak iizere;
F(0) = VT

seklinde bir ¢6ziim bulunur. Denklem (4.22) ve (4.23) te verilen ifadeler

U — F(0) =0

- A_ aF(\IJ)A’\/_— 20F () B'A?—
Ly A G T R (4.30)
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. A OF (W) A'VA 20F (V) B’ A3/

_ - e ek = 4.31
Yt e e Yt e e 70T *30)
bi¢iminde diizenlendikten sonra; Denklem (4.30)’u sagdan ¢, Denklem (4.31) de
soldan v ile ¢arpildiktan sonra, bunlar taraf tarafa da toplanirsa

. A
UV——U=0
2A ’

denklemi elde edilir. Denklem (4.27) de bulunan A = ao(u)627’2 ifadesi yukarida
yerine yazilirsa denklemin ¢oziimii,

U= CQ\/ CL()(u)

seklinde bulunur.

4.3. Teleparalel Kiitlecekim Teorisindeki Burulma Skalerinin Hesaplanmasi

Denklem (3.1) de verilen ii¢ boyutta gravitasyonel dalga metrigi zemininde
burulma skalerini hesaplayalim. Burulma skaleri

T =S5,"1T" ,, 4.32)
seklinde tanimlanir. .S, #*, skew simetrik tensor olmak iizere;
wo _ L v pv L cumso vpBu
Sp :Z[Tp_Tp+Tp }+§[5pTﬁ—5pT B] (4.33)

seklinde tanimlanir. 77 ,,,, ise Weitzenbdck burulma tensoriidiir ve
TP = efi)(aueg“ — ave,(;?) (4.34)

seklinde tanimlanir. Buradaki ii¢ ayaklar (triad), ez), Denklem (3.1) de verilen
metrik zemininde Denklem (2.10) yardimiyla

_ 1 _
‘© = I €)= 0,
. VA 1 : 1

‘v T g ‘o7 o ‘o~

1) — _ﬁ
biciminde elde edilir.  Boylece sifirdan farkli Weitzenbock burulma tensor
bilesenleri

A
Tl — _71 — i
01 10 2A7
A/
T0 W = —T%0 = = 4.
10 01 214’ ( 35)
1
T 12 — T2 21 — —
r
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olarak bulunur. Denklem (4.35)’te verilen ifadelere indis yiikseltme ve algaltma
islemleri uygulanarak

" = —TIIO:QgA, (4.36)
T220 _ _Tzoz__é7
T221 _ 212__7%
veE
TO(? _ _T011:%7
/
T = % 7
TV = —Tlfzﬁ, (4.37)
T101 _ %’ ngzrig’
T221 _ %7 T212:_7~_13

seklinde elde edilir. Denklem (4.36) ve (4.37) yardimiyla sifirdan farkli skew
simetrik tensor bilesenleri ve Denklem (4.33) yardimiyla

1
01 _ _qg 10_ _

Si5= 5 B’

R (4.38)

o T B '
Al A

21 12 -

57 = =% 4B?  4BA

biciminde bulunur. Son olarak Denklem (4.35) ve (4.38)’deki ifadeler, Denklem
(4.32) de yazilirsa burulma skaleri
A A
 rBA rB2

(4.39)

seklinde elde edilir.

4.4. (2+1) Boyuttaki Gravitasyonel Dalga Metrigi Zemininde Fermiyonik
Alanin Teleparalel Kiitlecekim Alam Ile Minimal Etkilesimi

(2+1) boyuttaki gravitasyonel dalga zemininde, fermiyonik alanin teleparalel
kiitlecekim alaniyla minimal etkilesimini betimleyen sistemin eylem fonksiyonu;
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le| = det(e]) = V/Ig| olup, g, metrik tensoriin determinanti, D, = 9, — T
kovaryant tiirevi, ¢» ve ¢ = 4'io? spinor alan ve onun eslenigi, ¥ = n)
spinor alanin bilineer formu ile tanimlanan skaler nicelik, m Dirac pargaciginin
kiitlesi, V' (V) fermiyonlarin birbiriyle etkilesimini temsil eden potansiyel ve o*
egri uzay-zamandaki Dirac matrisi ve 7" ise Denklem (4.39) da elde edilen burulma
skaleri olmak iizere,

S:/ﬁ%k%T+%W%ﬂ%w—@R@wWﬂ—mW—VM%- (4.40)

seklinde tanimlanir.  Denklem (3.1)’deki gravitasyonel dalga metrigi ve bu
metrikten hesaplanan (4.39) da elde edilen burulma skaleri ve Denklem (3.3)’teki
Dirac matrisleri, Denklem (4.40)’ta yazilir ve integral alinirsa Lagranjiyen
fonksiyonu,

- o i Goe] - A [ T - (5 )

— rB(m¥ + V(1))

olarak elde edilir. Bu Lagranjiyen fonksiyonundan sirasiyla Denklem (4.2 - 4.6)
da verilen Euler lagrange denklemleri, adjoint Dirac denklemi, Dirac denklemi ve
Hamilton kisitlama denklemi

B - B
i;prw ¢wﬂ+~;§[w%W—wow]+§5:a (4.41)
. - A/
2o [Pt = D] = rlm 4 V() + 55 =0 (4.42)
irB (\I/) irBA— i

- \/_wa+zr\/_wa —rB(mi +

D)+ oA Y e

irA'—
= 4.43
+ 4\/Z¢O' ( )
B . dv (v BA VA
%0’1/1 irm01¢/ - TB(m¢ + ( )¢) 17;43/2 \/_ '
irA
— = 4.44
4\/Z0 Y =0, ( )
rB(mV +V(¥)) =0 (4.45)

seklinde elde edilirler. Denklem (4.43)ii sagdan 1, Denklem (4.44)’ii de soldan v
ile carpilarak, taraf tarafa toplandiktan sonra, Denklem (4.45) yardimiyla

irB dV ()

f{wwlwﬂ—wJTww w&ﬂ m3(m+ i
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bicimindeki denklem elde edilir. Denklem (4.45), Denklem (4.42) de yazilirsa

24
B

irB

7

seklindeki denklem elde edilir. Bulunan bu ifade ve Denklem (4.45), Denklem
(4.46) da yazilirsa

Do —dov)| = (447)

Al
2AB

" [dov ~Tou) = (448)

4\/_

bi¢cimindeki denklem elde edilir. Son olarak Denklem (4.47) ve (4.48) de verilen
ifadeler, Denklem (4.41) de yerine yazilirsa

( A 5,) =0 (4.49)

AB B?

seklindeki denklem bulunur. Bu ifade daha once elde edilen Denklem (4.15)’teki
¢Oziimle aynidir.

4.5. (2+1) Boyuttaki Gravitasyonel Dalga Metrigi Zemininde Fermiyonik
Alanin Teleparalel Kiitlecekim Alam ile Minimal Olmayan Etkilesimi

(2+1) boyuttaki gravitasyonel dalga zemininde, fermiyonik alanin teleparalel
kiitlecekim alaniyla minimal olmayan etkilesimini betimleyen sistemin eylem
fonksiyonunu; |e| = det(ef}) = Vgl olup g metrik tensdriin determinanti,

D,, = 9, — T, kovaryant tiirevi, ¢ ve ¢ = YTic? spinor alan ve onun eslenigi,

VU = ¢/ spinor alanin bilineer formu ile tanimlanan skaler nicelik, m Dirac
parcaciginin kiitlesi, V(W) fermiyonlarin birbiriyle etkilesimini temsil eden
potansiyel ve o* egri uzay-zamandaki Dirac matrisi, F'(V) ciftlenim fonksiyonu
ve 1" ise Denklem (4.39) da elde edilen burulma skaleri olmak iizere,

S = /d% le] {F(\II)T + % (¥ 0" Dyp — (D, h)ory] — m¥ — V(\IJ)}
(4.50)
biciminde tanimlanir. Denklem (3.1)’deki gravitasyonel dalga metrigi ve bu
metrikten hesaplanan (4.39) da elde edilen burulma skaleri ve Denklem (3.3)’teki
Dirac matrisleri, Denklem (4.50) de yazilir ve integral alinirsa Lagranjiyen
fonksiyonu

- I ] - Y oty ] - (g . %’) Fw)
— B (m¥ + V(1))
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seklinde elde edilir. Bu Lagranjiyen fonksiyonundan sirasiyla Denklem (4.2 - 4.6)
da verilen Euler lagrange denklemleri, adjoint Dirac denklemi, Dirac denklemi ve
Hamilton kisitlama denklemi

B — dF(0). B
~ i [P~ o] - L [Fotv - W] - SR - oF)
1 dF(T) _,
+ B g Y =0 (4.51)
m [ww — an} —r(m¥ + V() + EF(\D) =0 (4.52)
rB- . — — dVv \I/)— BA_
_ %@/}a + ZT\/Z@/J ol — rB(m@/) + dEII ¢) 17;43/21/) 7 1&0
irA'— A A -
+ sz - (Z — E) F(W)y =0 (4.53)

@U\P — irvV Ao — rB(mi + dV(\I/)w) - iTBAaw - i\/zalw

A v 1A% 2
A A A

- A W+ (A B) F(T)y =0, (4.54)
rB(m% + V(¥)) = 0 (4.55)

seklinde elde edilirler. Denklem (4.53) sagdan 1), Denklem (4.54)’te soldan P ile
carpilarak taraf tarafa toplandiktan sonra Denklem (4.55) yardimiyla

irB A A\ dF(D)
7i [WW 1/%71/}] —irvVA [wa W —-Yo 1/1] (Z - E) 70
— 2rB(mV + d‘;EIJ\Ij>\I/) =0 (4.56)

seklindeki denklem elde edilir. Denklem (4.55), Denklem (4.52) de yazilirsa

irB 2A’

7

bicimindeki denklem elde edilir. Bulunan bu ifade ve Denklem(4.55), Denklem
(4.56) da yazilirsa

" [dow! —Tov] = 5 F(@)—(A —— )d”‘%zo (4.58)

[1/101/1 zpaw] F(¥) =0 4.57)

4\/‘ 2AB 242 2AB| 4V
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seklindeki denklem elde edilir. Son olarak Denklem (4.57) ve (4.58) de verilen
ifadeler, Denklem (4.51) de yerine yazilirsa

A Al 1. 1._,|dF(¥) A B B
(ﬁ‘gAB)q’_Z\I“FE\P +( )F(@)_0(4.59)

AW AB B?
bi¢cimindeki denklem elde edilir. v, keyfi sabit ve ¥ = W(u,r), v ve r’ nin bir
fonksiyonu ve F'(¥) = Y olmak iizere; Denklem (4.59)’u saglayan ¢oziimler,

A = Tl B = T—lﬂ (4.60)

U = —c% +r~24¢(In(r) +u) burada, ¢ > 0 (4.61)
ve

A = ¢, B=¢"", burada, ckeyfi bir sabit (4.62)

2

U = (r+ue?z

seklinde elde edilirler.

4.6. (2+1) Boyuttaki Gravitasyonel Dalga Metrigi Zemininde Fermiyonik
Alanin F(T) Teleparalel Kiitlecekim Alam ile Minimal Etkilesimi

(2+1) boyuttaki gravitasyonel dalga zemininde fermiyonik alanin F'(7")
kiitlegcekim alanm1 ile minimal etkilesimini betimleyen sistemin eylem fonksiyonu;
le| = det(e]) = V/|g| olup, g, metrik tensériin determinanti, D, = 9, — T,
kovaryant tiirevi, ¢ ve ¢ = 1tio? spinor alan ve onun eslenigi, U = n)
spinor alanin bilineer formu ile tanimlanan skaler nicelik, m, Dirac pargaciginin
kiitlesi, V' (W), fermiyonlarin birbiriyle etkilesimini temsil eden potansiyel ve o*
egri uzay-zamandaki Dirac matrisi olmak iizere,

S = / d*x |el {F(T) + % (¥ 0" D,y — (D, h)oty] — mW — V(\If)} (4.63)

seklinde tammlamr. F(T'), sirastyla T2 ve T + T modelleri igin incelenecektir.

4.6.1. F(T)=~ T? modeli

Bu modelde v, keyfi bir sabittir. Denklem (4.39)’daki burulma skaleri, 7’
yardimyla, F'(T),

A2 A A/ 2
A 244 A ) 6

F(T) =~ <r2B2A2 C r2B3A + r2 B4
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seklinde elde edilir. Bu ifade Denklem (4.63)’te yazilir ve integral alinirsa
Lagranjiyen fonksiyonu

irB zr\/_

= o [Pl = Vv | = S (Gl =Wty | — B et + V(D))

A2 244 A7
+ 7( - + ) (4.65)

rBA2 rB2A  rB3

2
seklinde bulunur. A’ = olmak iizere, bu Lagranjiyen fonksiyonundan

uor
sirastyla Denklem (4.2 - 4.6) da verilen Euler lagrange denklemleri, adjoint Dirac
denklemi, Dirac denklemi ve Hamilton kisitlama denklemi

irB — . = 2y A2 WA 2y A
4 A3/ [w‘w N ww} 4\/— [1/’ W= ¢] "BAS  rBAZ | 2BB
AyAT 2y AA 2yA” 2vA 4yAB'  6yA'B’

+ rB2A  rB2A2  rB3 r2B2A rB3A + +BA =0 (4.66)
Y Do — % A2 3yA? AyA'A
2v/A [ww ¢”¢] r(mV+V(¥) = =5~ —5r + —gag — 0467
7 ~ — —  dV(¥)— irBA— z\/__
[ 1
Ar,u) Yo +irVAge’ —rBm + Y) + rvet
N ir Al To' = 0 (4.68)
4/ A .
irB . L dV () irBA iVA
Alr, u)aqj iV Aoy = rBmy & dU v) - Wk o
irA"
B =0 4.69
WA’ Y= (4.69)

A2 2AA N A
rBA2 1rB2A  rB3

) + rB(m¥ + V(¥)) =0 (4.70)

B
seklinde elde edilirler. Denklem (4.67), 1le carpilip, Denklem (4.70)’te yerine

yazildiktan sonra

AA/ A/2
[w“w d"”/’] :192,42 - 7«73314 “.71)
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§eklindgki denklem elde edilir. Denklem (4.68)’i sagdan ), Denklem (4.69) da
soldan 9} ile ¢arpildiktan sonra taraf tarafa toplanir ve Denklem (4.71) yardimiyla

ZT\/_ 4yvAA 4y A2

oty — oty = oo+ 4.72)

seklindeki denklem bulunur. Elde edilen (4.68) ve (4.72) denklemleri, Denklem
(4.66) da yerine yazilirsa

2vA? 2y A2 2y A AyAT 2y A" 27vA AvAB'
rB3A  rBA3 rBA? rB?2A rB3 r2B?2A rB3A
6vA'B" 29 A
= 4.
5l + 253 0 (4.73)
seklinde bir denklem elde edilir. Bu denklemi saglayan ¢6ziim, -, keyfi bir sabit ve
q > 0 olmak iizere;

A=r722 B=yp27 (4.74)

olarak elde edilir.

4.6.2. F(T)=T + ~ T? modeli

Bu modelde v, keyfi bir sabittir. Denklem (4.39)’daki burulma skaleri, 7’
yardimyla, F'(T),

F(T) = (4.75)

A _A/+ A2 _2AA’+A’2
rBA rB? " r2B2A2  y2B3A  p2P4

biciminde elde edilir. Bu ifade Denklem (4.63)’te yazilir ve integral alinirsa
Lagranjiyen fonksiyonu

irB A — {
= S [Pl - Gov] - T2 [Goty ~Foty] - 4 -5
— A2 244" A2
_ rB(m\I’+V(¢¢))+7<rBA2—TB2A+TB?’)

(4.76)

seklinde bulunur. Bu Lagranjiyen fonksiyonundan sirasiyla Denklem (4.2 - 4.6)
da verilen Euler lagrange denklemleri, adjoint Dirac denklemi, Dirac denklemi ve
Hamilton kisitlama denklemi

irB 1 1 2vA2 Ay AT 6yA'B
T [Pl — o] - 4\/_ [ R R o R
B 2vA'A B 27vA B AvAB' B B’ B 2y A N 2v A’ B 2vA" 0 @77)

rB2A?  r?B2A  rB3A B> rBA* B3 rB3 '
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inror— . = A A2 3yA2  4yA'A
[ _ _ \I] \P - _ )
A [wo—w waw] rmU+ VW) + o5~ v pr T o gsg = 4T
—irB — dV(0)—.  irBA— irA — |
Ao u>¢0+2r\/_1/10 — rB(my + 70 1/1)+4A3/21pa4\/21/10
+ “f%l =0, 4.79)
irB . - dV () irBA irA
A(r,u) o —irvAo Y —rB(my + AU V) 4A3/2 oy 4\/ZU (0
A
- o'y =0, (4.80)
A2 244 A7
(T’BA2 _TBQA_I—TB:)’) +TB(m\II+V(\I])):O (4.81)

B
— ile carpilip denklem (4.81) de yerine

olarak elde edilirler. Denklem (4.78), 54

yazildiktan sonra
irB NAAT A AR A
14372 [¢a¢ 1/’(”/’] TrB2A2 rBSA 2AB

denklemi elde edilir. Denklem (4.79)’u sagdan v, Denklem (4.80) de soldan E ile
carpildiktan sonra taraf tarafa toplanir ve Denklem (4.81) yardimiyla

m/_ — AyAA 4y A? 24
[@b W—yo @b} AT T T3 (4.83)

bicimindeki denklem bulunur. Elde edilen Denklem (4.82) ve (4.83), Denklem
(4.77) de yerine yazilirsa

(4.82)

2y A” n A’ 2y A2 2vA 2vA 4yA" 4yAB’ n 6vA'B’

rB3A  AB rBA3 rBA?> 1r2B?A  rB?A rB3A rB*

2vA" 2vAT B

——=0 4.84
rB3 r’B3 B (4.84)

seklinde bir denklem elde edilir. Bu denklemi saglayan ¢oziimler, ¢, keyfi bir sabit

olmak iizere;

1

W] (4.85)

2
, B= eT  ve v =
ya da
(4.86)

seklinde bulunur.
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4.7. (2+1) Boyuttaki Gravitasyonel Dalga Metrigi Zemininde Skaler Alanmin
F(T) Teleparalel Kiitlecekim Alani ile Minimal Etkilesimi

(2+1) boyuttaki gravitasyonel dalga zemininde, skaler alanin teleparalel
kiitlecekim alaniyla minimal etkilesimini betimleyen sistemin eylem fonksiyonu;
le| = det(e) = v/lg] = 7B olup, g, metrik tensoriin determinanti, ¢ skaler alani
ve U(¢) ise skaler alan1 temsil eden potansiyel fonksiyon ve m, skaler parcacigin
kiitlesi olmak iizere,

5= [kl {FD)+ @000 - nto U@}, s

seklinde tammlamr. F(T'), sirastyla T2 ve T + T modelleri igin incelenecektir.

4.7.1. F(T)=~ T? modeli

Denklem (4.64), yukarida verilen eylem fonksiyonunda yerine yazilir ve
integral alinirsa Lagranjiyen fonksiyonu

_ 1A A2 244 A7 ,
L=35¢ J”( —mii T B+ U(@)  (488)

rBA?

biciminde elde edilir. Basitlik i¢in alan ¢(r), sadece r’nin bir fonksiyonu olarak
secildi. Bu Lagranjiyen fonksiyonundan sirasiyla Denklem (4.2 - 4.6) da verilen
Euler lagrange denklemleri, spin-0 denklemi ve Hamilton kisitlama denklemi

2AA Y N 2 A% N 6A'B'y N 4 Ay N r¢? 2A~ A N 2A'y
rB2A?  rBA? rB* rB2A 2B r?2B?A rB?® r2B3
4AB'y Ay

rB3A  rBA?

=0 (4.89)

A2y 4AAY 347y rA

12 2
SopE ma - e apd Tr(metUe) =00 (@90

B+B B?

CTAY" (A rAd" rAB’
B

> ¢ —rBm*¢+rBU(¢) =0 (4.91)

2

o AQ,-}/ o 2AA,7 _ ﬁQﬁ”Q + A g
rBA? rB2A 2B rB3

+7rBm?*¢ +rBU(¢) =0, (4.92)

seklinde elde edilirler. Bu denklemlerin ¢oziilebilmesi i¢in (m?¢ + U(¢)) nin
bilinmesi gerekmektedir. Bu nedenle Noether Simetrisi yaklagimi kullanarak
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belirleyecegiz. Teget konfigiirasyon uzaymin koordinatlar1 (A, A, A’, B, ¢, ¢')
ile temsil edilir. Vektor alani

) 9 . o )
X = C’0 (A7 Bv ¢)6_A+CO (A7 B7 (b) (9_ACO (A7 Ba Qb)ﬁ
B o P

+ CI(A>B7¢)8_B+CZ(A7 B7 ¢)a_¢+02 (A7 B7 ¢)a_¢,

seklinde tanimlanir. Burada Cy (A, B, ¢), Cy' (A, B, ¢) ve Co' (A, B, ¢) icin
| . AaCO (Au Ba ¢) 86’0 (Aa B7 d))

G, 5, 0) oA 0T ag
A B dCy (A, B 90 (A. B
CO/(A, B7 ¢) :A/aC[)(aiA ) ¢> +B, 0(67B ) ¢) +¢/ 0<87¢ s ¢)
A A
Cy (A, B, ¢) _ 49C (/81:43, 9) +B,éog(a;BB, 9) +¢,802(a,¢3, é)

seklindeki kisaltmalar yapilmigtir.  Denklem (3.11) de verilen Noether simetri
kosulundan, £y L = 0, A2, ¢/*, A2 AA', Ap, Ao, A¢, AB', AB',A'¢, B'¢/
katsayilarinin sifir olmasi gerekir. Bu durumda

9Cy (/;,(b B.9) _,, (4.93)
0Co (z(;l,BB, 9) _ 0 (4.94)
0C, (z;l,BB, 9) _ 0 (4.95)
e <fal,AB, ) Co (AAB’ 9) G <A7237 %) _y (4.96)
e (?)’AB’ 9) Gy (A27AB’ ¢) G (AJBR 9) _ 0, (4.97)
9C, (f((l),(b B, ¢) , G (Az,AB, ¢) G (A,BB, %) _, (4.98)
9Cy (gl;lB, ¢) 3C (J;BB, %) _y (4.99)
e (21143, 0) ] 9Co (g}zs B. o) _, A4.100)
ve son olarak
Ci (A, B, ¢)r (m*¢+U(¢)) + Cs (A, B, ¢)rB (m2 + dUd((f))> = 0(4.101)
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esitlikleri elde edilir. Denklem (4.120), Denklem (4.97) de yazilirsa

aC’O (A7 B7 ¢) 300 (A, BJ ¢) _
- - S —0 (4.102)

seklindeki denklem elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden
Co(A, B, ¢) = NyA*?
biciminde bulunur. Elde edilen bu ifade yardimiyla
Ci (A, B, ¢) = N,BAY?
¢Oziimii bulunur. Elde edilen bu iki ifade Denklem (4.98) de yazilirsa

802 (A7 Ba (b)
d¢

seklinde bulunur. Daha 6nce elde edilen Denklem (4.95) ve (4.100) dikkate alinirsa

=0

Cy (A, B, ) =0

seklinde elde edilir. Boylece Denklem (4.101)’dan m?¢ + U(¢) = 0 oldugu
goriilmektedir. Bulunan bu ifade Denklem (4.90), (4.91) ve (4.92) de yerine
yazildiktan sonra Denklem (4.90) ve (4.92)’yi taraf tarafa toplarsak

A A
———==0 4.103
1 B ( )
bicimindeki denklem elde edilir. Bu denklemin «’ ya gore tiirevini alirsak
i A A
—=—=+ = 4.104
A- 23 (+164)

seklindeki denklem elde edilir. Denklem (4.103)’iin r’ye gore tiirevi alinirsa

A4 AR

A B B?

seklindeki denklem bulunur. Simdi Denklem (4.89) ve Denklem (4.90) taraf tarafa
toplanirsa

rBA2 + rB2A  rBA ' rB2  r2B2? rB3 rB3 + r2pB3
6A'B'Ay  3A%y
Ry T T =0 (4.105)

A2y 24AN 244 N 4AY 24y  4AB'y B 2A"A  2AA'y
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denklemi elde edilir. Denklem (4.89)’dan, Denklem (4.92)’yi ¢ikarirsak

A2~ N Ay N 2 A~ B 4A'y 24y  4AB'~y N 2A"A B 2AAy

rBA2  rB3  rBA rB? @ r2B? rB3 rB3 r2B3

6A'B' Ay

——F— =0 4.106
rB4 ( )

seklindeki denklem elde edilir. Daha once elde ettigimiz Denklem (4.103) ve
(4.104), Denklem (4.105)’te yerine yazar ve gerekli diizenlemeleri yaparsak

B 2A7y
rB3

seklindeki denklem elde edilir. Ayni sekilde Denklem (4.103) ve (4.104)’1,
Denklem (4.106) da yazarsak ve gerekli diizenlemelerden sonra

=0 (4.107)

A/Z
_ﬂ:

biciminde bir denklem elde edilir. Denklem (4.103), (4.107) ve (4.108)’in ortak
¢Oziimiinden

A" 0 (4.108)

A
A// R
+5 =0

seklindeki denklem bulunur. Bu denklemin ¢dziimii

B r(2—r)
ST

seklinde elde edilir. Bu ifade Denklem (4.103)’te yazilirsa, C'; sabit olmak iizere;
B = Cl(l — 7")
¢Oziimii bulunur. Elde edilen A ve B, Denklem (4.91) de yazilirsa

T +1
r—2 2r

1
¢(r) = Cryln( )
seklindeki ¢oziim bulunur. Elde edilen bu metrik katsayilari icin, Denklem (3.6)’te
verilen Ricci tensérunun kontraksiyonu, (R, R%), sonlu olmaldir. Ancak R,, R,
Ricci tensorunun kontraksiyonu sonlu olmadigi i¢in buradan elde edilen ¢oziim
gravitasyonel dalga metrigini temsil edemez.
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4.7.2. F(T)=T + ~ T? modeli

Denklem (4.75)’te verilen ifade Denklem (4.87)’deki eylem fonsiyonunda
yazilir ve integral alinirsa Lagranjiyen fonksiyonu

= — 0 2
LT S Attt rBme+U0) (4109

ﬁqg//? < A? 2AA A’Z) A A
seklinde elde edilir. Alan, ¢(r), sadece r’nin fonksiyonudur. Bu Lagranjiyen
fonksiyonundan sirasiyla Denklem (4.2 - 4.6) da verilen Euler lagrange denklemleri,
spin-0 denklemi ve Hamilton kisitlama denklemi

2AA~ n 2A%2y  G6A'B'~y  4Ay  r¢"? 2 A~ 2A"y  2A'y
rB2A?  rBA? rB* rB2A 2B  r?B?A rB3  r?B3
B’ 2Ay 4AB'y
B? rBA2 rB3A

(4.110)

sz 4AA v 3A%y  rAg” 2N

FBPA T TBPA . Bl 2B | BP

—r (m*¢+U(¢)) =0 (4.111)

= i

rAg” A rA rAB
B B B?

) ¢ —rBm?¢+rBU(¢)) =0  (4.112)

A2y 2AANy v A%y
rBA?2 rB?A 2B rB3

+7rBm?¢+rBU(¢) =0  (4.113)

seklinde elde edilirler. Bu denklemlerin ¢oziilebilmesi i¢in (m?¢ + U(¢)) nin

bilinmesi gerekmektedir. Yine ayni sekilde Noether Simetrisi yaklasimi

kullanilacaktir. Teget konfigiirasyon uzaymn koordinatlart (4, A, A', B, ¢, ¢/)
ile temsil edilir. Vektor alani

X = G4 B &)L 1 CoABy) L 1 ay A B g2

= 0( ) 7¢>8_A+ 0( ) 7¢>8_A+ 0( ) 7¢)ﬁ

0 0 0

+ C1 (A, B, qb)@—l—Cz(A, B, ¢)8—¢+C’2’(A, B, gb)@_qzﬁ’

seklinde tammlanir. Burada Cy (4, B, ¢), Cy' (A, B, ¢) ve Cy (A, B, ¢) icin
| 600 (Aa Ba ¢) aC’O (A7 Ba ¢)

CO, (A, B, (b) :AIaC()(aiAB’ ¢) +B/ 800(8,BB7 925) +¢,800(a,¢B7 ¢>
02/ (A, B, ¢) — A/602 (/2:437 ¢) +B/ 802 (‘2,}33, ¢) +¢,802 (/é;bB’ QS)
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seklindeki kisaltmalar kullanilmigtir. Denklem (3.11) de verilen Noether simetri
kosulundan, £yL = 0, A2, ¢/*, A?, AA', Ap, Ao, A¢, AB', A'B',A'¢, B'¢/
katsayilarinin sifir olmasi gerekir. Bu durumda

800 (Aa Ba ¢)

L _o. (4.114)
0Cq (f(;,d)B, ¢) G (Aé B.9) _,, (4.115)
0Cy (g,AB, 9 _O <AéB, 9) , 1Co (gl;le 9 _o, @116
0Cy (/61;137 ¢) o (A:437 ¢) G (AQ’BB’ 9) _ 0,  (4.117)
C, (fal,AB, )  Co (A;lB, 9) , O (A»é?: DA _o @1
0Cs (fé,d)B, ¢) C (A;BR ) _,, (4.119)
8Cy (g,AB, ¢) 30y (zAé B9 _y (4.120)
,9C: (g;lB, ¢) 9C (fé;5 B, ¢) _, (4.121)

ve son olarak

Cy (A, B, ¢)r (m°¢+U(¢)) + C2 (A, B, ¢)rB (m2 T %ﬁ) = 0122

esitlikleri elde edilir. Denklem (4.114) ve (4.115)’ten Cy (A, B,¢) = 0 oldugu
goriilmektedir. Denklem (4.118)’den C (A, B, ¢) = 0 oldugu goriilmektedir.
Denklem (4.121)’den ise

602 <A7 Ba ¢) =0
0A B
seklinde elde edilir. Boylece Cy (A, B, ¢) sadece B’nin bir fonksiyonudur.
d
Denklem (4.122)’den m? + % = 0 elde edilir. Bulunan bu ifade Denklem

(4.111), (4.112) ve (4.113)’te yazaldiktan sonra Denklem (4.111) ve (4.113) taraf
tarafa toplanirsa
A A B B

1B + a =0 (4.123)

seklindeki denklem bulunur. Denklem (4.123)’{in w’ya gore tiirevi alinirsa

i@ A

A" 2B
41
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seklindeki denklem elde edilir. Denklem (4.110) ve (4.111) taraf tarafa toplanirsa

AB’ N A2 N 2AAy 24y 4ABy  24"A N 2AAy  3A7%y
B2  rBA?  rB?A rBA rB3 rB3 r2B3 rB3
6A'B'Ay 44y 24y A
_ =0 4.125
rB* + rB2  r2B2? + B ( )
bicimindeki denklem elde edilir.  Denklem (4.110)’dan Denklem (4.113)’1
cikarirsak

AB A%y A%y 24y +4A”y 4AB'~y  2A"A  2AAy 24y

B> ' rBA? rB> rBA  rB2 rB® rB® B3 B2
6A'B Ay

0 4.126

rB? (4-126)

seklindeki denklem elde edilir. Denklem (4.123) ve (4.124) de elde edilen ifadeler
Denklem (4.125)’te yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
24" 2AAy rB

4T 4.127
B rB3 4y 0 ( )

biciminde bir denklem elde edilir. Ayni bi¢cimde Denklem (4.123) ve (4.124),
Denklem (4.126) da yerlerine yazildiktan sonra

B’ T

—+——=0 (4.128)
B3 4A~?

seklindeki denklem bulunur. Elde edilen Denklem (4.127) ve (4.128)’in ortak
¢Oziimiinden

24" 2A'y B

A 7‘B+B 0

bigimindeki denklem elde edilir. Bu denklemi saglayan ve (R,,R), Ricci
tensoriiniin kontraksiyonunu sonlu yapan A, B ve 7y katsayilar, yani gravitasyonel
dalga ¢oziimii veren katsayilar, asagidaki ¢izelgede verilmistir.
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Cizelge 4.1. Metrik katsayilar1 A ve B i¢in elde edilen degerler

A B v
, I 20k —1) 1
- k> 2
2 k1 rH(2k2 + k — 2) k41 -
3 1 20k — 1) I
- B S _ >
i) P k(2 — 1) 2 =2
1 2(k+1) 1
1) rh+1 rh2k(2k + 1) k—1 b2
, I 20k + 1)
- i S e >
i) s 2 4) k+1 k>0
2rF(k +1) 1
k+1 - k< —92
v) " k(2k2 + 2k + 1) 2 =

Bu degerler Denklem (4.112) de verilen spin-0 denkleminde yerine

C
yazilirsa, Cy ve C} keyfi sabitler olmak iizere; ¢(r) = Cy + - seklinde elde edilir.
r

4.8. Kuasinormal Frekanslarin Hesaplanmasi

4.8.1. (2+1) boyuttaki gravitasyonel dalga metrigi zemininde spin-%
kuasinormal frekans hesabi

Denklem (2.14)’te verilen Dirac denkleminde, Denklem (3.4) de verilen
spin baglant1 bilesenleri ve Denklem (3.3)’teki Dirac matrisleri yerine yazilir ve
diizenlenirse (A, = 0 igin)

o A’ A i 1, \/Z_g_l
ﬁ (8u— (E_ﬂ> O'O')-F;O' <8g—ﬁ00
+ \/—Zﬁl (ar + iaal) + iml (1/’1)
(o5
biciminde olur. Pauli matrisleri

B 4A
. [o1 s [0 —i
S P !

(4.129)
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olmak iizere; Denklem (4.129) da yerine yazilir ve 1 = v (u,r,0) ve
1y = 1ho(u, 1, §) bigimindeki kisaltmalardan sonra

VA VA A Oy . B
(F&n + 5B + 4\/ZB> U1+ (—7 +ZM> Py =0, (4.130)

VA 2 VA 0y | . N
<?&n+ﬁ8ﬂ+ﬁ> Yo + (74-2771) v =0 (4.131)

seklinde birinci mertebeden iki tane denklem cifti elde edilir.
Simdi A ve B katsayillarinin 6zel degerleri i¢in kuasinormal frekanslar
hesaplayalim.

1
1) Denklem (3.2) de verilen metrik katsayilarinda G(u) = 0 alinir ve d = 5 icin bu
ifadeler yeniden diizenlenirse
r?kL

A = 4.132
5 (4.132)

B = 1 (4.133)

seklinde olur. 0, ve Oy killing vektorlerdir ve O, ile komiit ederler. Bu da
denklemde degiskenlerine ayirma yontemini kullanmamiza izin verir. Bdylece
dalga fonksiyonu ¢y (u,r,0) = e “*HROR (1) ve ty(u,r,0) = e wutii Ry ()
seklinde olur. Buradan Denklem (4.130) ve (4.131)’in en sade hali

d A VA K.
<¢Z% + 27) Ri(r) + (—7 T zm) Ro(r) =0,  (4.134)

dr A 2r

seklindeki denklemlerdir. Bu ciftlenimli denklemlerde, ilk denklemden Rs(r)
fonksiyonu c¢ekilip, ikinci denklemde yerine yazildiktan sonra

<\/Zi _ A @> Ry(r) + (% + Zm) Ri(r) =0 (4.135)

p=——
mr

degisken degisimi yapilir ve

mp (6iw + V6kLk? — 36w?) 3kL + \/kL (kL — 96m?)
Ri(r)=e kLt p ARL Ti(p)
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doniisiimii uygulanirsa

d*T(p) N 2my/—36w? + 6k Lk> N VEL(kL — 96m?) N 1 dTi(p)
dp? kLk 2kLp p(1 —p) dp

my/—36w? + 6kLr2\/kL(kL —96m?)  12imw(p+ 1) — kLk
2k2L2%kp AkLrp(p — 1)

- myV/=36w? + 6kLw?  \/kL(kL — 96m?) (0) =0
kLkp(p —1) 4kLp(p —1) W

seklinde konfluent Heun denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii, N; ve N,
keyfi sabitler olmak iizere;

kLK 2kL 7 kLK 4kkL

Ti(p) = NiHe <2m‘/_36“’2 FORLR® RLL —96u) _ ) Bimw 3(nkL + dim, )

_ VkL(kL—96m?) 2my/—36w? + 6kLk2  \/kL(kL — 96m?) 3imw 3(rkkL + 4imw)
P =N 2HC< KLk T kL A UL T dmkl

seklindeki konfluent Heun fonksiyonudur. Burada p — oo’daki ¢oziimii igin,

N; = 0 olur ve Heun fonksiyonlarinin Denklem (3.8) de verilen polinom olma

4v/6me
h

olmak tizere;

sart1 kullanilarak kuasinormal frekans, € =
V6kLkc <4n +4/1—= %)

€2 ’
6,|1— 1|4 1——
n -+ 53

2
bi¢iminde elde edilir. £ = 1 durumunda, yukaridaki denklemde, 4/ 1 — % seklinde

w = =1 (4.136)

2
verilen koklii ifade % > 1 oldugu durumda, z% haline gelir. Buradan agikca

kuasinormal frekans ifadesi hem reel hem de sanal kisim igerir ve fermiyonik alanin
gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde edilen KNF bize gravitasyonel dalga
zemini kaynaginin kararli oldugunu ifade eder. Ancak £ = —1 durumunda sadece
sanal kisim igerir.

Denklem (3.1) de verilen gravitasyonel dalga zemininde ve sabit manyetik alan

B
(Ay = ‘ OT) etkisindeki Dirac parcacigi,
2ch
d 1 1K 1eBy\ VO6kL
— 4 = —— 4 im — =0
<dr * 2r> i) + < r o 2he ) rkL #2(r)
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d 12200 k. 1eBg\ V6kL
(% B kLr2> a(r) + <? Home 2hc ) rkL pr(r) =0

seklindeki iki ¢iftlenimli denklem ile temsil edilir. Wy(u,7,0) ve Vao(u,r,0)
degiskenlerine ayrilma yontemi kullanilarak

(\III(U” T, 8)) _ e—id)u—i—in@i (901 (T))
qj?(ua r, 6) \/F 902(r)
2khce
(2mc? 4 eBy)r

( 3iw _g)g 1 B
2 —=
p1(0) = e \NTEFRL 2 )7 0479 5, (p)

doniisiimii yapildiktan sonra, bu ¢iftlenimli denklem takimindan

d2¢1<g>+(&+6+1+1+&)d¢1<g>+(d_ﬁ A6+5)+1_ ¢

seklinde yazildiktan sonra o = — degisken degisimi ve

do? o (o-1)) do - ~ ho
ilw(o+1) . B
2keByo(o — 1)) Pile) =0

biciminde Konfluent Heun denklemi elde edilir. Bu denklemin konfluent Heun
fonksiyonlar1 cinsinden ¢oziimii, C; ve C keyfi sabitler ve

(2mc* + eBy)v/ —36@? + 6k Lr2c?

jo3
Il

c2hkLk ’

. _ - v
§ = - ,
. &(iwh+ 2eByk)
T = 2heByk
¥ o= -2
_ (3h—4€)eBok + 2iah
= 4hkeB, ’

_ 3eBy(2mc® + eBy)
$ = k Lh2c>

seklinde olmak tiizere;
@1(9) = CN(ljv{C <d7 Bv ;5/7 ;5/7 777 Q) + Q_ﬁCYQHC (dv _Ba :5/7 ;5/7 777 Q)

olarak elde edilir. Burada p — oo’daki ¢oziimde C‘l = 0 olur ve konfluent Heun
fonksiyonlarinin Denklem (3.8) de verilen polinom olma sart1 kullanilarak KNF

2eByk
‘hd@nt 5P - 1)
/i\/6(2n + B)(—24€2By* + h2c2kL(4(2n + ()2 — 1))
3h(4(2n + )2 — 1)
46
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olarak bulunur. & = +1 durumlar1 icin bu KNF ¢oziimiinii inceleyelim. Oncelikle

~ 1 2 24e’By’
kQ— 1 durumur;da 2ﬁ degeri yani 5\/ 1— % + C; 2 I(j ifadesinde
24e*B
< > 1+ ¢ 20 oldugundan ¢ °_ olur. Boylece KNF, hem reel hem de sanal
L c2h2L )

kismi igerir. Ancak £ = —1 durumunda KNF ifadesi sadece sanal kismu igerir yani
pure sanaldir (pure imaginary).

Bu cizelgede k = -, k = 1,L = 107 — ve n = 1 degerleri icin manyetik
m,
alanin deg8isimine karsilik KNF’ler verilmistir.

Cizelge 4.2. Kuasinormal frekanslarin manyetik alanla degisimi

By(T) Im(@)(H z) Re(@) x 1071 (Hz)
10~ —7.902184963 x 107° 0.6123724359
10713 —7.902184963 x 1078 0.6123724359
10712 —7.902184963 x 1077 0.6123724359
1071 —7.902184963 x 1076 0.6123724359
10710 —7.902184963 x 1072 0.6123724359
107° —7.902184963 x 10~* 0.6123724359
1078 —7.902184963 x 1073 0.6123724359
1077 —7.902184963 x 1072 0.6123724359
1076 —7.902184963 x 107! 0.6123724359
107° —7.902184963 0.6123724359
10~* —7.902184963 x 10 0.6123724359
1073 —7.902184963 x 102 0.6123724359
1072 —7.902184963 x 103 0.6123724359
107! —7.902184963 x 10* 0.6123724359

Burada gravitasyonel dalgalar1 tespit etmek icin kullanilan Pulsar zamanlama
dizisinin (Pulsar Timing Arrays) (PZD) duyarhiligi 107°Hz < f < 107%Hz
araligindadir (Moore 2015). Ayrica PZD’ye gore Diinya ve pulsar arasindaki
uzaklik (¢p_p)(1 kpc = 3.1 x 10%m) olmalidir (Deng ve Finn 2011). Burada

1
L = 107**— olarak belirledigimizde /p_p, L cinsinden {p_p = i seklinde
m

tanimlanabilir. Ayrica Cizelge 4.2°de verilen ilk dort deger PZD’nin duyarlilig:
arasindadir.
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Ayrica cizelgedeki frekans degerlerinden ve gravitasyonel dalga metriginin 1siksal

durumundan (dS? = 0), \, = < ve A\, = ﬁ ¢, 151k hiz1, w frekans olmak
w z
izere; kirmiziya kayma (z2),

B
VAT T T

seklinde elde edilir (Misner vd. 1973).

Cizelge 4.2’de verilen frekans ifadesinin reel kismi icin kaynagin gbdzlemlenen

2kL
dalgaboyu, )\, = 4.9 x 10'%m olarak elde edilir. Burada A = r ve B =1

degerleri yerine yazilirsa
[ 6
=41
- r2kL

elde edilir. Pulsar-Diinya aras1 uzaklik L = 10*38#, ve k = 1’dir. Diinyanin
radyasyon kaynagiyla olan uzakligin1 gosteren r’nin bazi degerleri (Abdo vd. 2010)
icin hesaplanan kirmiziya kayma, z ve kaynaktan salinan 1s18in dalgaboyu, .
degerleri Cizelge 4.3 te verilmistir.

Cizelge 4.3. r’nin degerlerine karsilik kirmiziya kayma

L(1/m?) r(m) z Ae
1.17 x 101? 0.19 4.11 x 10%
3.1x 10738 1.10 x 101? 0.26 3.88 x 101
0.88 x 10 0.56 3.14 x 10"
0.77 x 10 0.81 2.71 x 10%

Cizelgede verilen degerler, gozlemsel z = 0.187003 (Smith ve Thrane 2018) ve
z < 0.04 (Messenger vd. 2014) degerleriyle karsilagtirildiginda yakin degerler elde
edildigi goriiliir. Ayrica A, = 4.9x 10'”m ile ¢izelgede verilen ). yi karsilastirirsak,
Ao > ¢ kaynagin bizden uzaklastigim1 gosterir. Bu durum deney sonuglariyla
uyumludur.

2) Denklem (4.16) da verilen

2 2
A= Ape™”, B=¢V

48



BULGULAR VE TARTISMA S. GURTAS DOGAN

metrik katsayilari cinsinden Denklem (4.134) ve (4.135) yazilirsa

)\T\/ \/ ﬁ _7;/4} ) B
d 21w 2V A() w2 1K ) B
(5 -t ) Ro(r) + e (7 +zm> Ri(r)=0  (4.139)

olacak sekilde iki tane birinci mertebe denklem cifti elde edilir. Denklem
(4.138)’den R;(r) gekilip, Denklem (4.139) da yerine yazildiktan sonra elde edilen
ikinci mertebe denklemde e = 1 + \r2 + ’\22—’"4 yaklagiminin yam sira
1 ()\27“\/7140 + 8iwy/ + NrAgy — 8iw)\)
\/E__
Ry(r)y=r Z2e 874 T(r)

1

donU§umu ve p = 4@74)\ Iy degisken degisimi yapilirsa, d = )\% 1, y=8c+1,

I€
¢ = — ve m = 0 olmak iizere;

Co

d*T (p ) (2\/_4— 1 AdPw 5 ) dT(p)

dp? P A2 A3 ) dp
2w(2"yd)\72\/571)

292\ 4 2d27(2¢ — 1) + 32A/2(1 — 4c) — — 22240

o
T —
+ oY (p)=0

seklinde bikonfluent Heun denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii

AdBw  —32\y7 — 128073 + 2/ A + dyd(c — 1)

T(p)=CiHp ( Ve,

XAy’ YA ’
4w(=1+ B2y + 1) — 2/c — 2\dn)
B XAy '’ )
" Czp_wEHB (2\/57 4d3w37 —32)\7% — 128)\7% + 22\/572)\ + dyd?(c — %),
A2Aqy3 V2
dw(—=1+ d*(2y/c+ 1) — 2y/c — 2\d)
B N Agyd 7 )

olacak bicimde elde edilir. p — oo iken C; = 0 olmalidir. Bikonfluent Heun
fonksiyonlarinin Denklem (3.9) da verilen polinom olma sartindan kuasinormal
frekans;

.AO\/C)\(lﬁ)\C% (de+ 1) + A/e(l —292) + vd?(1 — 2¢) + A2 (n+ 1))
ve ded ’
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olarak elde edilir. Burada fermiyonik alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden
elde edilen bu KNF, A > 0, Ay > 0 ve x > 0 sartlar1 i¢in bize gravitasyonel dalga
zemini kaynaginin kararl oldugunu ifade eder.

3) Denklem (4.17)’de verilen
1

r2

1
A:AQ—2, B:
r

metrik katsayilari cinsinden Denklem (4.134) ve (4.135) yazilirsa

(%) Ri(r) + r\/lA_o (_Tm + im) Ry(r) =0,

d 2w 1 1 K
—— — 4+ —|R — +1 R =0
(dr A * 27’) 2(r) + rv/ Ao <7’ —i—zm) 1(7) ’
seklinde elde edilir. Tkinci denklemden R, (r) cekilip, ilk denklemde yerine yazilir

/1 21
veb=k A—O, d= AZ—C: olmak tzere;

PRy(r) (1 2b dRy(r) b 16db—1 5d
d?"z +<—+——d) + —ﬁ_{—W—ZT RQ(T):O

seklinde double konfluent Heun denklemi elde edilir. Bu denklemin double Heun
fonksiyonlar1 cinsinden ¢oziimii

dr

roor2

3 3 3
9 _ 272 D) AR 2 _
Ry (T) = ReeHy | —avED, 12v/2(db)2 — db + 484D ,6\/§(db) ‘ db — 48a20* 4 12+/2(db) 7 V2dbr — 2b
4de db 4db V2dbr + 2b

3 3 3
2b = = =
2 _ 27,2 2 _ 27,2 2 _
RieT Hy (4 5, 12v/2(db)2 — db 4 48d%b* 6+v/2(db)2  db — 48d%b* + 12v/2(db)2  /2dbr Qb)7

4dc ’ b’ 4db " \2dbr + 2b

seklinde bulunur. Denklem (3.10) da verilen double konfluent Heun
fonksiyonlarinin polinom olma sartindan kuasinormal frekans

inQAg/ 2

64K

w =

biciminde elde edilir. Burada Ay > 0 (metrigin isaretinin degismemesi icin)
olmasi sartiyla x’nin isaretinin (-) olmasi durumunda artili ¢6ziim, ’nin isaretin
(+)’11 olmas1 durumunda eksili ¢6ziim alinir. Fermiyonik alanin gravitasyonel alan
ile etkilesiminden elde edilen KNF, bu kosullar icin gravitasyonel dalga zemini
kaynaginin kararl oldugunu ifade eder.
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4) Denklem (4.60)’ta verilen

1 1
A = — B=

7”67 - retl

metrik katsayilar1 cinsinden Denklem (4.134) ve (4.135)’teki denklem ¢ifti
2

yazildiktan sonra, Wy(r) = r~587% P,(r) doniisiimii ve y =

Nt degisken
c+2
degisimi yapilirsa

2 dPs(y)? n dPo(y) [ o (Biw—4-— 3c)?
Y ar Ty 16(c + 2)2

) Pt =0

seklindeki modifiye Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii, 7y, Z;
Siw+4+c

4(c+2)

Pa(y) = ZoKp(y) + Z11p(y)

keyfi sabitler, p = ve m = (0 olmak tiizere;

modifiye Bessel fonsiyonlari cinsinden elde edilir. Burada y — oo iken I,(y)
raksar. Bu ylizden Z; = 0 olur ve

Py(y) = ZoK,(y)

seklindeki ¢coziim elde edilir. y — 0’da

1
Ky(y) ~ ZogT(0)(5) 7. Re(p) > 0 (4.140)
seklinde olur (Abramowitz ve Stegun 1972). p = n kullamlarak kuasinormal

frekans

(4n —1)c+4(2n —1)
8

W= —1

biciminde elde edilir. Fermiyonik alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde
edilen KNF, ¢ > 0 i¢in gravitasyonel dalga zemini kaynaginin kararli oldugunu
gosterir.

5) Denklem (4.62) de verilen

A — eCT’27 B — eC?"Q
metrik katsayilari cinsinden Denklem (4.134) ve (4.135) yazilir ve bu iki
denklemin ortak ¢oziimiinden sonra

1 (er? 4 8iwr) + V9 + 8r2r2c? + 24irwe
C ok

Ro(r)=r2 e 8 G(r)
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doniisiimii yapilirsa (m = 0)

d2R2(T’>
dr?
—i(5r’c+2r’c — 1)) Ry(r) =0

dR2 (7”)

— 4ir?
w dr

+ 2r%(ir — 4w) + <4i/~€2ec’”2 —drw(er? +1)

1
seklindeki bikonfluent Heun denklemi elde edilir. Burada e =14 er? + =t

yaklagimi altindaki ¢oziimiiniin bikonfluent Heun fonksiyonlar1 (Hpg) cinsinden
ifadesi, C, ve C}, keyfi sabitler ve

= 2k,
12wc
(c2(9 + 8K2))3/4’
=54 — 12k% + 326" — 32¢%WPK°
T 2(9 + 8k2))32 ’
4w

(9 + 8k2))1/4’
1
e = —ii(c2(9 + 8k2))1/4

olmak tizere;
G<7a) = CaHB (Ck, 57 e 57 6’/”) + C’br_al‘——[B (—Oé, 67 Y, 57 67’)

biciminde elde edilir ~ Burada » — oo’daki ¢oziimde C, = 0 olur
Hp fonksiyonlarinin Denklem (3.9) da verilen polinom olma sarti kullanilarak
kuasinormal frekans

\/(9 + 8k2)(2¢k? — 3¢ — /(9 + 8Kr?)(—Kk + n + 1))
w=— o (4.141)

seklinde elde edilir. Burada fermiyonik alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden
elde edilen KNF, ¢ > 0 durumunda bize gravitasyonel dalga zemini kaynaginin
kararli oldugunu ifade eder.

Cizelge 4.1’de verilen metrik katsayilar1 icin kuasinormal frekanslari
hesaplayalim.

6) Cizelge 4.1°den

B 2(k —1)
rk=1’ rR(2k2 + k —2)

seklinde verilen metrik katsayilart cinsinden Denklem (4.134) ve (4.135)
yazildiktan sonra bu iki denklem ciftinden elde edilen ikinci mertebe denkleme
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—k—1

ks 1 2iw(k—1) e 4k(k — Dr—
— g a 2212 T(r) d =
Ry(r)=r 2xZ+k=2 T(r) dontigtimii ve p Gt (2 +F—2)

degisken

degisimi yapilirsa

d*T(p) N 1dT(p)  (32iw(k —1)(k +5)(2k* + k — 2) + 16p*(=k — 1)*(2k* + k — 2)?
dp? p dp 16p2(—k — 1)2(2k> 4+ k — 2)?

—64iw(k — 1)(2k% 4+ k — 2) — 256w2(k — 1)% 4 (—16 — 4k + (k +5)2)(2k2 + k — 2)2 B
i 16p%(—k — 1)2(2k2 + k — 2)2 )T(/)) =0

seklinde modifiye Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii (m = 0)
T(p) = ZaKa(p) + Zola(p)

modifiye Bessel fonksiyonlari cinsinden bulunur. Burada p — oo iken I,(p)
raksadigindan Z, = 0’dir. Boylece

T(p) = ZoKo(p) (4.142)
¢oziimii elde edilir. Burada denklem (4.140) kullanilarak kuasinormal frekans

i(2k2 + k —2)(dn(k +1) — (k+3))
a 16(k — 1)

olarak bulunur. Fermiyonik alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde edilen
bu KNF, £ > 2 ve n > 0 i¢in gravitasyonel dalga zemini kaynaginin kararl
oldugunu gosterir.

7) Cizelge 4.1’den

1 2(k — 1)
A=—— B=——""—
rk=1’ rk(2k — 1)k

seklinde verilen metrik katsayilari cinsinden Denklem (4.134) ve (4.135)

yazildiktan sonra, bu iki denklem ciftinden elde edilen ikinci mertebe denkleme
—2k3 —13K2 +7F £ 166w (k—1) 4(k _ 1)1,{7‘ 7k27l

Ry(r) =r 8k(2k-1) F(r) doniigimii ve o = Rk Dk D)

degisken
degisimi yapilirsa

d?F (o)
TQQ +

1dF(o) (—32iwk:(—k—3)(k—l)(2k—1)+1692k2(_k_1)2(Qk_l)z
o do 16k2(2k—1)2(—k—1)202

—256(,02(/{: — 1)2 + (—k _ 3)2(2/€ . 1)2/€2
16k2(2k — 1)2(—k — 1)20? > F(o)=0

seklinde elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii m = 0, Fj ve Fj keyfi sabitler olmak
izere; modifiye Bessel fonksiyonlari cinsinden

F(o) = FoKs(o) + Fils(o)
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biciminde elde edilir. Burada ¢ — oo iken I3(p) waksadigindan F; = 0’dir.
Boylece

F(o) = FoK(0) (4.143)
seklindeki ¢6ziim elde edilir. Denklem (4.140) yardimiyla kuasinormal frekans

w:_%@k—U@Mk+U—%k+@)

16(k — 1)

seklinde bulunur. Burada fermiyonik alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden
elde edilen bu KNF, £ > 2 ve n > 0 icin gravitasyonel dalga zemini kaynaginin
kararli oldugunu ifade eder.

8) Cizelge 4.1’den

1
A=— B= M
rk+l rk+2(2k + 1)k

seklinde verilen metrik katsayilart cinsinden, Denklem (4.134) ve (4.135)

yazildiktan sonra bu denklem ciftinden elde edilen ikinci mertebe denkleme
—2k3 —19k2 —9k+16iw(k+1) Ar(k -1 — ki3
Ry(r) =r i Y (r) doniisiimii ve z = k(lz(—i——'?:)(;?l; +21>

degisken

degisimi uygulandiktan sonra

PY(2)  1dY(z)  KA(—k = 5)*(2k + 1)? — 32iwk(—k — 5)(k + 1)(2k + 1)

dz? z dz 1622(—k — 3)(2k + 1)2k?

—256(k + 1)%w? + 162%(—k — 3)*k*(2k + 1)?
1622(—k — 3)(2k + 1)2k?

Y(2)=0

seklinde modifiye Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii (m = 0)
Y(z) = yoK'y<Z) + yl]w(z)

modifiye Bessel fonksiyonlar1 cinsinden bulunur. Burada z — oo iken I,(z)
raksadigindan y; = 0’dir. Boylece

Y(2) =yl (2)

¢oziimii elde edilir. Denklem (4.140) de verilen bagimntt kullanilarak kuasinormal
frekans

ik(2k+ D) (n(k +3) — (k +5))
16(k + 1)

w =
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seklinde bulunur. Fermiyonik alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde
edilen bu KNF, £ > 2 ve n > 0 icin gravitasyonel dalga zemini kaynaginin kararl
oldugunu gosterir.

9) Cizelge 4.1’den

1 B 2(k+1)

A= PR 2T rk+2(k 4+ 4)

seklinde verilen metrik katsayilar1 cinsinden, Denklem (4.134) ve (4.135)
yazildiktan sonra, bu denklem ciftinden elde edilen ikinci mertebe denkleme,

Ro(r) ’(’“+9)‘k§§>2§6“(k“)[{( ) doniisiimi 4(k + 1)/4;70%
r) =r + r) doniisimii ve y =
2 : 4 (k+4)(k+3)

degisken
degisimi yapilirsa (m = 0)

d*H (y) N 1dH(y)  (k+4)*(k*(16y> + 1)5(2k +5) + 48y*(2k + 3))

dy? y dy 16y%(k + 3)%(k + 4)2
256(k + 1)%*w? — 32iw(k + 5)(k + 4)(k + 1)H< )0
16y2(k + 3)2(k + 4)2 v =

olacak bicimde modifiye Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii
modifiye Bessel fonksiyonlar1 cinsinden

H(y) = hoK,(y) + hil,(y)

olarak elde edilir. Burada y — oo iken [, (y) wraksadigindan h; = 0’dir. Boylece

H(y) = hOKu(y)

seklindeki ¢oziim elde edilir. Denklem (4.140)’deki ifade yardimiyla kuasinormal
frekans
ik +4)dn(k+3) = (k+5))

16(k+1)

seklinde bulunur. Fermiyonik alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde
edilen bu KNF, £ > 0 ve n > 0 i¢in gravitasyonel dalga zemini kaynaginin kararl
oldugunu gosterir.

10) Cizelge 4.1°den

2r¢(k +1)
A=rMt B=
TRk 2k 1)

seklinde verilen metrik katsayilar1 cinsinden, Denklem (4.134) ve (4.135)
yazildiktan sonra, bu iki denklem ¢iftinden elde edilen ikinci mertebe denkleme,

55



BULGULAR VE TARTISMA S. GURTAS DOGAN

k(lc77)(2k2+2k+1)+16m(k+1) 4(1’& —I— ].)KJT’k?;l
R — 8k(2k2+2k+1) P d es _es .. _
o(r) =7 () doniisiimii ve 7 RSV Ty

degisken degisimi yapilirsa (m = 0)

d*P(1) N 1dP(7) . 256(k + 1)%w? — 32iw(k + 1)(k — 3)k(2k* + 2k + 1)
1672k2(k — 1)2(2k2 + 2k + 1)2

dr? T dr

1673 (k — 1)%K%(2K% + 2k + 1)° + (k — 3)°K*(2k% + 2k + 1) P(r) = 0
166272 (k + 3)2(k + 4)2 =

olacak bicimde modifiye Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii
modifiye Bessel fonksiyonlari cinsinden

P(7) = poKA(7) + p11A(7)
seklinde elde edilir. Burada 7 — oo iken [,(7) wraksadigindan p; = 0’dir. Boylece
P(7) = hoK (1)
¢oziimii elde edilir. Denklem (4.140)’deki ifade yardimiyla kuasinormal frekans

k(2K + 2k + 1)(4n(k — 1) — (k — 3))
B 16(k + 1)
seklinde bulunur. Fermiyonik alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde

edilen bu KNF, £ < —2 ve n > 0 icin gravitasyonel dalga zemini kaynaginin
kararli oldugunu ifade eder.

4.8.2. (2+1) boyuttaki gravitasyonel dalga metrigi zemininde spin-1
kuasinormal frekans hesabi

Denklem (3.1) de verilen gravitasyonel dalga zemininde, Denklem (2.15)’te
verilen (2+1) boyuttaki spin-1 denkleminde yazilirsa

02 20 ‘ 0 4 4 0
L00028_1_£+A’ 0000
VA|lO o0 o0 2| /a\ 44 " 4B 0000

0000 0000

[0 1 10 0220 200 0
VA1 00 1 AVAL4 0 0 0 1000 0
+F100181+4BA 4000+?000082

0110 0220 000 —2
\F—OQQO 1000 Uy (u,r,0)

Al0 000 o100 o(u,r,0) |
5Bloo0o0 0] T¥ 001 0 Uo(u,r,6) | =0

(0220 000 1 U_y(u,r,0)

D
(@)}
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olacak bigimde elde edilir. 9, ve 0y killing vektorlerdir ve 0, ile komiit ederler. Bu
yiizden denklemde degiskenlerine ayirma yontemini kullanabiliriz. Boylece dalga
fonksiyonunu

\Ijl(ua T, 9) ] ] Rl (7“)
\I[O(u7 T, 9) _ e—zwu—i—sz Ro(T>
qj—l(uv T, 9) R—l T)

seklinde yazabiliriz. Denklemlere gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra

da A 1 B K B
<%+ﬁ+;) RO(T)+ﬁ (—7+2m) Rfl(T') —O, (4144)

d A AB 1 2iwB B (i
(_____+__ iw )RO(T)—Fﬁ(%—I—im) Ry(r) = 0(4.145)

d  2iwB 2imB d A
(——ZL) R_l(r)+%Ro(r)+ (%+Z) Ri(r)=0 (4.146)

seklinde elde edilirler. Denklem (4.144)’ten R_1(r), Denklem (4.145)’ten de R;()
cekilip, Denklem (4.146) da yerine yazildiktan sonra elde edilen ikinci mertebe
denklemi, A ve B katsayilarinin 6zel degerleri i¢in inceleyelim.

1) Denklem (4.60)’ta verilen

seklinde verilen metrik katsayilari cinsinden Denklem (4.144), (4.145) ve (4.146)

yazilip diizenlendikten sonra; ikinci mertebe denkleme, Ry(r) = r~2tT(r)
25
doniisiimii ve p = IZ_'_ 5 degisken degistirmesi yapilirsa (m = 0)
d*T(p)  1dT(p) 1+ (2iw—k)*+ p*(k+2)?
2 ;" - 2,2 T(p)=0
dp o dp (k+2)%p

modifiye Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii, Yy, Y7 keyfi sabitler

1 2iw — k)2
vev = \/ + (2w ) olmak iizere;
(k +2)

T(p) = YoKy(p) + Y11,(p)

seklinde modifiye Bessel fonsiyonlari cinsinden elde edilir. p — oo iken I,(p)
raksar. Bu yiizden Y; = 0 olur ve

T(p) = YoK,(p)
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¢oziimii elde edilir. Denklem (4.140) kullanilarak kuasinormal frekans

ik — /1 —n2(k + 2)2
2
seklinde bulunur. Burada vektor alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde

edilen bu KNF, £ > 0 ve n > 0 icin bu gravitasyonel dalga zemini kaynaginin
kararli oldugunu ifade eder.

w =

2) Cizelge 4.1’den

1 2k—1)
rh=17 7k (2k2 4 k — 2)

seklinde verilen metrik katsayilart cinsinden Denklem (4.144), (4.145) ve (4.146)
yazilip diizenlendikten sonra elde edilen ikinci mertebe denkleme de

) e 4k(k — 1)r—"5
Ry(r) = r 208%4k-2) F(r) doniisimii ve o = CTE RN

degisken degisimi yapilirsa (m = 0)

d’F(o) 1dF(0) (*(k+1)?—k*+2(k—1))(2k* + k — 2)?
d? * o do (2k2 + k — 2)2(k + 1)%p? Fle)

16w?(k — 1)* — Siw(k — 1)*(2k* + k — 2) B
N (2k2 4+ k — 2)2(k + 1)2p2 F(e) =0

seklinde modifiye Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii fy, f1 keyfi
sabitler ve

 V/8iw(—2k2 — k4 2+ 2iw) (k — 1)% + (k? — 2k + 2)(2k% + k — 2)?

B (k+1)(2k —1)(2k2 + k — 2)

€

olmak tizere;

F(o) = foKc(0) + fil(o)

seklinde modifiye Bessel fonsiyonlar1 cinsinden elde edilir. ¢ — oo iken I (o)
raksar. Bu yiizden f; = 0 olur ve

F(o) = foK(0)

seklindeki ¢6ziim elde edilir. Denklem (4.140) kullanilarak kuasinormal frekans

i(k—1)4+ /1 —n?(k+1)2(2k* + k + 2)
Ak —1)

w=—

seklinde bulunur. Burada vektor alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde
edilen bu KNF £ > 2 ve n > 0 i¢in gravitasyonel dalga zemini kaynaginin kararl
oldugunu ifade eder.
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3) Cizelge 4.1°den

1 2(k — 1)
A=—— B=——""—
rk=1’ rk(2k — 1)k

seklinde verilen metrik katsayilari cinsinden Denklem (4.144), (4.145) ve (4.146)

yazilip diizenlendikten sonra elde edilen ikinci mertebe denkleme de
k(—16k+3)+4iw(k—1) Ak — 1 -5
Ro(r) = r B0 R(r) donusgimi ve z = klz;k? T 3;_ ;)

degisken
degisimi yapilirsa (m = 0)
d*R(z) n ldR(x) B (22k2(2k2 + k — 1)2 + K2(k* — 2k + 2)(2k — 1)2
dx? r dx (2k — 1)2(k 4 1)2k222

Siwk(k — 1)2(2k — 1) + 16w (k — 1)?
(2k — 1)2(k + 1)2k2a?

R(z)

R(z) =0

modifiye Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii, cg, c; keyfi sabitler ve

 V/Biw(—2k2 + k + 2iw) (k — 1)% + k2(k? — 2k 4 2)(2k — 1)?
B k(k+1)(2k — 1)

n

olmak iizere;
R(z) = coKy(x) + c11,(x)

seklinde modifiye Bessel fonsiyonlar: cinsinden elde edilir. = — oo iken I,(z)
raksar. Bu ylizden ¢; = 0 olur ve boylece

R(z) = co Ky ()

¢oziimii elde edilir. Denklem (4.140) kullanilarak kuasinormal frekans

i(k — 1) ++/1—n2(k+1)2k(2k — 1)
A(k —1)

W= —

seklinde bulunur. Burada vektor alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde
edilen bu KNF, £ > 2 ve n > 0 i¢in gravitasyonel dalga zemini kaynaginin kararh
oldugunu gosterir.

4) Cizelge 4.1°den

L 5 2(k +1)

A= rk+17 rk2(2k + 1)k

seklinde verilen metrik katsayilar1 cinsinden Denklem (4.144), (4.145) ve (4.146)
yazilip diizenlendikten sonra elde edilen ikinci mertebe denkleme de
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3k(—2k-+1)+4iw(k+1) 4%(1{3—‘;— 1)7”_%
Ro(r) = r 2K(RFT) G(r) doniisimii ve z = R T TR )

degisken
degisimi yapilirsa (m = 0)
d*G(z) . ldG’(z) B (22K%(2K* + Tk + 3)% + K*(K* + 2k + 2)(2k + 1)?
dz? 2z dz (2k + 1)%2(k + 3)2k222

Biwk(k + 1)%(2k + 1) + 16w?(k + 1)*
(2k + 1)2(k + 3)2k222

G(z)

G(z)=0

modifiye Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii, Ny, NV; keyfi sabitler
ve

\ V8iw(2k? + k — 2iw)(k + 1)2 — k2(2k% + k + 2)(2k + 1)2
B k(k+3)(2k + 1)

olmak iizere;
G(Z) = N()K)\(Z> + Nll)\(Z)

seklinde modifiye Bessel fonsiyonlar1 cinsinden elde edilir. z — oo iken I)(2)
raksar. Bu yiizden N; = 0 olur ve boylece

G(Z) = NOK)\(Z)

bicimindeki ¢oziim elde edilir. Denklem (4.140) kullanilarak kuasinormal frekans

Ci(k+1) ++/(=n(k +3) = D(n(k +3) + k(2k + 1)
4(k+1)
seklinde bulunur. Burada vektor alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde

edilen bu KNF £ > 2 ve n > 0 i¢in gravitasyonel dalga zemini kaynaginin kararl
olgunu gosterir.

5) Cizelge 4.1°den

1
g B 2(k +1)
rk+1 Tk+2<k + 4)

seklinde verilen metrik katsayilari cinsinden Denklem (4.144), (4.145) ve (4.146)

yazilip diizenlendikten sonra elde edilen ikinci mertebe denkleme de
=30kt +iw(k+1)  8k(k+ 1)7,—%

Ro(r) = r— 26¥0  Q(r) doniigimi ve y B

degisken
degisimi yapilirsa (m = 0)
d*Q(y) n ldQ(y) B (2 (K* + Tk + 12)% + 4(k* + 2k + 2)(k + 4)?

dy? y dy (k+4)2(k + 3)2y? Q)
32iw(—k — 4 + 2iw)(k + 1) B
(k + 4)2(k + 3)2y2 Qly) =0
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modifiye Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii, Uy, U; keyfi sabitler
ve

 V/Biw(—k — 4+ 2iw)(k +1)2 + (k2 + 2k 4+ 2)(k + 4)?
B (k+3)(k+4)

olmak uizere;

Qy) = UoKs(y) + Urls(y)

seklinde modifiye Bessel fonsiyonlar1 cinsinden elde edilir. y — oo iken I)(2)
raksar. Bu ylizden U; = 0 olur ve bdylece

Q(y) = UoK5(y)

seklindeki ¢6ziim elde edilir. Denklem (4.140) kullanilarak kuasinormal frekans

\/(—n(k‘ +3)—2)(n(k+3)—2)
2
4(k+1)

i(k+1)F (k+4)

Wio = —

seklinde elde edilir. Burada vektor alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde
edilen bu KNF, £ > 0 ve n > 0 i¢in bize gravitasyonel dalga zemini kaynaginin
kararli oldugunu ifade eder.

6) Cizelge 4.1’den

2rF(k + 1)

A= B =
o k(2K + 2k + 1)

seklinde verilen metrik katsayilari cinsinden Denklem (4.144), (4.145) ve (4.146)
yazilip diizenlendikten sonra elde edilen ikinci mertebe denkleme de

—3k(2k+1) (4iw—3)k+4iw Ak +1 _%
Ro(r) = r @724k P(r) doniigiimii ve 7 = k,(iQ(ki’*t 13;2— 1

degisken
degisimi yapilirsa (m = 0)

d’P(r)  1dP(r) —16w*(k+1)> + k*(k* + 2k + 2)(2k° + k + 1)2P<T)
dr? T dr k2(2k? + k 4+ 1)%2(k — 1)272

Siw(k(2k? + k + 1))w(k + 1)*(T?k*(2k* + k + 1)*(k — 1)2P 0
- K2(2K2 + k + 1)2(k — 1)272 (r) =

modifiye Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii, by, b, keyfi sabitler ve

/Biw((2k3 + k% + k) + 2iw) (k + 1)2 + k2(k® + 2k + 2)(2k% + k + 1)?
B k(k—1)(2k2 +k+1)

«
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olmak tizere;
P(1) = boKo(1) + b1 1o(7)

seklinde modifiye Bessel fonsiyonlari cinsinden elde edilir. 7 — oo iken I,(7)
raksar. Bu ylizden b; = 0 olur ve boylece

P(1) = by K,(7)

¢oziimii elde edilir. Denklem (4.140) kullanilarak kuasinormal frekans

ik +1) — /1 —n2(k—1)2kEQ2K* + k + 1)
YT Ak +1)
olarak elde edilir. Vektor alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde edilen bu

KNF k£ < —2 ve n > 0 sartlar1 i¢in gravitasyonel dalga zemini kaynaginin kararl
oldugunu ifade eder.

4.8.3. (2+1) boyuttaki gravitasyonel dalga metrigi zemininde spin-0
kuasinormal frekans hesabi

Denklem (3.1) de verilen (2 + 1) boyutta gravitasyonel dalga metrigi
icin Denklem (2.9)’daki Klein-Gordon denklemine ¢(u,r,6) = e "' R(r)
seklindeki degiskenlerine ayirma yontemi uygulanirsa

(al2 N (A’ 2B’ inB) d iwB  B? (fﬁ—i-mQrQ

T\ A" B A )T A A

r2

)) R(r) =0 (4.147)
olacak bicimde elde edilir. Simdi A ve B metrik katsayilarinin agik formu
kullanilarak KNF’leri hesaplayalim.

1) Denklem (4.60)ta verilen

11
_chrl

metrik katsayilari cinsinden Denklem (4.147) yazildiktan sonra

e 2kr 271
R(r) = r~%= ng(’I“) doniisiimii ve p = % degisken degisimi yapilirsa
c
(m =0)

d_2+1i_ (c+1)2+ p*(c+2)? — 4w?
dp*  pdp (c+2)2p?

)7 =0

seklinde modifiye Bessel denklemi elde elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii, 7 ve
T keyfi sabitler olmak iizere; modifiye Bessel fonksiyonlar1 cinsinden

T(p) = ToKy(p) + Taly(p)
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seklinde elde edilir. p — oo iken [, (p) wraksadigindan 77 = 0’dir. Boylece

T(p) = TyK,(p)

¢oziimii elde edilir. Denklem (4.140)’deki ifade yardimiyla kuasinormal frekans

Vie+1—n(c+2)(c+1+n(c+2))
2

w=—

olarak elde edilir. Skaler alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde edilen
bu KNF, ¢ > 0 ve n > 0 i¢in bize gravitasyonel dalga zemini kaynaginin kararl
oldugunu gosterir.

2) Denklem (4.62) de verilen

2

A=¢"" B=¢
metrik katsayilari cinsinden Denklem (4.147) yazilirsa (m = 0)

( 1 N V2c(w?) — K? 3 — 4K?

d_g2 4 docv/K? +2 160?

seklinde Whittakker denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii olan Whittaker
fonksiyonu, IV u(r), hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

)M@ZO

) 1
Wﬁw0ﬂ==€5¢”21F1<§-%u-—k,1-%2u,p) (4.148)

seklinde tanimlanir (Greiner 2000). Bu ifade yardimiyla

Lo VP (o) o i
w<Q> =€ 2p 4 lFl ( : +2(2+\/14—t;1n24)r—’2_;/§( )7 2+\/12+T7 Q)

seklindeki ¢6ziim elde edilir. Hipergeometrik fonksiyonlarin polinom olma sarti
kullanilarak, kuasinormal frekans

v%dvmk+x2+4n+\nf+m#y+v§m2—1»
T 2

W

biciminde bulunur. Burada skaler alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde
edilen bu KNF, ¢ < 0 ve n > 0 icin gravitasyonel dalga zemini kaynaginin kararl
oldugunu ifade eder.

3) Denklem (4.86) da verilen
-2

A=r', B=rz
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metrik katsayilari cinsinden Denklem (4.147) yazilirsa

2 iQuwre41) d N iwhr=572(0 — 2h) — 2(k2h2 + m2r?) R(r)
dr? r dr 2rth "

biciminde bir denklem elde edilir Bu denklem ¢ = 1,24 degerleri icin
2

coziilebilmektedir. / = 1 iciny = idi degisken degisimi ve
r

iwy2ky Yy h+ VR? + 4m?
Rly)=e & 2y 2h F(y),

doniistimii yapildiktan sonra

d? h+ Vh? + 4m? d  k(h+ VR +4m?) — w’h
Y= -y F(y)
dy h dy 2kh

=0,

seklinde Kummer denklemi elde edilir ~ Bu denklemin c¢oziimi Kummer
fonksiyonlar1 cinsinden, f; ve f; keyfi sabitler,

a_m/h2—|—4m2+h(m—w2) b_h+\/h2+4m2
— . b= -

2kh

olmak tizere;

F<y) = fOM(av ba y) + flU(a7b7 y)

seklinde bulunur. a bir tamsay1 olmak zorunda degildir (Seaborn 1991). Burada
tamsay1 olmadig1 durum i¢in kuasinormal frekansi hesaplayacagiz. y — 0’da
f1 = 0’dir. Boylece

F<y) = fOM(aa ba y)

¢6ziimii elde edilir. Burada y — oo’da

L®) 4 o
M(a,b,y) ~ Yy 4.149
(a,b,y) )Y (4.149)
seklinde elde edilir. (Abramowitz ve Stegun 1972; Cruz vd. 2016). Denklem
(4.149) da verilen ifade yardimiyla, @ = —n kosulu kullanilarak kuasinormal
frekans
\/Fm[h(n + 1) + Vh% + 4m?|
W= —
h

olacak bicimde elde edilir. Skaler alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde
edilen bu KNF « > 0 i¢in gravitasyonel dalga zemini kaynaginin kararli oldugunu
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gosterir.

(4.147)’te verilen Klein-Gordon denklemi, ¢ = 2 ¢dziimii igin
2 2

R(r) = e~ r~2G(p) doniisiimii ve p = VE Y degisken degisimi yapilirsa
r

> 1d 4R*p* + h* +4m?
e Glp) =0,
dp?*  pdp 4h2p
seklinde modifiye Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii, go, g1 keyfi
. h? + 4m? }
sabitler ve b = —on olmak tizere;

G(p) = 90Ku(p) + g11u(p),

seklinde elde edilir. Bu ifadenin "w” icermedigi goriilmektedir. Dolayisiyla
kuasinormal frekans elde edilememektedir.

(4.147)’te verilen Klein-Gordon denklemi, ¢ = 4 ¢dziimii i¢in

i(8wh + 27r? (kB2 + 4m?)) —h+ VRh? + 4m?
R(r)=e r2h r 2h T(r)

TR wo . oo .
doniistimii ve 2z = =l degisken degistirilmesi yapildiktan sonra

T(z)=0

d? 2h + Vh? + 4m? d 2wh+ wvVh2+4m?2 — ik’h
Z—— + —z | 5+
dz? 2h dz 4wh

seklinde Kummer denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii, 7 ve 7T keyfi sabit
olup

—wVh2 4+ 4m? + h(—2w + ik?) Vh? + 4m? + 2h

4w?h 2h
olmak tizere;
T(z) =ToM(p,v,z) + ThU(u, v, 2)

seklinde Kummer fonksiyonlari cinsinden elde edilir. y — 0’da 7} = 0’dir. Boylece

F(y) = f()M(Cl, ba y)
bigimindeki ¢6ziim elde edilir. Denklem (4.149)’deki ifade yardimiyla kuasinormal
frekans
ihk?
w =
Vh2+4m? +2h(2n + 1)
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seklinde bulunur. w = wge + iw;, olmasi durumunda (w;,, < 0) olmalidir.
Ancak k > 0 ve n > 0 oldugundan dolay: skaler alanin gravitasyonel alan ile
etkilesiminden elde edilen bu KNF, bu sartlar i¢in bize gravitasyonel dalga zemini
kaynaginin kararli olmadigini gosterir.

4) Cizelge 4.1’den

1 2(k —1)

A= rh(2K2 + k — 2)

, B =

seklinde verilen metrik katsayilari cinsinden Denklem (4.147) yazildiktan sonra
,2k3—k2+22k:+4iw(k—1) o . 4/4[(]{ —_ 1)707]6271
R(r)=r  202+-2  R(r) donisimii ve z = =)

degisken
degisimi yapilirsa (m = 0)

d*R(x) N 1aR(z) —16w*(k — 1) + (2*(k + 1) + &%) (2k° + k — 2)°
dx? r dx x2(2k + 1)2(2k2 + k — 2)?

R(z)=0

seklinde modifiye Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimil, z,, 2, keyfi
sabitler ve

 VEA(2K? + k- 2)2 — 16w (k — 1)?
B (k+1)(2k2+k —2)

v

olmak iizere;
R(z) = 2. K, (x) + 21, (2)

seklinde modifiye Bessel fonsiyonlari cinsinden elde edilir. Burada x — oo iken
I, (z) raksar. Bu yiizden z, = 0 olur ve

R(x) = z. K, (x)

¢oziimii elde edilir. Denklem (4.140) kullanilarak kuasinormal frekans

Vk=n(k+1)(k+n(k+1))(2k*+ k —2)
Ak —1)

W= —

seklinde bulunur. Burada skaler alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde
edilen bu KNF, £ > 2 ve n > 0 icin bize gravitasyonel dalga zemini kaynaginin
kararl oldugunu gosterir.

5) Cizelge 4.1’den
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seklinde verilen metrik katsayilar1 cinsinden Denklem (4.147) yazildiktan sonra

2(1-2k) +iw(k=1) Ak(k — 1)r— 2
R(r) = T H(r) dontigiimii ve z = k;/zék? n ;f_ D

degisken degisimi
yapilirsa (m = 0)

d’H(z) N 1dH(2)  —16w°(k — 1)* + 2°k*(2K* + k —1)> + k' (2k — 1)°
dz? z dz 22(2k —1)%(k + 1)

H(z)=0

seklinde modifiye Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii Hy, H; keyfi
sabitler ve

9 VEY 2k — 1)2 — 16w?(k — 1)?
B k(k —1)(2k — 1)

olmak iizere;
H(Z) = Hng(Z) + Hng(Z)

seklinde modifiye Bessel fonsiyonlari cinsinden elde edilir. z — oo iken [y(2)
raksar. Bu ylizden H/; = 0 olur ve

H(z) = HyKy(2)
seklindeki ¢6ztim elde edilir. Denklem (4.140) kullanilarak kuasinormal frekans

V=G D)k A+ n(k+ D)2k = Dk

Ak —1)

seklinde bulunur. Skaler alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde edilen bu
KNE k& > 2 ve n > 0 icin gravitasyonel dalga zemini kaynaginin kararli oldugunu
ifade eder.
6) Cizelge 4.1°den

1 2(k+1)

A= St S
A2 (2 + 1)k

. B

seklinde verilen metrik katsayilar1 cinsinden Denklem (4.147) yazildiktan sonra

—k2(2K5) 2k it (k-4 1) Ak(k + 1)r 2
R(r) = r B F(r) dontsimii ve p = kéﬁ: 7);+3) degisken
degisimi yapilirsa (m = 0)
£ 1 a4 1602 (k=1)24(p? (k+3)2+(k+2)? ) k2 (2k+1)?
dp> " pdp p2kZ(2k+1)2(k+3)2 Flo)=0

seklinde modifiye Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii, £y, Fi keyfi
sabitler ve

Rk +2)2(2k 4+ 1)? — 16w (k + 1)?
B k(2k +1)(k + 3)
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olmak tizere;

F(p) = FoKe(p) + File(p)

seklinde modifiye Bessel fonsiyonlar: cinsinden elde edilir. p — oo iken I¢(p)
raksar. Bu ylizden F} = 0 olur ve

F(p) = FoKe(p)

bicimindeki ¢oziim elde edilir. Denklem (4.140) kullanilarak kuasinormal frekans

VE+2—n(k+3)(k+2+n(k+3))(2k+ 1)k
Ak +1)

w=—

olacak bi¢imde bulunur. Burada skaler alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden
elde edilen bu KNF, £ > 2 ve n > 0 i¢in gravitasyonel dalga zemini kaynaginin
kararl oldugunu gosterir.

7) Cizelge 4.1’den

A 1 B 2(k+1)
rhtl rk+2(k 4 4)
seklinde verilen metrik katsayilari cinsinden Denklem (4.147) yazildiktan sonra
— (k+2) (k+4) +diw(k+1) 4/€(k + 1)74# .

R(r) =r 2(k+9) W {(r) doniisimi ve 7 = degisken

() (r) donii T e
degisimi yapilirsa (m = 0)

2 1d  7Hk+42(k+3)%+ (k24 4wk 4+ 1) + 6k + 8) (k% + dw(k — 1) 4+ 6k + 8) Wir) =0
(G + 7 T2k 3k + 42 Jo-

seklinde modifiye Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii, wy, wq keyfi
sabitler ve

V(k+4)2(k +2)2 — 16w?(k + 1)2
(k+4)(k+3)

olmak tizere;
W(T) = wo K, (1) + wily(7)

seklinde modifiye Bessel fonsiyonlari cinsinden elde edilit. 7 — oo iken I,(7)
raksar. Bu ylizden w; = 0 olur ve

W(r) = woKy(7),

seklindeki ¢6ztim elde edilir. Denklem (4.140) kullanilarak kuasinormal frekans

VE+2—nlk+3)(k+2+n(k+3))(k+4)
Ak +1)
68
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seklinde bulunur. Skaler alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde edilen
bu KNF, £ > 0 ve n > 0 icin bize gravitasyonel dalga zemini kaynaginin kararl
oldugunu gosterir.

8) Cizelge 4.1’den

2rk(k + 1)

A= k+1 B =
o k(2K + 2k + 1)

seklinde verilen metrik katsayilar1 cinsinden Denklem (4.147)” yazildiktan sonra

k2 (262 +2k+1) +4iw(k+1) Ak 1 Al
R(r) = r ze+2+0 T(r) doniigimii ve ¢ = (22(4 _—|—k2)r_ 2> degisken
degisimi yapilirsa (m = 0)
42 1d 16w (k41)? 467k (2K —k—1)2 4k 2k 42K+ 1)% ) _9
dsz T ¢ ds 2k2(h—1)2(2k2+2k+1)2 () =

seklinde modifiye Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii, Cy, Cy keyfi
sabitler ve

VR 2K 4 2k + 1)2 — 16w?(k 4 1)?
“= (k —1)(2k2 + 2k + 1)

olmak iizere;
T(§) - OOKa(g) + Clla(g)

seklinde modifiye Bessel fonsiyonlar: cinsinden elde edilir. Burada ¢ — oo iken
I, (<) wraksar. Bu yiizden C; = 0 olur ve

T() = CoKols)
seklindeki ¢6ziim elde edilir. Denklem (4.140) kullanilarak kuasinormal frekans
V(n—k(n+1)(—n+k(n—1))(2k* + 2k + 1)k
4(k+1)

seklinde bulunur. Skaler alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde edilen bu
KNEF £ < 2 ve n > 0 icin gravitasyonel dalga zemini kaynaginin kararli oldugunu
gosterir.

W= —

4.9. Gravitasyonel Dalgayla Molekiiler Potansiyellerin Etkilesimi ve
Kuasinormal Frekans Hesabi

4.9.1. Kratzer potansiyeli

Diatomik molekiiliin ¢ekirdekleri arasindaki titresimleri tamimlamak i¢in
onerilen Kratzer potansiyeli; (Kratzer 1920), D., ayrilma enerjisi ve £ cekirdekler
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arast denge mesafesi olmak iizere,

V(r) = —2D, (§ - 5—2> (4.150)

ro 2r?

seklinde tanimlanir. Denklem (4.150) de verilen Kratzer potansiyeli Denklem
(2.14)’te verilen Dirac denkleminde yerine yazilir ve

(qjl(u’ T, 0)) B e—iwu-i—in@ <¢1 (7”))
\IIQ(U7 T, 6) \/F ¢2(T)
degiskenlerine ayirma yontemi kullanilirsa

d A ik imc\ B
(@ + ﬂ) (bl(T) + <—7 + T) ZCZ)Z(T) =0, (4.151)

r 22

d 2iwB 4iD,B (& & ik imc\ B
seklinde iki tane ciftlenimli denklem elde edilir. Bu iki denklemden

[ d? ((82’§De(§ — 2r)e + 8iwr*h)B* + 4AB'chr® (— Ar? — 4A’r3)B) d

2 4ABchr3 4ABr3 dr
(ARPB® (€D (€ + 2r)e + 12iwrh) B2 + 2AB'r*ch (4.153)
4AB7r3 4ABr3ch ‘

(—2Ar? — Ar)B _
1AB P2(r) =0

bi¢imindeki ikinci mertebe denklem elde edilir. Simdi A ve B metrik katsayilarinin
bazi degerleri icin Denklem (4.153)’tin ¢6ztimlerini inceleyelim.

Oncelikle Denklem (3.6)’te verilen Ricci tensoriiniin kontraksiyonunda
tekillik olusturmayacak sekilde secilen metrik katsayilari; o« ve [ keyfi sabitler
olmak tizere,

(1-r)a

seklinde bulunur. Bu metrik katsayilar1 Denklem (4.153)’te yazdiktan sonra,
p = —— degisken degistirmesi ve
r

eBE2D, A 5
+= _

2(p) :e( ach 2>p(p—1)7p2x(p)
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doniisiimii yapilirsa (m = 0 igin)

d? 146 149\ d ~vA+2) ((2iws+ 3ca)p+ ca(l+6§)) A
— (A —+— —
dr? P p—1

dr - 2(p—2) 2cap(p —1)

T+(p—1) 28°wD.(§+2)e _
~ plp—1)  ha’p(pp—1) > (0) =0

konfluent Heun denklemi elde edilir. Bu denklemin konfluent Heun fonksiyonlari
cinsinden ¢6ziimii, Ny ve N1 normalizasyon sabitleri ve

2B/ —&4D €2 + ar2c®h?

N =
ach ’
5 = @ + 2ifw
N ca
2i((eD. (& + 2) + wh)
Y= )
cha
(—263D2e*(€ + 2) + *h?ar?)B + i&%e D cha
v o= —
c2h2a? ’
(2iBcaw + 43%w? + 2a?)h — 8¢FweD,
no= 2.2
2hc*a

olmak iizere;

x(p) = NoHe (N, 8,7, 0,1, p) + Nip °He (A, —0,7,v,7, p)

biciminde elde edilir. p — oo’daki ¢coziimde Ny = 0 olur. konfluent Heun
fonksiyonlarinin Denklem (3.8) de verilen polinom olma kosulu kullanilarak
kuasinormal frekans

_2ie€(§ 4 2) DA 2ncha + chAa(2(n + 1) + a)
- ANGH

olarak bulunur. Burada I, Hy ve HC' diatomik molekiillerin ayrilma enerjisi,
D., (Bransden ve Joachain 1982), cekirdekler arasi denge mesafesi, &, ve «
ve [ parametrelerinin bir ka¢ degeri icin kuasinormal frekanslar Cizelge 4.4’te

verilmistir. Buradan =1, k = E’dir.

71



BULGULAR VE TARTISMA S. GURTAS DOGAN

Cizelge 4.4. Denklem (4.154)’te verilen metrik katsayilar1 ve [, Hy ve HCI
diatomik molekiilleri i¢in kuasinormal frekanslar

Molekiil a B &(m) D.(eV) w
1074 1072 —0.38 x 10713 — 3.7 x 10%
Iy 108 1072 1010 1.56 | —0.38 x 10713 —1.12 x 10%
1071° 1073 —0.38 x 1072 — 3.6¢
1074 1072 —0.115x 10712 = 3.7 x 10%
H, 108 1072 1010 4.75 | —0.115x10712—1.12x 10%
10-1° 1073 —0.115 x 1072 — 3.6i
10~ 1072 —0.112x 10712 — 3.7 x 10%
HCI 10-8 1072 10710 4.62 | —0.112x10712—-1.12x10%
1071° 1073 —0.112 x 107'2 — 3.6¢

Cizelge 4.4’ten de goriildiigii gibi a ve [ parametreleri degistirildiginde, KNF nin
sanal kisimlar1 ayniyken, reel kisimlar1 degismektedir. Ayrilma enerjisi en kiiciik
olan I, molekiiliiniin reel kismi1 en biiyiik, HC! molekiiliiniin reel kismi en
kiigiiktiir.

Ikinci olarak, Denklem (4.60)’ta verilen metrik katsayilari; ¢ = 2 icin, « ve
B sifirdan biiyiik keyfi sabitler olmak iizere,
A=Y v -l (4.155)

r2 r3
olacak sekilde elde edilir. Bu ifadeleri denklem (4.153)’te yazdiktan sonra,

3 (=2ar+b+inr?f)s+2abr —d —b

¢(r) =r2e 2r?s p(r)

Ve . ce e
doniisiimii ve o = ———, degisken degisiminin ardindan,
r

2ieD.Ef
ach
2ieD.£%3
ach
I€2ﬁ2
a?’
wp

f = 7

ac

s = Vd+b?
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olmak tizere;

d? 2 1 2ib d bs?(2f —1 d?
(2D 2ba ) N4 (L gy bR Ha
do? 0 52 do s
(4.156)
dia(sf — (14 f)b
_ il (§ )))]90(@)20
20s2
seklindeki bikonfluent Heun denklemi elde edilir. Bu denklemin, m = 0 i¢in
¢Oziimii, N, N, normalizasyon sabitleri ve
B 2iab
Ho= R
257+ b(2f —1)s* +a*d
vo= §3/2 !
diaf
-

/s

olmak {iizere; bikonfluent Heun fonksiyonlari cinsinden ifadesi

()0(@) = QiZf*lNlHB (Cv n,v,v, Q) + NQHB (_Cnua v,v, Q)

olacak sekilde elde edilir. Burada ¢ — co’daki ¢6ziimde N, = 0 olur. Bikonfluent
Heun fonksiyonlarinin Denklem (3.9) da verilen polinom olma kosulu kullanilarak
kuasinormal frekans

iac (—s*(1+ 2n) — bs® + a*d)
2s26(s —b)

W= —

olarak elde edilir. Ayni sekilde I, H, ve HCl diatomik molekiillerin ayrilma
enerjisi, D., c¢ekirdekler arasi denge mesafesi, £, ve o ve [ parametrelerinin
degerlerine karsilik gelen kuasinormal frekanslar Cizelge 4.5’teki gibidir. Burada

n=1,x=="dir.
2
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Cizelge 4.5. Denklem (4.155)’teki metrik katsayilar1 ve I5, Hy ve HC'l diatomik
molekiilleri icin kuasinormal frekanslar

Molekiil a g E(m) | De(eV) w

1072 102 —7.6x 107 — 1.5 x 10%
P 10~ 10t | 1070 1.56 | —=7.6 x 107* — 1.5¢

1076 106 —76x107* —1.5x 107%

1072 102 —2.3x 1073 — 1.5 x 10%
Hy 1074 10* | 10710 4.75 | —=2.3 x 1073 — 1.5¢

107° 10° —23x107% — 1.5 x 107%

1072 102 —2.24 x 1072 — 1.5 x 10%
HCI 1074 10t | 1070 462 | —2.24 x 1073 — 1.54

1076 108 —224x 1073 - 1.5 x 107%

Cizelge 4.5’te ise yine KNF’nin sanal kisimlart aymiyken, reel kisimlar
degismektedir. Ancak ayrilma enerjisi en biiyilik olan H5 molekiiliiniin reel kismi
en kii¢iik, /> molekiiliiniin reel kismi1 en biiyiiktiir.

4.9.2. Lennard-Jones potansiyeli

Bagli olmayan iki atom veya molekiiliin etkilesiminin potansiyel
enerjisini, atomlar veya molekiiller aras1 mesafenin bir fonksiyonu olarak ifade eden
bu potansiyel; V' (r) iki atom veya molekiil arasindaki potansiyel, « iki par¢acik
arasindaki potansiyelin sifir oldugu uzaklik, ¢ potansiyel kuyusunun derinligi ve r
parcaciklar arasindaki mesafe olmak iizere,

V(r) = 4e [(9>12 . (3)6} 4.157)

r r

seklinde Onerilmistir (Jones 1924). Denklem (4.157), denklem (2.14)’te verilen
Dirac denkleminde yerine yazilirsa

4y 2 e+ (-E ) Do =0
(e a) w0+ (S5 +75) 5

d  2iwB  8iecB a_u_a_ﬁ () + E_f_@ B () =0
dr A chA \ ri2 ¢6 = r h Agp1 "=

seklinde iki tane c¢iftlenimli denklem elde edilir.  Wy(u,r,0) ve Wa(u,r,0)
degiskenlerine ayirma yontemi kullanilarak

(wsern) = o G
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seklinde yazildiktan sonra; bu iki denklemden

d*p1 (1) [(Ziwchru + 8ieea®(a® — 1)) B? — (A + rA')chBr't AB'r'? | dp:(r)

dr? r'2chBA r'2chBA| dr
4ichk*AB3r1®  4iA'B*(wchr'? + 4eca®(a? — r®)) — 2ir'?chA'B'A
[_ 4ri2chBA? * 4r12chBA? (4.158)
chBri*(2iA” Ar + 2AA" — r A”)
" 4r2chBA? eilr) =0

seklindeki ikinci mertebe denklem elde edilir. Simdi A ve B metrik katsayilarinin
bazi degerleri icin Denklem (4.158)’1 inceleyelim.

Oncelikle Denklem (4.60)’ta verilen metrik katsayilari; ¢ = 4 igin, f ve d
sifirdan biiyiik keyfi sabitler olmak iizere,

d
A:é,B:—5 (4.159)
r r
seklinde elde edilir. Bu ifadeler Denklem ( 4.158) de yazildiktan sonra
6200z
T T fhrS
x = y/esdch f olmak lizere;

d*x(o) 1 id 223 1 . dx (o) (1+i)x2dzV3 .
do? + (6_9 o 2Q+ % - ;;ﬁf (_5 + 7’)) do + < 51840abee f ) X(Q) =0

degisken degisimi ve (o) = 0~ 1x(0) doniisiimii uygulanirsa,

seklinde bikonfleunt Heun denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii bikonfluent
Heun fonksiyonlar1 cinsinden

i(2dw +5if) 2v3(1—i)x Tf + 2idw
(o) = ZuHp ( f)’ (1—14) T |
6f 3chf 6f
 V/3a(286e((1 — i) f + 2(1 + i)wd)a’e + (1 +4) fK*cdh)
2592cehal f2e e
gy i(2dw + 5if)’ 2v/3(1 — i):l;’ 7f + 2id¢u7
6f 3chf 6f
 V3a(286e((1 — i) f + 2(1 + i)wd)a’e + (1 +4) fK*cdh)
2592cehal f2e @
seklinde elde edilir. Burada ¢ — oo’daki ¢oziimde Z; = 0 olur. Denklem

(3.9) da verilen bikonfluent Heun fonksiyonlarinin polinom olma kosulu yardimiyla
kuasinormal frekans

if(5+6n)
2d
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seklinde elde edilir. Fermiyonik alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde
edilen bu KNF, sadece metrik parametrelerine bagli olup, f > 0 ve d > 0 icin bize
gravitasyonel dalga zemini kaynaginin kararli oldugunu ifade eder.

Ikinci olarak, Denklem (3.6) da verilen Ricci tensériiniin kontraksiyonunda
tekillik olusturmayacak sekilde se¢ilen metrik katsayilari; 9 ve 9 sifirdan biiyiik
katsayilar olmak iizere,

9 .
107 B =9r (4.160)

VG
6

A:

olarak bulunur. Bu ifadeler Denklem (4.158) de yazilir ve y =

degisken

degisimi ve

, 4yz/6

(117 — 16xa®)

B A
p1(y) =y 12 e VI F(y)
e iwd e€dal )
doniisiimii uygulanirsa, p = — ve x = olmak iizere;

v hcv
d2F(y)+< 2, diz 42’35\/6) dF(y)+<_ix\/6 11 2

dy? 3y Y y * 3Vip | dy y\/@Jr 16y>  6pv

iza® 3
2V Fy) =0
P -3 F)

biconfleut Heun denklemi seklinde elde edilir. Bu denklemin bikonfluent Heun
fonksiyonlar1 cinsinden ifadesi

F(y) = F
(y) Yy 6 044 B 6 ) 37/p ) 6p19 )

_ 2i,/62(8za’ + 5i) | y) L FH, (1 + 8iaS Ax/Gip pd(—11+ 8izab) — ik)?

IEETLE ( 1+ 8izb 4x\/6ip pd(—11 + Sizal) — k9>

Viy 6 ' 3ip 6p0 ’

2i\/6x(3z08 + 5i) )
- Y

N

biciminde elde edilir. Bu fonksiyonun y — oo’daki ¢oziimii i¢in Fy, = 0 olur.
Denklem (3.9) da verilen bikonfluent Heun fonksiyonlarinin polinom olma kosulu
yardimiyla kuasinormal frekans

, 4zabirK? Dr2(6n + 11)
_Z p—
6422012 4 (6n + 11)2 128222 + 2(6n + 11)?

w =
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seklinde reel ve sanal kisimdan olugur. Fermiyonik alanin gravitasyonel alan ile
etkilesiminden elde edilen bu KNF, z > 0, a > 0 ve ¥ > 0 icin bize gravitasyonel
dalga zemini kaynaginin kararli oldugunu gosterir.

Uciincii olarak, yine Denklem (3.6) da verilen Ricci tensoriiniin
kontraksiyonunda tekillik olusturmayacak sekilde metrik katsayilari; o ve o sifirdan
biiyiik keyfi sabitler olmak iizere,

A=or* B=2ér (4.161)

seklinde secilebir. Bu elde edilen metrik katsayilar1 Denklem (4.158) de yazilir

B V6

2(1—iw)+s

ve r = " degisken degisimi ve pi(z) = = 12 G(x) donisimii
chr
uygulanirsa,
¢ = /02 + 4(k2620 — w262 + iwdo)
ve

olmak iizere;

G () N (1 o S Zﬂ\/g(i B 1)> dG(z) N (6hc(1 + 2iw —¢)

dx? 36¢h

20/3(1 + 2iw — <) (1 — 1) B
+ 36xch ) Glx) =0

seklinde bikonfluent Heun denklemi elde edilir. Bu denklemin bikonfluent Heun
fonksiyonlar1 cinsinden ifadesi

Cx) = GoHa (c 20(1 —i)V3 13+ 2iw  ov3(T(1 — i) + 2w(l +14)) x)

6 3he 6 9he
_s 5 20(1—i)v3  13+2i V/3(7(1—3)+2w(1+i
Gty (-, B e e )
biciminde bulunur. Bu fonksiyonun x — oo’daki ¢6ziimii icin éo = 0 olur.

Denklem (3.9) da verilen bikonfluent Heun fonksiyonlarinin polinom olma kosulu
yardimiyla kuasinormal frekans
6n(6n —1) — k2
w=—1
12n

seklinde bulunur.  Fermiyonik alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden
elde edilen bu KNF, metrik ve potansiyel parametrelerinden bagimsiz olup,
gravitasyonel dalga zemini kaynaginin kararli oldugunu gosterir.
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5. SONUCLAR

Bu tezde (2+1) boyutta alternatif kiitlecekimi kuramlar1 ¢ercevesinde yeni
gravitasyonel dalga zeminleri, bu zeminlerin parcacik alanlariyla ve molekiiler
potansiyeller ile etkisimlerinin yani sira gravitasyonel dalgalarin KNF’leri
incelendi.

Tezde ilk once (2+1) boyutlu gravitasyonel dalganin fermiyonik alanla
minimal ve minimal olmayan etkilesimleri ele alindi. Buradan belli kogullar
altinda metrik katsayilar1 elde edildi. Daha sonra (2+1) boyutlu gravitasyonel
dalga metrigi zemininde fermiyonik alanin F(T) Teleparalel kiitlecekim teorisi ile
mininal ve minimal olmayan etkilesimleri F(T)=y7"2 ve F(T)=T? + vT? iis yasas1
modelleri (power law model) icin incelendi ve metrik katsayilar1 bulundu. Bu
metrik katsayilarinin gravitasyonel dalgay1 temsil etmesi i¢in belli kosullar altinda
Ricci tensoriiniin kontraksiyonunda, (R, R), tekillik olusturmayan ¢oziimleri ele
alindi. Daha sonra bu katsayilar kullanilarak KNF’ler hesaplandi.

Oncelikle Denklem (4.132) ve (4.133)’te verilen metrik katsayilar1 icin
Denklem (4.136) da verilen manyetik alan yokken hesaplanan KNF c¢oziimii,
k = 1 durumunda hem sanal hem de reel kismi igerirken, £ = —1 durumu
icin sadece sanal kisim icerir. Denklem (4.137)’deki manyetik alan varliinda
ise aynmi sekilde k=1 durumunda yine sanal ve reel kismi icerirken, £ = —1
durumunda pure sanal kisim igerir. Burada k& = —1 durumunda elde edilen sanal

kisim L = 10_38%,
olmadigi durum ig% ayni degeri verir. Yani, manyetik alanin degisimi £ = —1
durumunda degisiklik yapmaz. Ancak £ = 1 durumunda ise yukarida verilen
benzer L.n ve xk degerleri i¢cin reel kistm ayniyken, manyetik alanin degisimi
sanal kismin degisimine neden olmaktadir. Cizelge 4.2’den de goriildiigii gibi
manyetik alan arttikca sanal kismin mutlak degeri artmaktadir. Ayrica Burada
kirmiziya kaymayi (z), Diinyanin radyasyon kaynagiyla olan uzakligin1 gosteren
r’nin bazi1 degerleri i¢in hesapladik. Bulunan ifadenin gozlemsel degerlere yakin
oldugu goriilmektedir. Ayrica kaynagin gozlemlenen dalga boyu \, = 4.9 x 10"m,
ile Cizelge 4.3’te verilen kaynaktan salinan 1sigin dalgaboyu )\, degerleri ile
karsilastirlldiginda A, > A, olup kaynagin bizden uzaklagtigin1 gostermektedir ve
bu durum deneysel sonuclarla uyumludur. Daha sonra Denklem (4.16) da verilen
metrik katsayilari icin fermiyonik alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde
edilen KNF, A > 0, Ag > 0 ve k > 0 kosullar altinda ve Denklem (4.60)’ta ve
Denklem (4.62) de verilen metrik katsayilari i¢in fermiyonik alanin gravitasyonel
alan ile etkilesiminden elde edilen KNF, ¢ > 0 kosulu altinda bize gravitasyonel
dalga zemininin kararli oldugunu ifade eder. Denklem (4.17) de verilen metrik
katsayilar1 i¢in fermiyonik alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde edilen
KNF, A > 0 ve k > 0 oldugu durumda gravitasyonel dalga zemininin kararli
oldugunu gosterir. Cizelge 4.1°de verilen metrik katsayilari i¢in fermiyonik alanin

n=1k= 3 degerleri i¢in manyetik alan varken yada
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gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde edilen KNF’ler, bu ¢izelgede verilen
k’nin kosullarinin yani sira n > 0 durumu igin gravitasyonel dalga zemininin
kaynaginin kararli oldugunu gosterir.

Daha sonra fermiyonik alan ve skaler alan etkilesimlerinden elde edilen
metrik katsayilar1 i¢in spin-1 denklemi coziilerek, KNF’ler elde edildi. Denklem
(4.60)’ta elde edilen metrik katsayilar1 icin vektor alanin gravitasyonel alan ile
etkilesiminden elde edilen KNF, £ > 0 ve n > 0 kosullar1 altinda bize
gravitasyonel dalga zemininin kararli oldugunu ifade eder. Cizelge 4.1’de verilen
metrik katsayilar1 icin vektor alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde
edilen KNF’ler, cizelgedeki metrik katsayilarina karsilik gelen £’nin kogullarinin
yant sira n > 0 oldugu durumda gravitasyonel dalga zemininin kararli oldugunu
gosterir. Devaminda, (2+1) boyutta gravitasyonel dalga metrigi zemininde skaler
alanin F(T) Teleparalel kiitlecekim teorisi ile mininal etkilesimi F(T)=y71? ve
F(T)=T? + ~T?* modelleri i¢in incelendi. Buradan elde edilen, Euler-Lagrange
hareket denklemleri Noether simetrisi yaklagimi kullanilarak ¢oziildii ve metrik
katsayilar elde edildi ve ardindan KNF’ler bulundu. Denklem (4.60)’taki metrik
katsayilar1 i¢in skaler alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde edilen KNF,
¢ > 0ven > 0 kosulunda ve Denklem (4.62) de verilen metrik katsayilart
icin skaler alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde edilen KNF, ¢ < 0
ve n > 0 kosulunda gravitasyonel dalga zemininin kaynaginin kararli olgunu
gosterir.  Ardindan Denklem (4.86) da verilen metrik katsayilari icin, skaler
alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde edilen KNF, £ > 0 sart1 altinda
gravitasyonel dalga zemininin kaynaginin kararli oldugunu ifade eder. Daha sonra
Denklem (4.149) da verilen metrik katsayilar1 ¢ = 2 ve ¢ = 4 degerleri icin
coziilmiistiir. 11k deger icin KNF ¢oziimii elde edilemedi. Ikinci deger de ise skaler
alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde edilen KNF, x > 0 ve n > 0
kosullar1 altinda incelendiginde gravitasyonel dalga zemininin kaynaginin kararlh
oldugunu gosterir. Cizelge 4.1°de verilen metrik katsayilari i¢in skaler alanin
gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde edilen KNF’ler, ¢izelgedeki &’ya konulan
sartlarin yaninda n > 0 oldugu durumda gravitasyonel dalga zemininin kaynaginin
kararli oldugunu ifade eder.

Son olarak, gravitasyonel dalga ile molekiiler potansiyellerin etkilesimi
incelenmistir. Bunun i¢in Oncelikle Kratzer potansiyeli ele alinarak kuasinormal
frekanslar farkli metrik katsayilar1 kullanilarak hesaplanmistir. Bu kuasinormal
frekanslar ayrilma enerjisi, D)., ¢ekirdekler arasi denge mesafesi, £, ve metrik
katsayilarin1 icermektedir. Cizelge 4.1 ve 4.4’ten [,, H, ve HCI diatomik
molekiilleri i¢in fermiyonik alamin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde
edilen KNF, gravitasyonel dalga zemininin kaynaginin kararli oldugunu gosterir.
Lennard-Jones potansiyeli i¢cin KNF c¢oziimleri incendiginde ise, Denklem
(4.60)’ta verilen metrik katsayilar1 i¢in fermiyonik alanin gravitasyonel alan ile
etkilesiminden elde edilen KNF, ¢ = 4 i¢in sadece metrik parametrelerine
bagh olup, bu parametreler sifirdan biiyiik oldugu icin (f > 0, d > 0)
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gravitasyonel dalga zemininin kaynaginin kararli oldugunu ifade eder. Daha sonra
Denklem (4.160)’ta verilen metrik katsayilar1 icin fermiyonik alanin gravitasyonel
alan ile etkilesiminden elde edilen KNF, z > 0, a > 0 ve 9 > 0
oldugu durumda bize gravitasyonel dalga zemininin kaynaginin kararli oldugunu
gosterir.  Ardindan, Denklem (4.161) de verilen metrik katsayilar1 kullanilarak
fermiyonik alanin gravitasyonel alan ile etkilesiminden elde edilen KNF, metrik ve
potansiyel parametrelerinden bagimsiz olup, n > 0 oldugundan bu gravitasyonel
dalga zemininin kaynagimin kararli oldugunu gosterir.  Ayrica, burada elde
edilen frekanslarin giintimiiz dedektorlerinin dlgtiikleri frekanslarla ayni mertebede
olmasi; bize bu molekiillerin, gravitasyonel dalga zeminiyle etkilesebildiklerini
gostermektedir.
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