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OZET

REEL, KARMASIK VE HIPERBOLIK DUZLEMDE AFiN DONUSUMLER VE
UYGULAMALARI

iskender OZTURK

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damisman: Prof.Dr. Mustafa OZDEMIR

Temmuz 2019, 82 sayfa

Bu tez {i¢ bsliimden olusmustur. Bu tezde reel, karmagik ve hiperbolik diizlemdeki
afin doniiglimler ve uygulamalarindan bahsedilmistir. Birinci b6liimde, Oklidin bes ak-
siyomu ve afin doniigtimiin ti¢ aksiyomu ve afin déniisiim kavram ile ilgili tanimlar
verilmigtir. Ikinci bolimde, reel diizlemde afin doniisiimlerin temel dzellikleri ve afin
doniisiimiin temel teoremi ispatlanmigtir. Ayrica, reel diizlemdeki koniklerin merkezil
konige ¢eviren bir afin doniisiim ortaya konulmustur. Karmagik diizlemde afin déniistim-
ler A,B,C € C, f(z) = Az + Bz + C seklinde bir déniisiimle gosterilmistir. f afin
déniisiimiiniin tiiriiniin A, B, C katsayilari ile olan iliskisi incelenmistir. Karmagik dii-
zlemde afin doniigtimlerin bir uygulamas: olarak fraktal 6rnekleri verilmistir. Uglincii
bsliimde, hiperbolik diizlemde afin doniisiimler A, B,C € P, f(z) = Az + Bz + C sek-
linde bir doniigiimle gosterilmistir. f afin doniislimiiniin tiirtiniin A, B, C katsayilar ile
olan iligkisi incelenmistir. Hiperbolik diizlemde afin déniisiimlerin bir uygulamas: olarak

fraktal 6rnekleri verilmistir.
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ONSOZ

Bu tezde, afin doniistimiin 6zellikleri reel, karmagik ve hiperbolik say1 diizleminde
ozellikleri incelenmis ve bazi uygulamalari verilmigtir. Reel ve karmasik diizlemdeki afin
doniistimlerle ilgili kaynaklar taranmigtir. Karmagik say1 diizlemindeki afin déniistim-
ler tek bir afin doniistimle ifade edilmistir. Uygulama olarak reel sayilarda koniklerin
afin doniisiimii, karmagik sayilarda fraktal 6rnekleri incelenmistir. Hiperbolik say1 diizle-
mindeki afin déniisiimler karmagik say1 diizleminde oldugu gibi tek bir afin dSniisiimle
ifade edilmis ve uygulama olarak fractal 6rnekleri verilmistir.

Tez konumun belirlenmesinde ve hazirlanmasinda, her tiirlii yardim ve fedakarlig
esirgemeyen, bilgisi, tecriibesi ve destekleri ile ¢alismalarimda bana yol gésteren degerli
danigman hocam Sayin Prof. Dr. Mustafa OZDEMIR’e en igten duygularla tesekkiirler-
imi bir borg bilirim.

Bu ¢alismami, hayatim boyunca beni destekleyerek cesaretlendiren, maddi ve manevi

destegini esirgemeyen aileme ithaf ederim.
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GIRIS I. OZTURK

1. GIRIiS

Geometri tarih boyunca insanlarin hayatlarinda yer almistir. Geometri, insanlarin
diinyadaki ve evrendeki yerlerini belirlemede, etraflarindaki nesneleri tanimlamada, dii-
zenlemede ve yeni nesneler {iretme ugrasinda temel bir bilgi kaynagi olmustur. Geometri
nin bugiine gelisinde bir ¢ok bilim insan1 ve matematikgi katki saglamistir. Burada deginil
mesi gereken bu matematikgilerin basinda Oklid gelmektedir. Oklid, "Elementler" adli
eserinde geometrinin temellerini bes aksiyoma dayandirmig ve bu aksiyomlarin 1s13inda
olusturdugu teoremleri ispatlamigtir. Bu geometri giiniimiizde Oklid geometrisi denilen

geometridir. Bahsedilen beg aksiyom sunlardir:

1.Her hangi iki noktadan bir dogru ¢izilebilir.

2.Bir dogru her iki y6nde siirekli olarak uzatilabilir.

3.Yarigap1 ve merkezi verilen ¢gember ¢izilebilir.

4 Biitlin dik agilar birbirine esittir.

5.1ki dogruyu iigiincii bir dogru kestiginde, kesen dogrunun aym tarafinda kalan
i¢ agilarin &lgiileri toplamu iki dik agidan kiigiik ise, bu iki dogru siirekli olarak

uzatildiginda i¢ agilarin iki dik agidan kiigiik oldugu tarafta kesisir.

Bu aksiyomlardan besincisine "Oklid’in paralellik askiyomu" denir ve gaglar boyunca
matematikgilerin aklinda "Bu aksiyom bir teorem olabilir mi?" sorusunun uyanmasina
sebep olmustur. Bir¢ok matematikgi bu aksiyomu kanitlamak igin ugragsmislardir. Bu
ugraglar sonucunda dogrudan bir kanitin olmadig1 gériilmiistiir. Bunun yerine dogru ol-
madig: diisiiniilerek dolayli kanit yapilmaya ¢alisilmigtir. Bu yol matematikgilere yeni
geometri alanlarinin kapilarin1 agmigtir. Bu matematikgilerden ikisi N. Lobatchevski ve
J. Bolyai’nin birbirinden habersiz olarak ortaya koyduklart hiperbolik geometridir. Bu-
rada deginilmesi gereken bir diger matematik¢i de Hilbert’tir. Hilbert, Oklid’in "Elemen-
ler" isimli kitabinda agik bir tanimi verilmeyen dogru ve nokta gibi kavramalar1 tanim-
siz terim olarak nitelendirmistir. Geometrik tanim ve teoremleri "Geometrinin Temel-
leri Uzerine" adl kitabinda yeniden ele almis ve Descartes’in diisiincelerini uygulayarak

geometriye yeni bir yaklagim getirmigtir. Hilbert, koordinat sistemlerini Oklid’in aksi
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yomatik geometrisiyle birlestirerek, Descartes’in analitik geometrisi arasindaki bag ku-
ran bir diizenleme yapmstir. Bu ¢alismalar afin geometrinin olugmasina yol agmugtir.
Afin geometrinin insa edilirken asagidaki ii¢ aksiyom verilebilir (Bennett 1995; Tarrida

2011),

1. P ve @ iki farkli nokta olmak fizere P ve () noktalarinin iistiinde oldugu tek
bir d dogrusu vardr.

2. Verilen herhangi P bir noktasi ve d dogrusu i¢in, P noktasindan gegen d
dogrusuna paralel olan tek bir £ dogrusu vardir.

3. Dogrudag olmayan ii¢ nokta vardir.

Afin geometri, paralellik aksiyomuyla diger geometrilerden ayrilir. Afin geometride ko-
ordinat sisteminin olusturulmas: i¢in, afin uzay ve afin ¢ati tammlarina ihtiyag vardir. Bu
sayede, herhangi bir nokta, iki koordinat ile ve herhangi bir dogru birinci dereceden iki
bilinmeyenli bir denklemle belirlenebilir. Dahasi, bu kordinatlar reel say: olmayabilir,
koordinatlari, kompleks sayilar gibi farkli cisimler veya hiperbolik sayilar gibi bslmeli

halkalar yardimiyla da tanimlamak miimkiindiir (Tarrida 2011).
Tanmm 1.1. A # & bir kiime, V ise bir F cismi iizerinde bir vektor uzay: olsun. Eger bir
UV:AxA—-YV

doniigiimii P,Q € A noktalari i¢in (P, Q) — (P_Q>) € V seklinde tammlanmis ve asagi-
daki iki aksiyomu sagliyor ise, A kiimesine, V vektor uzayiyla birlestirilmis bir afin uzay
denir. (Hacisalihoglu 1998)
1YP,Q,R € Aicin PR= PO+ QR.
2VP,Q € Aigin P_Q) = « olacak sekilde bir tek () € A noktas: vardr.

Tamm 1.2. Bir V vektor uzay: ile birlesen afin uzay A olsun. Py, Py, ..., P, € A noktalart

icin

PP, ByB, .. BP. €V

vektorlerinin sistemi Y vektor uzayimn bir tabani ise, { Py, P, ..., P, } nokta (n+ 1)-lisine
A afin uzaymn afin catisi denir. Burada Py, noktasina afin ¢atimn baslangic noktas: ve

P; noktalarina da ,afin ¢atvmn birim noktalar: denir (Hacisalihoglu 1998).

2
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Tanim 1.3. A, ve Ay ayni vektor uzayr ile birlesen iki afin uzay olmatk iizere bir,
fiA — Ay

doniisiimiine karsuik gelen W p doniisiimii herhangi bir P € A, noktasi icin lineer ise, f
doniisiimiine afin doniigiim denir. f doniisimiine karsilik gelen lineer doniisiime de afin

doniisiimle birlesen lineer doniigiim adi verilir. (Hacisalihoglu 1998)

Bu tezde reel, karmasik ve hiperbolik diizlemler iizerindeki afin déniistimler in-
celenecektir. Bu doniisiimler parallelligi koruma, dogru pargalarinin uzunluklari arasin-
daki oran: koruma gibi 6zelliklere sahiptir. Bu 6zellikler sayesinde afin doniistimler iize
rinde ¢aligilmasi zor olan sekiller, daha diizgiin bir sekil haline getirilebilir. Ornegin, bir
liggeni bir eskenar liggene gevirerek liggen iizerindeki islemler eskenar tiggende yapila-
bilir. Ayn sekilde bir elips tizerindeki iglemleri bir afin doniigiim yardimiyla bir merkezil
birim ¢ember lizerine indirgenebilir. Afin doniigiimler, giindelik kullanim alani olarak ¢ok
genis bir alana sahiptir. Bir mimar yapilacak binanin planim ¢izerken, binanin boyutlarim
belli bir 6lgekle kiigiiltmede, afin dontisiimleri kullanilir. Gériintii islemede fotografin iiz-
erindeki her pikselin bir noktadan bagka bir noktaya &teleme, &lgeklendirme, dondiirme,
yansitma ve perspektifini almada afin doniistimler bilgisayarlarin grafik sistemleri iginde
kullamlir (Cayiroglu 2019). Dahasi, afin ddniigiimler uygun olmayan kamera agilarindan
dolay1 olusan goriintiideki geometrik bozulmalan diizeltmek i¢in de kullamilir. Omegin,
uydu  gorimtiilerindeki  genis acih  lens  bozuklugunu, panorama  di
kigini ve goriintii kaydim diizeltmek i¢in afin déniigiimler kullanir. Bunun igin g&riin-
tillerdeki garpiklig1 ve bozuklugu gidermek i¢in goriintiileri biiyiik, diizlemsel bir koor-
dinat sistemine resmetmek ve burada birlestirmek hedeflenir (mathworks Web Source
2019). Ozellikle RAS ve 1JK koordinat sistemlerini birbirine donistiiren afin doniistim-
ler siklikla kullanilmaktadir (Chand 2019). Bu sayede gériintiiler daha kolay islenir ve
kullanigh hale gelir. Afin sifreleme iglemlerinde kullanilan S-Box iki asamasindan ilki
olarak garpmaya gore ters ve daha sonra afin d6niigiim iglemi uygulanir (Bayraktar 2014).
Tip alaninda gériintiileme cihazlari aldiklar1 goriintiileri isleyip ekrana yansitirken afin
doéntisiimler kullanir (NiBabel Web Source 2019).

Bu tezde reel say1 diizlemindeki afin doniigtimler tanitilacak ve buradaki yansima

dénme gibi donitisiimler verilecektir. Oteleme ve dsnme hareketleri ile bir konigi merkezil

3
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bir konige doniistiiren afin doniigim ifade edilecektir. Karmagik say: diizlemindeki afin

doéniigiimler
f(z)=Az+Bz+C,A,B,C eC

seklinde tek bir doniiglimle belirtilecektir. f doniisiimiinde afin doniisiimiin dénme, yan-
sima ve Gteleme, vb. tiirleri ile A, B, C katsayilar1 arasindaki iligki belirlenecektir (Ko-
cic ve Majetic 2006). Ayrica, afin doniisiimlerin bir uygulamas olarak, fraktaller ince-
lenecek ve fraktal 6rnekleri verilecektir (Berardo 2018), (Kocic ve Majetic 2006). Bu
caligmada 6zgiin olarak, karmagik diizlemdeki afin ddniisiimleri ifade etmede kullanilan

afin doniigim, hiperbolik diizlemde
A B,CeP, f(z) =Az+Bz+C

seklinde tanimlanacaktir. Bu afin doniigiimde karmagik diizlemde oldugu gibi afin doniisii
miin tiirlinlin f doniistimiiniin A, B, C katsayilan ile olan iliskisi incelenecektir. Kar-
magik sayilarda oldugu gibi hiperbolik diizlemde afin déniigiimlerin bir uygulamasi olarak

fraktaller verilecektir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu bdliimde afin doniisiimlerle ilgili temel kavramlar verilecek ve bu konudaki kay-
naklar taranarak, konuya hazirlik yapilacaktir. Oncelikle, reel koordinat diizleminde afin
doniistimlerin 6zellikleri ve afin doniigiimiin temel teoremi ispatlanacaktir. Reel diizlemde
ki bir geklin alani ile, bu seklin afin doniisiim altindaki goriintiisiiniin alam arasindaki iliski
incelenecektir. Bir konigi reel diizlemdeki dsnme ve 6teleme hareketleri ile merkezi konik
haline getiren bir doniiglim verilecektir. Daha sonra, karmagik diizlemde afin déniistimleri
tek bir doniisiim halinde ifade eden bir déniisiim incelenecektir. Karmagik diizlemde afin

dontistimlerin uygulamasi olarak fraktal Srnekleri verilecektir.

2.1. Reel Diizlemde Afin Déniisiimler
Tanmm 2.4. A 2 x 2 tiiriinden tersinir bir matris ve E) bir vektor olmak iizere,
f : RESR?
f(X) = AX+b
Jonksiyonuna bir afin doniisiim denir. f(X) = AX + b afin doniisiimiinde A tersinir bir

matris oldugu icin f~ dowiisiimiiniin de bir afin doniisiim oldugu aciktir (Byer, Lazebnik
ve Smeltzer 2010).

Teorem 2.5. Iki afin doniisiimiin bileskesi bir afin dongisiimdiir (Byer, Lazebnik ve Smeltzer

2010).

ispat f(z) = AX + @ ve g(z) = BX + b afin doniisiim olsun.
f.g:R:— R

ise,

—

a) +b

)

9(f(X))=B- (AX
= B-AX+(B-a +

(g0 F)(X) +
b

olur ki, A ve B tersinir matris oldugundan B - A matrisi de tersinir matiristir. Buna gore,

(g o f) (X) bir afin doniisiimdiir. 0
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Onerme 2.6. Oteleme bir afin doniisimdiir. Kisaca,
flz) =T -X+3a

esitligiyle verilir.

Onerme 2.7. Dénme bir afin dowisimdir. Kisaca,

f(x):Rg(?)z cosf —sin@
sinf cos#

esitligiyle verilir

2.2. Afin Déniisiimiin Ozellikleri
Teorem 2.8. ad — bc # 0 olmak iizere,
F . RESR?
F(z,y) = (az+by+m,cx+dy+n)

Jonksiyonu bir afin doniisiimdiir. F afin doniisiimii asagidaki ozelliklere sahiptir (Byer,
Lazebnik ve Smeltzer 2010):

1. F birebir ve ortendir.
2. F afin doniisiimii bir dogruyu, bir dogruya doniistiiriir.
3. F bir dogru pargasini, bir dogru parcasina dowiistiiriir.

4. F afin doniisiimii birbirine paralel iki dogruyu, birbirine paralel olan iki farkl:
dogruya doniistiirir.
5. F afin doniisiimii egimi m olan bir dogruyu, egimi

¢+ dm
a—+bm

olan bir dogruya doniistiiriir.
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6. A, B, C noktalarimin F afin doniistimii altindaki gériintiileri A', B, C' olsun. C,
[AB] iizerinde ise C', |A' B'] iizerindedir ve

|AC| _ |A'CY]
ICB|  |C'B/|

egitligi vardr.
7. F afin doniigiimii bir n kenarli bir cokgeni, n kenarli bir cokgene doniistiiriir
Ispat
1. F afin déniigtimiiniin birebir olmas: i¢in,
(@1,31) # (w2,32) ise F(z1,y1) # F(2, 32)

sart1 saglanmalidir. Birebir olma 6zelligi olmayana ergi yontemi ile ispat edilebilir.

Buna gore,
(z1,91) # (%2, 92) iken F(z1,1) = F(22,12)

olarak yazilabilir. Béylece,
F(z1,1) = F(22,92)
esitliginden,
(azy +byy + m, czy + dyy + n) = (azs + bys + m, ey + dys + 1)
yazilabilir. Buradan da, sirali iklilerin esitligi 6zelligi kullanilirsa,

ar1 +by1+m = axy+bys +m

ct1+dy;+n = cxy+dy+n

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerin ortak ¢6ziimii

X1 — Ty
Y1— Y

S allo oo
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sonucunu verir. Bu sonug afin déniisiimiin
ad —bc# 0

sart1 ile celigir. Buna gére, F' afin doniisiimii birebirdir.
Ispatin ikinci asamasi1 F' afin déniisiimiiniin 6rten oldugunu gosterilmesidir. Buna

gore, orten fonksiyon tammindan, V(p, ) € F(R?) olmak iizere;
F(z,y) = (ax + by + m,cx + dy + n) = (p,7)
olacak sekilde (z,y) € R? sirali ikilisinin var oldugu gésterilmelidir. Buradan,

ax+by+m = p

cx+dy+n = r

esitlikleri yazilabilir. Bu denklem sistemi ¢oziildiigiinde, = ve y bilinmeyenleri

y o br — pd 4+ md — bn
B bc —ad

ar —pc+mc — an
ad — be

€ER ve y= e R

seklinde bulunur. Afin doniistimiin matrisinin determinantinin, yani
ad —bc# 0

olmasi sartindan dolay1 x ve y reel sayilar1 her zaman vardir. Buradan

br — pd + md — bn ar — pc+ mc — an

2
be — ad ’ ad — be JER

Y(p,7) € F(R?) iken (

olacak gekilde (z,y) € R? vardir. Béylece, F afin doniistimii drtendir.

2. F afin déniistimi,

F(z,y) = (az+by+m,cz+dy+n)

a b z m
= : +
c d Y n

seklinde matris ile ifade edilisin. Bu ifadede,

a b m
A= ve h =
c d n
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olarak alindiginda bir { : p +¢- ¥V, ¢t € R dogrusunun F afin doniistimii altindaki
goriintisti
F(P+t-V) = A-(pP+t-¥V)+h
= (A-pP+h)+t - (A-¥)
olarak bulunur. Burada,

A-P+h=7, v¢e A-V =7V,

olarak alinsin. Boylece, £ afin doniisiimii altinda ! dogrusunun goriintiisti, /; dog

rusu olmak iizere,

Lh: P14+t Vi, teER

bir dogru belirtir.

1. 2.’deki ispatta ¢ € [0, 1] araligmma kisitlandiginda bu maddenin ispati yapilir.

2. Biribirine paralel olan iki dogru ! : AW + pved : k0 + q olsun. Burada,

I dogrusunun F" afin doniigiimii altindaki goriintiisii alindiginda,
F(l) = FOd+p)=A-(Od +p)+h
= (A-p+h)+AAY)
olarak bulunur. Bu son ifadede, AW vektdrine ¥V ve (A - p + h) noktas: da

p; olarak alinsin. Béylece,

F(l): AV + P1
ve benzer sekilde d dogrusunun gériintiisii,
F(d): A2V +q

olarak bulunur. F'(I) ve F'(d) dogrularinin dogrultman vektérleri paralel oldugun-

dan bu iki dogrunun paralel oldugu goriiliir.

3. Egimi m olan dogru iizerindeki iki nokta A(t1,%2) ve B(ky, k2) olsun. Buna gore,
AB dogrusunun egimi,
m— tg — I\’IQ
=k

9
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seklinde ifade edilir. A ve B noktalarmmn F' afin déniisiimii altindaki gorintiisi,

F(A) = (atl + bt2 -+ m, Ctl -+ dtz —+ ‘n) = A/
F(B) = (aky+ bke+m,ck; + dko +n)=DB

olarak bulunur. Béylece, A’ B’ dogru parg¢asinin egimi,

C(lﬂl - tl) + d(kg — tg)
a(kl et tl) + b(kz - tg)

mAIBI =

olur. Burada, m 4 g oraninda (¢, — ko) yerine, m(t; — k) yerine yazildiginda, egim,

C(tl — k‘l) + dm(t1 — kl) . c+dm
a(t1 — ]\’Il) + bm(t1 o kl) - a+ bm

Mmapg =

seklinde elde edilir. Buna gore, AB dogrusunun F afin doniigiimii altimdaki goriin-

ct+dm
at+bm

tiisii olan A’ B’dogrusunun egiminin oldugu gériilir.

4. AB dogru pargasi lizerinde bir nokta C olsun (Sekil 2.1).

B(x2,y2)

Bl
C F

A(x1,y1) Al

Sekil 2.1. C' noktasmin AB dogru pargasi iistiindeki konumu ve C’= F(C)) nokta-

simin A’ B’ noktas! fizerindeki goriintiisii

C, AB dogru pargasi lizerinde oldugu igin E% = k olacak sekilde bir % reel sayist

vardir. Buna gére,

C - r1+k-20 1 +k-y
T\ k+1 7 k+1

seklinde yazilir. A ve B noktalarmin F' afin déniisiimii altindaki goriintiisii,

F(A) = (az;+byr +m,cz +dy; +n) = A

F(B) = (azms+bys+m,coy+dyy+1n) =B

olarak bulunur,

10
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C noktasiin F' afin dontisiimii altindaki goriintiisii,

x1tkzy 1k, x1+kz) 1HEys
F(C) = (a(——k+1 )+b(yk+1y R e )+d(yk+31 )+n>
[ az by th(azotbys)H(EHD)m cxytdy th(czatdys )+ (k+1)n
B ( k+1 ’ k+1 )
[ (azytbytm)tk(azgtbystm) cxitdytntk(czatdy,tn)
B ( k+1 ’ k+1 )
=
olarak bulunur. Bdylece, C’ noktasinin, A’'B’ dogru pargasim :g—g:‘ = k olacak

sekilde boldiigii goriiliir.

5. Buteorem, n 2 3 igin tiimevarim metodu ile ispatlanabilir. Buna gore, Snce n = 3

i¢in F" afin ddniigimiiniin bir ticgeni bir licgene doniistiirdligii gdsterilebilir.

/
/
/
A -
-
~
A -
—_— g -
v B/,’
W W
—-=ZZp
- -7
- ” /
-
: // /
// /
/
/

Sekil 2.2. p noktasindaki ¥ ve W vektorlerinin U: P+ sVHW

denklemi ile olusturduklar figgen

Sekil 2.2.’deki ticgeni ve iiggenin i¢ bdlgesi,
Uip+s- V+t-w s,t€0,1] ,s+t<lveV}w

ile ifade edilsin. Bir liggen bu sekilde ifade edildifinde, s = 0 alindifinda
p +t - W noktalar1 ¢ € [0,1] araliginda ilerlerken iiggenin W dogrultusundaki
kenarinin noktalarini; ayni sekilde ¢ = 0 alindiginda p + s - ¥V, v dogrultusundaki

kenarmin noktalarim ve s + ¢t = 1 olacak sekilde alindigimda U ifadesinin tiggenin

11
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[VW] kenarim olusturdugu gdriiliir. Ornegin, Sekil 2.2°de gériildiigii gibi A noktas:
(s,t) = (3,5) ve B noktas: (s,t) = (3, 2) olacak sekilde [V'WW] kenan iizerinde

belirlenebilir. Buna gére, U iiggeninin F afin doniistimii altindaki goriintiisi,

FUO) = A-(p+s-V+t- W)
= Ap+s-A-V+t- AW

= pi+s-Vi+t-wp

seklindedir. Bu ifadede s, € [0,1], s+t < 1ve V }} W oldugundan v, } W, dir.
Béylece, n = 3 igin F(U) tiggen belirtir.

F afin d6niisiimii n < & igin k kenarl: bir gokgeni k kenarh bir gokgene doniistiirsiin.
Timevarim adimu geregi, n = k 4 1 i¢in F afin d6niigiimiiniin n kenarl1 bir ¢ok-
geni n kenarll bir gokgene doniistiirdiigii gosterilmelidir. B&ylece, teoremin her
n € N i¢in dogru oldugu gosterilmis olur.

P, (k+1) kenarh bir cokgen olsun. P gokgeninin i¢ bdlgesinde kalan bir [AB]

kosegeni ile P gokgeni P, ve P» gokgenlerine béliinebilir. 3 < ¢ < k olmak tizere;

P, t kenarl: olsun. Boylece, P, ¢okgeni,
(k+1)—(t —1)+1=Fk+3—t¢
kenarli olur. Buna gére, 3 < ¢ < k oldugundan
k+3—-t<k

ve F(P,) gokgeni (k + 3 — ¢t) kenarh bir gokgendir. Bu iki ¢okgenin A ve B nok-
talarinin F' altindaki goriintiileri, /' (A) = A; ve F(B) = B noktalaridir. Buna
gére F(P,) ve F'(P,) gokgenleri [A;B;] kenarina sahiptir. Bu gokgenler [A;B]
kenarindan karsilikl olarak birlestirilirlerse F'( P),

(t+k+3)—t—2=Fk+1

kenarli gokgeni elde edilir. Buna gore, bir F' afin doniigiimii n kenarh bir gokgeni,

n kenarli bir ¢okgene doniistiiriir.

12
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2.3. Afin Déniisiimiin Temel Teoremi

Afin doniisiimiin temel teoremi, elemanlart dogrudas olmayan eleman sayilar1 ayni olan
herhangi iki nokta kiimesi arasinda tek bir déniisiim oldugunu séyler. Bu teorem, bir
goriintlinlin afin doniisim altindaki goriintiisiiniin tek oldugunu ve kameranimn belli bir
ag1 ile gektigi goriintiiyli diizeltirken tek bir sonug elde edilecegini, S-Box tipi bir sifre
¢oziildiigtinde, sifrenin tek bir bilgiye ulagtiracagimi veya mimari bir ¢izimde iki farklt
dlgeklendirmeden elde edilecek taslak gizimlerin ayn1 seyi ifade ettigini teorik olarak gos-

terir.

Teorem 2.9. Tki farkl: dogrudas olmayan ii¢ elemanli nokta kiimesi arasmda yalniz bir

tane afin doniisiim vardwr (Byer, Lazebnik ve Smeltzer 2010).

Ispat Elemanlan dogrudas olmayan iki farkli nokta kiimesi
S ={0=(0,0), A(1,0), B(0,1)}

ve
T={p=(p1,p2),q=(q1,%),r = (r1,r2)}

kiimeleri olsun. Bu iki nokta kiimesi arasinda

G : §S-T
Glz,y) = A-[z]-i-b

doniisiimii tanimlansin. Bu déniisiimde,

A= G1—P1 "1— M ve b=p= Y41

Go— P2 T1— M P2

olarak alinsin. p, g, r noktalar1 dogrudas nokta olmadig: i¢in A matrisinin satir veya siitun

vektorleri lineer bagimsizdir. Bu yiizden, det(A)) # 0 dir. Bundan dolay:,
€T
Glz,y)=A- [y] +b

bir afin déniisiim belirtir.

13
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Buna gére, G afin dontisiimiinde O, A, B noktalarinin goriintiileri,

G(O) = A- 8 +b=p
%

Gla) = A-||+b=g
o

G(B) = A 1 +b=r

olarak bulunur.

1B /E/Z P
I\ T
q
A
O 1

N

Ol
Sekil 2.3. p, g, 7 ve P, ¢, v’ nokta kiimeleri arasindaki afin doniistim

Boylece S ve T kiimesi arasmda bir G afin doniigtimii vardir. Aym sekilde,

SveT = {p' = (p1,ps).4 = (g1, @), 7" = (r},r3)} nokta kilmesi arasinda

A Y /
Al = G1—P1 i~ h ve H=p = %1

% —Py Ti— P P

olarak alinirsa,
H : §-T
H(z,y) = A [ac] + ¥
Y

afin doniigiimii tamimlanabilir. F = H o G~ afin déniisiimii 7' ve T” farkli dogrudas

olmayan nokta kiimesini birbirine doniistiiriir (Sekil 2.3). Ayrica, F' doniistimiinii 7 ve 7"

14
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nokta kiimesinin elemanlari cinsinden yazilmak istendiginde,

F(z,y) = HoG '(z,y)

_ ' 1 ~-1 _ /
= Tot A7 G(z,y) — b+ b
_ 1 ! -1 _ 1 / -1 /
= detAA A™G(z,y) detAA A7b+0b

olarak ifade edilebilir. Doniigiimiin benzersiz oldugunu kanitlamak igin, varsayalim ki, bu

iki farkl dogrudas olmayan nokta kiimesini birbirine doniistiiren

A # Bvea # bolmak iizere,

F = A-[x]+aveT=B-[x]+b
) Y

gibi iki farkli afin d6niigiim olsun. Buradan,

o) = A Plea T =B M)
02 ] 2
q1 qQ1
o = A 2]4e =B [%] 4
| G2 ] g2
-7‘1- 1
F(ry = A +a T(r)y=B ]-}—b
| 72 ] T2

esitlikleri yazilabilir. F' ve T" afin doniisiimleri birebir ve érten oldugundan

{F(p), F(q), F(r)}ve{T(p),T(q),T(r)}

goriintii kiimelerinin elemanlar karsilikli olarak esittir. Bu eslesme F'(p) = T'(q), F'(q) =
T(r) ve F(r) = T(p) oldugunu kabul edilebilir. Bu esitliklerde gerekli diizenlemeler

yapildiginda,
Flp)=T(g) = A-[];l]+a=B-[ql]+b
2 92
— b—a=A-[ﬂ—B {‘h]
2 42
q1 L]
Flg)=T(r) = A-[ ]+a =B [ ]+b
P )
— b-a:A-[‘h]—B H
q2 T2
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B~[ﬂ+b

2

— b—a:A-[r]—B- pl]
'E

1
2 2

(&}

F(r)= T(p) = A-[ ]-l—a

T2

elde edilir. Bu esitliklerin ortak ¢6ziimii yapildiginda,

A Pl]_B.[Ch- _ A.-Q1}_B.[T1]’
2 92| | G2 T2
A’[il_ql - B. Q1—7“1]

2 — 2] [ G2 — T2
apl-m o] = a5 ]
2 92 | 72 2
A_l:]ph—ﬁ - B. ‘11—171]
2 — T2 | @2 — P2

I

g2 — T2 Ty — P2
elde edilir. Bu son esitlikler taraf tarafa ¢arpildiginda A® = B3 bulunur. Buradan
A = Bve a = b elde edilir ki, bu bir geligkidir. Ayni1 gekilde {F(p), F(q), F(r)} ve
{T(p),T(q),T(r)} kiimelerinin elemanlarinin farkli eslestirmelerinde aym celiski elde
edili. Bundan dolay, iki farkl ii¢ elemanh, elemanlar1 dogrudas olmayan iki nokta

kiimesini birbirine doniistiiren tek bir afin déniisiim vardir. O

Sonug 2.10. Herhangi iki iicgen verildiginde iicgenlerden birini digerine doniistiiren bir

tek afin doniisiim vardir (Byer, Lazebnik ve Smeltzer 2010).

Ispat Afin doniisiimiin temel teoremine gore bir liggenin ii¢ kdsesini diger bir tiggenin ti¢
kdsesine dontistiiren bir afin doniigiim bulunabilir. Bu afin déniigiim iiggenin kenarlarini

diger tiggenin kenarlarina doniigtiiriir. O

Sonug¢ 2.11. Herhangi iki paralelkenar verildiginde bu paralelkenarlarin birini digerine

doniistiiren bir afin déwiigiim vardir (Byer, Lazebnik ve Smeltzer 2010).

16
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ispat ABCD ve PQRS paralelkenar ve [AC] ve [PR] paralelkenarin késegenleri olsun
A A
Sekil 2.4. Sonug 2.12°den ABC liggenini PQ R iiggenine ddniistiiren bir F' afin doniistimii

vardir. Bu afin déniistim
F(A)= P,F(B)=Qve F(C)= R.

seklinde noktalari eslestirdigi varsayilsin.

C Q R
F ﬂ
_
P R

Sekil 2.4. ABCD paralelkenarinin F doniisiimii altindaki goriintiisit PQRS

B

D

Bdylece, bir afin doniisiim paralelligi korudugu i¢in, [AD] ve [C D] kenarlarmimn goriintii-
leri olan [PS] ve [RS] sirasiyla [QR] ve (@ P] kenarlarina paraleldir. Buradan, F(D) = §
olarak bulunur. O

Teorem 2.12. Her F' : R? — R? olmak iizere, F(z,y) =A - [] + b afin donsisimii,
diizlemsel bir P ¢okgenini, alani P ¢okgeninin alanin |det A| kati olan F(P) ¢okgenine
doniistiiriir. Diger bir deyisle,

Alan(F(P))
Alan(P)

esitligi saglamir (Byer, Lazebnik ve Smeltzer 2010).

=det A

. a
Ispat F(z,y) = [

c

b T .
] l ] bir afin doniigtim olsun.
Yy

Alan(F(P))
Alan(P)

olarak almsin. Bu orandaki k sayis1, A(1,0), B(0,1) C(1,1) ve O noktalar ile olusturu-

=k

lan karenin alaninin F' afin doniisiimii altinda olugan parelelkenarin alanina orant olarak
alinabilir (Sekil 2.5). Boylece, AOBC karesinin F altindaki gériintiisii olan A’O’B'C’
paralekenarinin kése noktalari,

F(A) = A =(a,c)ve F(B)=B'=(b,d)

F(C) = C'=(a+bc+d)ve F(O)=0

17
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olarak bulunur. Buradan, paralelkenarin alani hesaplanabilir. Buna gore,

)
Sekil 2.5. AOBC paralelkenarimin F' d6niistimii altindaki goriintiisii A'O’ B'C’

(Sekildea > b > 0 vec > d > 0 alinmistir.)

Paralelkenarin alam = det(OA’,OB’)

a c¢
= det =ad — bc=det A
b d

olarak bulunur. Buna gore, k orani,

Alan(OA'B'C")
AAMIEEY )k — det A
Alan(OABC) ¢

doniisiimiin matrisinin determinat:1 olarak bulunur. Béylece; F' afin doniisiimiiniin O A
ve OB kenarlarina sahip birim kareyi, alan1 |det A | olan bir paralelkenara doniistiirdiigii
goriiliir. Ayni diistince ile paralelkenarin [ A’ B'] ksegeni ile olugturulan A’ B’O {iggeninin
alaninin, karenin [AB] ksegeni ile olusturulan ABO tiggenin alanina orani da |det A | olur.
Teoremi genellestirmek igin, F* afin doniistimiiniin n kenarli P ¢okgeni, n kenarli P’
gokgenine doniistiirdiiglinii kabul edilsin. Asagida Sekil 2.6°da goriildiigii gibi P ¢okgeni
A kosesinden cizilen kdsegenlerle elde edilen (n — 2) tiggensel bolgeye pargalanabilir.
Olusturulan  bu  iiggenler F  doniisiimii  tarafindan, P’ ¢okgeninin
F(A) = A kosesinden gizilen kdsegenlerle olusturulan (n — 2) liggene doniistiiriiliir.
Diger bir deyisle, A; liggeni, F'(A;) liggenine, A; Uggeni, F'(Ay) tiggenine, ... ve A, o)
tiggeni, F'(A(,_g)) liggenine resmedilir. Bu iiggenlerin birer kenarlari ortak oldugundan

tiggenlerin birlesimi P’ ¢okgenini olusturur. Bu figgenlerin karsilikli olarak alanlar1 oran-

18
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landiginda, bu oranlarin herbiri dontigiimiin determinantina esit oldugundan,

A

Sekil 2.6. P ve P’ ¢okgenlerinin kisegenleri ile parcalams
g

Alan(A}) _ Alan(A}) _ Alan(Al,_,) _ det A
Alan(A;)  Alan(A,) Alan(A,_s)
orantisi yazilabilir. Boylece, bu oranlarin paylar ve paydalar1 kendi aralarinda toplandigim
o o Alan(AY)  Alan P’
%AZZZEAg = Aan p = |t Al
olur. Buna gore, k ¢arpan1 A matrisinin determinantinin mutlak degerine esittir. d
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2.4. Koniklerin Afin Doniisiimii

Genel olarak

Az* 4+ Bry+Cy  + Dz +Ey+F =0

kapal1 denklemi ile verilen bir konigin matrislerle ifadesi,

T
K A% ‘ +[D E] ! +F=0
C Y Y

|ty

Y

seklinde verilebilir. Bu gésterimi kullanmak, kapali denkleme gore afin doniistim islem-
lerini yapmada kolaylik saglayacag: i¢in tercih edilecektir. Bu gdsterimdeki 2 x 2 matrisin
0z deger ve 6z vektorleri kullanilarak elde edilen matrisler vasitasiyla olusturulacak bir
afin doniisiimle konik merkezil hale getirilecektir. Daha sonra bir elipsi birim ¢embere

doniigtiiren afin doniigiim verilecektir.

Tamim 2.13. Bir konigin genel denklemi, A,B,C, D, E, F € R olmak iizere,
Az® + Bzy+Cy* + Dx+ Ey+ F =0

seklindedir. Bu denklemde,

8§ = B?~4AC < 0ise denklem bir elips,
§ = B?—4AC = 0ise denklem bir parabol,
§ = B?—4AC > 0ise denklem bir hiperbol

belirtir (Ozdemir 2016).

Teorem 2.14. Bir afin doniisiim, bir konigi baska bir konige downiistiiriir ve bu doniisiim

konigin tiiriinii degistirmez (Byer, Lazebnik ve Smeltzer 2010).

Ispat Varsayalim ki,
K:Az* +Bry+Cy*+Dx+Ey+F =0
bir konik denklemi olsun. A, 2 x 2 tersinir bir matris ve X = (z,y) € R? olmak iizere,

f : R*->R?
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bir afin doniislimii verilsin. K konigi tizerindeki (z,y) noktasinin, f afin déniisiimii

altindaki goriintiisii (z/,y') olarak alinsin. f afin doniistimiiniin tersi
e y) = AT (@ y) — A7 = (z,y)

seklindedir. Burada, A matrisinin tersi,

olsun. Buna gore; f~! doniigiimii (z', /) noktasmni,

r = az' +by +1¢,

y = cx +dy +u

esitlikleri ile verilen (x,y) noktasina doniistiiriir. Bu esitlikler K koniginde z ve y ye
rine yazihirsa, =’ ve 3’ degiskenlerine bagl ikinci dereceden iki bilinmeyenli bir konik
denklemi elde edilir. Bu denklemin ifade ettigi konik K’ olsun. X' denklemi bir elips,
hiperbol veya parabol tiiriinden bir konik belirtir. Ciinkii, afin déniisiim bir noktay: nok-
taya, bir dogruyu dogruya, bir dogru pargasini bir dogru pargasina déniistiiriir. Eger K’ bir
nokta, bir dogru veya bir dogru pargas: olsaydi, f~* afin déniigiimii bu nokta, dogru veya
dogru pargasini yine bir nokta, bir dogru veya bir dogru pargasina doniistiiriirdii. Fakat,
bu K koniginin elips, hiperbol veya parabol tiiriinden bir konik olmasi ile gelisirdi. K’

koniginin denklemi:
Afaz’ + by +t)? + Blaz' + by +t)(cz’ + dy +u) + Ccz’ + dyf + u)?
+D(az’ +by' +t) + E(cx’ +dy +u)+ F =0
olacaktir. Bu ifade diizenlendiginde, bulunan K’ koniginin diskriminanti,
& = (ad — be)? - (B — 4AC)

olarak bulunur. Bu ifadeye gore; K’ koniginin diskriminanti, f afin doniisiimiiniin mat
risinin determinant ile XC koniginin diskriminantina baghidir. Bir konigin tiirti diskrimi-

nantinin isaretine gore belirlendigi igin, &’ sayismn isareti,
(ad — be)? > 0
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oldugundan, f doniisiimiiniin determinantindan isaret olarak etkilenmez. Bundan dolayi,

K' koniginin tiirii sadece K koniginin diskriminantina, yani,
(B? — 4A0)
sayisinin isaretine baglidir. Bundan dolay: da, K koniginin diskrinantinin isareti ile X'
koniginin diskriminantmnin isareti aynidir. Sonug olarak; K’ koniginin tiirii, X koniginin
tiirdi ile aynidur. (]
Tanmm 2.15. A, B,C, D, E, F € R olmak iizere,
Az*+ Bzy+Cy* + Dz +Ey+F =0

konigi icin,

|ty

A
M=
B

Q

2
bigiminde tanimlanan matrise, konigin kuadratik kisminin matrisi denir.

" 11 Q12 . Y . P o .
Onteorem 2.16. A = simetrik bir matris olsun. A matrisinin 6z degerleri

12 Q22
A1, Ag, bu ozdegerlere karsilik gelen 6z vektorler ise sirasyla W = (uy,up) ve ¥V =

(v1,v9) olsun. Bu durumda,
A O
0 X

PTAP =

olacak sekilde ortogonal bir P matrisi vardw. Oyleki, P matrisi, A matrisinin siraswyla
A1 ve X Ozdegerlerine karsilik gelen birim ozvektorlerinin siitun olarak yazilmasiyla elde
edilir.
Teorem 2.17. A,B,C,D,E,F € R olmak iizere,

K:A2? + Bay+Cy !+ Dz +Ey+F =0

koniginin kuadratik kismimn matrisi M olsun. M matrisinin 6z degerleri M1, \y; bu
ozdegerlere karsilik gelen 6z vektorler ise sirasyla W = (uy,ug) ve V. = (v1,v2) ol-

sun. K konigi,

o Duy + Eug _ _D’Ul + Eug
*o = 2, P 2,
v A 0
P =" epMp=|
Ug Vg 0 )\2
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olmak iizere,
z x ' + xg
P
Y y Y + 0
afin doniisiimii altinda bir merkezil konige resmedilir. Konigin asal ekseni olarak segilen
eksene karsilik gelecek olan oz deger, elips i¢in kiigiik dzdeger, hiperbol igin biiyiik olan

ozdeger ve parabol icin sifir olan 0z deger olarak segilir.

Ispat Az?+ Bzy+ Cy®+ Dz+ Ey+ F = 0 konik denklemi islemlerde kolaylik olmasi
y

agisindan matrisleri kullanarak asagidaki gibi ifade edilebilir:

T
z A T
B
2

+[p E] +F=0
C Y Y

B
2 xz

y

Bu konik denklemi, f ! afin doniigiimii altinda asagidaki konige doniisiir:
T
:L',+.’IUO LB/+$0 :L"-HL‘O
P MP + [ D E] P +F=0
¥+ Y+ Yo

Bu ifade diizenlendiginde,

T x'+xz, z'+xzg
[aj'+:z:0 y'+y0il(P MP) +[_D E]P +F =0
Y+yo Y+
esitligi elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapildiginda
)\1 0 x’+x0 $/+.’L‘0
[x’+wo y’+yo] + [Dul+EU2 Dv1+Ev2] +F =0
M| | 40 ¥+

A (& +20) 2+ Ao (v +yo )+ (Dur+Eug) (2'+x0)+H Doy +Evy ) ( +y0)+F = 0
M@ 22" wota A2 (5 +2y Yoty ) +H(—2Ma0) (2 +m0)+(—2Xa0) (¥ +y0)+F = 0

Mz? 4+ Aoy — Mzt - MyE+F = 0

sonucu elde edilir Bu son denklemde X\;z2 + Ayy2 — F ifadesine F; denilirse,

Iy # 0 iken, son denklemi,
22 g
rtE=!
A1 A2

bigiminde, merkezil konik olarak yazilir. O
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Ornek 2.18. £ : 222 — 32y + 22 + 2 —4dy+1=0 konigi icin

M = 23 E
-3 2
ile belirlidir. Bu matrisin 6zdeger ve dzvektorleri,
1 o | T S | -5
Al = —<¢— u = , )\2 = — <= V =
2 By 2 1
V2 V2

olarak bulunabiliv. Bu konigin asal ekseni y ekseni olarak secilirse, Teorem 2.17 den,
afin doniisiim altinda olusacak elipsin asal ekseninin y olmasi igin kiigiik olan ozdeger

Yo sayisi hesaplanirken kullaniimalidir. Boylece,

1 1
= 5 3v2

P= ‘/51 ‘f vex0=——7—\/_vey0=v2
V2 V2

olmak iizere, £ elipsini merkezil bir elipse doniistiiren [~ afin doniisiimii,

/ 1 L — 32
ey =p| " T | v | T
Y + % -7 Byt V2

olacaktir. Buna gore,
2t —3zy + 2 +2x —4y+1=0

koniginin matris formu,

T
' 2 —% ' !
7 2 ! + [ 2 _4 :I / + IZXZ - 0

seklindedir. Ayrica,
B? —4AC=-7<0

oldugundan bu konik bir elipstir. Bu konigin f= afin doniisiimii altindaki gorintiisi,
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gerekli islemler yapildiginda,

4 1_ 32 32
N * [i _l] T +lax2
0 1| y+v2 a2l i

7 3v2, 1 6 3vV2, 2
0=_I__2_I 22_/____!
5@ 7)+2(y+f)+ﬁ(x - 2(y+\/§)+1
7 9 1, 6 18 2
02_2_321 e T2 2/ 1 R e A
57 \/'x+7+2y +V2y + +ﬁm T~ 7Y 241
esitliginden
2?2
mtE =1
49 7
olarak bulunur (Sekil 2.7).
.2(
-2 {j b
;..2m
Sekil 2.7. £ ve goriintiisii
Ornek 2.19. H : 22 + Tzy — y? — z — y + 4 = 0 konigi igin,
_% -1
ile belirlidir. Bu matrisin dzdeger ve dzvektorleri,
—1./53_2
A]_ = l\/ﬁ — Tl) = % 7\/— 7
2 Il 1

I~

1./53 -2
Ay = _%\/%H 7=—1—[7\/_ 7]
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olarak bulunabilir. Konik B*—4AC = 53 > 0 oldugundan bir hiperboldiir. Afin doniisiim
altinda olusacak hiperboliin asal eksenini x ekseni olarak secilirse, Teorem 2.17 den

bityiik ozdeger x sayisint hesaplanirken kullamly. Buna gove,

P = U1 U1

Ug V1

1 106 4
=~ (VB -5) g~V

1 [ 4 106
Yo = ﬁ(\/%-i—f)) E\/ﬁ-l_ll_g

olmak iizere, H hiperboliinii merkezil bir hiperbole diniistiiren f~! afin déniisimii,

' +zp

i, y)=P [

¥+

olacaktir. Boylece, * + Txy — y* — z — y + 4 = 0 koniginin matris formu,

(D 311 2] e

seklindedir. Bu hiperboliin f~ afin doniisiimii altmdaki goriintiisi,

[x'-l—:v y’+y] Ve v +
0 0
0 VB || ¢+w

Uy v T+
+[—1 —1][ ' 1][ 0}+412x2=0

Uy vy ¥+

bulunur. Yukaridaki denklemde gerekli diizenlemeler yapildiginda asal ekseni x ekseni

tizerinde bulunan,

1 1 : 205
—5\/55.'1,"2 + 5@3/2 + 53 =0

hiperbolii elde edilir (Sekil 2.8).
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Sekil 2.8. H hiperbolii ve goriintlisii

Ornek 2.20. P : 22 — 2xy + y* — 8z + 12y + 13 = 0 konigi i¢in,

M =
-1 1

ile belirlidir. Bu matrisin dzdeger ve ézvektorleri,
S
M=201u= 1\/'2' L Ad=060V =

V2

S o

olarak bulunabilir. P konigi B2—A4AC = 0 oldugundan bir paraboldiir. Afin dowiisiim al-
tinda olusacak paraboliin asal ekseni'y ekseni olarak segilsin. Buna gore, Teorem 2.17 ye
gore, y eksenini asal eksen yapabilmek i¢in, sifirdan farkli olan dzdeger x, sayisim hesap

lanwrken kullamilmalidir. Boylece,

P =

S 5
Si- &

)
g = '—5\/5

olmak iizere, P paraboliinii asal ekseni y ekseni olan bir parabole doniistiiren f~! afin

dontistimii,
1 1 5
ey | TV E| | T2
’ 1 1 Y
VR
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olacakur. Boylece, * — 2zy + y* — 8z + 12y + 13 = 0 koniginin matris formu,

) LDt ([ ]) e

olur. Bu paraboliin f~' afin doniisiimii altindaki goriintiisii, gerekli diizenlemeler
yapildiginda,

2 0 z'-3v/2
00 y

m’-g\/ﬁ

!

Y

[#4v2 v] [ 2]

S Sl
Sk b

26 +2v2y —25 = 0

olarak bulunur (Sekil 2.9.).

Sekil 2.9. P parabolil ve goriintiisti

Teorem 2.21. Herhangi bir £ : Az® + Bxy + Cy* + 2Dx + 2Ey + F = 0 elipsinin
kuadratik kismimin matrisi M olsun. M matrisinin 6z degerleri A\jve o, bu ézdegerlere

karsiik gelen 6z vektorler ise sirasiyla @ = (uy, up) ve V = (v1,v3) olmak iizere,

_ Duy + Eus _ Duv; 4+ Evs

0= 2 Yo = Mg

ise,
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ve
—
z ) \,f' z\1w3+;\2yoz—F 0
I AN / 1

’ 0 )qm%-k)qy%—F

Yy \/ Az

doniistimlerinden elde edilen,

h(z,y) = (g ° f) (,9)
afin doniigiimii € elipsini merkezil birim gembere doniistiiriir.

Ispat Teorem 2.17’ye gore, € elipsi f ~! afin doniisiimi ile
p
72 2
Mot rorE—F | it ragd—F
)\1 )\2

=1

merkezil elipsine doniisiir. g afin doniistimii ise, bu merkezil elipsi
mz + y2 =1
birim ¢gemberine doniistiiriir. Buna gore,

h(.’I:,y) = (90 f) (:E,y)

afin dontigiimii £ elipsini birim ¢embere doniigtiiriir (Sekil 2.10).

*y)

ST

A

———
S W

g—l

x2+y2=1

Sekil 2.10. Bir elipsi birim ¢embere doniistiiren déniigiim
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Ornek 2.22. Ornek 2.18°de, £ : 2¢* — 3wy + 2y* + 2z — 4y + 1 = O elipsinin

I o — 32
fiahy)y=| 2 2 ’
’ -5 7 '+ /2
Vi V3 4
afin doniisimii altinda,
22'2 yIZ
mtE =1
49 7

merkezil elipsine doniistiigii gosterilmisti. Bu merkezil elips de

18
g "y = |V =

©loo
(]
H\
8

afin doniisiimii ile z° + y? = 1 cemberine doniisiir. Buna gore, £ elipsi
gof

bileske fonksiyonu ile birim cembere doniigiir.

Ornek 2.23. Teorem 2.17'de ifade edilen afin doniisiim, konigin katsayilar: kullanarak
nasil ifade edilebilir?

Bunun i¢in f~! afin dowiisiimiiniin yaziumasmda kullamilan 6z deger ve 6z vektorler bu-
lunur. Buna gore, A,B,C,D,E,F € R, Az®+ Bxy+Cy*+2Dz+2Ey+F = 0 koniginin

kuadrik kisminin

M=

Q

SIS S
|ty

matrisinin 6z degerleri, |\ — M| = 0 denkleminin kokleridir. Boylece, determinant

islemi yapildiginda,
A-A B
IAXI—M| = =0
B A_cC

BZ

0 = (/\—A)()\—C)—T
B2
0 = A2—>\(A+C)+AC—T

ikinci dereceden deklemi elde edilir. Bu ikinci deveceden denklemin diskriminanti her za-

man sifirdan biiyiik oldugundan her zaman denklemin reel kikleri vardir. Bundan dolay,
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M matrisinin ozdegerleri,

(A+C) +/(A+C)? — 4(AC - )

A =
2
(A+C)—\/(A+C)2 — 4(AC - B
Ay = — 5

seklinde elde edilir. Bu ifadelerde

2
A+C=iszeAC—BT:detM

olarak alnsin. Bu durumda, dzdegerler

_izM+ /(z2M)? — 4(det M) ve o = izM — \/(izM)? — 4(det M)
B 2 2T 2

A1

seklinde yazilabiliv. Buradan da
M+ =izMve A - Ay =det M

esitliklerini kolayca yazilabilir. \1, Ay 6z degerlerine karsilik gelen oz vektorler sirasiyla
U = (w1, ug) ve v = (v1,va) olsun. \y 6z degerine karsilik gelen W birim oz vektori,
us # 0 olmak iizere,

A3
e

yazilabilir. Bu denklem sistemi ¢oziildiigiinde,

_B
3 - 1 l 30u—A) ]
B
J14 (—2(A1_A))2 1
B

1 (C — A) ++/(izM)2—a(det M)

1+ 2 2 1
(C — A) +1/(izM)2—4(det M)

seklinde bulunur. Aym sekilde,

B
AE ¥ =AWV
. V = A2V
5 C
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. P P . N - . — ) .o s e P
denklem sisteminin ¢oziimiinden, Ay dzdegerine karsiltk gelen V' birim ézvektorii birim

olani v; # 0 olmak iizere,

1 1

—
v

B B
\ 1+ (550=5)° | 007

1 1

2 B
1+ B (C — A) —\/(izM)2—4(det M)
(C — A) —\/(:zM)2—4(det M)

ile belirlidir. Bu ifadelerde,

(izM)? — 4(det M) = A
olarak almsin. Teorem 2.17 de ifade edilen,
I+x
ey =P
¥+ %

afin doniisiimiinde bulunan esitlikler yerine yazildiginda, =1 afin doniisiimii,

i(__ B
1 B 1 z — % (G=mivz) + P
f—1($f /)_ U\ - A) +V/A Vv =My VA
Y= 1 1 B D+ Ed(oE—vx)
= - ’ V\(C-A) —vVA
U vV (C‘—A)—\/Z) ¥y — ZM_— VA
2

sekline doniisiir. Bu ifadede kullamilan, U ve V ifadeleri

(C — A) + /(:zM)? — 4(det M)

U =

_—

B 2
Vo= \1+ ((c —A) - \/(izM)2—4(detM))

seklindedir. Boylece, f afin doniigiimii IC koniginin katsayilar: kullanlarak ifade edilmis

olur.

Teorem 2.24. A,B,C,D,E,F € R, £ : Az®>+Bzy+Cy*+2Dz+2Ey+F = 0 elipsinin
alani,
ﬂ)\lxg + /\2y§ - F

NoTEpy

Alan(€) =
esitligi ile bulunur.
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ispat Teorem 2.17’ye gére, £ elipsinin

'+ xg
@) =P
Y + %
afin doniistimii altindaki goriintiisii,
2 2
: z Y .
En Mz +dayr—F + Madtray2—F 1
/\1 )\2

merkezil elipsidir. Afin doniistimiin alan ile ilgili Teorem 2.12’ye gére, £ ve &y elipsleri

nin alanlan arasinda,
Alan (Ex)
Alan (&)

orani vardir. £y, merkezil elipsinin alani, merkezil elipsin alan formiilii kullanildiginda,

=detP

ﬂ_}‘lx(% + )\2318 - F

Alar &) = T e s

bulunur. Buna gore,

7r)\1:c(2) +XyE—F 1
v/ /\1 . )\2 det P

olarak elde edilir. Burada det P degerini hesaplamak igin,

Alan (£) =

A0
0 X

PTMP =

esitligi gdz Oniine alinsin. Buradan, her iki tarafin determinanti alimip, gerekli islemler
yapildiginda,
Ay O

0 A
(detP)®-detM = A;- X

det(PTMP) = det

detP = =+1

elde edilir. Alan negatif deger alamayacagindan det P = 1 olarak alimir. Bundan dolayi,
£ elipsinin alani, &£ elipsinin alanina esittir. Boylece, alan ifadesi,

Mz + doys — F
VAL A
olarak bulunur. O

Alan (&) =7
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Ornek 2.25. £ : 22% — 3zy + 2y° + 2z — 4y + 1 = O elipsinin alam afin doniisiim

kullamlarak bulunabilir. Daha énce, Ornek 2.18 de bu elipsi merkezil elipse doniistiiren

afin doniisiimiin,

1 1 32
Fiayy=p | TR A om0
’ ! + 1 1 / \/§
Y TY% 2 72 Yy +
oldugu gosterildi. Buna gore, £,y merkezil elipsi
$/2 y12
TtE !
49 7
seklindedir. Ornek 2.18 de
7 1 3v2
)\1257/\2:5‘1‘35”0:_ \7/_’ yo=v2veF =1

oldugu biliniyor. Buna gore, £ elipsinin alani,

T‘_A]_.'L'% + )\ng - F

Alan (£) = o
2
3 () v -
- 1.1
2 2
_ lar
VT

olarak bulunur. Gergekten, merkezil elipsin alam hesaplandiginda, alanin

goriilebilir
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2.5. Kompleks Diizlemde Afin Déniisiimler

Reel sayilarda oldugu gibi karmagik sayilarda da afin déniisiimleri tanimlanabilir. Fakat,
bu tezde karmagik say1 diizlemindeki afin doniisiimler A, B, C' € C olmak iizere, f(z) =
Az+ Bz C doniistimil ile ifade edilecektir. Burada, f doniisiimiiniin A, B, C katsayilari

ile déniistimiin tiirli arasindaki bagntilar1 incelenecektir. f doniisiimiiniin matris formu,

f(Z) = (a1 + agi)(zl 4+ Zgi) + (bl + bzi)(zl - Zzi) + (Cl =+ Czi)

= a121 + a121 + aozi — agzy + b1z1 — bzl +bozl + bazo + ¢ + el

_ [ a1 +by —ag + by z N ¢
i as+bs a;—by Zg Co

_ - Re(A+ B) Im(—A+ B) al_ | @
| Im(A+B) Re(A- B) 2 c

seklinde yazilabilir. Burada afin doniisiimiin matrisi T ile gosterilsin. T matrisi,

ar+b —ay+ by

ag+bs a1 —b

seklindedir. T' matrisinin determinanti,
det T = a7 — b} — (—a3 + b3) = (af + a3) — (b] +b3) = |A]" — |B*

olarak bulunur. Bdylece; f doniisiimiiniin afin doniisiim belirtmesi i¢in, A ve B karmasik

sayllariin uzunluklar esgit olmamalidir. Bir diger deyisle,
det T =0 <= |4]| = |B|

bagintis1 varsa f, afin doniigiim degildir.

Tanmm 2.26. A, B,C € C olmak iizere,

f: C=C
f(z) = Az+Bz+C

doniisiimil | A| # |B| olmak iizere bir afin dowiisiimdiir (Kocic ve Majetic 2006).
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Oteleme Déniisiimii
f:C—C, f(z) = Az+ Bz + C afin déniisiimiinde, A = 1, B = 0 ve C € C alinirsa, f

bir Gteleme doniigiimii olur (Kocic ve Majetic 2006). Bu déniisiimiin matrisi
10
T = = Ipy2

seklindedir. f afin d6niiglimiiniin ifadesi,
fz)=Iixe-z2+c=2+C

olarak bulunur.
Oteleme doniistimii uzunlugu, alam ve agiy1 korur. Gergekten de, X = z; + z5i ve

Y = y; + i € Colsun. C = ¢; + cyi olmak iizere,

fX)=(@i+ea)+(@t+e)ivef(Y)=(mn+e)+ (g +o)i

oldugundan,
FY)—f(X)] = |3 —=21)+ (}h — z2) i
= \/(yl —21)" = (32 — z5)”
= Y - X]

oldugundan, 6teleme doniisiimii uzunlugu ve dolayisiyla alan1 degistirmez. Agiy1 degistir
medigi benzer sekilde goriilebilir.

Dénme Doniisiimii

J:C — C, AB,C € C olmak iizere, f(z) = Az + Bz + C afin déniistimiinde,
A =6’ =cosf+isinf, B = C = 0almrsa, f(z) = Az bir dsnme doniisiimii olur

(Kocic ve Majetic 2006). Bu doniigiimiin matrisi

cosf@ —sind

sin@ cosé

ile verilir. Bu kompleks diizlemde ¢ok iyi bilinen dsnme matrisidir.
Gergekten de,
detT=1ve T'ITI =1, I = diag (1,1)
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esitligi saglanr.

Not : Oklid uzaynda, i¢ carpimu degistirmeyen doniigiimlere ortogonal doniisiim denir.
Bu doniistime karsilik gelen matrisin determinant: 1 ise bu déniigiim dénme déniisiimil,
—1 ise yansima doniigimiidiir. T : E?> — E? donlisiimiind alahm. W,V € E? icin,

I = diag (1, 1) olmak iizere,

(T(W), T(¥)) = (TW)'I(TV)="d!(TIT)V
w,V) = WV

oldugundan,
(T(@), () = (3,7
olmasi igin gerek ve yeter kosul,
TIT =1
olmasidir. Bu matrisin determinanti,

det (T*IT) = det (I) = det T (det T)* = det I = det'T = +1

bulunur.
Yansima Doniigiimii
f:C — C, A B,C € Colmak iizere, f(z) = Az + Bz + C afin doniisiimiinde,
B =" =cosf +isind, A= C = 0almirsa, f(z) = BZ bir yansima déniigiimii olur
(Kocic ve Majetic 2006). Bu doniigiimiin matrisi

cosf sinf

sinf@ —cosé
ile verilir. Bu kompleks diizlemde yansima matrisidir. Gergekten de, det T = —1

esitligi saglanir.

Teorem 2.27. B = €, A = C = 0 iken f(z) = Az + Bz + C alindiginda, f(z) = ¢z

afin doniigiimiiniin matrisi,

cosf sinf
sinf —cosé@

seklindedir. f afin dowiisiimil bir z karmasik sayisim
y = tan ga:

2
dogrusuna gore yansitir (Kocic ve Majetic 2006).
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Ispat Herhangi birz = 2 +yi € C sayismm f(z) = ¢z doniisiimii altindaki griintiisii
f(z) = (zcosf + ysin @) + i(zsin 6 — y cos f)

olarak bulunur. z ve f(z) noktasinm orta noktast w olsun. Buna gire, orta nokta

z + ez
2

W =

seklinde yazilabilir. w karmagik sayismin konum vektdriiniin, z ve f(z) karmasik sayilari
nin konum vektoriiyle yaptig: agilar esit oldugunu goriilebilir. Soyle ki,
1 .
(z,w) = = [ z,z) + (z, e‘92>]
(f(z),w) = [(e‘ez eZ) + (€2, 2)]

i¢ carpim islemlerinde,

<z,ei92> = <ei02, z) ve (z,z) = (f(z), f(z)) = <ei02, ew'z'>
esitlikleri saglandig igin,

(2, w) = (f(2), w)

sonucu elde edilir. Buradan, w konum vektoriiniin, z ve f(z) sayilarinin konum vektorleri
ile ayn1 agiy1 yaptig1 goriiliir. Buna gore, Oz ve O f(z) dogrulan Ow dogrusuna gore
birbirinin yansimasidir. w karmagik sayisi su sekilde de ifade edildiginde,

(z +zcosf + ysinb) +i(y + zsinf — y cos §)
2

W =

ﬁ .
dogrultman1 Ow vektorii olan dogrunun egimi,

_x+xcosf +ysind
~ y+zsind —ycosd

ile belirlidir. Bu esitlik diizenlenirse, egim,
y +z(2sin g cos ) — y(1 ZSm2 ¢)

z+z(2cos? 8 — 1) + y(2 sin § cos £)

z(2sin £ cos g) + y2sin® ¢

29 in ¢ (4
z2cos® 5 + y2sin 3 cos 3
8 9 o0
2sin 5(z cos 5 + ysin 5)

9 0 0
2cosz(xcoss +ysing)

= tfan-—
2
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7 ) . 3
elde edilir. Sonug olarak, w sayisi, y = tan 3% dogrusu lizerindedir. Ayni zamanda, zf (z)

ve W vektorlerinin i¢ garpimi alindiginda,

GTELF) = (s -n22%)
_ <elgz_z z+ ¢ z>
1
2
0

[<e z z> + <e Z e‘ez> ,Z) — <z,eiai>]

sonug sifir oldugundan, w karmagik sayisinin karmagik diizlemdeki konum vektorii, z f (z)
vektorine diktir. Bu, f(z) karmasik sayisinin, dogrultusu Ow olan orjinden gegen dogruya

gdre z sayisinin yansimasi oldugunu gosterir. O

Sonug 2.28. f(z) = €%z yansima doniisiimii ve bu dondisiimiin matrisi

cosf siné

sin@ —cosf

olmak iizere, z = © + yi € C,
0 =0 icin
1 0 T x

elde edilir ki, f afin doniigiimii x eksenine gore yansima belirtir.

6 = 3 icin
01 x Yy
f(z) = =
10 Y x
elde edilir ki, f afin doniisimii y = x dogrusuna gore yansima belirtir.
8 = m igin
-1 0 z —z
f(z) = =
0 1 y y

elde edilir ki, f afin doniisiimii y eksenine gire yansima belirtir.

0 = =L icin
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elde edilir ki, f afin dondisiimii y = —x dogrusuna goére yansima belirtir (Kocic ve Majetic

2006).

Kirpma Déniisiimii:

Tamm 2.29. A, B,C € C olmak iizere, f(z) = Az + BZ + C esitliginde, A =1 — &

2,
B=1%14+0,u€RveC =0 almwrsa,

iu

ful) = (1= )e+ (g

doniistimii bir kirpma doniigiimii olur. Bu doniisiimiin matrisi
T =

ile verilir (Kocic ve Majetic 2006).

Tanim 2.30. ||A|2 —|B |2| = 1 ise f(z) = Az + BZ lineer doniisiimiine unimodular

doniisiim denir (Kocic ve Majetic 2006).

Unimodular afin doniisiimlerin matrislerinin determinanti +1 oldugu i¢in, bu tiir afin
déntigiimler, sekillerin alanlarmin biiytkliiklerini degistirmezler. Buna gore, f(z) =

Az + B7Z doénligiimiiniin matrisinin deteminant:

a1 +b, —ay+5b :
detT=det | | =[AP—|B} =1
as+by ay—b

olarak bulunur. Boylece Gteleme, dénme, yansima ve kirpma doniisiimlerinin determi-

nant1 =1 oldugundan birer unimodular déniisiimdiir.
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Onteorem 2.31. Eger A= 1—a?+iave B= a+iV1— a2,a,b € R olmak iizere,
f(z) = Az + C ve f(z) = Bz + C afin déniisiimleri ortogonal afin dowiisiimler olur.

Gergekten de, f(z) = Az + C doniisiimiiniin matrisi,

v1—a? —a

a V1—a?
ve f(z) = BZ + C doniisiimiiniin matrisi,
a —V1—a?
V1—a? a

olmak iizere, bu matrislerin determinanti 1 dir (Kocic ve Majetic 2006).

Onteorem 2.32. Ortogonal doniisiimler i¢ ¢arpimi korur (Kocic ve Majetic 2006).

Ispat f ortogonal déniisiim olsun. I¢ ¢arpimm korundugunu gostermek igin iki karmasik
sayinimn i¢ ¢arpimi ile bu sayilarin f doniisiimii altindaki goriintiilerinin i¢ ¢arpimlarmin

esit oldugunu gosterilmelidir. Bu diisiinceden hareketle,
Z1,2Zy € Cve f(Z) = eiezl, f(Z) = ei9z2

olmak lizere, i¢ ¢arpim iglemeleri yapildiginda,

Z1%Z9 + Z17o
(z1,22) = ———
Z Z2) + f(z Z
(o), flz)) = LZ0f(22) 2 f(71) £ (22)
_ ez, - ez, + 67197, - elf%,
- 2
Z1Z2 + Z12
- 9 = (Z1,22)
sonucu elde edilir. Béylece, (f(z1), f(22)) = (21, z2) oldugu goriilebilir. 0
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2.6. Kompleks Diizlemde Afin Doniisiimlerin Uygulamasi: Fraktaller

Bir geklin kendini yineleyerek kendine benzer sekiller liretmesi hakkindaki diisiince 17.
ylizyihn ilk yillarinda baglar. Bir sekilden kendini yineleyen, kendine benzer olan sekiller-
den olusan bir fraktal {iretilebilmesi igin bir fonksiyon sistemine ihtiyag vardir. Bir frak-
tal, bir geometrik sekle, ylizeye yada noktalar kiimesine bir Yinelenen Fonksiyon Sistemi
(YFS) uygulanmas: ile olusturulabilir. YFS igindeki déniigiimler, benzerlik, Gteleme ve
doénme gibi temel doniisiimler olabilir. Yinelenen fonksiyon sisteminin uygulanmasiyla
elde edilen sekillerin birlesimi fraktali olustur. YFS ile fraktal olugturmak igin asagidaki
adimlar izienebilir:
1. Herhangi bir noktalar kiimesi, bir sekil veya bir ylizey belirlenir.
2. Bir afin doniigiim sistemi tanimlanir.
3. Birinci adimda belirlenen noktalar kiimesinin ikinci adimda belirlenen afin déniisiim-
lerdeki goriintii kiimeleri olusturulur.
4. Ugiincii adimda bulunan goriintii kiimesinin noktalari, ikinci adimda belirlenen afin
doniisiim sisteminde yeni bir goriintii kiimesi olugturmak igin tekrar yerine yazilir.
5. Herhangi bir adimda elde edilen goriintii kiimesine, yine aym déniisiim sistemi uygu-
lanarak yeni gériintii kiimeleri olugturulur.
Bu iglem dizisi sonsuza kadar yapildiginda olusan sekillerin yada yiizeylerin yada nokta-
lar kiimesin birlesimi ile fraktal elde edilmis olur. Bu elde edilen yeni noktalarmn tekrarl
olarak afin sisteme uygulanmasina $zyineleme (recursive) ve elde edilen adimlardaki
sekillerin biitin fraktale benzerligine de kendi kendine benzerlik (self similarity) de-
nilmektedir. (Berardo 2018)

Ormegin; belirlenen nokta kiimesi A ve kiigiiltme yapan ii¢ afin doniigiimiin olus-

turdugu bir afin doniigiim sistemi, asagidaki gibi,
F(z) = Az+a
G(z) = Bz+b
H(z) = Cz+ec

olsun. YFS igin verilen basamaklar uygulandiginda ilk ii¢ adimda elde edilen nokta

kiimeleri,

1. adim: {F(A),G(A), H(A)},
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2. adim {F(F(A)), F(G(A)), F(H(A)), G(F(A)), G(G(A)), G(H(A)), H(F(A)),

H(G(A)), H(H(A))},

3. adim: {F(F(F(A)))

F(G(H(A))), F(H(F(
(

, F(F(G(A))), F(F(H(A))), F(G(F(A), F(G(G(4))),
A))), F(H(G(A))),F(H(H(A))),G(F(F(A))), G(F( (4)),
)

G(F(H(A))), G(G(F(A)), G(G(G(A))), G(G(H(A))), G(H(F(A))), G(H(G(A))),
G(H(H(A))), H(F(F(A)), H(F(G(A))), H(F(H(A))), H(G(F(A)), H(G(G(A))),
H(G(H(A))), H(H(F(A))), H(H(G(A))), H(H(H (A)))}

seklinde olur.

Tamim 2.33. F'(z) = Az+b dfin doniisiim her z = z) + iz, w = w; + iw, € C igin z ve
w arasindaki uzaklik ile F(z) ve F'(w) arasindaki uzaklik arasimda, X € (0,1) olacak
sekilde,

1F(z) — F(w)|| < Az —w]|

bir esitsizlik varsa F afin dowiisiimiine kiiciiltme doniisiimii denir. \ reel sayisina dowiisii

miin kiigiiltme orami denir.

Teorem 2.34. Kiiciilten bir F((z) = Az + b afin dowiisiimii bir kiiciiltme doniisiimii olsun.

Herz = 2z + iz, w = wy + iwy € Cigin

1F(z) = F(w)ll < VA |1z — w]|

olacak sekilde bir X, € (0,1) vardir. Ay ¢arpam F afin doniisiimiiniin matrisinden olus-
turulan, A' A matrisinin 6z degerlerinden biiyiik olamdir ve /A kiigiiltme oramdr (Be-
rardo 2018).

Ispat Verilen esitsizligin iki tarafindaki normlar hesaplandiginda, esitsizligin sag tarafi,

lz —w| ={z—w,z—w) = v"'(z—w)t (z —w)
ve ayni sekilde sol tarafi da

|#(z) = F(w)| = ||Az+b— (Aw+D)]
= A@-w))l = V(A (@-w)A(z-w)
= \/(Z-—W)tAtA(Z—W)

43



KAYNAK TARAMASI I. OZTORK

olarak bulunur. Burada (z — w) karmagik sayisi q ile gosterilsin. A*A matrisi
(A'A) = A'(AY = AA

esitligini sagladig: igin simetrik bir matristir ve biitiin girdileri reel sayidir. A*A matrisi
simetrik oldugu i¢in ortogonal olarak kdsegenlestirilebileceginden, A*A matrisi ortogo-
nal ve kosegen olarak kabul edilebilir. A*A matrisinin 6zdegerleri \; > A, > 0 olmak
lizere, bu 0z degerlere karsilik gelen birim ve birbirine dik 6z vektérlere karsilik gelen
karmagik sayilar vy, vy olsun. vy, v, sayilart birim ve birbirine dik oldugu i¢in ortonor-
mal bir taban olarak almabilir. Bylece, c; ve ¢, sabit reel sayilar olmak {izere, q say1sinin

gosterdigi vektor, 71,72 Ozvektorlerinin lineer birlesimi olarak,
a=cVi+taV,
seklinde yazilabilir. Buradan, q* A* A q ifadesi
qd'q=cl+¢
<71,71> = (72,72> = 1, <71’72> = <72,71> = 0
A'AV =XV ve A'AV, = X V5
olmak lizere,
thtAq = (c17t1 + C27;)AtA. (Cl-‘—;l + 6272)
= (aVi+ V) (aA'AV, + 2 A'AV))
= (c17§ -+ szg) (61A171 + 02A272)
d'A’Aq = A&+ Al
olarak bulunur. Son esitlikte A, yerine A; yazdiginda, A; biiyiik 6zdeger oldugundan,
g
Aes + s < A+ Nk =0(E+ D)
< Aid'q
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlige gore,
IF(z) - F(w)[| = V/q'AtAq
< VAudiq

V2 - w
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olarak bulunur. Fakat, karmagik sayilarda A, b € C, F(z) = Az + b, afin déniisiimiiniin

bu kii¢tiltme oran1 A karmagik sayisimin normuna egit olarak alinabilir. (]

Ornek 2.35. Heighway Dragon Egrisi: 1967 yilinda ilk defa ortaya atilan bu fraktal
asagidaki yinelenen afin doniisiim sistemi ile elde edilebiliv (Berardo 2018). Fraktalin
baslangi¢ kiimesi olarak zo = (1,0) olmak iizere Oz, dogru parcast ahnsin. Bu dogru

parcasimin belirttigi noktalar kiimesine,

Flz) = %(1 +i)z

G(z) = %(—1 +i)z+1

afin doniistim sistemi uygulandiginda Heighway Dragon egrisi fraktali elde edilebilir.
Buna gore, afin doniisiim sistemi, Oz, dogru par¢asinin noktalarina ozyinelemeli olarak

uygulandiginda Sekil 2.11 deki dorvt adim elde edilir.

«
«
~

F(1)=G(1) F(G(0)) = G*(0)

F(0 G(F(0)}
o G 1

) T

Baglangig adims 1.adm 2. adim

Sekil 2.11. Heighway Dragon Egrisi olusturan ilk dért adim

Déniisiimler 6z yinelemeli olarak sonsuza kadar ilerletildiginde Heighway Dragon egrisi
elde edilir. Olusturulan bu dort adim fraktalin belli bslgelerinden parcalar alindiginda
alinan bu parcalarin bilyiitiilmiis halidir ve fraktalin kendi kendine benzerligini gsterir.

Ciinkii bir fraktalin herhangi bir adimi fraktalin biitiiniiniin i¢inde bulunabilir.
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Ornek 2.36. Asagidaki afin doniisiim sistemini [0, 1) arahgindaki noktalara ii¢ defa uygu-

landiginda, fraktal yapr goriilebilir. Yinelenen afin doniisiim sistemi,

z
h(=) = 3
f = 2 hay ]
A = 2 -5 ) ek
seklinde verilsin. Fraktalin 1. adimim olusturmak icin z = 0 ve z = 1 karmagik

saydarinin afin doniisiim sistemi altindaki goriintiileri bulunmalidir,
l.advm :
f1(0) = 0ve fi(1) =
£0)=35ve (1) = §vV3+ 1 +13i
f3(0) = S ve fa(z) = 5v3+ 3 —4i
Fraktalin 2. adimint olusturmak igin 1. adimda bulunan her bir karmasik sayiy sis-
temdeki doniisiimlerde yerine yazilr.

2.advmn :

;_n

)= (1) =
)=%Vef1°f2(1) 1\/_+ st gl
0)=2vefiofs(z)=3vV3+2-1i
) :lgvef2of1( ) 1\/_+ + 1
f20 f2(0) = £V3+ 3+ Live fao fo(l) = (%___1_1_78) + (%iﬁ-%)i
fao f3(0) = 3v/3+ 3+ 3ive fao f5(1) = 3vV3+ 4+ 1i
foo £1(0) = 2ve fro fi(1) = 1A+ ki
fao f2(0) = V3 + 2 — Live fy0 fo(1) = LV3+1-di
fs0 f3(0) =3V3+2 - Live fy0 fa(1) = (@4_%)4_ (_\1/_85_%);[
3.advm : 1. adimda ve 2. adimda ortak olarak elde edilen karmagsik sayilari ve
f1 fonksiyonunun verecegi karmagsik sayilar var olanlarla aynt oldugu i¢in bu adimda
hesaplanmis olarak alinsin. Buna gove, digiincii adimda elde edilecek yeni noktalar asagi-
daki gibi bulunur.
faofoo fo(0)= (L + &)+ (L+4)i
feofao fo(l) = (L +19) 4+ (L4 25
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fao fr0 f3(0) = £+10) (ié"‘l_ls)l
foo fao fo(1) = +;‘7’)+(°§+3—7)i
fao fzo fo(0) = 1\/_+ o+ &
frofso fo(1) = VB + 3 + 55i
fao fso f3(0)=3v3+ R + 1
f20 f30 fs(z) = 5—74\/§+ ;_; + '552i
faofao fo(0) = HV3+ 2 - Li
faofao fo(l) = ZV3+ 3 — i
faofao f3(0) = %vV3+ 2 - Li
fsofao fs(1) = 2V3+ 28 - Zi
fso fzo f2(0) = (§+%) + (—35—% i
fso f3o fo(1) = (‘7‘5"{1E + 2_1) L (—% - g) :
frofso fo(0) = (F+ 8) + (-8 - 1)
fao fao fa(l) = (L +2) + —24—7—§)i
Bulunan bu yeni noktalar: koordinat eksenine yerlestirvildiginde, Sekil 2.12 elde edilir.
Bu sekil, verilen afin doniisim sistemin [0,1] arahigindaki karmagsik sayilara ii¢ defa

ozyinelemeli olarak uygulamasi sonucu elde edilmigtir.

04

245 ‘

oz . i_ =

i

Sekil 2.12. [0,1] araligma f;, fo, f3 afin doniigiim sisteminin 6zyinelemeli olarak

uygulanmasi ile elde edilen fraktal adimlar
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Ornek 2.37. Asagida verilen afin doniigiim sistemi [0,1] araligindaki noktalara uygu-

landiginda, fraktal yapr gorviilebilir.
fi(z) =
f(z) =
f3(2)

RIN DN NN
—_

+
S

[
(&)
-t
SNr”
+
b=

e

+
>S5

__T_.

~&

Doniistimler oz yinelemeli olarak yedi defa uygulandiginda her adimda asagidaki sekiller

olusturulabilir Sekil 2.13.

o| T o[

Baslangig Adimi 1. adim

2. adim

3. adim

5. adun

6. adim

4. adim

7. adim

Sekil 2.13. [0,1] araligina fy, f,, f afin doniisiim sistemi ile elde edilen fraktal adimlari
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3. MATERYAL VE METOT

Bu tezde matematiksel yontemler ve kanitlar kullanilarak, reel diizlemdeki afin doéniigiim-
lerin 6zellikleri ispatlanmis ve karmagik diizlemdeki afin déniisiimler A, B,CeC
olmak lizere, f(z) = Az + BZ + C seklinde bir doniisimle ifade edilerek incelen-
mistir. Reel diizlemde afin doniisimlerin uygulamasi olarak herhangi bir merkezil ol-
mayan konigi merkezil konik haline getiren bir afin doniisiim verilmis ve karmagsik dii-
zlemde afin déniisiimlerin uygulamas olarak fraktaller verilmistir.

Hiperbolik sayilarin temel bir kag 6zelligi verildikten sonra tezde 6zgiin olarak kar-
magik diizlemde verilen afin doniigiime benzer sekilde hiperbolik diizlemdeki afin donii
stimler 4, B, C' € P olmak tizere, f(z) = Az + BZ + C seklinde bir doniigiimle ifade
edilerek incelenmistir. Uygulama olarak hiperbolik diizlemde fraktaller verilmistir.

Bu tezin olusmasindaki en 6nemli materyaller, bu konuda yapilmis daha 6nceki galis-
malar ile bu konuda yazilmis kitaplardir. Bunlarin en 6nemlileri kisaca Ozdemir (2016,

2017); Cakar (2017); Kocic ve Majetic (2006) ait ¢aligmalardur.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Hiperbolik Diizlemde Afin Déniisiimler
Karmagik diizlemde bir afin déniisiimii A, B, C' € C olmak {izere,

f - C=>C
f(z) = Az+Bz+C,
seklinde tanimlanabilecegi gsterildi. Bu kisimda, ise hiperbolik diizlemde, afin déniistim-
lerin, ki bunlar aslinda Lorentz diizleminde afin déniigiimlerdir, hiprebolik sayilar yardimuy
la gosterilebilecegi ele alinacaktir. Hiperbolik sayilar IP harfi ile gosterilir. Hiperbolik

sayilar kiimesi

Pz{a+hb:h2:1, a,bER}

seklinde tanimlanabilir. Bu say: kiimesindeki iki hiperbolik saymin esitligi ve iki saymmn
toplama ve ¢arpima islemleri sirasiyla agagidaki sekilde ifade edilebilir. x = z; + hz,,

y = 41 + hys € P olmak lizere,

l. x=y <z +hzy =y + hys < 21 = y; ve 23 = 1,

2. +:P—-P
(21 + hxy) + (11 +hye) = (21 + y1) + hizs + 32),

3, PP
(z1+hzy) - (y1 + hye) = (211 + 22y2) + h(zoys + 21y2) (Cakir 2017).

Tamm 4.38. Herhangi bir z = x + hy € P sayisi igin, x — hy € P sayisina, z sayisinin

eslenigi denir ve 7 ile gosteriliv. z ve Z sayilari reel eksene gore simetriktiv (Cakir 2017).

Onerme 4.39.

1. x € P ise X hiperbolik sayisimn eslenigi x sayisidir. Yani, (X) = x’dir.
2. Herx, y € Piginx +y =X + y’dir.
3. Herx, y e PiginX-y =X - y'dir,
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4. Herx, y € Pvey # 0 igin (?) = %’dir.
5. Herx € P igin ¥-% = ||x||*dir (Cakir 2017).
Tamm 4.40. Herhangi bir z = x + hy € P sayisvun modiilii (mutlak degeri),
2] = /22 — 42
seklinde ifade edilebilir (Cakir 2017).

Tanmm 4.41. Herhangi bir z = x + hy € P sayisinin tersi,

z| # 0 olmak iizere,

_ zZ
z7l =

22
seklinde verilir (Cakwr 2017). 8
Hiperbolik say1 diizlemindeki afin doniisiimler A, B, C € P olmak iizere
f: P-P
f(z) = Az+Bz+C
bi¢iminde ifade edilebilir. Buna gore, f d6niisiimiiniin matrislerle ifadesi,
f(z) = (a1+ash)(z1 + zh) + (b + boh) (21 — 25h) + (¢1 + coh)

= a1z1+a,122h +a221h+a222 + blzl — blzgh +b221h — bQZZ -+ C1+C2h

-

a1 +b; ay— by 2z &1
= +
az+by a3 —b 29 C2
Re(A+ B) Im(A- B) z N a
Im(A+ B) Re(A - B) 29 2
olur. f afin déniisiimiiniin 2 x 2 matris kismi
_ ay + b] Qg — bz
az+b a3 —b

olsun. T matrisinin determinanti,
detT = af — b7 — (af — b3) = (a] — a3) — (b} — b3) = |A[}, — B[},
olarak bulunur. Buna gére,
det T =0 < |Alg = |Bly
bagmntis1 vardir.

51



BULGULAR VE TARTISMA 1. 0ZTURK

Tanim 4.42. A, B, C € P olmak iizere,

f : P>P
f(zg) = Az+ Bz+C,

doniisiimil, |Alg # |Bly olmak iizere, bir afin doniisiimdir.

Bu béliimde, f(z) = Az+Bz+C afin doniisiimiinde, A, B, C' € P hiperbolik sayilar1
degistirilerek doniisiimiin, Lorentz uzaymndaki teleme, dénme, yansima donistimleriyle
iliskisi ve uygulamalar incelenecektir.

Oteleme Doniisiimii
A=1,B=0veC €P, f(z) = Az + BZ + C afin doniigiimiinde, A = 1, B = 0 ve

C € P alinirsa, f(z) bir dteleme doniisiimii olur. Bu doniislimiin matrisi,

10
T= = IZ><2
01

seklindedir. Bu doniisiim,
f(z)=Ixs 2+ C=2z+C

seklinde de ifade edilebilir.
Oteleme doniistimii uzunlugu ve alani korur. Gergekten de, X = z, + hzy ve Y =

y1 + hye € Polsun. C = ¢; + ¢;h olmak iizere,
fX)=(zi+a)+h(m+e) vef(Y)=(yn+c)+h(y:+c)

seklinde bulunur. Buradan f (X) ve f(Y) arasi Lorentz anlamindaki uzaklik hesap

landiginda,
IF(Y) = fFX) = [(y1—21) +h(ya —z2)|
= \/(yl - 271)2 ~ (32 — mz)z
= Y -X]

uzakhgin degismedigi goriilebilir. Oteleme doniisiimii uzunlugu degistirmez. Uzun-
lugu degistirmedigi igin alan1 da degistirmeyecegi asikardir. Oteleme déniistimiiniin agy1

degistirmedigi benzer sekilde goriilebilir.
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Dénme Doniisiimii
A,B,C € P, f(z) = Az+ Bz + C afin doniisiimiinde, A = eP® = cosh#+hsinh¥,

B = C = 0 alindiginda, f(z) = Az bir dsnme doniigiimii olur. Bu déniisiimiin matrisi,

coshf sinh@
sinhf cosh@

ile verilir. Bu Lorentz diizleminde ¢ok iyi bilinen dsnme matrisidir. Ger¢ekten de,
det T =1ve T'I*TI* = I, I* = diag (1, —1)

esitligi saglanur,

Not : Lorentz uzayinda, i¢ garpimi degistirmeyen doniisiimlere pseudo ortogonal
doniisiim denir. Bu doniistime karsilik gelen matrisin determinanti 1 ise bu doniistim
dénme doniisiimii, —1 ise yansima doniigiimdiir.

T : B2 — E? doniigiimiinde, W,V € E? i¢in, I* = diag (1, —1) olmak iizere,

(T(W), T(V)), = (TW)'I*(TV) =W (T'T'T) ¥

(W,%), = WIv

oldugundan,

(T(W), T(v)), = (W, V),

olmas: igin gerek ve yeter kosul,

TI'T =T
olmasidir. Bu matrisin determinanti,
det (T'I"T) = det (I*) = detT* (det T)* = det I* = det T = =1

bulunur.
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Ornek 4.43. A = cosh + hsinh 8, f(z) = Az doniisiimii verilsin. 0 = In 2 icin,

1
z=%(l+2h)

timelike hiperbolik sayisi f(z) sayisimin konum vektorii ile z sayisimin konum vektorii

arasimdaki agimn olgiisiiniin 0 oldugu gorilebiliv. Gergekten,

M2 e~z g
h9 = 2 = = —
cos cosh In 5 1
In2 | ;. —In2
sinh = sinhln2 = e_i;e_ _ 231.
olmatk iizere, f(z) = Az doniisiimii, olmak iizere,
5 3
_ | 1 1z 21
flay= |1
1 1 22

olarak bulunur. Boylece, z = % (14 2h) timelike hiperbolik sayisvmun goriintiisii,

[uny

1

4

&

flz) =

1
4v3

4]

N[ SN U

IR 544
S S

olarak bulunur. Buna gore, f(z) = ﬁg + %h de bir timelike sayidir. f sayinn casual

karakterini degistirmemistir. Ayrica,

Izl = [l f(2) |z = 1

oldugundan f doniisiimiiniin uzunlugu degistirmedigi goriiliir. z ve f(z) arasindaki agiy

bulmak icin Lorentz skaler ¢carpimindan yararlamlirsa,

(z,f(z)), = —|zllgllf(z)|lgcoshd
1 2 11 13
—, =) —=,—= = —1-1coshé@
<( 3 3> (4¢§ 4\/§)>L
5
coshf = 1
elde edilir. Buna gore,

2 4

denklemi ¢oziildiigiinde, 8 = In 2 olarak bulunur. Bundan dolay, f dowiisiimiiniin z sayisi

ni gosteren vektorii 0 kadar dondiirdiigii goriiliir (Sekil 4.1).
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Sekil 4.1. Birim hiperbol iizerinde z ve f(z) sayilarmin goriintiisii

Teorem 4.44. A = e’ = cosh6 + hsinh 8, B = 0 ve C = 0 ise f(z) = Az bir donme
dondistimiidir. f dowiisiimii, z hiperbolik sayiswn
a) Casual karakterini ve boyunu degistirmez.

b) z hiperbolik sayisim hiperbolik olarak 6 kadar dondiiriir.

Ispat a) z = 2z + hz; € P olmak iizere, z hiperbolik sayismin f(z) = Az dénme

doniisiimii altindaki goriintiisii,

coshd sinhé 2
f(z) =

sinh @ coshé 2

z; cosh @ + z,sinh §

z1 sinh 6 + 25 cos 6

= (21 cosh@ + 2z sinh 0) + (2z; sinh 8 + 2, cosh 6)h

seklinde elde edilir. f doniistimiiniin z say1sinin casual karakterini ve boyunu degistirmedi
gini gostermek igin,
(f(2), f(2))L = (2,2),

oldugu gosterilmelidir.
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Buna gore,

(f(z),f(z)), = (# coshb+z;sinh6)(z; cosh f+2; sinh §) +
— (% sinh 6+2; cosh 8)(z; sinh 8+2; cosh 8)
= 2% cosh® 6422, 2, cosh @ sinh #+22 sinh? § +

— (21 sinh® +22; z; cosh 6 sinh 8+22 cosh? §)

= 2%(cosh® 6 — sinh® §) — 22(cosh? § — sinh? §)

_ gz
= (Zaz>L

bulunur ve z ile f(z) hiperbolik sayilarinin casual karakterlerinin ayn1 ve uzunluklarinin

esit oldugu goriilur.

b) z ve f(z) arasindaki ag1 o (o > 0) olmak iizere; o hiperbolik agisim1 hesaplamak
icin,
(z,f(2))p = — lzllg I (2)l|g cosha

skaler carpimi kullanilabilir. B6ylece, skaler ¢arpimdan elde edilen,

(z,f(z)), = {((21+ 2h), (2 cosh® + zysinh ) + (2 sinh € + z; cosh #)h)

= 2z} coshf + 2129 sinh 6 — (2125 sinh 6 + 22 cosh 6)
esitligi diizenlenirse,
— |lzllg | £ (2) ||y cosh & = 23 cosh @ — 2% cosh 8
elde edilir. Buradan da,
(22 — z3) cosh o = (22 — 22) cosh #

sonucu elde edilir. Boylece,

=10

olur ve f donislimiiniin z hiperbolik sayisini, hiperbolik olarak 6 kadar dondiirdiigii

goriiliir. (|
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Teorem 4.45. Teorem 4.44 ‘de belirtilen f(z) = Az afin doniisiimii verilsin. z = a+ah €

H null hiperbolik sayisi1 0 = In k almdiginda, f(z) = k(a + ah) null sayma doniisiir.

Ispat z = a + ch € H null hiperbolik sayisive § = In k igin;

2 2k
elnk _ e—lnk kZ -1

sinh® = sinhlnk= 5 = o

coshf = coshlnk =

olmak lizere, f(z) = Az afin doniisiimii, gerekli iglemler yapildiginda,

21 k21 a
f(Z) — 2k 2k
B2—-1 k241 a
| T2k 2%
[ k241 k2-1
_ a(*g + 55)
21 k2-1
| o555 + 55
[ o2
_ 02k
2%
| 2%k
= k(a+ah)
olarak bulunur. O

Sicramah Donme :

Tanmm 4.46. f : P — P, f(z) = hz seklinde verilen doniisiime sicrama doniisiimii
denir. Bu doniisiimde, f(z) hiperbolik sayisi, 7 hiperbolik sayisina pseudo dik olan ve z
sayisinin bulundugu hiperbol kolunda olmayan bir hiperbolik sayidw. Bu doniisiim, hiper-
bolik sayimin bulundugu hiperbol kolunu degistirdigi igin, bu doniisiim sicrama déniisiimii
olarak adlandirilmistir. Ayrica, z ve hz hiperbolik sayilari y = x dogrusuna gore bir-

birinin yansimas: oldugu, kolayca goriilebilir (Sekil 4.2).
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nE

Sekil 4.2. Birim hiperbolde z, hz ve a, ah sayilarinin gériintiisti

Sigramal1 donme doniistimil, sigrama doniiglimii ile donme dniisiimiiniin bileskesidir.

Bundan dolayi, bu ddniislim bir sonug olarak verilecektir.

Sonug 4.47. Sicramali Dénme: A = heP®, B = 0, ve C = 0 ise
f(z) = he®’z

doniisiimii verilsin.

a) [ doniisiimii null olmayan hiperbolik z sayisimin casual karakterinin degistirir, fakat
boyunu degistirmez.

b) f doniisiimii null olmayan hiperbolik z sayisim, once diger kola atlatip daha sonra 0

hiperbolik agist kadar dondiiriir.

Ispat a)z = 2z + zh € P olsun. f afin d6niistimiinde z hiperbolik saymin gériintiisii,

sinh® cosh@ 2%

coshf sinh6 29

flz) =

zy sinh 6 + 23 cosh 8

z1 cosh @ + z sinh 6
= (2 sinh6 + 2z; cosh #) + (27 coshf + z; sinh §)h

olarak elde edilir.
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Buna gore,

(f(z), f(z)), = (z1sinh8 + 2 coshf)(z sinh@ + 2, cosh ) +
— (21 cosh @ + 2, sinh 0)(z; cosh 6 + z; sinh 6)
= z2sinh®@ + 22,2, cosh #sinh § + 22 cosh? 6 +
— (2% cosh? 8 + 2212 cosh @ sinh 6 + 22 sinh? #)
= 2z (sinh® @ — cosh?§) — 22(sinh? 6 — cosh? §)
= —zf + z%
= - (Z) z>
olarak bulunur. Boylece, z ve f(z) hiperbolik sayilarinin casual karakteri farklidir. Fakat
boyu birbiri ile aymidir.

b) hz vektorii ile f(z) vektorii arasindaki ag1 3 olsun. 3 agisini bulmak i¢in Lorentz

skaler carpimi1 kullanilabilir. Buna gore,
hz = (2, 21) ve f(z) = (2 sinh @ + z; cosh @, 2 cosh 6 + z; sinh 6)

olmak tizere,

(02, F(2),) = Izl /(@) cosh 5
| 2120 sinh 6 + 22 cosh 6 — 22 cosh 8 — 2,2, sinhf| = ||z]|Z, cosh 8
(¢f — 22)cosh® = ||z||3cosh B
|z||% coshd = |a|ZcoshB  (||z|| # 0)

coshf = coshf

olarak bulunur. Buradan 8 = 3 oldugu goriilebilir. O

Ornek 4.48. f(z) = he®z doniisiimii verilsin. § = In 3 igin

In3 ~In3
coshf = coshln3 = e te ™ = §
2 3
In3 _ _—In3 4
sinhf# = sinhln3 = + = 3
olmak iizere, f doniisiimii,
1 4 5 Z1
f(z) = 3
5 4 29
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seklinde ifade edilebiliv. Buna gore, z = % (1 + 2h) timelike hiperbolik sayisimin f

altindaki goriintiisii,

/(@) 1 |45 1 14/3+/3
VA = — =
3vV38 |5 4|2 13/3v/3
14 13

—=+—=h
3v3 3V3
olarak bulunur. Buna gore, f(z) bir spacelike hiperbolik sayidwr. f doniisiimii z sayisimin

casual karakterini degistirmistir. Fakat,

Izl = 1£(2)lg =1

oldugundan | dowiisiimiiniin uzunlugu degistirmedigi goviiliir.
hz ve f(z) sayilarinin konum vektorleri arasindaki agimin élgiisiinii skaler carpim yardimiy
la hesaplandiginda,
28 13
h=|—-—
cosh 3 ’ 5 9

esitliginden cosh § = -g elde edilir. Buradan 3 = 0 oldugu goriilebilir (Sekil 4.3.).

Sekil 4.3, Birim hiperbol iizerinde z, hz ve f(z) hiperbolik sayilarinin goriintiisii.
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Teorem 4.49. f(z) = he™z doniigiimil igin z hiperbolik sayist ve goriintiisii f(z) hiper-
bolik sayisini birlestiren dogru parcasin orta noktast, w olsun. z ve w konum vektorleri

araswindaki agi 6, ve f(z) ve w konum vektorleri arasindaki agi 8, olmak iizere,
|cosh® 6; — sinh® g, | = 2

oldugu goriilebilir.

ispat z = z, + zoh olmak iizere,

f(z) = (z1sinh@+ 2z;cosh6) + (21 cosh@ + 2, sinh §)h,
21+ z8inh 8 + 23 cosh @z + 2z sinh 8 + 27 cosh 0)
2 ’ 2

wo=

seklinde yazilabilir. Buna gére w konum vekttriiniin normu, gerekli islemler yapildiginda,

(w,w) = (22 — 2%)sinh @

2
olarak bulunur. Bdoylece, § > 0 i¢in, z ve w vektdrlerinin casual karakterleri aynidir.
Buna gbre, z ve w vektorleri arasindaki agmin cosh 6; degeri, Lorentz skaler ¢arpimi

kullanilarak, (z, w) = ||z||y ||w|| cosh 6; esitliginden,

(352)(1 + sinh 0) 1+ sinh @
cosh§; = — = o
V=25 —(zlgzz) sinh ¢ “sinih ¢

olarak bulunur. Benzer sekilde, § > 0 i¢in, f(z) ve w vektérlerinin casual karakter-
leri farkhdir. Buna gore, f(z) ve w vektorleri arasindaki agimin sinh 65, Lorentz skaler
¢arpimi kullanilarak, (f(z), w) = || f(2)||g || Wy sinh 6, esitliginden,

22—22 . -
(452)(=1 4 sinh ) —1+sinh @

sinh 8, = =
2 —— = /2 sinh 0

P 52
V2 — 25\ (zl2—z2)sinh9

olarak bulunur. Buna gore; bulunan esitlikler |cosh2 6, — sinh? 92| ifadesinde yerine

yazildiginda

|cosh2 #; — sinh? 92| =

1+ 2sinh 6 + sinh® @ — (1 — 2sinh § + sinh? §)
2sinh 6

4sinh @ B
2sinh 6|

elde edilir. z ve f(z) sayilarmin konum vektorleri w sayisinin konum vektdriine gore

birbirinin yansimasi olmadigi i¢in §; # 6, dir. O
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Teorem 4.50. Hiperbolik diizlemde f(z) = heMz doniisiim verilsin. z ve f(z) hiperbolik
sayiarinin toplamim gosteren hiperbolik sayn konum vektérii w ve v = zf(z) olmak

iizere, bu iki vektor arasindaki hiperbolik ag
) e +1
=1In
7 ef -1

ispat z = 21 + hz olsun. Buna gore,

ile belirlidir.

—
v = zf(z) = (21 — z18inh# — 2z cosh 8, z, — z; cosh  — z; sinh §)

w = (21 + z8inhé + 25 cosh 8, 2z, + 2 cosh 6 + z sinh §)
olacaktir. Buradan

(v,w); = (21— z1sinh@ — 2z; cosh8)(z1 + 21 sinh 8 + z cosh )
—(# — 2 cosh @ — z; sinh ) (23 + 2 cosh 6 + 2, sinh 6)

= [zil2 — (#; sinh @ + 25 cosh 9)2] - [z% — (21 cosh @ + z; sinh 9)2]

22y (21 cosh € 4 2z sinh 0 + z; sinh @ + 23 cosh 6)-
= — %
' (%1 cosh @ + z5sinh  — z; sinh § — 25 cosh )
2 _ 2. (21(cosh @ + sinh #) + z5(sinh § + cosh 9))-
b “(z1(cosh § — sinh ) — 2z5(cosh 6 — sinh 6)

= 2i — 73 + (21 + 22)(cosh @ + sinh 8) (z; — 2,)(cosh § — sinh )]

= 27 — 23 + (22 — 22)(cosh® @ — sinh* §)

= 2(¢f ~ 23)
2
<V3W>L = 2”Z”]H[

elde edilir. Diger yandan, v vektdriiniin normu hesaplandiginda,

|[(v,v),| = |(:1-z1 sinh -z cosh 6)?-(2y-2; cosh 6-2z, sinh 9)2|
= |(#}-23) [1-sinh 6- cosh )] [1-sinh 8 + cosh 6]
IVl = |-2sinh6||z]|Z (0 > 0)

vl = 2sinh 6|zl
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sonucu elde edilir. Boylece, v vektoriiniin casual karakterinin z ile ayn1 olmadigi da
gortilebilir. Ayni sekilde, w vektérii igin hesaplama yapilirsa, v ve w vektorlerinin nor-
mun esit oldugu goriiliir. $imdi v ve w vektdrlerinin arasindaki Lorentz anlamindaki aci
7 olsun. Bu agiy1 hesaplamak igin lorentz skaler ¢arpimindan yararlanilabilir. Boylece,

v ve w vektorlerinin skaler ¢arpimindan,

(v,w), = |vlglwllgsinhy,
2zl = 2sinhd ||z]| sinh 7,
1
nhy =
— sinh §’
eV —e’ 2
2 el e

elde edilir. Bu esitlikte, ¢” = ¢ doniistimii yapilirsa,

t L

t e —ef

(ff—e?)?—at—(f~e®) = 0
)

(e® — 1) — 4e”t — (e* -1

denklemi elde edilir. Bu denkleminin k&kleri,

e? —1 ve t _66+1
e +1 2T 01

t1 =
olarak bulunur. 6 > 0 i¢in ¢, negatif deger alacagindan kok degildir. Buna gére, t,

1 e +1
T= ef —1

olarak bulunur. 0

kékiinden -y hiperbolik agis1,

Ornek 4.51. f(z) = heMz doniigimii verilsin. 0 = In3 olmak iizere, z = 1 + 2h
timelike hiperbolik sayisi icin, f(z) ile z sayilarvun toplaminin konum vektorii w ve v =
z.f(z) vektorleri arasindaki Lorentz anlamindaki agi «y olsun. v = In2 oldugu goriiliir

Buradan,

v = (21— z8inhf — z cosh @, z, — 7 cosh @ — z sinh 6)

w = (21 + 2z sinh @ + z cosh 6, z, + 21 cosh § + 23 sinh §)
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seklinde yazilabilir. Boylece, 8 = In 3 igin, bu vektorler,

1 7 17 19
v= (—E;—g)"ew= (_3—:?)

olarak bulunur. v ve w vektorlerin normu hesaplandiginda,
Vil = Wl = v8

bulunur. Buradan v ve w vektorleri arasindaki Loventz anlanundaki agi, skaler carpim

yardimiwyla bulunabilir. Boylece, v ve w vektorlerinin skaler ¢arpimindan,

(v, w), = IVl lIwlgsinhy
20y = 8sinhy (lally = V3)

sinhy =

e’ —e7 7

2

=W oW

denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziildiigiinde v = In 2 bulunur.

Teorem 4.52. A = het’, B = 0, ve C = 0 iken f(z) = heMz domigsi
miinde z ve f(z) vektorlerinin f(z) ile z sayaruun toplammn konum vektérii w ve

e
v = z.f(z) vektoriiniin normu z vektoriiniin boyuna egit olmast icin, yani
Izl = Iwla = [Vl
olmast icin, § = In 1+T\/§ olmalidr.

a __> . - . [T TS e : »~
Ispat w ve v = zf(z) vektdrlerinin normu ile z vektoriiniin normu arasindaki bagint,

Teorem 4.50°nin ispatinda,
Iwllg; = lIvllg = 2sinh 6 |zll (6> 0)

esitligi elde edilmisti. Buna gore, || v || = [|2|/g olmast i¢in

1
inhf = —
sin 5
olmalidir. Buna gore,
69 _ 6_0 B 1
2 2
yazilabilir. Bu denklem ¢oziildiigiinde 6 = In 1"’2—‘/5 olarak bulunur. O
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Yansima Déniisiimii

Ornek 4.53. 0 = In2 olmak iizere, f(z) = €z domiisiimii verilsin. z = 7 (1+2h)

timelike hiperbolik sayisi igin f(z) sayisinn konum vektorii y = tanh g:v dogrusuna gore,
z sayisinin konum vektériiniin yansimasidir.
Gergekten, f(z) = ez doniisiimii 0 = In 2 icin;

In 2 ~n2
coshd = coshln2:l

sinhf = sinhln2:e —€

5
!
In2 —In2 3
T4

olmak iizere
s _3 | [
f@y=|,;
1 71 <
seklinde yazilabilir. Boylece, z = % (1 + 2h) hiperbolik sayisumn goriintiisii,
SIEIRE
_| ¢ 1 3| | o3
fa) = 3 s || 2 | | 2
4 4 V3 4v/3

olarak elde edilir. Buna gore, f(z) = —Z% — ﬁh sayisida bir timelike sayidir. Fakat
f(z) hiperboliin (Loventz cemberi) alt kolundandir. Gorildigii gibi, f doniigiimii z sayist
nin casual karakterini degistirmemistiv. Ayni zamanda, |2y = || f(2)||g = 1 oldugundan
[ donidisiimiiniin Lorentz anlanminda uzunlugu degistirmedigi goriliivy: Bu doniisiimiin mat
risinin determinanti —1 oldugu igin [ doniisiimii bir yansima doniisiimii olabiliv.  Bir
baska deyisle, z. ve f(z) sayilarinn orta noktast olan w = ( 8%, ﬁ) noktaswun konum
vektoriine yansimast olabilir. Boyle olup olmadigini gormek icin, z ve w konum vektorleri
arasindaki ag1 6,ve f(z) ve w konum vektiorleri arasindaki agi 65 olmak iizere, bu acilari

hesaplamak igin, skaler carpimdan yararlamlabilir. Béylece, 6, ve 0y acilart hesap

landiginda
[(z,w)| = |zl llwllysinh 6,
- zw) | |3 -zl 1
sinh 8, = = —
lelalwla ~ 1.2~ v
ve ayni sekilde,
(F@), %), = 1f(2)lg W] sinh 6
sinhf, = |<f(z)7W>L| _ |—%+%| _ 1
f@lalwle~ 1.8 ~ Ve
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oldugu goriiliir. Buna gore, 8, = 0y oldugu bulunur.

—_— — .
Ay zamanda, Ow ve z.f(z) vektorierinin Lorentz anlaminda skaler ¢carpimi alindiginda,

<O_v>v, zf?»‘r.

<(3 1)( 5 _15)> __E+15_0
8v/3'8v/3"" 43 4/3'/, 96 96

> —
sonucu bulunur. Bu sonug, Ow dogrusu ile zf(z) dogrusu w noktasinda birbirine dik
oldugunu gosterir. Buradaki Ow dogrusunun egimi % = tanh-g ve dogru orijinden
gectigi igin denklemi y = tanh ga: olarak yazilabilir. Buna gore, z ve f(z) noktalarimn

Ow dogrusuna gore birbirinin yansimasidir (Sekil 4.4.).

! -05

Sekil 4.4, Birim hiperbol iizerinde z ve f(2z) sayilarmm goriintiisii

Teorem 4.54. f : P — P, f(z) = ez doniisimii verilsin. z € P olmak iizere
a) f(2) hiperbolik sayisimn casual karakteri ve buyu degisme:z.

b) f(z), z hiperbolik sayisimin y = tanh ga: dogrusuna gore yansimasidir.

Ispat a)z = z; + 2h € P olmak iizere, f(2) = €7 déniisiimii

coshf® —sinhé z1
f(z) =

sinhd —coshf 2o

21 cosh @ — 2, sinh 8
21 8inh @ — 25 cosh @
= (z1cosh@ — zysinh ) + (2 sinh @ — 2, cosh)h
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seklinde yazilabilir. Boylece, z hiperbolik sayisiun f doniigtimii altindaki goriintiisii

niin casual karakteri ve uzunlugu, skaler ¢aripm vasitasiyla bulunabilir. Buna gore,

(f(z),f(2z)), = (21cosh®-z;sinh8)(2; cosh -z, sinh §) +
— (21 sinh 6-z; cosh 6) (2 sinh -2 cosh §)
= 2§ cosh?§ — 22,2, cosh @ sinh 6 + 22 sinh® § +
— (2% sinh? @ — 2212, cosh @ sinh § + 22 cosh? §)
= z}(cosh® 6 — sinh® ) — 22(cosh?  — sinh? §)
- 42
= (z,2);
oldugundan, z ve f(z) hiperbolik sayilarinin casual karakteri ayn1 ve uzunluklart da esittir.
b) z ve f(z) hiperbolik sayilarinin orta noktas,

z+eh32
W =
2

hiperbolik saysi ile verilebilir. w hiperbolik sayisinin hiperbolik diizlemdeki konum vek-
torliniin, z ve f(z) hiperbolik sayilarimin konum vektdriiyle yaptig1 agilarin esit oldugu

skaler ¢arpim kullanilarak gésterilebilir. Buna gére,

—t

Bw), = 5 (o, + (5 0M),]
(W), = 3 [(5,e7), + (H7,3),]
esitlikleri saglanir. Burada,
(2,82), = (M3,3),
(@,2), = (f(2),f(2), = (7,e"Z),
oldugundan,

(z,w),, = (f(z), W),

oldugu sonucuna varilabilir. Ayrica,

w = 22100
71+ 2h+(2 cosh @ — 2, sinh 6) + (21 sinh § — 2, cosh §)h
- 2
21+ z1coshf — zosinh@® 2y + z; sinh @ — 25 cosh 6
- 2 * 2
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oldugu g6z 6niinii alindiginda, z, w ve f(z), w skaler ¢arpimlarinin

(z W> _Zw —+ wz
b L - 2
= % (zf — 2+ (Z% + Z%) cosh @ — 221 2, sinh 9) ,
a)w), = LD E

(zf -2+ (zf + zg) cosh @ — 2z; 29 sinh 9)

o~

oldugu gosterilebilir. Burada, w hiperbolik sayisinin fizerinde bulundugu Ow dogrusunun
egimi,

2z9 + z1 8inh 6 — z5 cosh @

21+ 2z cosh @ — zsinh @

ile belirlidir. Bu esitlikte,
) .. 0 0 50 . .90
sinh # = 2sinh Ecosh E,coshH = 2cosh 3~ 1 ve cosh 8§ = 2sinh 3 +1
ozdeslikleri kullanildiginda, Ow dogrusunun egiminin,

0 0 0
Zy + 221 sinh 3 cosh 3~ 29 (2 sinh? 3 + 1)

0 0 0
2+ 2 (2 cosh? 3~ 1) — 2z sinh 3 cosh 3

. 1 1 o1
(smh 56‘) (zl cosh 50 — z98inh 59)
1 1 o1
(cosh 59) (zl cosh 50 — Zpsinh 50)

0
= tanh
anh o

6
oldugu goriiliir. Yani, z ve f(z) hiperbolik sayilarmin orta noktasi, y = tanh 2% dogrusu

tizerindedir. Bunun yanminda,
, ho-
(@@ 7), = (t@-2"557)
L 2 L

ho— Z + ehfz
= ez — 1z, 9
L

- % ("7, ) + ("7, e"z) — (2,2) — (z,e"Z)]

=0

68



BULGULAR VE TARTISMA i. OZTURK

oldugundan, w hiperbolik sayisinin hiperbolik diizlemdeki konum vektorii, zf(z) vek-
toriine pseudo ortogonaldir. Bu, f(z) hiperbolik sayismnin, dogrultusu w olan orjinden

gecen dogruya gore z sayisinin yansimasi oldugunu gésterir. O

1 0
Sonug 4.55. 6 = 0 alindiginda, T = olur. Boylece, f diniisiimii

olarak ifade edilebilir. Yani, 8 = 0 ise f(z), z noktasinin x eksenine gore yansimasdir:

Yansimah Sigramah Donme

f(z) = he"’z afin doniistimii iig doniisiimiin bileskesinden olusmaktadir. Bunlardan
ilki z sayismin = eksenine gére yansimasim veren g(z) = Z eslenik alma dénisiimii,
ikinci doniistim s(z) = hz sigrama doniistimii ve tiglincii déniistim de d(z) = ¢z dénme
doniisimiidiir. f doniigtimii

f(z) = (dosog)(z)

seklinde ifade edilebilir. Gergekten, z =2; + z;h hiperbolik sayisinin f doniisiimii al-
tindaki gdriintiisti, z hiperbolik sayismin verilen déniigiimlerde sirasiyla gorintiilerinin
bulunmasiyla,

9(z) =7 =z — »h

8(zZ) =hz = — 25 + z;h

d(—z + zm1h) = e"(—2; + z1h) = (z;sinh § — 2 cosh §) + (2; cosh § — zy sinh §)h

f(z) = (dosog)(z) = (z1sinh § — z; cosh §) + (21 cosh & — 2 sinh f)h
olarak bulunabilir. Bu déniisiim iglemleri sonucunda z hiperbolik sayis1 belli bir miktar

dénmiis olur.
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Ornek 4.56. f(z) = heMz dowiisiimii ve 6 = In?2 igin z = 75 (2 + 3h) hiperbolik
timelike sayisinin f doniisiimii altindaki goriintiisii olan f(z) hiperbolik sayisi z sayisimn

belli bir miktar dondiiriilerek elde edilebiliv. Gergekten,

In2 —In2
coshf® = coshln2 = erte ™ = E
2 4
m2 _ ,—n2 g
inhd = sinhln2= ——— ==
sin sinh In > i
olmak iizere, f(z) = heP®z domisiimii,
3 _5
_|i z ||~
1(z) = 5 3
i "1 | =

seklinde ifade edilebilir. Buna gove, z sayisimin f altindaki goriintiisii hesaplandiginda,

3 _5 2 =9 9 1
OIS I N ICH IR () R T

5 3 3 1

1 1 NG 45 4\/5 4\/5

sonucu elde edilir. Sonuca gore, f(z) bir spacelike sayidwr. f doniisimii z sayisinn

casual karakterini degistirmistir. Ama,

2]l = 11f (2) ]l = 1

oldugundan f doniistimiiniin uzunlugu degistirmedigi goriiliiv. f doniisiimiiniin matrisinin
determinanty 1 oldugundan f doniisiimii bir donme doniisiimii olabilir. Bunun igin z ve f(z)

araswndaki aciyr Loventz i¢ ¢carprmi kullamildigida,

[(z, f(2)).] = llzlly [l f(z)]gsinh e
2 3 -9 1 )
‘<(—5,——5),(m,4—\/5)>L = 1-1sinha
inh _ 2_1
sinha = 50

sonucu elde edilir. [ doniisiimii z hiperbolik sayisim hiperbolik anlamda a kadar dondiir-
miistiir. Fakat, sinh§ # sinh o« olmas: f déniisiimiiniin z hiperbolik sayisini gosteren

vektorii 0 kadar dondiirmedigini gosterir (Sekil 4.5.).
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Sekil 4.5. Birim hiperbol iizerinde z ve f(z)

sayilarimn goériintiisii

Bu déniigiimde dénme agismin biiyiikliigiinii teorik olarak hesaplayabilmek igin asagidaki

teorem kullanilabilir.

Teorem 4.57. f : P —» P, A = 0, B = he®, ve C = 0 ise f(z) = he"z doniisiimii
verilsin. z € P null olmayan bir hiperbolik say1 olmak iizere,

a)f dfin doniisiimii z. hiperbolik sayisimin casual karakterinin degistirir, fakat boyunu
degistirmez.

b) z hiperbolik sayist ile f(z) hiperbolik sayisi arasindaki agimin élciisii [ln (Zl:—zz) + 0]

2z1+z22
dir

Ispat a)z = z; 4 zh € P olsun. f afin doniisiimiinde z hiperbolik saymn gériintiisii,

sinh® —cosh#@ z1
f(z) =
coshf —sinhé 2

z18inh @ — 2 cosh 8

21 cosh @ — 2o sinh @
= (2 sinh8 — z; cosh @) + (21 coshf — zsinh )h
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olarak bulunur. B&ylece, z hiperbolik sayisimn f doniisiimii altindaki f(z) sayisinin ca-

sual karakteri ve uzunlugu, skaler ¢arpim vasitasiyla bulunabilir. Buradan hareketle,

(f(z), f(z)), = (z18inh6 — 2 cosh6)(2; sinh 6 — 2 cosh §) +
— (21 cosh @ — z; sinh 8)(2; cosh @ — 2, sinh )
= 7z7sinh®6 — 22,2, cosh sinh @ + 22 cosh? § +

— (2% cosh? § — 22,25 cosh @sinh 6 + 22 sinh? §)

= 2}(sinh? @ — cosh? @) — 22(sinh? § — cosh? )

— 2, .2 _
= —n+t+25=—{(212)
sonucu elde edilir. Bu sonuca gore,

(f(2),f(2)), = = (z,2),

oldugundan z ve f(z) hiperbolik sayilarinin casual karakteri farklidir. Fakat, boyu esittir.

b) Burada z sayisinin f doniislimii altindaki donme miktar: skaler ¢arpim ile hesaplana

bilir. z ve f(z) hiperbolik sayilarinin arasindaki ag1 « olsun. z ve f(z) sayilarinin casual

karakterleri farkli oldugundan, skaler ¢arpim,
(2, £(2)) | = |l2llgg | f (2) ||z sinh o

seklinde kullamlir. Boylece, z sayisinin f doniiglimii altindaki goriintiisii,

f(2) sinh@ —cosh# 2
7)) =
coshf —sinh@ 29
e b efre—? N
_ 2 T2 <1
- 0,8 6_.—8
e’te _ e’ —e
| T2 2 | #2
218 —z1e 9 —2pef —z0e—"
o Z|69+ZJE_9-22€9+226_0
L 2
[ izl—zggee—gz-i-zz)e_e
_ 2
(z1—22)ef +(z422)e~?
2

olarak bulunur. Boylece, z ve f(z) konum vektorlerinin Lorentz anlamindaki skaler

¢arpimi,
2.6

zie’ — zfe‘g — 2120€% — z12067% — 21206° — Zyz0e 0 + z%ea — zie

2,—6

(2 f(2)), = >

(21 — z2)%€® — (21 + 2)%e?
2
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olarak bulunur. ||z||g = || f(2)||y = /7% — 22 oldugu kullanilirsa,

(2, [(2)) | = |zl 1/ (2) || sinh o
esitliginden

— )20 — (& 2,6
(21— z)"e 2( 1+ )% = [ — 23] sinha
— 232 — (21 4+ 2)2e=0
(21— 2)°e 5 ( 12+ 2)e = sinhao

2 [#f — ]

elde edilir. Buradan, « degerini bulmak igin
e*—e @
inh o =
sinh 5
esitligini bu son esitlikte yerine yazildiginda,
e* —e™® (21— z)%? — (21 + 2)%?

2 2[f — 23]

esitligi elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda, « agisi
e B (zl )2 g
2 [Z% — 23]
Z1 — %y
a = In + 6
(zl + 2o

bulunur. O

Bu durum f(z) = he®z déniisiimil f(z) hiperbolik sayist ile z hiperbolik sayisinin

arasindaki aginin yalmizca 6 agisina olmadigini, ayn1 zamanda, z hiprerbolik sayisinin

bilesenlerine de bagh oldugunu gésterir. Bundan dolay: bu f déniisiimii, sabit bir  agis1

icin farkl1 hiperbolik sayilar1 farkh miktarda dondiirecektir. Fakat bu durum z null say1

oldugunda gegerli degildir. Ciinkii null sayilar i¢in a agis1 tanimsizdir.

Teorem 4.58. f(z) = he"z bir donme doniisimii ve ¥V z. = a + bh € P null olmayan

hiperbolik sayr olmak iizere, z | ;, f(z) olmasi igin gerek ve yeter sart

a+b)
a—>b

6 = In(

olmasidir.
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Ispat z =+ bh € P olsun. [ afin doniistimiinde z hiperbolik saymnin gorintiisi,

sinhf® —cosh@ a
f(z) = ,

coshf —sinhd b

M o & 0 -8 | 7
e’—e __e’te

_ 2 2 a

eo+e-9 _ eﬂ_e—ﬂ

| T3 2~ | [P

[ ac?—ae=0—bef—pe=? | (=)’ (a+b)e=*
ae’ +ae=’—bef +be=" (a=b)e’+(a+b)e=?

L 2 2

elde edilir. Once,
a—+b

z L f(z)ised = ln(a_ b)

oldugu gosterilsin. Bunun igin,

2 Ly f(z)ise (2, f(z)), = 0

Onermesi kullanilabilir. Buna gére,

ae? — a?e % — abe® — abe=? — abe’® — abe=% + b2 — Ble?

(Za f(z))L = 2
_ (a— b)2e? — (a+ b)?e~? _0
- > =
a+b
6 = ln(a = b)
elde edilir.

Simdi, 6 = In(2t2) oldugunda z 1 ; f(z) oldugunu gdsterilsin, f afin doéniistimiinde, 6

yerine In(%2) yazildiginda,
i neeth _in(atb
(a—b)e] ('l—b)—(a+b)e e —p)
2
f(z) = n(2tb)

n( 2t -
(a—b)e™ a=b - (arb)e”"
2

[ (e-b)2—(atb) 25

5 a+b b
T | ensrems | T

| 2
= b-+ah

sonucu elde edilir. Buna gore, z ve f(z) hiperbolik sayilarinin Lorentz anlaminda dik

oldugu goriilebilir. O
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4.2. Hiperbolik Diizlemde Afin Déniisiimlerin Uygulamasi: Fraktaller

Hiperbolik diizlemde bir fraktal afin doniisiim sistemleri ile olusturulabilir. Bu afin donii
stim sistemleri bir noktalar kiimesine zyinelemeli bir sekilde uygulandiginda bir fraktal
elde edilebilir. Doniiglimiin kiigiiltme oran1 F(z) = Az + b afin doniiiisiimiindeki A

hiperbolik say1sinin normuna esittir.

Ornek 4.59. Koseleri zy = 0,2, = 1,23 =h saydari olan iiggenin noktalarma asagida
verilen afin doniisiim sistemini iz yinelemeli bir sekilde uygulansin.

fz) = i(1+2h)z

1 1
Z(2 +h)z + Z(l + 2h)

9(z)

Bu afin doniisiim sisteminide verilen noktalar yerine yazildiginda, her adimda elde edilen
gorinti kiimelerinin resimleri Sekil 4.6°da verilmistir. Buna gére ilk dort adim Sekil

4.6 da goriildiigii gibi resmedilebilir.

i
H i ! H
el on 62 o3 o 5 s o1 op os = ) # B2 6y 04 05 05 o7 oF 99 ) 31 0 01 Dz 03 04 ©3 05 07 Us @

)

l“
b

Sekil 4.6. Koseleri z;= 0, 2z, = 1, z3 = h sayilan olan {iggenin fve g fonksiyonlarmin

yinelemeli olarak uygulanmasi ile elde edilen fraktalin ilk dért adim1

75



BULGULAR VE TARTISMA i. OZTURK

Ilk adim igin islemler yapildiktan sonra su sayilar bulunabilir,

f(0) =0

1 1
f) = 3h+j
fb) = 3+7h

1 1
g(O) = gh'f-g
o)) = Sh+>
o) = h+%

Bu sayilarin olusturdugu, baslangig adiminin O_Z_l) ve _OZ vektorlerine kargilik gelen

3

¥

F(O)f (1) ve f(0)f (h) vektorlerinin ve g(0)g(1) ve g(0)g(h) Lorentz anlaminda diktir.
Aymi zamanda kiigiiltme orani f ve g afin déniisiimlerinin 41(1+2h) ve ;}(2+h) say1ilarinin
normuna esittir. Fraktalin {iglincti ve d6rdiincii adimini olusturan tiggenlerded bir tanesi
Sekil 4.7°de gosterilmistir. Sagdaki tiggen iigiincii adim, soldaki tiggen dérdiincii adima

aittir.

ot
008

23

Bod4

02| -
f
!

) o.?z M 00 OB 01 032 0t 016 0 P2 02
i v

P T T 2 T O O O

Sekil 4.7. Ugtincti ve dérdiincti adimi olusturan iiggen
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Ornek 4.60. [0, 1] araligindaki hiperbolik sayilara asagida verilen afin dowigiim sistemi

0z yinelemeli bir sekilde uygulansin.

fi(z) = g
f@) = S(1+V3h)
fi(z) = %(l—ﬁh)z+§

Bu afin doniisim sisteminde [0, 1] araligindaki hiperbolik sayilar yerine yazildiginda Sekil
4.8 elde edilir. Bu sekil dort kez oz yineleme yapilarak olusturulmustur. Sekil 4.8'de A, B,
C kareleri ile gosterilen alanlar bilyiitiilerek gosterilmistir.

Bu karelerin igindeki par¢alarn biitiin ile uyum icinde oldugu goriilmektedir.

)
H

i
s

Sekil 4.8. [0, 1] araligindaki sayilara f;, f> ve f3 déniisiim sisteminin olusturdugu fraktal
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5. SONUCLAR

Bu tezde asagidaki sonuglar ortaya konulmustur:

1. Reel diizlemdeki afin dontistimler ve 6zellikleri verilmistir.

2. Reel diizlemdeki konikler dsnme ve Steleme doniisiimlerini kullanarak merkezil

hale getiren afin doniisiim Teorem 2.17°de verilmistir. Buna gore,
A,B,C,D,E, F € R olmak iizere,
K:Az>+ Bxy+Cy¥?+ Dz +Ey+F =0

koniginin kuadratik kismmm matrisi M olsun. M matrisinin 6z degerleri A;, A,
ve bu dzdegerlere karsilik gelen 8z vektorler ise sirasiyla W@ = (uy,up) ve V =
(v1,v9) olmak tizere, \; > Ap olarak ahnirsa, afin déniistimii olusturan dénme

matrisi ve 6teleme vektoriiniin bilesenleri, asagidaki Cizelge5.1°de 6zetlenmistir.

Cizelge 5.1. f afin doniisiimii olusturan dSnme matrisi ve Steleme vektorii

Asal eksen x
Konik \ Déniisiim | Dénme matrisi (P) Oteleme
Ell S v U Ta = _ Dvi+Evy — _ Dui+FBus
p 0= Dy Yo = 2
Vo Uz
U Y Du
H —_ 1+FEus _ _ DvitFEw
Hiperbol Tp = 2, Yo = e
Uz vy
V1 U
Parabol 9 =0, y0=_DU+1Eu2, A F#0
Vg Uz
Asal ekseny
Konik \ Déniisiim | Dénme matrisi (P) Oteleme
U
: — _ DuitFus — __Dui+Ewv
EllpS Ty 221 sy Yo = g
Uy Vg |
v U
. _ _DuitEuvy — _ Dui+Fuy
Hiperbol Tp = o 2> Yo = oW
V2 Ug
Uy
Parabol Zo = —Q%IE“?, Yo=20, \{ #0
Uz Vg
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3. Karmagik diizlemdeki afin déniisiimler A, B,C € C, f(z) = Az + Bz + C afin
doniiglimil ile verilmistir. Bu doniisiimiin katsay1lar1 ile déniistimiin tiirii arasindaki

iligki incelenmisgtir.
4. Karmagik diizlemde afin dniistimiin uygulamasi olarak fraktal Srnekleri verilmistir.

5. Hiperbolik diizlemdeki afin doniigimler A, B,C € P, f(z) = Az + BZ + C afin
doniistimii ile verilmistir. Bu doniigiimiin katsayilari ile doniistimiin tiirii arasindaki

iliski Cizelge 5.2 verilmistir.

Cizelge 5.2. f(z) = Az + BZ + C afin déniiglimiin katsayilari ile déniistimiin tiirii

f(z) | Az Bz

Yansima
Doénme
Casual karakteri degistirmez.
Casual karakteri degistirmez.

Doniistim
| 6 =argB
Donme agis1 = § = arg A
Yansmma ekseni: y = tanh ga:
f(=z) Ahz Bhz
Yansimali sigramali ddnme
Sigramali dsnme ) )
Casual karakteri degistirir.
Casual karakteri degistirir.
Déniigiim

0 =argB, z=(z2,2)

Dénme agist = [ln (m) + 0}

21+z2

Donme agis1 =6 = arg A

6. f(z) = Az afin doniisiimii 2 = a + ah € H null hiperbolik sayisi: § = Ink
alindiginda, f(z) = k(e + ah) null sayma déniigtiiriir.

7. f(z) = heM’Z bir dénme doniistimii ve ¥z = a + bh € H null olmayan hiperbolik

say1 olmak lizere, z 1 ; f(z) olmast igin gerek ve yeter sart

a+b

Hzln(a_b)

olmasidir.
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8. f(z) = he™z doniisiimil icin z hiperbolik sayisi ve griintiisii f(z) hiperbolik
say1sini birlestiren dogru par¢asinin orta noktasi, w olsun. z ve w konum vektérleri

arasindaki ag1 6, ve f(z) ve w konum vektérleri arasindaki ag1 8, olmak iizere,
|cosh?® §; — sinh® ;| = 2
oldugu goriilebilir.

9. Hiperbolik diizlemde f(z) = hePz déniigiim verilsin. z ve f(z) hiperbolik sayilar
nin toplamim gosteren hiperbolik saymmn konum vektorii w ve v = zf(z) olmak

iizere, bu iki vektor arasindaki hiperbolik a¢1
n el +1
= e —1

10. Hiperbolik diizlemde afin doniisiimiin uygulamasi olarak fraktal Srnekleri verilmistir.

ile belirlidir.
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