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Bu tezin amaci Bernoulli polinomlarinin yeni bir genellemesini vermektir.

Tezin ilk boliimiinde klasik Bernoulli polinomlari, klasik Euler polinomlar: hakkin-
da bilgi verilmigtir. Sonra Apostol-Bernoulli polinomlar: ve Apostol-Euler polinom-
larinin sagladigi bazi teoremler ispatlanmigtir.

Son boliimde Bernoulli polinomlarimin ve Apostol-Bernoulli polinomlarinin yeni

genellestirilmesi verilmistir. Ayrica bazi teoremler ispatlanmigtir.
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ABSTRACT

HERMITE APOSTOL-BERNOULLI POLINOMLARI
Burak KURT

M.Sc. Thesis in Mathematics
Adviser: Assoc. Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK
DECEMBER 2009, 37 Pages

The aim of this thesis is to new generalazation of Bernoulli polynomials.

In the first section of the thesis we introduce ordinary Bernoulli polynomials and
ordinary Euler polynomials. After, some theorems which are satisfies these polyno-
mials are proven.

In the final section, a new generalization of the Bernoulli polynomials and Apostol-

Bernoulli polynomials are given. Also some theorems are proved.

KEY WORDS: Bernoulli polynomials, Euler polynomials, Hermite polynomials,
Appell polynomials, Apostol-Bernoulli polynomials, Appell se-

quences, Hermite Kame de Feriet polynomials.
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ONSOZ

Bu tez calismasi, esas olarak onbilgiler ve bulgular olmak iizere iki boliimden
olusmaktadir. Ilk once klasik Bernoulli polinomlari, klasik Euler polinomlari, Her-
mite polinomlar1 verilmistir. Daha sonra Apostol-Bernoulli polinomlari, Apostol-
Euler polinomlar: ve Appell polinomlar: verilmistir. Bunlarin sagladigi bazi bagin-
tilar ispatlanmigtir.

Bulgular boliimiinde genellestirilmis Bernoulli polinomlari, genellestirilmis Apostol-
Bernoulli polinomlar1 verilmigtir. Baz1 6nermeler ispatlanmigtir.

Bu tez calismasinin, bu alandaki ¢aligmalara 6nemli katkilar saglayacagi inancinda-
yim.

Bu calisgma boyunca bilgisini ve zamanini benimle paylasan, destegini esirge-
meyen danismanim Saym Doc.Dr. Yilmaz SIMSEK’e, yardimlarim gordiigiim, Yrd.
Dog. Dr. Miimiin Can ve Prof. Dr. Veli KURT a tegekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS
1.1. Calismanin Kapsami

Bernoulli sayilar1 ve polinomlar1 Matematigin bir ¢ok alaninda c¢ok onemli uygu-
lama alanlarina sahiptir. Bu alanlar trigonometrik fonksiyon serileri, sonlu farklar
analizi, sayisal tiirev ve integral, diferansiyel denklemler, sayilar teorisinde, ista-
tistik ve olasilik kurami gibi alanlardir. Ayrica son yillarda Bernoulli polinomlar:
yaklagim teorisinde, elementer fonksiyonlarin Euler gama ve poligama fonksiyon-
lar1 cinsinden asimtotik agilimlarinda da kullanilmaktadir. Hermite polinomlarini
da Kompleks analiz, Yaklagim teorisi, Diferansiyel denklemler, Ortogonal polinom-
lar vs. gibi alanalarda kullanmilmaktadir.

Bu tez calismasinda amag; farkli yollarla tanimlanan Bernoulli polinomlari, Bernoulli
sayilar1 yardimiyla yiiksek mertebeli Apostol-Bernoulli polinomlarinin ve Apostol-
Bernoulli sayilarimin bazi ozelliklerini incelemektir, aralarindaki farkli rekiirsiyon
bagintilarin1 vermektir. Ayrica yiiksek mertebeli Bernoulli polinomlar: ile Cauchy
tipi integral arasindaki bagint1 verilmistir.

16 yy. da Jahann Faulhaber sonlu dogal sayilarin kuvvetlerinin toplama yon-
temini bulmaya ¢aligmigtir. Buldugu sonuglar1 1631’ de Academia Algebra adli bir
kitapta yaymlamistir. Faulhaber toplamlarindan Faulhaber-kritoptolojiside ortaya
¢gikmigtir (Knuth, 1993). Daha sonra Bernoulli kardeglerden Jacob Bernoulli (1654-
1705) dogal sayilarin kuvvetlerinin toplaminin seri ifadesini Bernoulli sayilar: olarak
adlandirilan sayilar cinsinden vermisgtir. Calismalar: ¢liimiinden alt1 yil sonra " Ars
Conjectandi " yapitinda yayimnlanmigtir. Bu tip ¢aligmalar giiniimiizde bir ¢ok degisik
yontemle hala calisilmaktadir. Ornegin p-adik Volkenborn integralinin simetri 6zel-
ligi, Hipergeometrik seriler, kombinatorik analiz, iirete¢ fonksiyonlar1 gibi alanlar
kullanilmaktadir. Bu tez de geometrik seriler ve iirete¢ fonksiyonlar1 kullanilarak
sonlu dogal sayilarin kuvvetlerinin toplamlar: incelenmistir.

Bernoulli sayilar1 ve polinolar1 bir ¢ok ¢zel say1 ve polinomlarla iligkisi vardir.
Bu sayilar ve polinomlar 6zellikle Euler, Genocchi, Stirling, Tanjant, Bell sayilari ve

polinomlar1 ayn1 zamanda Hermite polinomlari, Bernstein polinomlaridir.



Riemann zeta fonksiyonu negatif tam sayilarda Bernoulli sayilarin1 ve Hurwitz
zeta fonksiyonu da Bernoulli polinomlarini iiretmektedir. Yiiksek mertebeli Bernoulli
polinomlar1 da kath zeta fonksiyonlar: tarafindan iiretilmektedir. Ayrica birden biiyiik
tek indisli Bernoulli sayilar1 Riemann zeta fonksiyonu agikar sifirlaridir. Bundan
dolay1, zeta fonksiyonlar ailesinde biitiin Bernoulli tipi sayilar ve polinomlar énemli
bir rol oynamaktadir.

Bu tezde ilk olarak Bernoulli polinomlar: ve Euler polinomlarinin iireteg fonksi-
yonlar1 ve bazi temel ozellikleri verildi. Bu tezin temelini tegkil edecek olan Apostol-
Bernoulli polinomlarinin iireteg¢ fonksiyonlar1 ve bu polinomlarin baz 6zellikleri
incelendi. Genellegtirilmis Apostol-Bernoulli polinomlarimin iirete¢ fonksiyonlarimin
temel 6zellikleri geometrik seriler cinsinden incelendi. Genellegtirilmis Apostol-Ber-
noulli polinomlarinin sagladig rekiirsiyon bagintilar1 ispatlandi. Bu polinomlarin

Cauchy tipi integral bagintisi verildi.

1.2. Temel Kavramlar ve Gosterimler
1.2.1. Bernoulli Polinomlar: ve Baz1 Ozellikleri

Bernoulli polinomlarini tetkik etmede alt1 farkl yaklagim vardir. Raabe (1851)

m—1

LN B+ %) — "By (ma)

m
k=0

ifadesi ile ilk olarak Bernoulli polinomu terimini kullanmisti. Bu tarihten daha énce

Jacob Bernulli 1690 da

toplamim ifade etmistir. Ikinci olarak L. Euler Bernoulli polinomlarin:

extt t7é0

et—17

1, t=0

doguray fonksiyonu ile tanimladi. Burada ¢ karmagik sabittir. F'(x,t) fonksiyonu

|t| < 27 diskinde analitik fonksiyondur. Bernoulli polinomlarim {igiincii olarak P.
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E. Appell, Appell dizileri ile tanimladi. Sonra 1890’ da A. Hurwitz B,, (z) Bernoulli

fonksiyonu igin

' o
n! ,

: E ket o << 1

Bu() = - (2mi)"

—0o0

Fourier serisi ifadesini vermistir. Bu yontemle inceledi. Daha sonra Lucas umbral
analizi kullanarak

B, (z)=(B+ax)"

ozelligini verdi. Son olarak da Lehmer Raabe bagintisini ve Appell dizilerini birlikte
ele alarak inceleme yapmistir. 2006 da Costabile B,, (x) Bernoulli polinomlarini ma-

tris yontemi ile inceledi. B,, (z) Bernoulli polinomunu, By () = 1 olmak tizere;

1 z 22 2% .. vl g
13 35 3 n
01 1 1 1 1
B, (z) = CU" 1y o 2 3 1
n — (n_ 1)| n — n
00 0 (3) (") ()
(00 0 0 - () ()

matrisiyle tanmimladi (Costabile; Dell’Accio; Gualtieri 2006). Bu yayinda yazarlar

Bernoulli katsayilarini matris olarak vermistir.

Tamim 1.1 Herhangi bir x karmagik sayr olmak tzere B, (x) Bernoulli Polinomu

te:nt o
=> B, (x) o <2 (1.1)

ifadesi ile verilir. Bu egitlikte © = 0 i¢in B, (0) ifadesi n. Bernoulli sayist olarak

adlandirilir ve B,, ile gosterilir. Boylece (1.1) egitliginde x = 0 alinirsa

t N
et —1 :ZBHH

n=0

ifadesi elde edilir (Apostol 1976).



Onerme 1.2 Bernoulli polinomlar: ve Bernoulli sayilar asagidaki 6zellikleri saglar-

lar:
1.
" /n
Bue )= ()50,
k=0
. n n—=k
By (z+y) = . ) Br@)y" "
k=0
Bu(z+1) = B,(z) =n2" ', n>1,
0.
- n n—=k
Bn(.T): k ka ) n207
k=0
v.

B, — <Z)Bk, n>9.
k=0

Bu 6nermenin ispati (1.1 ) esitligi yardimiyla yapilabilir.

Bernoulli sayilarinin, Bernoulli polinomlarinda n’ ye degerler verilerek sirasiyla;

1 1 1 1
By=1, Bi=—=, By= -, By=0, By=——, By =0, Bg= —,---
0 ; 1 27 2 67 3 ) 4 307 5 ) 6 427
ve
1 , 1 , 3., 1
By(x) = 1, Bl(a:):x—i, By(x) ==z —37-1-6, Bs(x) ==z — 57 +§x,
1 5 5 1
B4(I) = x4—2$3+x2—%, B5($):$5—§3§4+§1’3—65L‘,"'.

Bernoulli sayilar1 ve Bernoulli polinomlar: elde edilir.

Onerme 1.3 (Raabe) m > 0,n > 0 olmak tzere

—_

m—

Bu(

r=0

r+r 1—
= "B,
——) = m' " B,()

ifadesini gercekler (Sun Zhi-Wei 2002).



1.2.2. Euler Polinomlar1 ve Bazi1 Ozellikleri

Tanum 1.4 Herhangi bir x karmasik sayr olmak tizere E,(x) Euler polinomu

et — Z < (1.2)

egitligi ile tanamlanr ( Abramowitz ve A. Stequn 1972). E, FEuler sayist

o0 n

t ™
E,—, |t|< = 1.3
< 3 (13)

2¢t

2t -
et +1 o

doguray fonksiyonu ile tanimlanir ( Abramowitz ve I. A. Stegun;Luo 1972; Qiu-Ming
2005).

(1.2) ve (1.3) den baz1 Euler sayilar1 ve Euler polinomlar: sirasiyla
Eo=1, E =0, By—= 1, BEs=0, Ey=5, E5 — —61,---

ve

elde edilir.
(1.2) ve (1.3) den

esitligi yazilabilir.

Onerme 1.5 Euler polinomlar: asafudaki esitlikleri gercekler.

W(z 4 1) ZEk

ii. n >0 i¢in

iii.



iv.n > 1 i¢in
d

Onermenin ispati (1.2) den elde edilir.



2. KURAMSAL BIiLGILER VE KAYNAK TARAMA

Bernoulli Polinomlarinin Trigonometrik Gésterimi B, (x) Bernoulli poli-
nomu olmak iizere B, (z) = B,(x — [z]) ifadesi ile Bernoulli fonksiyonu tanimlanir.
Bernoulli fonkiyonu 1 ile periyodik bir fonksiyondur. Bernoulli fonksiyonunun Fourier

serisine agilim ifadesi

By () = (_1>n2(2n - 11)! Z Sin(2k‘7rx)’ 2.1)

ve

Ban(o) = (-1 S ) (22)
k=1

dir (Abramowitz-Stegun 1972). Diger taraftan Riemann zeta fonksiyonu ((s), Hur-

witz zeta fonksiyonu ((s,a), Re(s) > 1 i¢in sirasiyla,

) = 3 2.3)

NE

1

n

1
n+a)

((s,a) = , (@#0,—-1,-2,--+) (2.4)

i

n

ifadeleriyle tanimlanir (Srivastava-Choi 2001).

Teorem 2.1 B, (x) Bernoulli polinomlarinin Hurwitz zeta fonksiyonu cinsinden tri-

gonometrik ifadesi

P (2n — 1) < ' g 2jpm
B, 1(=) = (— (2 —1 < -
2 1(q> (-1 2q7r QgryoT E ¢(2n in( . ),

Jj=1

buradan € N—{1} , N={1,23,---} , peNg:=NU{0},¢eN, 0<p<qve

BQn(§> = (—1)"! (22((]2:))2; ]Z1 ¢(2n, ‘é) cos(%%),

burada n € N, p € Ny := NU{0}, ¢ € N, 0 < p < ¢ dir (Cvijovie, Djurdje, 1995;

Klinowski, Jacek; Srivastava, H. M. 2000).

Hermite Polinomlar:
Hermite polinomlar H,(z),
y = 2xy 4+ 22y =0 (2.5)

7



differensiyel denklemini saglayan polinoma denir (Saran N 2006). Burada Hermite
polinomlariin iirete¢ fonksiyonu agagidaki sekilde verilir

H,(x)t"

exp(2zt — t?) = '
n!

(2.6)

n=0
Hermite polinomlar: ortogonal polinomlardir. Bu boliimde Hermite polinomlarinin
temel ozelliklerini inceliyecegiz.

(2.5) in ¢bziimii
y=D et
r=0

seklinde seri olsun. Bu ¢oziimiin tiirevlerini alimip (2.5) de yerine yazihir ve baz

islemler yapilirsa

2\ , 22(A-—2) (=2)" AN =2) -+ (A —2m +2)
= 1— 22242 a4 2m 4,

Y1 Co[ 2!SB + 1 A 2m)] R

2(A0—1 22(A —1)(\ —
" [z_ A=1) 5, PA-DA-3) 5

3! 5!
LEDTAAYA =) A =2mA D) oy
(2m+1)!

elde edilir. Buradan Hermite differensiyel denkleminin ¢oziimii

Y = C1y1 + Coyo

olarak elde edilir. A nin ¢ift ve tek olmasina gore irdelenerek n. dereceden Hermite

polinomu
-1 —1(n—-2)(n—
Yn = (Qx)n _ n(n1| )(21,)71—2 + n(n )<n2| )(n 3) (2 )n—4 4. (2 7)
ya da
] |
H () = ) (—1)" e (20) (2.8)
— m!(n — 2m)!
ifadesiyle verilir. Burada
[n] 5,m ciftse
2 nl n tekse

[\

dir.



Teorem 2.2 H,(x) Hermite polinomu

2J:t t2 (29)
n=0
doguray fonksiyonu ile de elde edilir (Saran N 2006).
ispat.
2 Q.T T e t2s © (_1)3 2$)rtr+23
Q2ot—t2 _ <Z ) (Z > ZZ (7“!8! (2.10)
r=0 s r=0 s=0

r+2s =ndenr =n — 2s dir. n giftse; s, 0’ dan 5 ye kadar, n tekse; s, 0" dan ”T_l

kadar deger alir.
Bu durumda (2.9) esitliginde Hermite polinomunun tanimi almarak

]

s [ [3]

iy

= )% (2x)" 25 (—1)*n!(2z) 2 | "
p2at—t? -
nz% —~  (n—2s)ls! B ;% ; (n — 2s)!s! n!

olarak elde edilir. (2.8) gozoniine alimirsa (2.9) ifadesi bulunur. u

(2.6) dan H,(x) polinomu igin Rodrigues formiilii olarak bilinen

H,(z) = (—1)"exp(z { xp(—z?) } (2.11)

esitlik elde edilir.
Bir ka¢ Hermite polinomu agagidadir. (2.11) de n = 0,1,2,--- alarak bu poli-

nomlar bulunur.

Ho(z) =1, Hy(v) =2z, Ho(z) = 42® — 2, Hj(x) = 8a° — 12u,
Hy(z) = 162" — 482* + 12, Hs(x) = 322° — 1602° + 120z,
Hg(x) = 642°—4802°4+-7202° — 120, H,(z) = 12827 —13442°+33602° — 1680z,

Herhangi bir polinom Hermite polinomlar: cinsinden ifade edilebilir. Ornegin
H(z) =a2* +22° +22% — 2 — 3

olsun. x*, 3, 22, x, 1 terimlerinde Hy(x), H3(z), Ha(z), Hi(z), Ho(z) yazilirsa

H(w) = 5 Ha(e) + {Ho(e) + 3 Hale) + Hi(z) = > Ho(a)



elde edilir.
(2.9) dan agagidaki bagintilar elde edilir (Saran 2006):
i)
H,(—z) = (=1)"H,(z).
Eger n tek tam say1 ise H,(z) tek fonksiyondur. Eger n ¢ift tam say1 ise H,(x) ¢ift
fonksiyondur.
ii)
20H,(z) = 2nH,—1 () + Hppa ().
iii) n > 0 icin
dH, ()
dx

=2nH, 1(x).
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Apostol-Bernoulli Polinomlar: ve Apostol-Euler Polinomlari

Tanmim 3.1 «. mertebeden Bernoulli polinomlar: ve a.. mertebeden Fuler polinomlar:

siraswyla

, 2] < 2w (3.1)

2 “ > z
Tz _ B(oz)
(-5) =X a0’

ve

e +1

2 ¢ > z
Tz (o)
( > e = E E} (a:)—n!, |z| < (3.2)

ifadeleri ile verilir. (3.1) ve (3.2)" den B,(x) = B,(ll)(x), E,(x) = Ey(Ll)(x) dir. x =0

icin o mertebeden Bernoulli sayist ve . mertebeden Euler saiyst siraswyla

2\ o5 g
<€Z_1> ZB” ok |z| <27 (3.3)

n=0

ve

dir. B, = B,(0) = BM(0), E, = En(O) = ES)(O) dar.

(3.1) ve (3.3) den

3 B - (f:wﬁ-ﬁ) (ig)
n=0 _

B (z ( ) Bl gn—k (3.5)
k=0

elde edilir. Benzer olarak (3.2) ve (3.4) bagmtilarindan

E9(z) = (Z) B\ gk (3.6)

k=0

elde edilir.



Teorem 3.2 «. mertebeden Bernoulli polinomlar: ve a. mertebeden Fuler polinom-

lart

B =3 (1)Bw),

k=0
(o) _ - n (o) n—k
B = X (1)BO @,
k=0
Br(la)(m +1) = Bff‘) (x) + na™
o - n «@
B = ( k) B,
k=0
EQr+1) = ) (Z)E“‘M,
k=0
n n . .
Oy = 3 () B,
k=0
n n . .
= (k)Eé H(y)a,
k=0
esitliklerini saglarlar.
Ispat. (3.1) ve (3.2) den yukaridaki esitlikler kolayca bulunur. n

(3.4) de tammlanan E.*) Euler saysi

2€t () > (a) f}k ™
(m) =Y B o0 <3 (3.7)
k=0
ifadesi ile de tamimlanir (Luo, Qiu-Ming 2005).

Teorem 3.3 k,n € N ise

dir.

12



Ispat. (3.3) den

et _ 1 (n) 00 (n) tk . I 0 (n) tk
I = ‘ ZBk H:(@—l)t ) ZBkE
! P !

dan istenilen bulunur.

Teorem 3.4 k,[,n € N

ve

ngn) yliksek mertebeden Bernoulli ve B; klasik Bernoulli sayisidir.

ispat.
i o) t N\ (ot N[t \"
pr kg et —1 o \et—1 et —1

k=0 k=0
o) k
(S () s
j J Tk—j k!
k=0 \j=0

yazilabilir. %’ in katsayilar1 kargilagtirilarak (3.8) elde edilir. Benzer olarak (3.9) da

ispatlanir. [

Teorem 3.5 k,n € N ise

1 5=k

(n) _ k—i (n)

EW = ~on ‘ <j> (l>(2l —n) ij (3.10)
dir.

13



ispat.

den

1 N\ 1t —(n-0)t - (n)tk
- — n EM™Z
w3 (1) S,
1 & " /n i th [ & ()t
- (e (T
k=0 Li=0 k=0
[e'S) k n
1 k n k—j (n) tk
- 2 ()0
k=0 j=0 1=0
gerekli iglemler yapilirsa (3.10) elde edilir. ]
Teorem 3.6 k,n,l € N ise
e’
E™ = (j)EJ(.”E,g’ij” (3.11)
=0
ve
~ (k (n—1)
BV =>" (j)EjEk_j (3.12)
=0
dir.
Ispat. (3.7) den
iE(”)tk B 9et )(n)
E 70 = 2t
—~ k et +1
9ot \O / 95t \OD
- (e2t—|—1 <62t—|—1>
o0 k 00 k
_ 0L (-1
k=0 k=0
9] k
kY o p-n | T
i le )
tk

elde edilir.

k!

in ispat1 bulunur.

’in katsayilar1 kargilagtirilarak (3.11) elde edilir. Benzer yolla da (3.12)



Teorem 3.7 k,n,l € N ise

S (e (s, o

n

I= j=0
dir.
ispat.
=~ mtt t\"
> B, E‘(et_J It| < 2
k=0
den

Let - 12;(6;% + J -

elde edilir. Diger taraftan

2te! " t \" [ 2 \"
= 3.15
el - (5) (@) (315)
i k oo k
(m? (m?
k=0 k=0
) k
F\ goo g | &
— Z ( (j)Bj ES ) o (3.16)
k=0 \j=0
(3.14) ve (3.15) in sol taraflar egit oldugu i¢in buradan (3.13) elde edilir. n

Tanim 3.8 «a ve A\ keyfi gercel ya da karmasgik parametri olmak dizere a. mertebe-
den genellestirilmis Apostol-Bernoulli polinomu ve a. mertebeden genellestirilmig

Apostol-FEuler polinomlar: siraswyla

t “ N
<Aet_1) ZB Lt 4 log A < 27 (3.17)

n—=

ve

(Aetﬂ) ZE |t +logh| < (3.18)

egitlikleriyle verilir (Luo, Qw—Mmg,Luo—Srwastava 2005).
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Tamim 3.9 Apostol-Bernoulli polinomu ve Apostol-Euler polinomlar: siraswyla

t - > tn
<)\et _ 1) e = ZOBTL(:C’)\)E’ [t +log A| < 2w

ve
n

2 U t
<)\€t+1> e t:ZEn(x,/\)m, |t +1og\| <7

n=0

dir.
Apostol-Bernoulli polinomu ve Apostol-Euler polinomundan

Bn(ZE,)\> = Bé”(l”/\),
En(z,0) = EP(z,))

esitlikleri yazilabilir. Bundan bagka Apostol-Bernoulli sayis1 B, (), Apostol-Euler
sayist F, () igin

B,(A) = B,(0,\)

() = 2'Eu(z)

esitlikleri yazilir.

Teorem 3.10 «. mertebeden genellestirilmis Apostol-Bernoulli polinomu ve a.. mer-

tebeden genellestirilmis Apostol-FEuler polinomlar: asagqidaki esitlikleri saglar.

BEP (@ +y\) = <Z> BO(x, VB, (y,\)  (3.19)
k=0

k=0
AB(z+1,)) — B@(z,\) = nB“Y(z,\) (3.21)
AE@ (2 +1,0) + E@(z,\) = 2B Y(z,)) (3.22)

dir.
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Ispat. (3.17) den

o0 tn

Y B a4y, N =
n=0

n!

elde edilir. Burada £ in katsayilar karsilagtirhrsa (3.19) denklemi elde edilir.
(3.17) den

n! et —1
n=0
¢ a—1

— t xt
‘ ()\et - 1>
o0 ( 1) tn+1

= 1) B\*™ A
>+ DB N g
> _ t

= > 0B (@)
n=1

elde edilir. &7 in katsayilarm kargilagtinlarak (3.21) elde edilir. (3.20) ve (3.22)

bagintilar1 da benzer olarak ispatlanir. [ ]

Teorem 3.11 «, 5, € C n € N olmak iizere Apostol-Bernoulli polinomu ile Apos-

tol Fuler polinomu arasinda

B (x4 y,\) = 2% ; (Z) (Z (i) A" B, (y +m, A)) EP(x,))  (3.23)

m=0

esitligi vardr.
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Ispat. Tanim 3.8’ den

> (W ) (Z ( )A’”Bﬁ‘?km m, A)) EP(z, A)) -

n>0 m>0

n—k

k
-3 2_5(m) AN B, M% > By +m ) (nt— 1)

m>0 E>0 " n>k

2 g xt yt m _mt
- <Aet+1) ‘ ()\et—l) ng e
m2>0
_ 3 (z+y)t __ "
a <>\et—1) ' ZB @+ A

bulunur. Sol taraf doguray fonksiyonu oldugu i¢in (3.23) bagintisi elde edilir. |

Sonug 3.12 o, 5, A€ C ,n € N i¢in

n

B (e +y,0) =Y (Z) (B;i“)(y, N+ LB A)) BN (324)

k=0

B =53 (7) (mz () B+ m>> B (325)

ve

o
o

dar.
Ispat. Teorem 3.11° dan 3 = 1 alalm.
1<~ [n o o
Bz +y.\) =5 (k) (B N+ AB g+ 1,0) B (@, )
k=0

elde edilir, (3.21) denklemi de gozoniine alinirsa (3.24) elde edilir. Teorem 3.11 da
A =1 alalim. (3.25) elde edilir. u
Sonug 3.12” in 6zel hali

" n o k _(a—
B+ =3 (1) 00+ 550 W) B
dir (Wang-jia 2008).

Sonug 3.13 3,\A € C, j,n € Ny olsun. Bu durumda asaqdaki egitlikler elde edilir.

252( )/\mE (x4 m, \) (3.26)

m>0

18



ve

(n);a"7 = Z(—l)j’m (é) A" B (2 +m, \) (3.27)

burada (n); =n(n—1)(n—2)---(n—j+1) dir.

Ispat. Teorem 3.11 da a = 0 alalm. Bu durumda

(x+y)" = 2% :0 (Z) <Z (i) A" (y + m)(nk)) ED(x, )
A

m>0
1 16} mn n n
R E (e
m> =0
1 BN i
B 2_Bm>o<m>)\ Blety+mid)

elde edilir. Burada y = 0 almirsa (3.26) elde edilir. Ureteg fonksiyonu tanimindan

Y (=1 < )AmBU (:z:+m)\)

n

n>0 m>0
t 7 xt = J j—m ym _mt
- (Aet—l) c Z(m>(_1)] ATe
m=0
= tle™

esitligi yazilir. i1k ve son e51thkte " in katsayilar kargilagtirlarak (3.27) bulunur. m

Sonug 3.13 de A = 1 alinirsa,

(n);2" = n;)( 1yi-m (Tfl) BY (z + m)

elde edilir.

Sonug 3.14 Apostol-Bernoulli polinomlart ve Apostol-Fuler polinomlar: arasinda

asagidaki baginty vardir (Wang. W.; Wi Wang Ti 2008).

n

2 n a— a
B (e +y,0) = Zm(k) (B = B (5 0) Buale, V)

A—1

— 1Eé (5, \) Busa (@, ) (3.28)
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Apostol-Bernoulli polinomlarinin ¢arpiminin toplami
n
v o) =30 (" Bulon e B )

Jj1+J2+ -+ jm = n olarak tanimlansin.

Teorem 3.15 y=z1+ 22+ -+ 2y , m <N i¢in
m—1

Sl 1,72, -+ ) = <_1>m1m<”> Z<—1>’“(m; 1)B,gm><y>3n—k<y; \)

m
k=0
esitligi varduir (Wang. W. Jia; Wi Wang Ti 2008).
Apostol-Euler polinomlarinin ¢arpiminin toplami
n
Tmn;x>$27"'7$m = ( . . >E1 -Tl,)\Em l‘m,)\
( ! ) Z J15J25 0 5 Jm ]( ) ! ( )

olsun.

Teorem 3.16 y =21+ 22+ -+ 2 , m < n i¢in

m—1

am-l - m—1 m
Ton(n; @1, @2, -+, ) = m Z(—l)k( L )B;i )(y)En-&-m—l—k(y?)‘)
" k=0

esitligi vardur (Wang. W. Jia Wi Wang Ti 2008).

«. mertebeden Apostol-Euler polinomlar:1 ve «. mertebeden Euler polinomlar:
arasindaki bagint1 agagidaki gibi elde edilir.

n

(a) Z_ _ (—zlog \) # “ z(z+log \)
En (x’)‘)n‘ € (€z+log/\_|_1> €

WK

3
Il
=)

e loe ) = (a 2" (log \)*F—"
- o 3 ) Y

k
n=0 n=0

_ —zlog A — 2" (@) (10g>\>k
) IS AL

elde edilir. Buradan

2. (log \)*
E@(z,\) = el=led) ( (log A" Efﬁk(ﬁﬁ)) . n €Ny

k=0



elde edilir. Benzer sekilde

[e’e] —1 k
B (z, ) = el 1) 3 (n e l) (“ : k) Loe Al g

k=0

(3.19) ve (3.21) de 5 =0 ve y = 1 alinirsa

Br(bail)(xv )‘) =

elde edilir. & =1 i¢in

elde edilir. (3.20) ve (
Ela=1)

n

ve

esitlikleri elde edilir.

n+1
1 n—+1
3
n—+1 — k
1 % n+1
n+1 — k

3.22) den

(2, \) :% [)\ n (Z)E,ga)(x,/\)JrEff‘)(x, )\)]

1
>~
ol
3
()
VR
> 3

Teorem 3.17 Apostol Bernoulli polinomu

B, (;0%) =27 (Z

ya da

denklemlerini saglar.

n
k=0
n

2”Bn(§; Ay =%

k=0

(i

21

)Ek(x, A) + B, (z, /\)]

)Bn_ku)Ekm; \

)Bk()\)Enk(x; )

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)



Ispat. (3.4) de verilende o = 1 almirsa,
oo n tert
> Bt = S
—~ n! Aet —1
- =) (5 5)
Aez — 1 Aez 41
- -n " = -n "
— (Zz Bn(/\)m> (Zz E,(2z; A)m>
n=0 n=0

n

S [zz (1) Bos sz A)] 0

n=0 k=0

elde edilir. 5 in katsayilar karsilagtinlarak (3.34) denklemi bulunur. (3.34) ve (3.35)

de A\ = 1 alinarak klasik Euler polinomu ve klasik Bernoulli polinomu arasinda

n

Bu(z) =27 (Z) By i (22) (3.36)

k=0
ya da
2B, (L) = i "\BLE,_i(2) (3.37)
2 — k
esitlikleri elde edilir. ]

Teorem 3.18 (LUQO; SRIVASTAVA 2006) Genellestirilmis Apostol-Bernoulli poli-

nomlar: ve genellestirilmis Apostol Euler polinomlar: arasinda asagidaki esitlik vardr.

A = 3 (1) [P0 - 20 0] B

dar.

3.2. Beroulli Polinomlarinin Genellestirmesi ve Appell Polinomlari

Bernoulli polinomlariin farkli bir genellegtirmesi Costabille ve arkadaglar1 tarafin-
dan verilmigtir (Costabille e.t 2006). Bernoulli polinomlarini ve Bernoulli sayilarim
matrisle ifade etmiglerdir. Diger taraftan Bretti, G. ; Natalin P. ; Dattali G. ; gibi
matematikciler Appell polinomlarinin 6zel durumu Bernoulli polinomlar: oldugu i¢in
bu taraftan genellegtirme yapmislardir. Mourad I. (2003), He M. X. ve Ricci (2002)
Bernoulli polinomlarinin sagladig: diferansiyel denklemler tizerinde bu ¢alismay1 yap-

miglardir.
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Tanim 3.19 Asagudaki ozellikleri saglayan P,(x), Py(z), Py(x),- -, Py(z), -+ poli-
nomlar dizisine Appell (polinomlar) dizisi denir:

I) Hern =0,1,2,--- i¢in derecesi derP,(x) =n .

II) Hern =1,2,3,--- icin P, (z) = nP,_1(z) olmaldar.
Ek olarak, Py(x) = 1 ise P,(z) dizisine normallestirilmis Appell polinomlar dizisi

denir.

Tamim 3.20 Appell polinomu

Galz,t) = A(t)e™ =) Rk(m)% (3.38)
k=0 )

tireteg fonksiyonu ile tanvmlanar (Bretti, Natalini, Ricci 2002). Burada

0 k
Alt) = ka%, A(0) £ 0
k=0 )

t =0 da analitik fonksiyon ve Ry, = Ri(0) dur. R, (x)” in tirevi

!

R, (x) =nR,_1(z) (3.39)
dar.
1) A(t) = 54 ise R, (z) = By (x)
2) A(t) = 725 ise Ry(z) = E,(z)
3) At) = (ealﬁll')'_ofz’;ﬂt 7y ise R,,(xz) m. dereceden Bernoulli polinomudur.
4) A(t) = e +1)?.T.?eamt 7 Ise R, (z) m. dereceden Euler polinomudur.

5) A(t) = efot"tat ot lant™ e oL 0 ise R, (x) genellestirilmiy Could-Hopper

polinomudur.

Tanim 3.21 Genellestirilmis Bernoulli polinomu B (), m>1

o0

— tmext — tn
G U(z,t) = ———— =) "Bl ”(x)m (3.40)
et — ﬂ n=0 ’
h!
h=0

ifadesiyle t = 0 wn komsulugunda doguray fonksiyonu ile tansmlanar (Dattali- Lorenzutta-

Cesarano 1999).
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e’ = Z o ZBL’"’”(&L’)H (3.41)

yazilabilir. Buradan

> t" > “ n h! [m—1] t"
an_ - Z Z ( ) B,~, (-T)) —
f= " nl (h:o h) (h+m)! n!

elde edilir. %’ in katsayilar1 karsilagtirilarak

=) (Z) (,Hh—!m)!BL’i;” (x) (3.42)

bulunur. n = 0,1, 2 i¢in

0
. 1
B () = ml ({B — —) :

m+1
2 2
By V@) =m! (2% —
2 (@) m(“” mr 1 mr 2m+2)

dir. Genellestirilmis Bernoulli polinomlar: elde edilir. x = 0 i¢in

B([)mfl] =m!,

!
Bgmil} == m. )
m+1
m— 2m/!
Bl — “

(m+1)*(m +2)

genellestirilmis Bernoulli sayilar1 bulunur.

Teorem 3.22 Genellestirilmis B,[mel](:zr) Bernoulli polinomlart

Bllmfl]y(n) B[mIl]y(nfl) Bémfl]y” 1 ,
n— e T S T (L 1)y =0
n! (n—1)! et 2! +m=1) (m—l—l x)y+n(m )y

differesiyel denklemi saglar (Bretti, Natalini 2002).
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Onteorem 3.23 n > 1 i¢in genellestirilmis Bernoulli polinomu asafidaki rekiirans

bagintisine saglar.

n—2
1 - 1
Bim1 (z) — (x— —> B (a) - ——— ( )B,[j”k”B[m U(x) (343)
0

|
n(m+1) =
dur.

Ispat. (3.40) ifadesinin her iki tarafindan ¢ ye gore kismi tiirev alimrsa

m—1 m—1
m—1 th m th-1
h=0

0 _ xt™
= qlm=1] - h=0
DtG (»T,t) N m—1 2 - m—1 .
et — % et — %—,
h=0 h=0
m tm t 1 t2m=1 .
= _— J— eCE
t m—1 m—1 ( _ 1) m—1 2
-5 (e S
h! € ]
L h=0 h=0 h=0 i
—|—xG[m Uiz, t)
= <— [m' ZBm 2 glm- Uiz, t) + (x — 1)G™ U (z, 1)
esitligi yazilir. Burada gerekli iglemler yapilirsa (3.43) elde edilir. [
3.3. 2D Bernoulli Polinomu B%(x,y)
Tanmim 3.24 Hermite-Kampe de Feriet polinomu
wtt+yt! () .
e = Z H () (3.44)

trete¢ fonksiyonu ile tanmimlanar.

(3.44) den

n]s
CUET) pit s
(n—js)!

ifadesi elde edilir. HY(z,y) denkleminin genellestirilmis hali

0 0/

—F - —_F

oy @ y) 57 L@ y),
F(z,0) = a"

ext



(J)(

181 denkleminin ¢oziimiidiir. Hy'’(x,y) polinomunu kapsayan bagka bir geniglemesi

et T - tn
Tttt ZHn(l’l,x%%a . 7x7,)m (3.45)
ifadesiyle verilir. (3.45) den
00 mk
e Z (21t + @t? ‘l' 4 @) (3.46)
k=0

=1 k!

— - e ki, ke o kegkiteetrke

=D 2 R (ot -t )
k=0 " kitkot-tky= r

n=0 \ my(nlr)

dir. Burada ky + ko +---+ k. = k,n=Fk1+---+7k, (3.46) dan ¢ok boyutlu Hermite

Kampe de Feriet polinomu

k1, .k2 k.
I x “ e l’
= jZr 2 e
Hn($1,x2,$3, 7'IT‘) - Z n: kl'kglkr'
mr(nlr)
dir.
Tanim 3.25 2D-Bernoulli polinomu B2 (z,y),
il? 2
G (z,y;t) = et byt ZB ) (g y (3.47)

tireteg fonksiyonu ile tanvmlanar (Bretti, Gabriella; Natalini, Pierpaolo 2002).

Teorem 3.26 2D-Bernoulli polinomu asagidaki egitligi gercekler

" n
B = 3 () Brattfan

h=0
n B [%] h—2s,,s
— Z n—h x Y
— (n—h)t <= (h — 2s)!s!

Burada By, klasik Bernoulli saysidir. Buna ek olarak

" /n 1
HO(z,y) =) (h> n_—}H_lBr(f)(%y)

h=0

dir (Bretti, Gabriella; Natalini, Pierpaolo 2002).
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fspat. B (x,y) nin iirete¢ fonksiyonundan

ZB@ xyt—' _ tt emt+yt2
€

- (f:lBk ) (Snient)

n

_ g (; (?) H®(2,y)B,_

elde edilir. Buradan " in katsayilar kargilagtirilarak

n n '
B7(L2) ({L‘, y) = Z <Z)Hl(])<x’y)Bn_l

=0

bulunur.Diger taraftan

erttut ZHS)(%m_"
n

xt—l—ytJ 7)
et E B (x y

dan

| ~+
g
+
S
<

ZH(J)(x y) "

n=0

elde edilir. tn—n!" in katsayilar1 karsilagtirilarak

k=0

bulunur.
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4. BULGULAR

Genellegtirilmis Bernoulli polinomu (3.40) denklemi ile tanimlanmigti. Buradan genel-

lestirilmis Bernoulli sayis1

tm > tn
A ZB[’"*”— (4.1)

ifadesiyle tanimlanir [Dattali-Lorenzutta-Cesarano 1999 |.

Onerme 4.1 Genellestirilmis Bernoulli polinomu ile Bernoulli sayist arasinda

Br[lm_l](ﬁ) _ Z (Z) B][Cm—l]xn—k

k=0

bagintisy vardar.

Ispat. (3.40) ve (4.1) den

e}

t" tm
ZBLm—l}<x)_ _ —eart
— nl m—1 .
3
h=0
_ [m—1]" n'
(St} (S5)
n=0 n=0
[ n n et n
=SS
n=0 \k=0 ’
yazilabilir. tn—”!’ in katsayilar1 karsilagtirilarak istenilen bulunur. ]

Onerme 4.2 Genellestirilmis Bernoulli polinomu

n

B+ =3 () B (1.2)

k=0

esitligini gercekler.
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Ispat. (3.40) dan
= m— " e T
S pple iyl - e
n= h
0 et — t_'
h=0
mett . > tn > 1
- — [m=1] () -
- e (Sl (38)
¢ th n=0 n=0
€ hl
h=0
N (S (M g )
(S (e ]
n=0 k=0
Bu esitligin ilk ve son terimlerinden (4.2) bulunur. u

Onerme 4.3 Genellestirilmis Bernoulli polinomu

n

_ n\ im— -
By = 3 (1) B 43
k=0
- n m—1 n—
S (k) B ()5
k=0
ifadesini saglar.
Ispat. (3.40) dan
. m— " t T
> B Yoty = —— e
n= h
h=0
- T
et — %
h=0
o [m—1] v n”_
(S (£05)
R SN WAL R P
- S(E6)er)
yazilabilir. Son ifadeden kargilagtirmalar yapilarak (4.3) elde edilir. ]

Onerme 4.4 « negatif olmayan bir tam say olsun.

B an) = 3 () Bl a1yt (4.0

k=0

dar.

29



Ispat. Genellestirilmis Bernoulli polinomunun tanimindan yararlanarak

o0

m— " t ax
S by -
n=0 et . t_i:
h=0
m xt
— T:_l 6(a—l)xt
et — t—}j
h=0
= i B[m_”(ar:)ﬁ i(a — 1)”x"ﬁ
n=0 " n! n=0 n
0o n n . . . m
= Z ( (k‘) B,[c ](x)(a 1nr k) oy
n=0 \k=0
den (4.4) elde edilir. n

Tanmim 4.5 Genellestirilmis Apostol Bernoulli saynlar, genellestirilmig Apostol Ber-

noully polinomlar, sirasiyla

N tm
S = (4.5)
h=0
0 1] tn tmett
S Bl =
n TL' m—1
h=0

ifadelert ile tanimlayacagiz.

(4.5) bagintisindan

> Bl ) = (ZB“" 1<A>f§)

elde edilir. e** in Taylor serisini bir 6nceki bagintida yerine yazarsak

B Y (Zx —) <i Lml](A)Z—f)

n=0

M8

Il
o

n

elde edilir. Burda Cauchy carpimi yapilirsa

f)B’“ U ) > (Z (Z) BL”‘”(A)W) v

n=0 \k=0
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bulunur. Bu son egitlikte her iki tarafin tn—n, katsayilar1 esitlenirse, asagidaki Teorem

ispatnanmis olur.

Teorem 4.6 n negatif olmayan bir tam say: olsun.

n

B =3 () B v

k=0
(4.5) bagmtisinda z e gore tiirev alinirsa
d > tn+1

id—Bml]x)\ ZB’” 1]3:)\

n=0

Bu bagintida gerekli diizenlemeler yapilirsa
> d A 1 t"
D B N = Y B )
n=0 n=0
elde edilir. Bu son egitlikte her iki tarafin % katsayilar esitlenirse, asagidaki Teorem

ispatnanmig olur.

Teorem 4.7 n negatif olmayan bir tam say: olsun.

d _
_Bizm_l} (.Z', )\) = nBv[znzll] (ZE, )‘>

dx

Bu teoremden genellegtirilmis Apostol Bernoulli polinomlarinin derecesi n sonugu

elde edilir.

Onerme 4.8 Genellestirilmis Apostol Bernoulli polinomu

B Uz +yA) = ) <Z) B Ny (4.6)

k=0

n n . .
= Z(l{:)B’L 1}(y,>\)x k

k=0

egitligini saglar.
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Ispat. (4.5) den

oo tn tme (z+y)t

> B e +y; Ny =
n=0

sag ve sol taraflar egitlenirse
B (a +y;A) = (n) B Y, Ayt

elde edilir. ]

Bir ¢ok 6zel fonksiyon agagidaki gibi iiretec fonksiyonu yardimiyla verilebilir:

F(z,t) =Y pa(2)t", (4.7)

burada F' : C x C — C t degigskenine gore analitik bir fonksiyondur. Bu serinin
orjini igeren bir yakinsaklik bolgesine sahiptir. p, (n = 0, 1, 2,---) fonksiyonu ¢
degiskenine bagh degildir. (4.7) bagintisindan p,,(x) fonksiyonun Cauchy tipi integral

temsili agagidaki sekilde tanimlanir

]M@:LF@wﬁg (4.8)

burada C F' fonksiyonun iginde analitik oldugu orjini iceren pozitif yonde yon-
lendirilmig gember egrisidir (Ferreira 2003).

(3.40) bagintisinda

Fmett o — tm
Flot)=—— => B (@) (4.9)
h! :
h=0
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elde edilir. Buradan
F(z,0)=8" " (2) =1
bulunur. (4.9) iireteg fonksiyonuna (4.7) ve (4.8) bagmtilar uygulandiginda asagi-

daki teorem elde edilir.

Teorem 4.9 m pozitif tam sayr ve n negatif olmayan tam sayidr.

-1
! Lt dt
[m—1] _ ™ m xt t_ e
By @) = 2mim! /Ct ‘ (e p h!) 1’

m—1 -1
burada C, t"e™ (et — Z %) fonksiyonun i¢inde analitik oldugu orjini iceren

h=0
pozitif yonde yonlendirilmis yary ¢apr 27 kiiciik bir ¢cember egrisidir.
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5. SONUC

Bu tez calismasinda LUO, Q. M.; LUO, Q. M.-Srivastava H. M.; Wang W.; WANG,
W., JIA, C. Z. ve WANG, T.” nin Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler polinomlarinda
yaptiklar1 bazi genellemeleri, ispatladiklari teoremleri, bulduklar: sonuglari; NATAL-
INI, P., DATTOLI, G. anlaminda Appell dizilerinin 6zel durumu olan Bernoulli
polinomlarin da genellestirilmesi yapilarak bazi teoremler ispatlandi. Elde edilen
sonuglarda m = 1 alindig1 zaman klasik Apostol-Bernoulli polinomlar1 ve Apostol-
Bernoulli sayilar1 elde edildigi goriildii.

Ayrica klasik Apostol-Bernoulli polinomunu Apostol-Bernoulli sayis1 ve Apostol-

Euler polinomu cinsinden
By(x,)2) = 27" (”> B (N By (22, \)

esitligi ispatland.
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