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Bu tezin amaci Bezier yiizeylerinin egriliklerinin ve sekil operatoriiniin kontrol
noktalar1 cinsinden incelenmesidir.

Bu tez dort bolimden olugmaktadir. Birinci bdliimde, Bezier egri ve yiizeyleri
icin temel tanim ve teoremler ispatsiz olarak verilmistir.

Ikinci boliimde, Bezier egrilerinin tamimi ve bazi &zellikleri incelenmistir.
Ayrica Bezier egrileri i¢cin De Casteljau ve bolme algoritmalari ele alinmustir.

Ugiincii boliimde, Bezier yiizeylerinin tamimi ve bazi ézellikleri incelenmistir.
Ayrica, Bezier ylizeyi iizerinde bir noktanin egriliklerinin ve sekil operatdriiniin kontrol
noktalar1 cinsinden incelenmesinde énemli olan Bezier yiizeyleri i¢in De Casteljau ve
bolme algoritmalari ele alinmstir.

Son béliimde, Bezier yiizeylerinde esas formlar ve egrilikleri inceleyen Incesu
ve Giirsoy (2004) calismasi temel alinarak Bezier ylizeylerinin egrilikleri ve sekil
operatorii arastirilmistir.

ANAHTAR SOZCUKLER: Bezier egrisi, Bezier yiizeyi, De Casteljau algoritmas,
bolme algoritmasi, kontrol noktasi
JURI : Prof. Dr. Abdullah Aziz ERGIN (1. Danisman)

Prof. Dr. Kadri ARSLAN (2. Danigman)

Yrd. Dog. Dr. Mustafa OZDEMIR

Prof. Dr. Veli KURT

Yrd. Dog. Dr. Serafettin YALTKAYA



ABSTRACT

BEZIER CURVES AND BEZIER SURFACES

AYSE YILMAZ

M. Sc. Thesis in Mathematics
1. Adviser: Prof. Dr. Abdullah Aziz ERGIN
2. Adviser: Prof. Dr. Kadri ARSLAN
December 2009, 47 Pages

The aim of this thesis is to examine the curvatures and shape operator of Bezier
surfaces.

This thesis consists of four chapter. In the first chapter fundamental definitions
and theorems for Bezier curves and surfaces are given without proofs.

In the second chapter definition and some properties of Bezier curves are
examined. Moreover De Casteljau and subdivision algorithms for Bezier curves are
given.

In the third chapter definition and some properties of Bezier surfaces are
examined. Moreover in this chapter, De Casteljau and subdivision algortihms for Bezier
surfaces which are important to examine the curvatures and shape operator of Bezier
surfaces in terms of control points are given.

In the last chapter, the study ‘‘fundamental forms and curvatures on Bezier
surfaces’” which is studied by Incesu and Giirsoy (2004) is basically used to discuss the
curvatures and shape operator of Bezier surfaces in terms of control points.
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ONSOZ

Bezier egrileri ve yiizeyleri, bilgisayar destekli geometrik tasarim (CAGD) i¢in
biiyiik bir 6nem tagimaktadir. Bezier egrileri ve yiizeyleri ilk olarak 1958—1960 yillar
arasinda Fransiz bir miithendis olan Pierre Etienne Bezier (1910, 1999) ve Fransiz bir
matematik¢i olan Paul de Faget de Casteljau (1930) tarafindan farkli matematiksel

yaklagimlar ile birbirlerinden bagimsiz olarak gelistirilmistir.

Pierre Etienne Bezier makine ve endiistri miithendisidir. Mezun olduktan sonra
1933 yilinda Renault firmasinda mekanik yontem planlama boliimiinde calismaya
baslamistir. 1960 yilindan itibaren de ara¢ gdvde yontem planlama bdliimiine gecip,
ara¢ govdelerinin tasarimi tizerinde ¢calismistir. Uzun yillar bu firmada ¢alisan Bezier’in
ismiyle anilir hale gelen polinom egri ve yiizeylerinin Bernstein formunda ifadesiyle

tamamen gelisen Bezier egri ve yiizeyleri teorisi bu donem igerisinde kurulmustur.

Bu arada, 1958 yilinda Citroen firmasina katilan de Casteljau, tamamen farkli
bir yaklasimla ayni1 kavrami; kendisinden sonra adini alan de Casteljau algoritmasini
tanimlamistir. Bezier egri ve yiizeyleri kavraminin gelismesinde biiyiik katki saglayan
bu algoritma Bernstein polinomlarinin kullanimma denktir. De Casteljau’nun
calismalar1 ¢cok uzun bir siire Citroen firmasi tarafindan gizli tutulmustur. Halbuki De
Casteljau, Bezier’in Bezier egri ve yiizeylerinin Bernstein polinomlar1 ile ifade
edilebilecegini fark etmesinden ¢ok once De Casteljau algoritmasinda bu polinomlar1

kullanmistir (Farin 2002, Laurent ve Sablonniere 2001, Rabut 2002, Rogers 2002).

Bu konuda g¢aligmami Oneren, bilgileri ile her zaman yardimei olan ve yol
gosteren degerli hocalarim Sayin Prof. Dr. Abdullah Aziz ERGIN (A.U.F.E.F.) ve Saymn
Prof. Dr. Kadri ARSLAN’a ( U.U.F.E.F.); manevi destekleriyle her zaman yanimda
olan babam Bekir YILMAZ, annem Giilay YILMAZ ve ablam Esra YILMAZ’a

tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Bu boliimde, Bezier egri ve yiizeylerinin bazi 6zelliklerinin ifadelerinde
kullanilan tanimlar ile Bezier yiizeyinin sekil operatérii ve egriliklerinin

incelenmesinde kullanilan tanim ve teoremler ispatsiz olarak verilmistir.

Tamm 1.0.1. n-boyutlu Oklid uzayr E£” de bir yama (veya lokal yiizey), U c E* bir
acik altkiimesi olmak {izere,
X:UcE>>E"
biciminde verilen diferensiyellenebilir bir doniisiimdiir. Daha genel olarak , eger
1. A’ yrigeren bir U agik kiimesi bulunabilir ve

2. X |U :U — E" diferensiyellenebilir ise herhangi 4 — E* igin X : 4 — E" déniisiimii

bir yama olarak adlandirilir (Gray 1993).

Tanm 1.0.2. X :U c E* — E" yamasinda her (u,v) €U igin jakobiyen matrisinin

ranki1 2 ise bu yamaya regiiler yama denir (Gray 1993).

Teorem 1.0.3. Bir X :U c E* — E® yamasi (u,,v,) € U noktasinda regiilerdir ancak

ve ancak X, x X vektori (u,,v,) noktasinda sifirdan farklidir (Gray 1993).

Tanim 1.0.4. M — E" altkiimesinin her p € M i¢in E” de bir V' komsulugu varsa ve

X:U—> E"(VNM iizerine) doniisiimii,
1. X diferensiyellenebilirdir.
2. X:U >V M bir homeomorfizmdir.

3. Herbir X :U — M doniisiimii regiiler yamadir.

sartlarini sagliyorsa M < E" ye bir regiiler yiizey denir (Gray 1993).

Teorem 1.0.5. X :U c E> — E" bir regiiler yama olsun. Herhangi bir ¢ €U igin ¢

noktasmnin bir U, komsulugu vardir 6yle ki X (U,) bir regiiler ytizeydir (Gray 1993).



Tanm 1.0.6. X :U c E* — E" yamasi verilsin.

E,F,G:U = IR

E=|X,| =(x,.X,), F=(X,,X,) , G=|x,| =(X,,X,) (1.0.1)

u?d u?’

bi¢iminde tanimlanan fonksiyonlar X yamasinin birinci temel formunun katsayilari

olarak adlandirilir (Gray 1993).

Tanm 1.0.7. X :U c E* — E" regiiler yamasi verilsin. Bu taktirde;

e=—N,,X,)=(N,X,,)

(74

f==N,,X,)=(N,X,,)=(N,X,)==N,,X,) (1.0.2)

g = _<Nv’Xv> = <N7va>
biciminde tanimlanan fonksiyonlar X yamasmin ikinci temel formunun katsayilar

olarak adlandirilir (Gray 1993).

Tamm 1.0.8. M c E° bir regiiler yiizey ve N, p € M noktasinin bir komsulugunda
tanimlanan bir ylizey normali olsun. M nin her p noktasina
S,:T,M >T,M
v, —)Sp(vp):—Dva (1.0.3)
bi¢iminde S, donistimii karsilik getiren doniigtime ylizeyin sekil operatérii denir ve S
ile gosterilir. Burada
D:T,(M)xT,” (M) —>T, (M)

doniigiimii 1yi tanimli olup Dv,,N eT,(M) dir (Gray 1993).

Teorem 1.0.9. X :U — E° regiiler yamasi verilsin. Bu taktirde X yamasmn sekil

operatorii S, {X,,X,} bazma gore ifadesi

eG— fF fE —elF
S (X,)= X, + X 1.0.4
P EG-F* " EG-F* " (1.04)
SP(XV):fG_gFX L EEZTF

EG-F* " EG-F* '
seklindedir (Gray 1993).



(1.0.4) esitlikleri yardimiyla sekil operatorii matrisi

eG-fFF fE—eF
g—| EG-F> EG-F’
SG-gF gE-[F
EG-F> EG-F’

seklindedir.

Tamm 1.0.10. M c E* bir regiiler yiizey olsun. M nin bir p noktasindaki sekil
operatorii S(p) olmak iizere
K:M — IR
p = K(p) =det(S(p)) (1.0.5)

bi¢ciminde tanimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu, K(p) degerine de

M nin p noktasindaki Gauss egriligi denir (Gray 1993).

Tamm 1.0.11. M c E® bir regiiler yiizey olsun. M nin bir p noktasindaki sekil
operatorii S(p) olmak iizere

H:M — IR

p— H(p)= %Iz(sua)) (1.0.6)

biciminde tanimlanan fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu, H(p) degerine

de M nin p noktasindaki ortalama egriligi denir (Gray 1993).

Teorem 1.0.12. X :U — E’ regiiler yamas: verilsin. X in Gauss ve ortalama
egrilikleri sirasiyla
2
K=" \oep=LEG 2/ eE
EG-F 2 EG-F
dir (Gray 1993).

) (1.0.7)



2. BEZIER EGRILERI
Bu boliimde, Bezier egrileri ile bu egrileri elde ederken kullanilan Bernstein
polinomlar1 tanimlandi ve bazi 6zellikleri verildi. Ayrica Bezier egrileri i¢in De

Casteljau ve bolme algoritmalari ele alinmustir.

2.1. Bezier Egri Parcasimin Olusturulmasi

Tamm 2.1.1. E" (n = 2,3) Oklid uzayinda P,, P, noktalar1 verildiginde P,P, dogru

pargasi iizerindeki herhangi bir nokta PO1 (1) ile gosterilirse;

P(t)=P()=(01-0)p+ P, ;tel0)]] (2.1.1)

denklemi bir lineer egri parcasinin bir parametrizasyununu olusturur. Burada;
Bi(t)=(1-1) (2.1.2)
B!(t)=1

1. dereceden Bernstein polinomlart ve F,, F, kontrol noktalar1 olarak adlandirilir

(Kaplan ve Mann 2006, Marsh 2005). Bakiniz Sekil 2.1.1.

oo § ettt '
@ @ ®
A 5{0) R

Sekil 2.1.1. P, P, kontrol noktalarinin olusturdugu lineer Bezier egrisi

Ornek 2.1.2. E* de P, =(2,2), P, =(1,4) kontrol noktalarindan gegen P,P, dogru
pargast;
P(t)=P(t) = (1-1)2.2)+ «(1,4) ;telo,]]
= (2-12+21)
dir. Bakmiz Sekil 2.1.2.
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Sekil 2.1.2. P,(2,2), P,(1,4) kontrol noktalardan gecen Bezier egrisi

Tanmm 2.1.3. E" (n=2,3) Oklid uzayinda P,, P, ve P, noktalar verildiginde ¢ < [0,1]

icin;
R (t)=(~1)R +1P,
P()=(-0)R +P,
By (e)=(1-1)R (1) +¢R'(t)
denklemleri yardimiyla
P(e)=P7(¢)

= (1-t) P, +2(1-1)P, +1*P,

1

2
=2 FB(t)
=0

kuadratik Bezier egrisi tanimlanir. Burada
By (t)=(1-1)
Bl (t)=2(1-1)

By (e)=1’

(2.1.3)

(2.1.4)

(2.1.5)

2. dereceden Bernstein polinomlari ve P, , P, ve P, kontrol noktalari olarak adlandirilir.

Bakiniz Sekil 2.1.3.
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Sekil 2.1.3. F,, P, ve P, kontrol noktalarinin olusturdugu kuadratik Bezier egrisi

F,, B ve P, kontrol noktalarinin 6ngoriilmiis sirayla dogru pargalar ile

birlestirilmesi ile elde edilen iiggene kontrol poligonu denir (Kaplan ve Mann 2006,

Marsh 2005).

Tamm 2.1.4. E" (n=2,3) Oklid uzayinda P,, P, P, ve P, noktalar verildiginde

t€[0,1] igin;

P(t)=(1-1)P, +tP, (2.1.6)

denklemleri yardimiyla
P(t)=F;(t)

=(1-t) P, +3(1—t)tP, +3(1—t)*P, + P, (2.1.7)

= 23:1:;81'3 (Z)

1

kiibik Bezier egrisi tanimlanir. Burada;

By()=(1-1)



B (t)=3(1-¢t)t (2.1.8)

Bi(t)=1
3. dereceden Bernstein polinomlar1 ve F,,P,P, ve P, de kontrol noktalar1 olarak

adlandirilir. Bakiniz Sekil 2.1.4.

P11|f,|
le|f,|

1
hitl g A

Ef'-f'

BAE
£ : £
El’fujl

Sekil 2.1.4. P,,P,, P, ve P, kontrol noktalarmnin olusturdugu kiibik Bezier egrisi

F,,R,P, ve P, kontrol noktalarmimn ongoriilmiis sirayla dogru parcalar ile

birlestirilmesi ile elde edilen poligona kontrol poligonu denir (Kaplan ve Mann 2006,

Marsh 2005).

Tamm 2.1.5. E" (n = 2,3) Oklid uzayinda P,P,P,.., P, kontrol noktalar: verildiginde

her £ €[0,1] igin;
P(t)= n PB"(t) (2.1.9)

i
i=0

parametrik esitligi bu kontrol noktalarinin olusturdugu Bezier egrisi adini alir. Burada;

1

B! (t)= m(l —t)"7f ;0<i<n (2.1.10)

n. dereceden Bernstein polinomlar olarak adlandirilir.



F,P,P,,..,P kontrol noktalarinin Ongoriilmiis sirayla olusturulan dogru

pargalar1 yardimiyla elde edilen poligona kontrol poligonu denir (David 2006, Marsh
2005).
Sekil 2.1.5. de smastyla 2., 3., 4. ve 5. dereceden Bernstein polinomlari

verilmigtir.

Sekil 2.1.5. 2., 3., 4. ve 5. dereceden Bernstein polinomlari

Ornek 2.1.6. P, =(0,0),P, =(3,0) ve P, =(6,-6) kontrol noktalarimin olusturdugu

diizlemsel kuadratik Bezier egrisinin parametrik denklemi (2.1.4) esitligi yardimiyla

2
)=> BB/ (t)=(1-1)'P, +2(1-t)P, +£°P,

=
=(1-£)*(0,0)+ 2(1—£)(3,0)+ £2(6,~6)
=(0,0)+ (6¢(1—-1).0)+(6¢>—6¢*)
=(6t,-61*) 5 tefo.]]

dir. Bakiniz Sekil 2.1.6.



5=06-6

Sekil 2.1.6. Diizlemsel kuadratik Bezier egrisi

Ornek 2.1.7. P, :(0,0),P (3 O) (6 6) ve P, :(—3,0) kontrol noktalarinin
olusturdugu diizlemsel kiibik Bezier egrisinin parametrik denklemi (2.1.7) esitligi

yardimiyla

3
)=> BB/ ()= (1-t)' P, +3(1-1)'tB, +3(1-1)’ P, + £’ P,
i=0

1

(1-£)(0,0)+3(1—£)*£(3,0) + 3(1—£)¢* (6,~6) + £* (- 3,0)
(

0,0)+ (9t(1 0 0)+ (180— 1) ~18(1- 1) )+ (= 3¢°.0)

1= 2 +18(1- 1) =3¢ —18(1— 1))

=(9t—12t 180 —18%) ;tefol]]
dir. Bakiniz Sekil 2.1.7.



B=(30 Fy =00 H =30

-2,5

£ =(65-6)

Sekil 2.1.7. Diizlemsel kiibik Bezier egrisi

Ornek 2.1.8. P, =(1,0,0),P, =(1,0,1),R, =(0,0,1) ve P, =(0,1,0) kontrol noktalarmnin
olusturdugu 3D kiibik Bezier egrisinin parametrik denklemi (2.1.7) esitligi yardimiyla
P(t)= (1—-t) P, +3(1—¢)tP +3(1-1)*P, +£°P,
= (1-1(1,0,0)+ 301 —)*#(1,0,1) + 3(1 = £)*(0,0,1) + £(0,1,0)
(=) +30=2V 1,02 30— e +301- 1))
=27 =32 +1,, -3¢ +31) ; te0,]]
dir. Bakiniz Sekil 2.1.8.

£ =(0.00

R=001

0.74
05
05
0.4

0.3

014

0 B =(010)

02 0
0.4 02

My Ly
‘FB\\»«-«J‘E_E/E'E

A

Sekil 2.1.8. 3-D kiibik Bezier egrisi
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2.2. Bernstein Polinomlariin Ozellikleri:

2.2.1. Birimin parcalanmas ozelligi:

Bernstein polinomlar1 B (¢) igin

iBﬁ(t):l

dir (Marsh 2005, Farin 1997).

Kamt. ne Z" igin

1=(t+(1-2))

dir. Ayrica binom agilimindan

1= Z(HJ(I —t)"'t

i=0 \ !

dir. Boylece (2.1.10) esitligi ile verilen Bernstein polinomu tanimindan
1= zBin (t )
i=0

elde edilir. gy

2.2.2. Anti-negatiflik ozelligi:

t €[0,1] igin B'(r)>0 dir (Marsh 2005).

Kanit. (n] = - i —0,¢>0 ve (1-¢)>0 oldugundan B (t):(l?](l—t)"_it" >0
i i'(n—1i)! i

dir.

2.2.3. Simetri ozelligi:

Bernstein polinomlar1 B/ (¢) igin;
B:—i(t) =B/ (1 _t)
esitligi gegerlidir (Marsh 2005).

11



Kamit. n. dereceden bir Bernstein polinomu (2.1.10) esitligi ile verilmisti. Boylece;

w01 Ja-oree

n—i

2.2.1)

veE

Bﬂ%ﬁ=@krﬁ—ﬁ

(2.2.2)
dir. Bunula birlikte (2.2.1) ve (2.2.2) esitliklerinin sag taraflar1 esit oldugundan sol
taraflar1 da esittir. Bu nedenle

B" (t)=B'(1-1)

dir. ]
2.2.4. Rekiirsiyon ozelligi:

n.dereceden Bernstein polinomlart B'(t) i=0,..,n igin (n—1).dereceden

polinomlarla asagidaki gibi ifade edilebilir:
B!'(t)=(1—¢)B(¢)+ B!} (¢) (2.2.3)

1

Burada; B"'(t)=0ve B’ (¢)=0dir (Marsh 2005, Farin 1997).

Kanit. n. dereceden bir Bernstein polinomu (2.1.10) esitligi ile verilmisti. Buradan;

)= o

1

(2.2.4)

veE

1—

)= oo

(2.2.5)

n-1

elde edilir. Boylece i = 0 igin, B"'(¢) yardimiyla

By (t)=(1=1)" = (1-1)B;" () + 1B (¢)
bulunur. Benzer sekilde i = n igin, B""(t)=0 yardimyla

By (e)=1" =(1-1)B}" () + B, (t)

12



dir. Genel halde 1<i < n igin, (2.2.4) ve (2.2.5) esitliklerini sirast ile (1—¢) ve ¢ ile

carpilirsa Bernstein polinomu tanimindan

1 —

(P*)B?%0+rBﬁ%ﬁ=0—0(;_jﬁ_oﬂ4f+t(7_jﬁ_o”v~

_ U - 1j(l —1)"7 + (n

S

1

M)

(n—1)

(n—1) }

IICEE N CEn )

IS | Gl

)

= Bin (t

(1—)"¢
)

elde edilir. gy
2.3. Bezier Egrisinin Ozellikleri:
2.3.1. Son nokta interpolasyon ozelligi:

(2.1.9) esitligi ile verilen P(t) Bezier egrisi

t =0 igin

ve t =1 i¢in
P(l)=P

n

dir (David 2006, Marsh 2005).

13
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2.3.2. Son nokta teget ozelligi:

(2.1.9) esitligi ile verilen P(t) Bezier egrisi igin
P(0)=n(P~FR) ve P(1)=n(P, =P,
dir (Marsh 2005).

2.3.3. Konveks kabuk ozelligi:

Tamim 2.3.1. n-boyutlu reel Oklid uzayr IR" de X = {xo,xl,...,xn} noktalar kiimesi

verilsin. Bu X kiimesinin konveks kabugu

S 414 0}
i=0

seklinde tanimlanir ve CH {X } ile gosterilir (Marsh 2005).

n-'n

CH{X}z{/loxo +.o+Ax

(2.1.9) parametrik denklemiyle verilen bir Bezier egrisi P(¢#) olmak {izere her
t €[0,1] i¢in
P(t)e CH{P,,B,...,P,}

1o°00dy

dir (Marsh 2005).
Kamit. Tanim 2.3.1. den W = {E) ,P,P,,..., Rl} kontrol noktalarinin konveks kabugu her

i ve t €[0,1]igin

CHW) = {Zezsf (t): B'(t)=0 ve i“B[’ (t)= 1}

seklindedir. Gergekten de; Tanim 2.3.1. deki konveks kabugun tanimindan P(t) Bezier

egrisinin bazi pozitif A, sabitleri

2/1/ =1,
j=0
icin CH (W) nun elemanlari

APy +...+ 1P,

14



seklinde yazilabildigi Bezier egrisi tanimindan bilinir. Bezier egrilerinde, A, = B/ (t)
lere karsilik gelir. Buradan Bernstein polinomlarinin pozitif tanimlilik ve birimin

parcalanmasi 6zelliklerinden dolay: ¢ € [0,1] igin ;

B'()=0 ve > B(t)=1
i=0
oldugu bilinir. Boylece (2.1.9) esitligi ile verilen P(t) Bezier egrisi konveks kabuk

icinde yatar. pg

Sekil 2.3.1. de kiibik bir Bezier egrisinin konveks kabuk ig¢inde yattig

gosterilmistir.

0 1 2 3

Sekil 2.3.1. Bir kiibik Bezier egrisi konveks kabuk i¢inde yatar
2.4. Bernstein Polinomlarinin Tiirevi:

Teorem 2.4.1. n. dereceden Bernstein polinomunun birinci ve ikinci tiirevi agagida

verilmigtir:

B"(1)= i=nt) p, (¢) 2.4.1)

Ve

B(1)= (i(i—l)—2i(n 1) +n(n-1)> J 5() 242)

t?(1-1)
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ya da
B'(t)=n(B/(c)- B/ (1)) (2.4.3)
seklindedir (Kaplan ve Mann 2006, Marsh 2005).

Kamt. (2.1.10) esitligi ile verilen Bernstein polinomuna carpimin tiirevi kural

uygulanirsa

B!"(1)= —[r_l)(n CiNi—e) T (7}'(1 e

1 l

S B D T
1

Ll

elde edilir ki bu (2.4.1) esitligini verir. (2.4.2) esitligi de ilk formiiliin tlirevinin alinmasi

ile elde edilir:

BF&%:&%%%}BNﬁ+(ii%ﬁB?@)
:[%}B;’ (t) + (;(1_—_’1:)]2 B! (r)
B [i(i—l)—2i(n — 1)t +n(n—1)° JB,,(t)

- *(1-¢) '

(2.4.3) esitliginin ispati

B;"(t)= —m(" —i)l-e) mi.(l gy

1

n!

(n—z)!.z'!

() (I L

= n(B17 (1)~ ()

seklinde verilir. gy
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2.5. Bezier Egrisinin Parametrik Denkleminin Tiirevi:

Bezier egrisinin parametrik denkleminin tiirevi Bernstein polinomlarinin tlirevleri

yardimiyla elde edilir.

Teorem 2.5.1. n.dereceden bir Bezier egrisinin ilk tiirevi;

n—1
P)-5 P08 ()
i=0
dir. Burada;
RY =n(p,, - P)

1

dir ( David 2006, Marsh 2005).

Kamt. Bernstein polinomlarinin tiirevindeki (2.4.3) esitliginden ve
B (t)=8,"(t)=0

ozelligi kullanilarak

=30 PBE)-S 0 PB ()
i=0 i=0
n n-1

= n-PB"1)- n-PB (1)
i=1 i=0

seklinde istenilen sonug elde edilir. gy
P(t) Bezier egrisin ikinci ve daha yiiksek mertebeden tiirevleri ilk tiirev

formiiliiniin tekrarlanan tiirevlerinin alinmasiyla elde edilir. Boylece asagidaki sonuglar

anlamlidir.
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Sonug 2.5.2. n.dereceden bir Bezier egrisinin ikinci tlirevi;

n— 2
Pn Bn 2
i=0
dir. Burada;
= l’l - 1)( z+1 ) l’l 1)( i+2 2Pz+l + Pz)
dir (Marsh 2005).

Sonug 2.5.3. n.dereceden bir Bezier egrisinin 7. tiirevi;

n—r

= z Pi(r)Bi”ir (t)
i=0

dir. Burada;

) Y R TS

Jj=0

dir (Marsh 2005).

2.6. Bezier Egrisi icin De Casteljau Algoritmasi:

(2.1.9) esitligi ile verilen Bezier egrisi kontrol noktalar1 yardimiyla asagidaki

sekilde olusturulur.

F;] 1-# \Pl 1 P:’d-l 1-3 iDUM — ,'_D(E}

,/7/3/3

‘E:e-l % P;ul—l
}z
5

Sekil 2.6.1. Bezier egrisi i¢in De Casteljau algoritmasi
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Bu ifade Bezier egrisi i¢in De Casteljau algortimasini verir. De Casteljau
algoritmasi, bir Bezier egrisi lizerindeki bir noktanin hesaplanmasi i¢in bir metod saglar.

Asagidaki teorem De Casteljau algoritmasini ifade eder.

Teorem 2.6.1. P,,P,P,,...,P, kontrol noktalarmm olusturdugu bir Bezier egrisi P(t)
olsun. Bu taktirde
P/ (t)y=(0—-¢t)P7"(t) + tP/]" (1) ;i=0,.,n—j, j=l..n (2.6.1)

ve P’ = P, olmak iizere P(t)= P} (0<t<1) dir (Marsh 2005).

Kanit. (2.2.3) esitligi ile verilen Bernstein polinomunun rekiirsiyon 6zelliginden De

Casteljau algoritmasi ortaya ¢ikar. Boylece;

ZPB ZP t)B! (¢)+ B (¢))

= > (=0PB )+ P B ()
i=0 i=0
elde edilir. B""(1)=0 ve B"'(t)=0 oldugundan dolays;
n-1 n
=2 (=0PB"(e)+ > 2B (1) (2.6.2)
i=0 i=1

olur. (2.6.2) esitliginin ikinci toplaminda i yerine i +1 yazilarak yeniden diizenlenirse

n—1

-Sa-0pE ) e 2 im B
i=0

elde edilir. i =0,...,n—1 igin P' =(1-¢)P, +tP,, = (1—-t)P’ +tP?, alinirsa;

S

Pl)=Y 7B ()

i

Il
f=}

olur. Son ifadedeki P(¢), P,....,P', kontrol noktalari ile (n—1).dereceden bir Bezier

egrisini ifade eder. Bu son ifadeye benzer bir tartisma uygulanirsa;

n=2
P2 -2
i Bin

i=0

olur. Burada; i =0,...,n—2 igin P> =(1—¢)P' +tP., dir. Béylece
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=

PO)= 3,50

1

~

Il
(=1

dir. Burada; i =0,..,n—j igin P/ =(1-¢)P/" + P/, dir.
Ozel olarak, j =n igin son esitlik;
0
P(t)=2 P8/ (t)=F/
i=0

seklini alir. gy
2.7. Bezier Egrisi Icin Bolme Algoritmas::

[0,1] kapali araliginda tanimli bir Bezier egrisi iki yeni Bezier egri parcasina
ayristirilabilir. Bezier egrisi ¢ = 7 parametre degerinde iki yeni egri pargasina ayrilsin.
Bu iki yeni Bezier egrisinden ilkinin tanim araligi 0 <z <7 ve ikincisinin tanim aralig1
da <t<1 olup swrasiyla P,,(¢) ve Pag(t) ile gosterilsin. P,,(¢) ve P, (t) egrileri

K sol
[0,1] kapali araliginda Bezier formunda yazilabilirler. Bu iki yeni Bezier egrisi birlikte

diisiiniildiiglinde elde edildikleri orjinal Bezier egrisini olusturur (Marsh 2005).

0 T 1

Sekil 2.7.1. Bezier egrisi i¢in bolme algoritmast

Asagidaki teoremde bir Bezir egrisine bdlme algoritmasinin uygulanist ele

alimmustir.
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degerinde bdlme algoritmasi sonucu elde edilen iki egri par¢asinin kontrol noktalari ;

P

sol

(t) i¢in R,P,..P ve P, (t) icin P°,P',,.,P; dir. Burada; P’ ler t=7

sag n
degerinde (2.6.1) esitligi ile verilen De Casteljau algoritmasi ile hesaplanir (Marsh

2005).

Ornek 2.7.2. Kiibik bir Bezier egrisi i¢in P, (t) in kontrol noktalar1 POO,PO1 ,POZ,PO3 ve

P, (¢) nin kontrol noktalar: P’,P),P?, P} dir. Sekil 2.7.2. de kiibik bir Bezier egrisi

sag
icin sirasiyla 7 =0.4 ve t=0.6 paremetre degerinde bdlme algoritmasi gosterilmistir

(Marsh 2005).

Pi1|g|

1
el p P

F0.4)

F=Xary
-'-E:] 1

B2t t=04 t=06

Sekil 2.7.2. Bir kiibik Bezier egrisi i¢in sirasiyla 1 = 0.4 ve ¢ = 0.6 parametre

degerindeki bolme algoritmalari
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3. BEZIER YUZEYLERI

Bu boliimde, Bezier yiizeylerinin bazi temel 6zellikleri verildi. Ayrica Bezier

ylizeyleri iizerindeki egrilerin De Casteljau ve bolme algoritmalari ele alindi.

3.1. Bezier Yiizeyleri

Tamm 3.1.1. B/ (u) ve B} (v) sirasiyla u ve v parametrelerine bagh ve dereceleri n
ve m olan Bernstein polinomlar1 olsun. Béylece 0 <i<n ve 0< j<m olmak iizere

E’ Oklid uzayinda P, kontrol noktalarnin olusturdugu bir Bezier yiizeyi,

y

(u,v) €[0,1]x[0,1]=U igin

P:UcIR* > E’
P(u,v):ZZP,,B, (u)B (v) (3.1.1)
i=0 j=0

yamasiyla tanimlanir (Marsh 2005).

Tammm 3.1.2. Bir Bezier yiizeyi i¢in n ve m sirastyla Bernstein polinomlarinin
dereceleri olsun. Eger n =m =3 ise yiizey ‘bi-kiibik’ ; n =m =2 ise ‘bi-kuadratik’ ve
n=m=1 1ise ‘bi-linecer’ olarak adlandirilir. Eger n=#m ise ylizey i¢in nxm.

dereceden bir yiizeydir denir (Sederberg 2007)

Tammm 3.1.3. (3.1.1) parametrelendirmesiyle verilen Bezier yiizeyinin iki

parmetresinden birinin sabitlenmesiyle, 6rnegin u = u,, alinarak;

Z{ZP,,BI" } B7(v)

Jj=0Li=0

=30, (u,)8”(v) (3.12)

Jj=0

egri denklemi elde edilir. Burada;

::yto

22



dir. Bdylece u parametresinin sabit tutulmasiyla elde edilen yiizey lizerindeki bu egriye
v parametreli egri denir. Benzer sekilde v = v, alinarak;

)= 378700 o)

i=0| j=0

n

=30,6,)8 () 613

i=0

bir bagka egri denklemi elde edilir. Burada,;
z P,B7(v

dir. Boylece v parametresinin sabit tutulmasiyla elde edilen yiizey iizerindeki egriye u
parametreli egri denir. Bu nedenle, bir Bezier ylizeyi u ve v parametreli egrilerin ailesi

olarak diisiiniilebilir (Sederberg 2007).

Tanim 3.1.1. den anlasilacag: iizere nxm. dereceden Bezier yiizeyi lizerinde
(n+1)x (m +1) kontrol noktasi vardir. Bu kontrol noktalari (n+1) ‘satirlar’ ve (m +1)

‘siitunlar’ olarak adlandirilir (Sederberg 2007).
3.2. Bernstein Polinomlarimin Ozellikleri
3.2.1. Birimin parcalanmasi ozelligi:

B! (u) ve B} (v) Bernstein polinomlari

3 BB (v)=1 3B.2.1)

i=0 j=0

ozelligini saglar ( Kaplan ve Mann 2006, Marsh 2005).

Kamt. 1-1=(u+(1—u))"(v+(1-v))"

g 5o
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dir. ]
3.2.2. Anti negatiflik Ozelligi:

(u,v) € [O,l]x [0,1] igin;
B! (u)B"(v)=0 (3.2.2)

1

dir (Kaplan ve Mann 2006, Marsh 2005).

n n
Kanit. ( J)O, u>0 ve (1-u)>0 oldugundan B (u)= (
i

](l—u)" "u' >0 dir. Benzer
i

nj(l—v)m_jv" >0 elde

sekilde; (@j}o, v>0 ve (1-v)>0 oldugundan B (v)= (
J J

edilir. Boylece B (u)Bj’" (v)>0 dir. g
3.3. Bezier Yiizey Yamasinin Tiirevi:

(3.1.1) yamasi
:E:[:ZE:}) l?n J n1 )
seklinde yazilabilir. Boylece u paremetresine gore tiirev alinirsa,

)= 31800, 2 ) )]0

Jj=0 i=0

N
—

S (B, — P, B )B ()

i=0 j=0

elde edilir. Bezier yamasin P, (u,v) birinci dereceden u paremetresine gore kismi

tiirevinin alindigini belirtmek i¢in, Bezier egrisinin parametrik denkleminin tiirevinde

oldugu gibi, n(P(M)J. y) ifadesini P ile gosterilirse u paremetresine gore kismi

)

tiirev

n—1

=S > PMB w)Br (v) (3.3.1)

i=0 j=0
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biciminde bir gosterime sahip olur. Benzer sekilde, P(u,v) yamasinin v paremetresine

gore kismi tiirevi,

P(u,v)= POYB" (u)B" ! (v) (3.3.2)

olacaktir. Burada; P\"! = m(P.

; 1) _Py) dir. Elde edilen kismi tiirevlerin tekrar u ve v
paremetrelerine gore tlirevlerini almaya devam ederek, yiiksek dereceden tiirevlere

ulagilir. Bu sekilde elde edilen P, (u,v) ve P,(u,v) tiirevlerini sirastyla PU"(u,v) ve
P (u,v) ile gosterilsin. Bu gosterime gore P, (u,v) ikinci dereceden tiirev ifadesi de

P"(y,v) ile gosterilmis olacaktir (Giirsoy ve Incesu 2004, Marsh 2005).

Teorem 3.3.1. Bezier yamasinin u# paremetresine gére «.dereceden, v paremetresine
gore de f. dereceden tiirevi alinirsa;
a+p n—-a m-f3

s D)= 22 BB () )

P(“’ﬁ)(u, v) =
elde edilir. Burada;

S = T M ] ] (e

* k=0 s=0

dir (Giirsoy ve Incesu 2004, Marsh 2005).

Teorem 3.3.2. Bezier yamasinin (u,v)=(0,0) noktasindaki ikinci mertebeden
tiirevlerinin kontrol noktalar1 cinsinden ifadeleri asagidaki gibidir.

i) P, (u,v)

=00 =1 =D(Py =2, + Fy),

i) P, (u,v) (,)=(0,0) — nm(F, — By, — P, +Fy),

i) P, (u,)

wm=0,0) = m(m—=1(F, —2F, + F),

dir (Giirsoy ve Incesu 2004).

n-2 m

Kamt.i) P, (u,v)= 3. [1(n=1)(P,., , — 2P,.,,, + P,)|B/ > (u)B" (v) dir. Boylece

i=0 j=0

(u,v) =(0,0) alinirsa
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n-2 m

wron = 2 n(n=1)(P, .., — 2P, + BB (0) B2 (0)

i=0 j=0

P, (u,v)

=n(n— I)Z( (i+2)0 — (1+1)0 + P, )Bin_z 0)

n—=2

= n(n = 10X BBl (0) - 2ZP(,+DOB"2(0>+ZP,OB“<0))

P, (u,v) (u)=(0,0) — n(n— 1)(on —2R, + Fy)
elde edilir.
n—1 m-1 | | .
ii) £, (u,v) = Z(Z [nm( By —Bisnyy = Bgen T B )]B;n_ (M)B;" (u) dir. Boylece
i=0 j=0

(u,v) =(0,0) alinirsa

n=1 m-1

(u,)=(0,0) — Z(Z [nm( (z+1)(,+1) (l+l)j - z(,+1) + P, )]Bm 1(0))Bn 1(0)

i=0 ;=0

£, (u,v)

= ”mZ( G+l (1+1)0 P, +PF, )Bin_l 0)

n—1

= ”m(zp(l+1)1Bn (0)- ZEHI)OB” '(0)- ZPABn 1(0)+ZRan '(0))

P, (u,v) (u)=(0,0) — nm(P, — Fy, — B, + Fy)
elde edilir.
n m-2
i) P, ()= 33 [m(m —=1)(P .5 = 2P, + P,) B! ()B2 > (v) dir. Bylece
i=0 j=0

(u,v) =(0,0) alinirsa

oo = S S nm—1P,,0, 2P, + P) B2 (0)B (0)

i=0  j=0

PVV (u > v)

= m(m—DY (P, 2P, + P, )B} (0)

= m(m =13 P, B (0)~ 23 P, B (0)+ Y. P, B/ (0))

va (u) V)

(u)=(0,0) — m(m—1)(F, —2F, + F)

elde edilir. gy
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3.4. Bezier Yiizeyinin Baz1 Ozellikleri:
3.4.1. Son nokta interpolasyon ozelligi:

0<i<n ve 0<j<m olmak tizere (3.1.1) esitligi ile verilen Bezier yiizey
yamast

(u,v) = (0,0) da P(0,0)=P,,

(u,v) = (1,0) da P(1,0)=P,,

(u,v) = (0,1) de P(0,])=P,,,
(u,v) = (11) de P(L1)=P,,

dir ( Marsh 2005).
3.4.2. Son nokta teget ozelligi:

(3.1.1) yamasiyla verilen Bezier yiizeyi i¢in (u,v)=(0,0) ve (u,v)=(11)
noktalarindaki kismi tiirevler asagidaki gibidir (Incesu ve Giirsoy 2004):
P, (”’V)‘ (u,)=(0,0) — n(P,,;—Fy),

B, (u,v)

)=l — n(an _P(n—l)m) ’

B, (u,v)

w00 = M(Py=Fy)

B, (u,v)

()=, — m(P,,—P, n(mfl))‘

Kamt. (3.1.1) esitligi ile verilen Bezier ylizey yamasinin # ve v paremetrelerine gore

kismi tlirevleri alinarak, bu kismi tiirevlerin (0,0) ve (I,1) noktalarindaki degerleri

bulunur. u# paremetresine gore kismi tiirev alinirsa

n=1 m

P, oy = 21 (Pry; = Py)BY (0))B](0)

i=0 ;=0
n=1 m m
=) (D Py, B} (0)= D" P,B (0))B"(0)
=0 j=0 =0
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n—1

= "Z (f)(Hl)O - b, )Bi’H 0)
i=0

B, (u,v)

ww=0.0) = 1Py = Fy)

Ve

P (u,v)

()=, — Z(zn( (i+1)/ Pg,-)Br(l))Bin_l(l)

i=0 j=0

O ONMAND WAL

i=0 j=0

- I’lz (})(H—l)m - })zm )Bin_1 (1)

£, (u,v) =n(F,

nm (n l)m)

(u,v)=(1,1)
elde edilir. Benzer sekilde v paremetresine gore kismi tiirev alinarak ve bu kismi

tirevlerin (0,0) ve (L1) de aldig1 degerler bulunarak son iki esitlik elde edilir. gy

3.4.3. Konveks kabuk ozelligi:

(3.1.1) yamasiyla verilen P(u,v) Bezier ylizeyi bir konveks kabuk i¢inde yatar
(Marsh 2005).

Kamt. Tanim 3.2.1. yardimiyla P, (0 <i <n, 0< j<m) kontrol noktalarinin konveks
kabugu her i, j igin ve (u,v) e [0,1]x[0,1]igin
{zz BB 0): BBI6)2 0 ve 338 (BN () = 1)
i=l j=0 i=0 j=0
seklinde tanimlanir. Bezier egrilerinin konveks kabuk oOzelliginden yararlanilarak,

benzer seyler Bezier ylizeyleri icin sOylenebilir, fakat Bezier ylizeylerinde
A; = B’ (u) j'”(v) lere karsilik gelir ve Bernstein polinomlarinin, (u,v) IS [O,l]x [O,l] i¢in

sirastyla (3.2.2) ve (3.2.1) esitlikleri ile verilen pozitif tanimlilik ve birimin

parcalanmasi 6zelliklerini sagladig1 Bernstein polinomlarinin 6zelliklerinden anlasilir.

Bu nedenle Bezier yiizeyinin konveks kabuk i¢inde yattig1 sonucuna ulagilir. gy
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3.5. Bezier Yiizeyi Uzerindeki Bir Noktanin Hesaplanmasi

Bir onceki boliimde (3.1.2) denkleminde u =u, alimmasiyla elde edilen
0, (uy ),.... 0, (u, ) kontrol noktalarmin olusturdugu Bezier yiizeyinin P(u,,v) egrisinin
bir Bezier egrisi oldugu gosterildi. Bu bélimde ise (3.1.2) denklemindeki Q, (”o) n
hesaplanmas1 ile Bezier yiizeyi iizerindeki bir (uo,vo) noktasinin elde edilisi 3x3

tipinde bir Bezier yiizeyi i¢in gosterilecektir.

ilk olarak Q,(u,) noktas, P,,P,,P,.,P, kontrol noktalari tarafindan

tanimlanan Bezier egrisi lizerinde bir nokta olarak hesaplanir.

£ Ay

Sekil 3.5.1. O, (u,) noktasinin hesaplanmast
ikinci olarak, Q,(u,) noktast P,,P,,P,,P, kontrol noktalari tarafindan

tanimlanan Bezier egrisi lizerinde bir nokta olarak hesaplanir.
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Sekil 3.5.2. O, (u, ) noktasinin hesaplanmasi
Ugiincii olarak, Q,(u,) noktast P,,P,,P,,P, kontrol noktalari tarafindan

tanimlanan Bezier egrisi lizerinde bir nokta olarak hesaplanir.

Sekil 3.5.3. O, (uo) noktasinin hesaplanmasi
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Son olarak da O, (u, ) noktast P,,,P,, P, P,, kontrol noktalar: tarafindan

tanimlanan Bezier egrisi lizerinde bir nokta olarak hesaplanir.

Sekil 3.5.4. O, (1, ) noktasinin hesaplanmasi
Tim bu hesaplamalardan sonra P(uo,vo) noktast Q, (uo ), 0, (uo), 0, (uo) ve
0,(u,) kontrol noktalar: ile tammlanan Bezier egrisi iizerindeki bir nokta olarak

hesaplanir (Joy 1996).

Sekil 3.5.5. P(u,,v, ) noktasinin hesaplanmast
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Tamm 3.5.1. (3.1.1) yamastyla verilen bir Bezier yiizeyinin

POO })01 P02 t P()m
R A B, ... B,
By Py By ... B,

kontrol noktalarinin olusturdugu sisteme kontrol net denir.

(3.1.1) yamastyla verilen bir P(u,v) Bezier yiizeyi iizerindeki bir noktanin
hesaplanmasi igin De Casteljau algoritmasi da kullanilabilir. Bunun igin ilk olarak P,

kontrol noktalarinin olusturdugu kontrol netin siitunlarinda u yoniinde De Casteljau

algoritmasinin n tane adim gereklidir:

P (u, v) = (l - u)R.;’l’S (u, v) +uP’ (u, v) (3.5.1)

(i+l)j
Ikinci olarak kontrol netin satirlarinda v yéniinde De Casteljau algoritmasinm

m tane adim gereklidir:
Py (u,v) = (1=v)B " (u,v)+vP() (u,v) (35.2)
Bu n+m adimin siras1 6nemli degildir. Yani; bir yondeki de Casteljau algoritmsi
ile diger yondeki de Casteljau algoritmasinin siras1 degistirilebilir. O halde (3.5.1) ve
(3.5.2) ile verilen de Casteljau algoritmalar: birlestirilirse

B ) R::-J?“D(”’VT_V}

(r=1)(s-1) (r=1)(s-1)
P(;+1)_/ (u’ V) P(i+1)(j+1) (ua V) 4

P (u,v) = [l —u u]

elde edilir. Buna direk De Casteljau algoritmasi adimi denir (Gravesen 2002).
3.6. Bezier Yiizeyi I¢cin Bolme Algoritmasi

Kontrol noktalari

POO P()l POZ t [)Om
B B B, ... B,
By Py By ... B,

yardimiyla  verilen nxm  tipindeki bir Bezier yiizeyine verilen bir

(0,0) # (u,,v,) € [0,1]>< [O,l] noktasinda  bdlme  algoritmasi  uygulandiginda
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(u,,v,) noktasma karsilik gelen P(x,,v,) noktasinda yiizey; P,

solsol » f)solsag >+ sagsol ° ~ sagsag

olmak tizere 4 ayr ytizeye parcalanir. Bu elde edilen P, ,,;, P, 0> Prugor» Dragsas YIZEY

S

pargalar1 yine nxm tipinde birer Bezier ylizeyleridir.

Bir P(u,v) Bezier yiizeyinin, P(uo,vo) parametre degerinde boliinmesi, kontrol

noktalarina De Casteljau algoritmasinin ilk once v ydniinde (satirlar i¢cin De Casteljau
algoritmasi) ve daha sonra u yoniinde (siitunlar i¢in De Casteljau) veya tam tersi sekilde
uygulanmasi ile bulunur. v yoniinde algoritmayi uygulamak, kontrol netin herbir

satirma v parametreli bir Bezier egrisi olarak davranarak, v =v, degerinde De
Casteljau algoritmas1 uygulamak demektir. Boylece P(u,v) Bezier ylizeyi P(u,vo)

+P

sagsol ?

P,. +P.,.. ) bolinir.

solsag sagsag

parametre egrisi boyunca iki Bezier altyiizeyine ( P,

olsol
Benzer sekilde, u =u, degerinde De Casteljau algoritmas: kontrol netin siitunlarina

uygulanir. Sonug olarak, ylizeyler parametre egrisi boyunca boliindii ve verilen orjinal

P P . ) olur. Bu

solsag >~ sagsag

Bezier yiizeyi dort Bezier altylizeyine bolinmiis (P, P,

sagsol °
algoritma ayn1 zamanda Bezier yiizeyi lizerindeki P(u0 , vo) noktasinin hesaplanmasinda

uygulanabilir.

Yiizeye (u,,v,) noktasinda De Casteljau algoritmasi uygulanarak bulunan
P(uo,vo) noktasi elde edilen 4 yiizey pargasinin herbirinin de ortak noktasidir. Bu

P(u,,v,) noktasi; P

solsol

Bezier ylizeyinin P, noktasi, P,

solsag

Bezier ylizeyinin P,

noktasi, P

sagsol

Bezier yiizeyinin F, noktasi, P, Bezier yliizeyinin £, noktasidir.

Buna gore son nokta interpolasyon 6zelliginden;

P(uO ’VO ) = ])solsol (1’1) = Ijnm

P(MO 4 VO ) = Psolsag (1’0) = PnO
P(MO 4 VO ) = Psagsol (071) = P()m
P(MO7V0): Psagsag (0’0): POO (361)

dir ( Incesu ve Giirsoy 2004, Marsh 2005).
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Sekil 3.6.1. Bezier yiizeyi i¢in bolme algoritmasi

Ornek 3.6.1. Bir P(u, v) yamastyla verilen Bezier ylizeyi,
P,(23,0) P,(263) P,(2.100)
Po(6.2.1)  P,(664) P, (6.9.])
P,(10,2,0) P,(10,6,3) P,(10,10,0)
kontrol noktalari ile tanimlansm. Bu yiizeye, P(0.5,v) ve P(u,0.25) parametre egrileri

boyunca De Casteljau algoritmasi uygulandi ve P(O.5,0.25) noktasi hesaplandi.

Coziim. Ilk olarak, kontrol noktalarinin herbir satirma v =0.25 ile (3.6.2) esitligi ile
verilen satirlar i¢in De Casteljau algoritmasi uygulanirsa;
Birinci satir:
P, (2,3,0) P,(263)  P,(2100)
P (2.0,3.75,0.75)  P.'(2.0,7.0,2.25)
P(2.0,4.5625,1.125)

Tkinci satir:
By (6,2.1) Ri(6.64)  R(69.)
P (6.0,3.0,1.75)  P(6.0,6.75,3.25)
P(6.0,3.9375,2.125)

Uciincii satir:

P,,(10,2,0) P,,(10,6,3) P,,(10,10,0)
P (10.0,3.0,0.75) P2 (10.0,7.0,3.25)
P2(10.0,4.0,1.125)
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dir.

Sonug olarak, P(u,v) yamastyla verilen Bezier yiizeyi P(u,0.25) parameter

+P

sagsol °

P,.+P,., ) bolinir.

solsag sagsag

egrisi boyunca iki Bezier altyiizeyine ( P,

solsol

[Ikinin (P, + P, ) kontrol noktalar::

P,(2.3,0) P,(2.0,3.75,0.75) P,(2.0,4.5625,1.125)
P,(6,21) P,(6.03.01.75) P,(6.0,3.93752.125)
P, (10,2,0) P,(10.0,3.0,0.75)  P,(10.0,4.0,1.125)

seklindedir.

Ikincisinin (Pitsag T Prageag YkONtrol noktalari:

P, (2.0,4.5625,1.125) P, (2.0,7.0,2.25) P,(2,10,0)

P,(6.0,3.9375,2.125) P,(6.0,6.75,3.25)  P,(6,9.1)
P,,(10.0,4.0,1.125)  P,,(10.0,7.0,2.25) P,,(10,10,0)

seklindedir.

Ikinci olarak, kontrol noktalarinin herbir siitununa u = 0.5 ile (3.6.1) esitligi ile
verilen siitunlar igin De Casteljau algoritmasi uygulandi. Once ilk elde ettigimiz

(P

woisol T Pragsor ) BeZi€r altylizeyine uygulanir:
birinci siitun:

(2,3,0) (6,21) (10,2,0)
(4,2.5,0.5) (8,2,0.5)

(6,2.25,0.5)

ikinci siitun:

(2,3.75,0.75)  (6,3.1.75) (10,3,0.75)
(4,3.375,1.25)  (8,3,1.25)

(6,3.1875,1.25)
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ucilinct sttun:

(2.0,4.5625,1.125)  (6.0,3.9375,2.125) (10.0,4.0,1.125)
(4.0,4.251.625)  (8.0,3.96875,1.625)
(6.0,4.109375,1.625)

dir.

Sonug olarak, ilk elde edilen ( P, + P, ) Bezier altytizeyi P(O.S,O.ZS)

parameter egrisi boyunca iki Bezier altytizeyine ( P, ve P,,,,, ) boliniir.

[lkinin ( P, ,) kontrol noktalari:

(23,00 (2.03.750.75)  (2.0,4.5625,1.125)
(42.50.5) (43.375125)  (4.0,4.25,1.625)
(6,2.25,0.5) (6,3.1875,1.25) (6.0,4.109375,1.625)

seklindedir.

Ikincisinin ( P, ) kontrol noktalar:

(6,2.25,0.5) (6,3.1875,1.25) (6.0,4.109375,1.625)
(8,2,0.5) (83,1.25)  (8.0,3.96875,1.625)
(10,2,0) (10,3,0.75) (10,4,1.125)

seklindedir

Daha sonra bu algoritma ikinci olarak elde edilen ( P, + P, ) Bezier

altylizeyine uygulanir:
.birinci siitun:
(2.0,4.5625,1.125)  (6.0,3.9375,2.125) (10.0,4.0,1.125)
(4.0,4.251.625)  (8.0,3.96875,1.625)
(6.0,4.109375,1.625)
ikinci stitun:
(2,7,2.25) (6.0,6.753.25) (10,7,2.25)
(4.0,6.875,2.75) (8.0,6.875,2.75)
(6.0,6.875,2.75)
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ucilinct sttun:

(2,10,0) (6,9.1)  (10,10,0)
(4.0,9.5,0.5) (8.0,9.5,0.5)
(6.0,9.5,0.5)
dir.

Sonug olarak, ikinci elde edilen ( P, + P, ) Bezier altyiizeyi P(0.5,0.25)

parameter egrisi boyunca iki Bezier altyiizeyine (P, ve P, ) bolinir.

solsag sagsag

[kinin (P, ) kontrol noktalart:
(2,4.5625,1.125)  (2,7,2.25) (2,10,0)

(4,4.25,1.625)  (4,4.251.625) (4,6.875,2.75)
(6,4.109375,1.625) (6,6.875,2.75)  (6,9.5,0.5)

seklindedir.

Ikincisinin ( P

asag ) KONTrol noktalari:

(6,4.109375,1.625) (6,6.875,2.75) (6,9.5,0.5)
(8,3.96875,1.625) (8,6.875,2.75) (8,9.5,0.5)
(10,4,1.125) (10,7,2.25)  (10,10,0)

seklindedir.

Bu taktirde Beizer yiizeyleri i¢in son nokta interpolasyon 6zelliginden

P(0.5,0.25)=P,,,(11) = (6,4.109375,1.625)

P(0.5,0.25)= P, (L0) = (6,4.109375,1.625),

P(0.5,0.25)= P, (0,1) = (6,4.109375,1.625),

P(0.5,0.25)= P, (0,0) = (6,4.109375,1.625),
dir (Marsh 2005).
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4. BEZIER YUZEYLERININ EGRILIKLERi VE SEKIiL OPERATORU

Bu boliimde regiiler Bezier yiizey yamalarinin kontrol noktalari cinsinden

egrilikleri ve sekil operatorii ele alinmustir.

(3.3.1) ve (3.3.2) esitliklerinin Bezier ylizey yamalarinin u ve v parametrelerine

gore kismi tiirevleri oldugu bilinir.

3 . _ . .. o .
P, € E° noktasinin koordinatlart P, =(x;,y;,z,) ile gosterilsin. Bu taktirde

P(u,v) yiizey yamasi
P(u,v) = (ZZXUB, (w)B}' (v), ZZ%B, )B} (v), ZZZ,,B, ()B}' (v))
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
seklinde yazilabilir. Boylece P(u,v) nin u ve v cinsinden kismi tiirevlerinin vektorel
carpimi
P (u,v)x P (u,v)

ylizeyin bir normal vektori olup

i j k

n=1 m n=1 m n=1 m

i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
n_m-=1 m—1 n_m-1

3

o =0 j= i=0 j=0
n=1 m ol m
n. z Vony; =V )BI DB () n. z Z (Zom; —25) BT (B! (1)

— i=0 j=0 preard .
- S n m—1 .l
" (y’(’“) vy B @B} () m. (Zijan) — 23)B W)B!™ (v)

0= i=0 j=0
n=1 m 1 al m |
n'z (x(l+1)/ xl] )B;h (V)B[n7 (u) n. Z Z( ([+1)_j —_ Zl/ )B;ﬂ (V)Bin— (u)
_ z':no Jm:?l z:no ,m:_o1 J
! ! n m—1
- (X =%)B )BT (v) - m. (Zijy — 2)B W)B7™ (v)
00 i=0 j=0
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m. (x Xy — Xy )B! (u)Bj'." »v) m. ()’,(,H) Vi )B! (u)B"’ l(v) m. (z Ziay — 2y )B; (v)Bj'.”_l (u)




n=1 m n=1 m
”Z (X(isny; =Xy )B]m (V)Bin_l (u) ”z Z (y(i+1)j Yy )B,m (V)Bin_l (u)
i=0 j=0 i=0 j=0
+ n_m-l1 n_m-1 k
m. (X1 = %) B} (“)B;H (v) m. Yigjeny = Vi) B! (u)B;H (v)
i=0 j=0 i=0 j=0

seklinde hesaplanir.

Yukaridaki esitlikteki {ic determinantin birden sifir olmasi durumunda
P, (u,v)x P,(u,v) normal vektorii sifira esit olur. Teorem 1.0.3. den
P, (u,v)x P, (u,v) # 0

icin P(u,v) yamasi regiilerdir.

Teorem 4.0.1. Bezier yiizeyinin birinci temel formunun FE,F,G katsayilarinin
(u,v) =(0,0) noktasindaki degerlerinin kontrol noktalar1 cinsinden ifadeleri asagidaki

gibidir (Giirsoy ve incesu 2004):

2
H

i) £ =(F,(u,v),FP,(u,v))

2
=hn ||P10 - Fy

(u,v)=(0,0)

ii) 7 =(P,(u,v),P,(u,v))

(u)=(0,0) — nm(P, — Py, By — By)

iii) G = (P, (u,v), P, (u,v)) =m*|B, - P, -

(u,v)=(0,0)

Kanit. Tanim 1.0.6. ve Bezier yiizeyinin son nokta teget 6zelliginden

i) £ =(F,(u,v),F,(u,v))

(u,v)=(0,0)

=(n(By — Py),n(Py — Fy))
:n2<(P10 —Fy),(By —Fy))

2

E :n2||P10 _P00|| .

i) 7 =(P,(u,v),P,(u,v))

(,)=(0,0)
=(n(B, — Fy),m(Fy, — Fy))

F =nm{(B, — Fy),(By —Fy) -
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i) G = (P, (1), P, (V)] 0y
=(m(Fy, — By),m(Fy, — Fy))
2
G = m2||Po1 _P00||

dir. H

Teorem 4.0.2. Bezier ylizeyinin normal vektorii ile ikinci temel formunun e, f, g

katsayilarinin ~ (u,v) =(0,0) noktasindaki degerlerinin kontrol noktalari cinsinden

ifadeleri asagidaki gibidir:

(B = Byo) * (Fy — Fy))

i) N(u,v)

(u,)=(0,0) — ”(

10 — Loo) XUy —

_nm-1)

ii) e=(P,, (u,v), N(u,v)) (u,v)=(0,0) — ”

iii) £ =(P, (u,v),N(u,v))

_m(m—1)

iv) g =(P, (u,v),N(u,v)) (u,)=(0,0) — ”

Burada ¢, =P, —h,, ¢, =F,—F,, ¢;=h,

(Giirsoy ve Incesu 2004).

Kanit. Tanim 1.0.7. ve Teorem 3.3.2. den

00

nm
()=(0,0) — ”C‘T

|| <Cl,(C4 X cS )> s

5

|| <C‘3,(C4 X CS )> ’

|| <029(C4 XCS)> .

_Plo’

i) Nu,v) (B 9), B (V) -0
u,v u,v)= =
(u,v)=(0,0) ||<f)u (u,\))’R}(u:v)> (u,v)=(0,0)
= (n(Ry — Fyy) xm(Fy — Fy)
[Py~ P < m(By =Py )|
_ nm((By = Poy) % (Pyy — Po)

- ”nm((Plo — Py)x (Fy, — Py, )”

~ ((By = Fy) x (P, — Fy)

By =P (B — By

40
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ii) €= (P, (t0,9), N ) (0.0

(B = Byo) x (Fy, — Fy))
[(By = Poy) < (B = By)|

=(n(n=1)(Py =28, + Fy), )
n(n—1)

= Py —P,)—(By—Fy), (By —Py)x (P, — F,,
[P =By <o =B )= M ) ( »

e= n(n - 1)” (c;,(c, xc5)).

e
iii) /=(P, (u,v),N(u,v»‘ (,)=(0,0)

(B = o) x (B — Fy))

W%—%Jw&—%ww

=(nm(P,, — Py — By, + By),

- nm By = Po) = (Poy = Py ) (Bg = Pyy) < (P, — Py
[P =By = (o= B )= M )x( »
= nm 1)11_1)10 ’ })10_1)00 X })01—})00
[P =By By = o] ™ o (Bo =R x (B = B )
f=ﬂ<c3,(c4xcs)>_
||C4><Cs||

iv) g = (P, (u,v), N(u,v))

(u,v)=(0,0)

(B — FPoo)* (Fyy — By)) )
”((Plo — By)x (B, — By ))”

= (m(m— 1)(P02 - 2Po1 + Fy )>

m(m—1)
B Foo = Fy) = (Byy = Fy)), (B = Fog ) < (Fyy — Fyg
[P =By =< (=B )= 2 ) )

_ m(m—1)
”(Pw — By)x (B, — Fy )”

m(m b — (¢, ey xc5))
s xe

((Foy = F51)» (Bl = By) x (Fyy = o))

dir. ]
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Teorem 4.0.3. Bezier ylizeyinin (u,v) = (0,0) noktasindaki sekil operatorii S, {ﬂ ,Pv}
bazina gore ifadesi
S(P)=a,P, +a,P (4.0.1)
S(P)=a,P, +ay,P,
seklindedir. Burada

2
~m(n—=1){ec;,cy x5 >.||05 || —nmCy,Cy X C5)4C,,C5)

ap 2 2 2
nm.|c4><c5||.(||c4|| ||c5|| —{cy,¢5)7)
2
B n’{c,,c, ><05>.||c4|| —n(n-1{c,,c, xc5){c,,c5) 4.02)
12 = 2 2 V.
nm.”c4 ><c5||.(||c4|| ||05|| —{c,,¢5)?)
2
_micy,cy ><cs).||c5 || —m.(m—1){c,,c, xcs){c,,Cs)
21 = 2 2
nm.”c4 ><c5||.(||c4|| ||c5|| —{c,,¢5)7)
2
o - n.(m-1){c,,c, xcs).||c4|| —nmCy,Cy X C5){Cy,C5)
22 =

e, e e led ~(ee)
ve ¢, =Py —Ry, c; =Fy, =By, ¢;=R, - Ry, ¢, =Py —Fy, cs = F, — R dir.
Kanit. Teorem 1.0.9. dan P(u,v) Bezier yiizeyinin sekil operatdrii S nin, {Pu,PV}

bazina gore ifadesinin

eG—fFP+fE—eFP

S(P)= 4.0.3
R (4.0.3)
sepy=Lo=8 p BT p
EG-F EG-F
oldugu bilinir.
eG— fF JE —eF eG - fF JE —eF

Boylece a,, = , d, = , d, = , a,, =
Y " EG-F? ® EG-F? " EG-F' ? EG-F?

alimip Teorem 4.0.1. ve Teorem 4.0.2. den swrasiyla E,F,G ve e, f,g katsayilarinin
(u,v) = (0,0) noktasindaki degerlerinin kontrol noktalar1 cinsinden ifadeleri kullanilarak
gerekli hesaplamalar yapilirsa

EG-F* = nz-”Plo _Poo||2m2-”Po1 _Poo||2 —n'm* Py = Py, By = Pyy)’

2 ) 2 2.2 2
=n ||c4|| m ||05|| —-n"m{c,,cs)
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eG =

fF =

fE =

eF =

1G =

gl =

gE =

B nm*(n—1)

le, x e

B n’m(n—1)

_ n*m.(n—1)

o4 xes

B nm*.(m—1)
m.(m—1)

B n*m.(m—1)

2.2 2 2 2
=nm? (eg| Jes| = <eses)?)

n(n-1)

fleu xes]

2
(¢, ey xC5)m’ .||c5 ||

2
(c,,c4 % (:5>.||c5 ||
e x|

nm

(c;,¢4 XC5).mmlc,,cs)
esx e

2.2
nm
” (€3,€4 X€5)4C45C5)

nm

(cy,c, xC5)m’ ||c4||
s el

2
(c5,c, X cs>.||c4||

e e
n(n-1)
——{c, ¢, X c5).nmc,,Cs)
es e

o] (e xesdenes)
4

nm

2 2
(c;,¢, X C5).m .||c5 ||
e x e

3
nm 2
” (c5,c, % (:5).”05 ||

m.(m—1)
———(C,,Cy X C5).nmic,,Cs)
e x e

(cy,c, xC5) ey, c5)
||c4 XCs ”

2 2
(cy,cy%C5)m ||c4||
e x e

2
(c,,c, x cs>.||c4||
e e
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_eG-fF _ m.(n—1){c,,c, x c5>.||c5 ||2 —nmcy,C, X C5){Cy,Cs)

aj

EG-F* nm.”c4 X Cs ||.(||c4||2.||c5 ||2 —(cy,e5)%)
a, = JE—el _ n”{c5,cq CS>'||C4||2 —n(n=1{c, ¢4 x¢5)4{¢y,¢5)
2TEG T amfemeed Jols - tene)
a.. = fG—gF _ mc;,c, X CS>'||CS ”2 —m.(m—1){c,, ¢y x¢5)4¢y,5)
"TEG T ey xesed ol - (enear)
L _E—fF _nm=D4es e xeen| —nmies, e xe)ees)
22 -

EG-F’ nmlle, x es| e les = (eanesd)
elde edilir. Yukarida elde edilen esitlikler (4.0.3) denklemlerinde yerine yazilirsa (4.0.1)
elde edilir. O halde
S(P)=a,.P, +a,.P
S(P)=a,P, +a,,P,
dir. g
Bezier ylizeyinin {PM ,PV} bazina gore (u,v)=(0,0) noktasindaki sekil
operatorii S ye karsilik gelen matris
softr =]
a, a,

seklindedir.

Buradan Tanim 1.0.10. ve Tanim 1.0.11. den faydalanilarak Bezier yiizeyinin
(u,v) =(0,0) noktasindaki Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla asagidaki gibi
bulunur:

K =det(S) = a,,a,, —a,a,

2
_ m(n—1)Xc,,c, ><cs>||cs|| —nm(cy, ¢y X5 XCy,C5)

- 2 2
co x| (e fles|” = ¢esnes)™

nm|

2
n(m —1)¢,, ¢, x €5 >||c4|| —1m(Cy,C4 X C5XCy5Cs)
2 2
¢ sflea][es]” = €essesr®
2
n’{c,,c, xc5)||c4|| —n(n—1)c,,c, xc5)c,,c5)

2 2
e, slea [ es| = ess e

nm|

(
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2
m{c,,c, ><C5>||65|| —m(m—1)c,,c, xc5)c,,C5)

)

2 2
e xeelesl” ~ ey

Gerekli sadelestirmeler yapilirsa ,

(m—=1)(n-1)

mn

(c;,c, xC5){Cy,0q XCs) —(C5,C, ><05>2

ey e ”2(”64”2”05 ”2 —(c4,¢5)7)
elde edilir.
H = I(8) = (a, +a)
=5 zZW) = 5 ay +dy

2
B m(n—1)c,,c, xcs)”cS” —nm(cy,Cy X C5)CysCs)

2 2
e x sl e les|” = eas e

nm|
2
n(m—1)c,,c, ><c5>||c4|| —nm{c,,Cy X Cs)(C,y,C5)
2 2 2
ey X s|(lea] s —<earesd)

Gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

s (n =1y
n

nm|

(m=Dle.
1 (€ ¢, xc5)=2(c,,c5){Cc;5,C4 XCs) + - (c,,cy%Cy)
H=—

2 2 2
2 les xesldle] s = ¢ease)?)

elde edilir (Giirsoy ve incesu 2004).

Bir P(u,v) Bezier yiizeyi iizerindeki, (u,,v,)# (0,0) e [0,1]>< [0,1] olmak tizere
bir P(u,,v,) noktasinin sekil operatorii ve egrilikleri arastirtlirken bu ylizeye P(u,,v,)

noktasinda bolme algoritmasi uygulanir. Bolme algortimasi ile elde edilen dort alt

ylzeyden biri olan P, . alt yizeyinin (0,0) noktasindaki degeri (3.6.1) esitliginden

dolay1 P(u,,v,) noktasina esittir.

Sonug¢ olarak, P(u,,v,) noktasindaki sekil operatorii ve egrilikleri incelemek

icin P, ylzeyinin P, . (0,0) noktasindaki sekil operatorii ve egriliklerini incelemek

sagsag

yeterlidir.
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5. SONUC

Bezier egrilerinin, egrilerin modellenmesinde 6nemli bir yere sahip oldugu

bilinmektedir. P(¢) parametrik denklemiyle verilen bir Bezier egrisinin (0 <7 <1)

Bernstein polinomlari cinsinden tanimi ve bazi 6zel Bezier egrileri verildi ve bunlarin

ozellikleri incelendi.

Bir P(u,v) Bezier yiizey yamasi iizerindeki, (u,,v,) # (0,0) € [0,1]x[0,1] olmak
tizere bir P(u,,v,) noktasinin sekil operatdrii ile Gauss ve ortalama egriliklerini

hesaplamak i¢in ilk olarak Bezier yiizeyleri i¢in bdlme algoritmasi incelendi. ikinci

olarak Bezier yiizeylerinin (u,v) =(0,0) noktasindaki sekil operatorii ile Gauss ve

ortalama egrilikleri ele alind1.

Boylece bir P(u,v) Bezier yiizey yamasi tizerindeki (u,,v,) # (0,0) € [O,l]x [0,1]
olmak iizere bir P(u,,v,) noktasinin sekil operatorii ile Gauss ve ortalama egriliklerini
incelemek icin, P(u,v) Bezier yiizeyine P(u,,v,) noktasinda bolme algortimasi
uygulanarak elde edilen dort alt yizeyden biri olan P, alt ylzeyinin (0,0)
noktasindaki sekil operatorii ile Gauss ve ortalama egriliklerini incelemek yeterlidir

sonucuna ulasildu.
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