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Bu calsmada, yuksek mertebeden elastisite teorilerindegisi@mis Gerilme Cifti
(DGC) ve Daistirilmis Sekil Degistirme Desisimi (DSDD) Elastisite Teorileri
kullanilarak bir mikro Kirgin egilme ve burkulma analizleri yapilgtir. Bernoulli-Euler
ve Timoshenko kig modelleri kullaniimgtir. Basit ve ankastre mesnetskbarinda
cssitli yuklemeler igin sonuclar elde edilgmve denklemlerdeki ilave malzeme boyut
parametrelerinin etkisi incelengtir. Hem &ilme hem de burkulma analizleri
sonuclarina bakilginda, Degistirilmis Sekil Degistirme Desisimi (DSDD) Elastisite
Teorisi ile elde edilen derlerin klasik teoriyle ulglan deserlerden ¢ok farkl oldgu
tespit edilmgtir. Bunun yani sira, Ogstirilmis Gerilme Cifti (DGC) Elastisite Teorisi
ile elde edilen dgerlerin klasik teorideki sonuclara nispeten dah&iryaolduysu

gorulmugtar.
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ABSTRACT
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investigated by modified couple stress theory aratlified strain gradient elasticity
theory. Bernoulli-Euler and Timoshenko beam mode¢sused. Results are obtained for
various loading at simply and cantilever boundasgditions. The effect of additional
material length scale parameters in equations sermwied. When the results of both
bending and buckling analyses are investigateid, dietermined that the values which
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ONSOz

Nanoteknoloji veya nano bilim, genel gggtigére 1-100 nm boyutlarindaki
maddelerin ankalmasi, kontrol edilmesi ve atomsal seviyedgigt&ilip islevsel hale
getirilmesi olarak tarif edilmektedir. Nanoteknaiop, cssitli disiplinler arasi konuma
ve bir¢cok alanda da potansiyel etkilere sahip olnden dolayi, gejmis ve gelsmekte
olan bircok Ulke tarafindan en kritik atmma alani olarak desteklenmektedir.
Nanoteknolojinin gelecekteki uygulama alanlari; reahe ve imalat sektérli, nano
elektronik ve bilgisayar teknolojileri, gak sektorl, havacilik ve uzay atamalari,

cevre ve enerji, savunma sektori olarak siralamabil

Arastirmacilarin mikro ve nano boyutlarda galaya balamasiyla birlikte bircok
problemin de ortaya cilg gorulmitir. Nano boyutlara gelinginde kuantum gibi
farkli fizik kurallarinin glemeye bgladigi, geleneksel malzeme 0Ozelliklerinin gilgi gi
ve ylizey davraginin butiin malzemeyi daha baskin bir bicimde etlkgiegoralmdstar.
Geleneksel (klasik) elastisite teorileriyle gilwrulan modellerle tam olarak deneysel
sonugclara ulglamamstir. Ortaya ¢ikan bu hatayl yok etmek icin ilavelzeane boyut
parametrelerinin yer algh yiksek mertebeden elastisite teorileri kullanyma
baslanmstir. Bu calgmada, Dgistirilmis Gerilme Cifti (DGC) ve Dgistirilmis Sekil
Degistirme Dezisimi (DSDD) Elastisite Teorileri kullanilarak bir mikro kgin egilme

ve burkulma analizi yapilngtir.
Bu calgma surecinde bana yol gobsteren ve benden yardml&sirgemeyen

dansman hocam Sayin Dog. Dr. OmeN&ALEK’e ve hayatimin her g@masinda bana

maddi-manevi her tirli deglieveren aileme tgekkirlerimi sunarim.
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Simgeler

A Kiris enkesit alani
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Y Kirisin merkez ekseninin donme agisi
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I Enkesit alanin atalet momenti
Hacim moduli
K Timoshenko dlzeltme faktori
Xi Egrilik tansoru
X Simetrik donme dgsimi tansor
lo Dilatasyon dgisimi malzeme parametresi
l, Deviatorik gerilme dgsimi malzeme parametresi
l, Donme dgisimi malzeme parametresi

A ve u Lame sabitleri
M Bileske moment

Klasik ezsilme momenti



M. Klasik olmayan gilme momenti
m; Yuksek mertebeli gerilme tansoru
Eksenel normal kuvvet

a llave eksenel kuvvet
N, Kritik burkulma yukd
ns Deviatorik uzama dgsimi tansori
\ Poisson orani
0Q Cismin kapladil alan
Q Cismin kapladil hacim
r Kiristeki toplam potansiyel enerji

q(x) x ekseni boyunca dizgun yayilsgiik

Yo, Cismin katle ygunlugu

0 Varyasyon sembol

9; Kronecker delta
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S Yuzey cifti

T Sistemin kinetik enerjisi
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Q Kesme kuvveti

U Sekil degistirme enerjisi

U, Egilmeden kaynaklanagekil degistirme enerjisi
U, Eksenel kuvvetten dolay birikeekil degistirme enerjisi
U; Deplasman vektori

u X in deplasman vektorinium bileseni

\ y nin deplasman vektdriniun bileseni

w z nin deplasman vektoriniun bileseni

wW Dis kuvvetlerin yaptd is

Yy Moment gifti
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1. GIRIS

Gunumuzde, nanoteknolojinin bircok gelis ve gelsmekte olan Ulke tarafindan en
kritik arastirma alani olarak gérilmesi, atamacilari mikro ve nano boyutlu yapilar
Uzerinde ygun bir bicimde cabmaya sevk etngtir. Ancak boyutlarin kicgulmesiyle
yapilan cakmalari izlemek de guc hale gektni. 1980’'lerde Taramal Tunelleme
Mikroskobu (TTM) ve sonrasinda onun bir tlrevi olatomik Kuvvet Mikroskobu
(AKM)'nun kesfi, ayrica bunlarla ¢ zamanl olarak gelen bilgisayar kapasiteleri ile

cok kucik boyutlarda 6lgcim ve modelleme yapiima$miiin olmugtur.

Ozellikle metrenin milyonda ve milyarda biri g0 ve nano) boyutlarindaki
yapilarin mekanik davragiari son yillarda bilim dinyasinin fazlaca ilgisiceken bir
calisma alani haline gelstir. Bu tip yapilara 6rnek olarak, nanoplak, mikkois,
mikro elektrik devre elemanlari ve Atomik Kuvvet ioskobu (AKM) verilebilir. Bu
sistemlerin fonksiyonelli ve en uygun bicimde boyutlandiriimasi icin mekani
davrang 6zelliklerinin ¢ok iyi belirlenmesi gerekmekteditem deneysel olarak hem de
atomik seviyede okturulan modellerle bu yapilarin mekanik davséam tespit
edilmistir. Ancak atomik diizeydeki yaldanlarda (atomistik, hibrid atomistik-strekli
mekanik gibi ) daha ¢ok sayisal hesaplamaya ve batiaolarak da daha fazla zamana
ihtiyac duyuld@gu gorilmigtir. Bu nedenle bu konu ile ilgilenen gtramacilar, kirg ve
kabuk seklinde modellemelerin yapilgh sirekli ortam mekagi yaklasimlarina

yonelmglerdir.

Bu calsmalarda, boyut etkisinin vagh ve mekanik davraga olan etkisi deneysel
olarak gosterilmitir (Lakes 1986, 1995, Lam vd. 2003). Klasik (makedastisite
teorileriyle olwturulan modellerde boyut etkisi dahil edilem@dden deneysel yolla
elde edilen sonuclara tam olaraksul@mamstir. Ortaya ¢ikan hatay! yok etmek icin de
yuksek mertebeden elastisite teorileriyle sthoulan modeller kullaniimaya
baslanmstir. Bu teorilerden en yaygin olarak bilinenleri,osSerat (Mikropolar)
elastisite, lokal olmayan elastisite, gerilme c¢iftiizey enerjili basigekil dezistirme
degisimi ve sekil degistirme desisimi elastisite teorisgeklinde siralanabilir. Son yillarda
bu teorileri daha basit hale getirmek icin yukakid&orilere ek olarak D@stirilmis



Gerilme Cifti (DGC) ve Dgistirilmis Sekil Degistirme Desisimi (DSDD) Elastisite
Teorileri kullaniimaya bganmstir.



2. KURAMSAL BIiLGILER ve KAYNAK TARAMALARI

Elastisite, dy kuvvetlerin etkisi altindaki bir elastik katidagerilme,sekil desistirme
ve deplasman gdiminin belirlenmesiyle grasan surekli ortamlar mekagi dalidir.
Burada, d@rusal kicuk deformasyon teorisindeki genel varségnian pek cok
mihendislik ve bilim dalindaki uygulamalarda «&ssilan bircok problemin ¢6zimu

icin matematiksel model kurulur.

Elastisite Teorisi’'nin, igaat muhendisgi uygulamalarinda cubuk, kgi plak ve
kabuk elemanlardan aimus yapilarin gerilme vgekil desistirme analizlerinde 6nemli
katkisi bulunmaktadiilave uygulamalar olarak, jeomekanikte, toprak, kdeton ve
asfalt gibi malzemelerin gerilmelerinin hesabi; mak mihendisfinde, makine
parcalarinin analiz ve tasarimlarinda sikhikla &uoillir. Bunlardan bazilari, uygulamada
sik¢a kagilagilan genel gerilme analizi, temas gerilmeleri, gatilme analizi, kirilma
mekangi ve yorulmadir. Ayrica, makine muhendilielastisiteyi kristal katilarda
dislokasyon cevresinde ve mikro yapili malzemelegdelme bdlgesini belirlemede
kullanir. Havacilik ve uzay muhendghdeki uygulamalari, hava ve uzayitiarindaki

gerilme, catlak ve yorulma analizlerini icerir.

Elastisite Teorisi, deformasyon probleminin emaatiksel modelini okturur ve
dolayisiyla formilasyon ile ¢o6zim yontemlerini andk icin matematik bilgisine
ihtiyag duyulur. Yonetici kismi diferansiyel denkiéer, genelde vektor ve tansor diliyle
formile edilmg sitrekli mekargin temel ilkelerinin kullaniimasiyla géatirilir. Bu
esitlikleri c6zmek icin kullanilan teknikler Fouriefontemleri, varyasyonel hesaplama,
integral dongumleri, kompleks d&skenler, sonlu farklar, sonlu elemanlar gbklinde

siralanabilir.

Malzemelerin mukavemeti ile ilgili ilk ¢aimalar 1638 yilinddtalyan bilim adami
Galileo Galilei tarafindan yapilgtir. Rijit bir ankastre kigin kendi &irligi altindaki
dayanimini bulmaya camistir. Fakat gerilme vesekil degistirme kavramlarini
kesfedememgtir. Daha sonra, elastik kuvvet-deformasyoskibi ilk kez 1678 yilinda

Robert Hooke tarafindan kurulgtur. Fakat buna fanen elastisitenin matematiksel



fomulasyonunun biyuk kismi 19.yy.a kadar geliememistir. 1821'de Navier genel
denge denklemleri tzerindeki incelemelerini sundbunu temel elastisite denklemleri
Uzerinde cafan ve bir noktadaki gerilme notasyonunu gekn Cauchy’nin cagmalari
takip etti. Elastisite Teorisi’'nin gglnesinde dnemli katkilari bulunan bilim adamlari ve
matematikcilerisOyle siralayabiliriz: Bernoulliler, Lord Kelvin, Bgson, Lame, Green,
Saint-Venant, Betti, Airy, Kirchhoff, Love, Lord Rizigh, Timoshenko, Kolosoff vd.

Ikinci Dinya Savg@’'ndan sonra yakkak 20 vyil icerisinde muhendigin merak
konusu olan 6zel problemlere analitik ¢ozimler Wuyiictide dretilmgtir. 1970 ve
1980’ler sonlu ve sinir eleman teorilerinin kullemyla sayisal yontemler tzerinde hayli
cok calsmayi icermektedir. Ayrica bu zaman diliminde ekis#, izotropik olmayan

kompozit malzemelerin uygulamasinda da kullargimi

Son zamanlarda elastisite i¢sel hatalari yahdmojensizlikleriyle malzemelerin
mikro mekanik modellenmesinde kullaniimaktadir. Mod strekli ortamlar
mekanginin 1960’larda yeniden dwisu, elastisitenin temellerinin incelenmesinde bir

yol olmustur (Fung 1965).

Klasik (makro) elastisite teorilerinin yetedimadgi, boyut etkisinin énemli oldiu
nanotip, nanoplak, mikrotipctk, mikro elektrik dewlemanlari, AKM gibi nano ve
mikro 6lcekli yapilarda ic malzeme uzupgluboyut parametresi olmaksizin, klasik iri
modelleriyle bu mikro yapiya 3& boyut etkisi yorumlanamamive bu nedenle ek
malzeme boyut parametresi iceren yuksek mertebediastisite teorilerine ihtiyag

duyulmuwtur (Hung ve Senturia 1999, Moser ve Gijs 2007).

Yuksek mertebeden elastisite teorileriyle ilgik calisma 1900’10 yillarin bginda
Cosserat Kardger tarafindan olgturulan Cosserat (Mikropolar) Elastisite Teorisi’'di
(Cosserat ve Cosserat 1909). Bu teori, noktalakallbir donmesini klasik elastisitede
varsayilan 6telenme gibi ve bir gerilme ciftini rfim alandaki tork) kuvvet gerilmesi
(birim alandaki kuvvet) gibi denklemlere dahil ed&lasik elastik bir katida 2 tane
elastik sabit (Lame sabitleri) olmasinasar izotropik Cosserat katisinda 6 tane elastik

sabit (A,u,a,5,y ve k) bulunur. 1966 yilinda Eringen denklemlere miktaleti dahil



etmis ve Cosserat Elastisite’yi, Mikropolar Elastisiterak adlandirngtir (Eringen ve
Suhubi 1964a, 1964b, Eringen 1966). Bu teori, Caasdmikropolar elastik)
malzemeden dairesel silindirik ki egilme rijitli gini analitik olarak belirlemek icin
kullaniimistir (Krishna Reddy ve Venkotasularamanian 1979)sitlCepolimerik
kopuklerden imal edilngi cubuklarin gilme rijitli gi Gzerindeki numune boyutu etkisi
hem deneysel hem de Cosserat (Mikropolar ElastiSgerisi kullanilarak incelenrtir
(Lakes 1983, 1986, 1995).

Eringen tarafindan oOnerilen, 2 ek malzeme satd@ren lokal olmayan elastisite
teorisi, mikro ve nano boyuttaki yapilarin analdgnyaygin bir bicimde kullaniimakta
olan yiksek mertebeden elastisite teorilerindenir.teoride, bir cismin tzerindeki
herhangi bir x referans noktasindaki gerilme halinsadece o noktadakjekil
degistirme bilesenlerine bgli olmadgl ayrica cismin Uzerindeki tim noktalardakkil
degistirmelerinin de dikkate alinmasi gerektbelirtilmistir (Eringen 1983). Bu teoriyle
ilgili literattirde 6zellikle karbon nanotipin moldeimesi ve analizi ile ilgili bircok
yayin bulunmaktadir (Peddieson vd. 2003, Wang 0062 Lu vd. 2007, Reddy 2007a,
Wang vd. 2007, Li vd. 2008, Reddy ve Pang 2008dlraa ve Phadikar 2009, Civalek
ve Akgoz 2010, Civalek vd. 2010, Hao vd. 2010).

4 malzeme sabiti iceren (2 klasik, 2 ek) izptkoelastik malzemeler icin yuksek
mertebeden elastisite teorilerinden olan klasikilmer cifti elastisite teorisinin
olusturulmasinda birgcok agarmaci yer almaktadir (Toupin 1962, Mindlin ve Eten
1962, Mindlin 1963, Koiter 1964). Bu teori, dairkseir silindirin egilmesinin

modellenmesinde kullanilgtir (Anthoine 2000).

Mikro yapilardaki malzeme boyut parametresielitemenin zorlgundan dolayi
lokal olmayan kig modellerinin sadece tek bir ilave malzeme boyutapeetresi
icermesi arzu edilir. Bu nedenle, son vyillarda baonk Uzerindeki camalar
hizlanmstir. Bu calgmalarin sonucunda, Yang vd. (2002) tarafindargidieilmis
Gerilme Cifti Elastisite Teorisi Oneriltir. Klasik gerilme cifti teorisinden farkli olarak
bu teoride, gerilme cifti tansoru simetriktir vellya bir tane ilave malzeme boyut

parametresine ihtiyac duyulur. Literatirdegidgrilmis gerilme cifti teorisi kullanilarak



yapilims pek ¢ok statik ve dinamik analiz yer almaktadariPve Gao 2006, 2008, Gao
ve Park 2007, Kong vd. 2008, Ma vd. 2008, Tsiaf#392 Fu ve Zhang 2010, Akgdz ve
Civalek 2010a, 2010b).

Kuvvetlerin ve kuvvetlerin momentlerinin klasitenge denklemlerine ek olarak
yuksek mertebeli gerilmeleri ve ciftlerin momenithén dengesini yoneten yeni bir ek
denge denklemi iceren Batirilmis Sekil Degistirme Desisimi Elastisite Teorisi
(DSDD), Lam vd. (2003) tarafindan sunulgtwr. Bu teorinin yonetici denklemleri,
dogrusal elastik izotropik malzemeler icin 2 klasik laeane parametresine ek olarak
sadece 3 Bamsiz ilave malzeme boyut parametresi icermekte8ion yillarda,
degistirilmis sekil degistirme degisimi elastisite teorisi kullanilarak statik ve dingm
analiz yapilmgtir (Kong vd. 2009, Wang vd. 2010, Akgoz ve Civak&kiOa, 2010Db).

Yukaridakilerin dainda literatiirde Vardoulakis ve Sulem (1995) taiddéin 6nerilen
ve 4 elastik sabit (2 klasik, 2 klasik olmayan)reye Yizey Enerjili BasitSekil
Degistirme Dezisimi Elastisite Teorisi ile ilgili pek cok kigi ve plak yayini yer
almaktadir (Tsepoura vd. 2002, Papargyri-Beskol2003, Lazopoulos 2004, 2009).

Bu tez kapsaminda, Betiriimis Gerilme Cifti (DGC) ve Dgistiriimis Sekil
Degistirme Dezisimi Elastisite Teorileri (3DD) kullanilarak bir mikro kigin cesitli
sinir kagullari ve yikleme durumlar altinda lineedilene ve burkulma analizi yapilsi
Bernoulli-Euler ve Timoshenko ki modelleri icin ilave malzeme boyut

parametrelerinin etkisine gmilmistir.



3. MATERYAL ve METOT

3.1. Daistirilmi s Gerilme Cifti (DGC) Elastisite Teorisi

izotropik elastik malzemeler icin 4 malzeme salgigren (2 klasik, 2 ek), yiksek
mertebeden elastisite teorilerinden klasik gerilm#ti elastisite teorisi birgok
argtirmaci tarafindan calimistir (Toupin 1962, Mindlin ve Tiersten 1962, Mindlin
1963, Koiter 1964). Bu teori, Anthoine (2000) tanafan dairesel bir silindirin basit
egilmesinin - modellenmesinde kullanilghr. Mikro yapilardaki boyut etkisini
belirlemenin zorlgundan dolay: lokal olmayan kgrimodellerinin mimkin oldiunca
az ilave malzeme parametresi icermesi arzu edlir. nedenle agturmacilar, yeni
teoriler gelgtirmeye calgmislar ve var olan teorileri dgstirerek daha basit bir hale

getirmeye bglamiglardir.

Dezistirilmis Gerilme Cifti Elastisite Teorisi (DGC) Yang vd.0@2) tarafindan
onerilmigtir. Klasik halinden farkli olarak bu yeni teoridgerilme cifti tansoru
simetriktir ve sadece tek bir ilave malzeme boyigek parametresine ihtiya¢ duyulur.
Bu teori Park ve Gao (2006) tarafindan BernoulligEkirisine ve Ma vd. (2008)

tarafindan Timoshenko kgine uygulanmytir.

Hy

Sekil 3.1. Gerilme ve ¢ift gerilmelerin kartezyendyenleri



Bu teoride, sekil desistirme enerji ygunlugu hem sekil desistirme (gerilme ile
konjuge) hem de geiligin (gerilme cifti ile konjuge olan) bir fonksiyondu Q
bdlgesini kaplayan deforme olmilineer elastik malzeme icigekil degistirme enerjisi

U soyledir (Yang vd 2002):
= {11 (ore, +mox v (3.1)

Buradao; gerilme tansorig; sekil degistirme tansorim; gerilme cifti tansoranin

deviatorik parcasi ve;  egrilik tansoradar.

gy = A&y 0 + 21e; (3.2)
& :%(ui,i +ui,i) (3.3)

m; =254, (3-4)
Xi :%(gi,j +‘91,i) (3.5)

A ve u Lame sabitleril, malzeme boyut dlgek parametresi,deplasman vektord,

@ donme vektoruddr.
1
6 ZEeijkuk,j (3.6)

&, permitasyon semboll olup



1 ijk’nin ileri permitasyonu
g = -1 ijk’'nin geriye permutasyonu
0 i, j yadak’nin esit olmasi

(3.7)

seklindedir.

& ve x;' nin simetrik olmalarindan dolayo; :Ji].T ve m =ij de simetrik
olacaklari agikga gorulmektedir. Ayrica denklem 't8.4bulunan boyut Olcek
parametresinin karesf, kayma modultneggilik modulinin oranidir vé> bu yiizden
gerilme ciftinin etkisinin 6lciminde bir malzemeetigi gibi diustunaltir (Mindlin
1963).

Diger taraftan di kuvvetlerin yapid! is

W:”_[Q(fiui +q€i)dV+”aQ(tiui +56 )da (3.8)
dir.

3.1.1. Bernoulli-Euler kiris modeli
Bernoulli-Euler kirginin deplasman bikenlerisoyle ifade edilebilir:
u=-z(x), v=0, w=wx) (3.9)

u,v,w sirasityla x,y,z ‘nin deplasman vektorleriniru bilesenleri ve ¢ Kkirisin

merkez ekseninin donme acisidir ve kucuk deformrdayacin dgundldigiinde dgeri
yaklasik olarak

W= d"(;'(x) (3.10)
X



dir. Denklem 3.3, 3.9 ve 3.10’dan

2
dx dx
Ey=E,=6y=E6,=6,=0 (3.11)

6, = —d‘g’)((x), 6,=6,= 0 (3.12)

ulasilir. Denklem 3.5’te 3.12 denklemi kullanilarak

e
Yo dx? ]
Xo =Xy S Xu =X =Xn= O (3.13)

bulunur. Denklem 3.11, denklem 3.2'de yazilirsa

E(L-v) (_Zdzw(x)j’ o =0, - Ev (—zde(X)j,

o T avi- 2 Y o Tev-2)l e
o,=0,=0, =0 @1

ulastlir. E Young moduli,v Poisson oranidir ve Lame sabitlerive u ile iliskilidir

(Timoshenko ve Goodier 1970).

-2 19
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_ E
A7)

(3.16)

Denklem 3.46'da tanimlanap malzeme sabiti ayni zamanda kayma modi@i) (

olarak bilinir. En/boy orani yiiksek olan ince birik icin Poisson etkisi ikincil olup
basit kirs teorisinin formulasyonunu kolayarmak icin ihmal edilebilir. v=0
alinmasiyla denklem 3.14

XX

2
o =—EszW£X), o, =0 (3.17)

halini alir. Benzegekilde denklem 3.13'Gin denklem 3.4’te kullaniimaay

»d ZW(X)

2 dx?

, m,=m_ =m_=m_,=m_=0 (3.18)

XX vy z yz X

m,, =—/
elde edilir. Denklem 3.11, 3.13, 3.17 ve 3.18'imklem 3.1’de yazilmasiyla

_ o 1p dw(x) . 1  d®w(x)
U —_EJ-X:OMXWdX_EJ-X:OYXdeX (319)

elde edilir. Bilgke momentM , ve ¢ift momentY,, su sekilde yazilabilir:
M, = jAaXdeA (3.20)
Y, = [ m,dA (3.21)

Cisim kuvveti ve cisim cifti ihmal edilerek,sckuvvetlerin yaptl is q(x) formunda

(yuzey cifti olmaksizin) denklem 3.8 kullanilargkyle elde edilebilir:

w=| L:Oq(x)vv(x)dx 3.22)

X

11



Denklem 3.19 ve 3.22’den yayili yuklu bir kteki toplam potansiyel enedil ,
M=U-W=-={ (M, +Y,)="dx-[_a(x}w(x)ax (3.23)

olur. I 'nin birinci varyasyonu alinarak

a=-(M, +Y, Jow(x): +(de +%j5N(X)|§

dx dx

L dZMX dzy
e Do

(3.24)

ulastlir. Minimum toplam potansiyel eneriji ilkesini uytayarak kararli denge durumu
icin d1=0 ve varyasyonun hesaplanmasinda temel yardimcerteorardimi ile
denklem 3.24’ten yonetici (denge) denklemi (ParlGa® 2006)

2

2 Y,
d'M, + dxzxy +q(x)=0 (3.25)

dx?

seklinde elde edilir. Denklem 3.17, 3.18, 3.20 v&13en

2

M, = -1 MY (3.26)
dx

_ d*w(x)
ny - 22 dxz (3)2
olarak bulunur.l enkesit alanin atalet momenti
—_ 2
| = jAz dA (3.28)

Denklem 3.26 ve 3.27'nin denklem 3.25'te yaayla

12



d;W§X> = q(x) (3.29)
X

(EI +,uA|22)

w(Xx) cinsinden kiin egilme denklemi elde edilir. Ayrica, denklem 3.56 3&7'nin

toplanmasiyla

d*w(x)

" (3.30)

M, +Y,, = (Bl +uA12)

esitli gi elde edilir (Park ve Gao 2006).

Yukaridaki denklem 3.29'a bakiffinda kirsin egilme deformasyonuna iki tane
katkinin oldgu goralir. Bunlardan birisi normal gerilme Bigmine o,, , digeri de
gerilme cifti bilgenine m,, baslidir. Bu denklem ayrica kiin egilme rijitli gi
(EI +,uAI22) nin acgikgal,’'ye bgsl oldugunu gosterir.l,’nin degeri de kirg elemanin

mikro yapisiyla ilgili olup esas olarak ona gorgidie.

Denklem 3.25 ve 3.30’da gorulglii gibi desistirilmis gerilme cifti elastisite teorisini
temel alan kig modeli sadece bir tane ek malzeme sabiti (ilavdzenae boyut
parametresi olarl,) icerir. Boyut etkisi parametresinih, =0 alinmasiyla, denklem

3.25 ve 3.30°da belirtilen yeni model klasik BerfibEuler kirisine indirgenmg olur.
3.1.1.1. Egilme problemi

Sekil 3.2" de gorilen basit mesnetli bir kin egilme denklemi, denklem 3.29'un dort

kez integre edilmesiyle

3 2
+ C22X +C,X+C, (3.31)

4
W(x) = 1 : X" | CGX
El +uAlS| 24 6

13



olarak yazilabilir. Denklem 3.31" deke, —c, integral sabitleri olup sinir kallari

yardimiyla belirlenecektir.

q «~—b—
ILIGPPRIS LIS Lb)Y l lX
—>X 3
/77777777
T
Y4
Y4

Sekil 3.2. Duzgun yayil yik altinda basit mesnkitlis geometrisi
Basit mesnetli bir kigin her iki ucu i¢in sinir kgullar

w=0 3.32
M, +Y,, =0 (3:32)

seklindedir. Denklem 3.32'nin, denklem 3.31'de kullmasiyla integral sabitleri

asagida goruldigu gibi elde edilir.

L K
clz—q?, ¢, =0, °3:qz_4’ c, =0 (3.33)

Elde edilen bu sabitleri denklem 3.32’de yeneryazilarakq dizgtn yayili yuk

altindaki basit mesnetli bir kigiicin egilme denklemine ukalir (Akgéz ve Civalek

2010a).

W(X) =

4 3 3
_ 1 i gx"  gLx +qu (3.34)
El + LA

24 12 24

14



l«— b —3|
2 L4 N
Z —>X y h
% v
Z A2
L |
Z
Z

Sekil 3.3. Tekil yik altinda ankastre mesnetli bini¢n geometrisi

Uc noktasindaP statik tekil ytkle yiklenngi ankastre mesnetli bir kiricin egilme

denklemi denklem 3.29'dalq sifir alinarak

3 2
W(X) = 1 5 GX ) &X +CX+C, (3.35)
El +4AI2| 6 2

biciminde elde edilir. Ankastre mesnetli kir€in sinir kgullari

w(0) =0 w0 = 0
d(M

L *Yy)
—— ) =P (3.36)

M, +Y,, kL) =0 ‘

dir. Denklem 3.36'nin, denklem 3.31'de kullaniimdaiintegral sabitleri gagidaki gibi

elde edilir.
C1:—P, C2=PL, 03204:0 (337)

Benzer bicimde, elde edilen bu integral sabilenklem 3.35'te yerlerine yazilarak

ankastre mesnetli bir kiricin egilme denklemine ulkghr (Park ve Gao 2006).

B 1 _PxX®  PLX’
W(X)_EI+,L1AI2{ 5 + > } (3.38)

15



Denklem 3.34 ve denklem 3.38'deki ilave malzenogut parametresk,’nin sifir

alinmasiyla klasik Bernoulli-Euler kgine ait €ilme denklemine ulalacgs rahatca

gorulmektedir.

q l«— b —>|
ZIIIII r
2 —>X Yy Wh

z

Sekil 3.4. Duzgun yayili yuk altinda ankastre meksiat kiri sin geometrisi

Sekil 3.4’te goruldigu gibi bir geometriye ve yikleme durumuna sahip asire

mesnetli bir kirg icin egilme denklemi, denklem 3.29’un kullaniimasiyla

3 2
+ C22X +C,X+C, (3.39)

4
W(x) = 1 : X" | X
El +uAlS| 24 6

seklinde elde edilir. Denklem 3.39’ dald, —c, integral sabitleri olup sinir kallari

yardimiyla belirlenecektir. Ankastre mesnetli kiigin sinir kgullari denklem 3.36’da
verilmistir. Bu sinir kgullarinin denklem 3.39'da kullaniimasiyla bilinmeysabitler

_ _qL’ _ _
c, =-qL, CZ—T, c, =0, c,=0 (3.40)

olarak elde edilir. Elde edilen bu integral sabitldenklem 3.39'da yerlerine yazilarak

g dazgun yayih yuk altindaki ankastre mesnetlikirs icin egilme denklemine ukalir

(Akgoz ve Civalek 2010a).

16



4 3 22
W(x) = 1 : gxX* gLx +qu (3.41)
El + tAlS | 24 6 4

3.1.1.2. Burkulma problemi

Bernoulli-Euler kirsine N eksenel kuvvetinin etkidi distnulirse denklem 3.29'da

egilme icin elde edilen kant burkulma igin (Akgoz ve Civalek 2010b)

2)d*W(x) N

d’w
(B + umi2) TN

dx?

0 (3.42)

seklinde yeniden yazilabilir.

Yukaridaki bgintinin c6zimu gagida goruldigi gibi elde edilebilir:

W(X) = ¢, sinAx+c, cos/]x+/]—12(Ax+ B) (3.43)
d_vxv = A(c, cosix-c, sin/1x)+/]—pz‘ (3.44)
d 2\;\/ = -2?(c, sinAx + ¢, cos/x) (3.45)
dx

d*w(x)

M, +Y,, = (Bl +uA12) e

= (Bl + LA 2 )X (c, sinAx + ¢, cosAX)

= N(c, sinAx + ¢, cosAx) (3.46)

17



dM, +Y,,)

rvmml (c, cosix —c, sinAx) (3.47)
p=_ N (3.48)
El + LAl

Yukaridaki ifadelerdec,,c,,A B integral sabitleri, N eksenel basing kuvvetidir.

Basit mesnetli bir kigin her iki ucu igin sinir kgullan

w=0 3.49
M, +Y, =0 (3.49)

Yukaridaki sinir kgullari, denklem 3.43'te kullanilarak
A=B=0, c,SsinAL =0, c,=0 (3.50)

bilinmeyenler elde edilirc, =0 olmasi aikar ¢ozumdur. Farkli bir ¢6zim elde etmek

icin sinAL deserinin sifir olmasi gerekir.
sinAL =0, A=— (3.51)

Kritik burkulma yikin = 1licin meydana gelir. Bu durumda basit mesnetlikirs

icin kritik burkulma yuku

N, = [’_LTJZ(H + uAI2) (3.52)

olur. Ankastre mesnetli kigiicin sinir kgullari

w0) =0, w()=0,

18



d(M, +Y,)

(M, +Y,)(1)=0, ===

(L) +Nw(L)=0 (3.53)

seklindedir. Benzer bicimde, yukaridaki sinirsitdari kullanilarak sagidaki ssitliklere
ulastlir.

B
c, =0, c,+— =0, A=0, c,cosAiL =0 (3.54)

C, =0 olmasi aikar ¢ozumdur. Farkli ¢ozum icicosAL dgerinin sifir olmasi

gerekir.

_n@n-1)

cosAL =0, A
2L

(3.55)

Kritik burkulma yukin = 1ligcin meydana gelir. Bu durumda ankastre mesndtli b

Kiris icin kritik burkulma yuki gagidaki gibidir:

N, = (Z—’U (E1 +2) (3.56)

3.1.2. Timoshenko kirs modeli
Timoshenko kiginin deplasman bikenleri gagidaki gibi ifade edilebilir:
u=-z¢(xt), v=0, w=w Xt ) (3.57)

u,v,w sirasiyla x,y,z ‘nin deplasman vektorleriniru bilesenleri ve ¢ Kkirisin

merkez ekseniningdmeden dolayi olgan donme, denklem 3.58’deki gibidir.

_ ow(x,t)
oX

7/ - B(x1) (3.58)

19



L(x,t) kirisin merkez ekseninin kayma deformasyonundagasldonmedir.

Denklem 3.3, 3.57 ve 3.58'den

2
€ =7 “!—%, £.=2B,  £,76,76,76,=0 (359)
ox=  0X

sekil degistirmeler elde edilir. Denklem 3.6, 3.7, 3.57 ve8den
1
6, = E[eyzxuxvZ + eyxzuz,x]

oW 1 ow =g =
_2[ W 6x} 2[w+6x] 6.=6,=0 (3.60)

elde edilir. Denklem 3.5’te 3.60 denklemi kullamadka

XXy = %(Hx,y + Hy,x)

1( 1|0 0°w 1|0 0%w
=_(_§|:a_(;[(/+ :|j=__|:_¢l+ j|’ Xxx:ny:XZZ:/YXZ:/sz:O (361)

2 ox? 4| ox ox?

sonucu elde edilir.

Yukaridaki bgintilarin denklem 3.1'de kullaniimasiyla kiriicin toplam sekil

degistirme enerjisinin birinci varyasyonu

t2 t2 t2
S[udt = [ [ (0, e, +mdy, )dvdt =[ [ (0,8, +20,,3,, +2m, J,, )dvdt
t1

t1Q t1Q

20



0X 2 0x ox 2 ox®

+]{N5u (M +1y j5¢+(Q+_%J@v—%YW5@—"X"ﬂ dt (3.62)

=0

{—G—Na‘u [a'\"x —Q+1%j5¢/+(—a_Q—la ny]dN}dxdt

seklinde yazilr. Ayrica

N = [0,dA, M, = [0, AdA,
A

||
)>'—u

m,,dA, Q= j o,dA (3.63)
A
dir. Kirisin kinetik enerjisinin birinci varyasyonu ise

2 2 2
R RO
327 Lat ot ot

t2L 2 2 2
=-[ {mo(ﬂdj +9 Wd/vJ+ ngT?é'z//}dxdt
0

4 ot’ ot?
) it (3.64)
+j{mo(@au awd/vj+m 0—4"541/} dx
! ot ot ot .,
olarak elde edilir. Burada,
m, = [pdA, m, = [ pz*dA (3.65)
A A

olarak yazilabilir. Dger taraftan di kuvvetlerin yapttl isin birinci varyasyonu da

asagidaki gibi olur.

L
A = jq(x)owdx+ NAU|; +V | +M | (3.66)
0
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Hamilton Prensibi'ne gore sistemin kinetik giserile toplam potansiyel enerjisi
arasindaki farkin birinci varyasyonunun sifirat @lmasi gerekmektedir. Bunun igin

asagidaki ifade yazilir.
t2
SJ[T =(U ~W)jdt =0 (3.67)
tl

Denklem 3.62, 3.64 ve 3.66’'nin yukaridaki denktle yazilmasiylasagidaki ifade
elde edilir (Ma vd. 2008).

2L 0%u  oN 0°w  0Q 107,
-m,—+— |du+| - +—+=-— Y +qlow
Ji[ ™o " ox ™o Tox 2o

tl

0%y oM, 10Y, 'z _ ( 1 _j
+|-m - X —— +Q |0y |dxdt = [[IN-NJdu+|-M_, -=Y_+M |d
( Zot2  ox 2 ox Qo Jl[( )dj x 2 v

L t=t2
oY, ;
+ Q+1_xy_v dN_leyJ(a_\Nj dt+J. nb(@dj+a—dej+mza—w5¢/ dx=0
2 7 \ax)] "~ ol Lot at o |,
(3.68)

Denklem 3.68'in gdanabilmesi igin butin terimlerin sifira sie olmasi

gerekmektedir. Buradan kim egilmesinde aagidaki ssitliklere ulasilir (Ma vd. 2008).

N _ o
OX Mo ot?
0Q 107%,, 0°w
= 4+= +g=
ox 2 0x> 4= ot?
oM, 10Y, LR
_OM, _19% 5-m 3.69
ox 2 0x Q=m, ot? (3.69)
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Sinir kgullart x =0,L igin
N=N yadau=u

aY,,
Q+%a—xy:v yadaw=w
X

1 __
MX+§YXy =M yada ¢=¢

ow Ow
Y., =0 ada—=— 3.70
Y y oX  OX ( )

olur. Denklem 3.2, 3.4, 3.59, 3.61 ve 3.63 kullarak gagidaki ifadelere ulglabilir.

_ _EAQ-V) du y - E-v) oy
@+Vv)@-2v) 0’ @+ v)@-2v) ox
1 (0w, 0w it O
Yoy = 2'2 X + axz) Q—ks/—’A( /R axj (3.71)

Yukaridaki ifadedek,, Timoshenko kayma katsayisi olup &ignkesiti Uzerindeki

kaymasekil degistirmelerinin Gniform olmaywindan bir diizeltme faktoru olarak dikkate
alinir ( Hutchinson 2001).

Denklem 3.71'deki ifadelerin denklem 3.69'darlgene yazilmasiyla Timoshenko
kirisi icin hareket denklemleri (Ma. vd 2008)

EAQ-v) d%u_ d°u
+v)i-2v) o ° ot
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oy o*w) 1, (0% 0w 9°w
k -— + - + +Q=
M{ o axzj 2t A{aﬁ ox* ) AT T g2

S A A B o
+Vv)(1- X X X X

biciminde elde edilir.

3.1.2.1. §ilme problemi

Sekil 3.5. Orta noktasinda tekil yikli basit mesnatl kirisin geometrisi
Sekil 3.5'te gortlen basit mesnetli Timoshenkogkirgin her iki uctaki sinir kgullari

w=0 WwW=0 ¢=0 (3.73)

halindedir.w & Ve ¢ (x) icin Fourier serisi cozumleri

wW(X) = iwn sin(%j , YW(x) = i% co{%) (3.74)

n=1

seklinde olur. BuradaW, ve ¢, Fourier katsayilaridir. Denklem 3.74'teki ifadeter

denklem 3.73'teki sinir kllarini sgladigl agikga gorilmektedir.
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Uygulanan yukin de Fourier serilerinde acilgasidaki gibidir.

q(x) = iQn sin(nij (3.75)

Burada, Q, Fourier katsayisidir. Her iki tarattln(nl_ j ile carpihp O'dan L'ye

integre edilirse

L_f £+<(
2 . (n/x 2P . (n/x n7x
J; OSIn(TjdX+LJ: Z—Esm[ C j X + J'gr Osm( jdx J'Q sin ( C jdx (3.76)

elde edilir. Bu problem icin yukin gonlugu Z_PE olup

Q, = P 25in(n7t/2jsin(n£fj (3.77)

nrg

seklinde yazilabilir.& - 0 icin
2 n7r
—Psin 3.78
o= Zesu{) e
biciminde elde edilir. Denklem 3.74’tekgidiklerin denklem 3.72’de kullaniimasiyla
1 312 2 1 41 2 —
aks:uA_Za |2,UA @ -|a ksiUA+Za IZIUA n~T "

{az El (1-V)

1 502 1 50 _
m+ksﬂA+Za IZ,UA}(on +[aks,uA 4alz,uA}\Nn 0 (3.79)
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egilme icin iki yonetici denkleme ukair (Ma vd.2008). Buradan, Fourier katsayilari

(—4k L? +12n* ) L0

=" .
n3ﬂ3{4ksEI L-v)L +|22[4ksﬂAL2+
@+v)1-2v)

n’°El (1-V) °
@+v)d-2v)

, An*EI(L-v) o lia
{4kSyAL + L) (- 2) +n nzuAlz}L

Q,
i [ EIQ-VL ,  N°7PEl (1-V)
n ””A{ (L+V)(L-2V) +|2[4KS”AL T arv)i-2v) }

W. =

n

(3.80)

seklinde yazilir.

3.2. Daistirilmi s Sekil Degistirme Degisimi (DSDD) Elastisite Teorisi

Kuvvetlerin ve kuvvetlerin momentlerinin klasitenge denklemlerine ek olarak
yuksek mertebeli gerilmeleri ve ciftlerin momenithén dengesini yoneten yeni bir ek
denge denklemi iceren Batiriimis Sekil Degistirme Desisimi Elastisite Teorisi
(DSDD), Lam vd (2003) tarafindan sunulgtur. Bu teorinin yonetici denklemleri,
lineer elastik izotropik malzemeler icin iki klasikalzeme parametresine ek olarak
sadece 3 Bamsiz yuksek mertebeli malzeme boyut parametresiricQ bdolgesini
kaplayan deforme olmuzotropik, dgrusal elastik malzemedekil desistirme enerjisi
U (Lam vd 2003)

1 S S
U ZEJ-Q (Uijgij + PV TS T MEX, )j" (3.81)
1
& ZE(ui,j +uj,i) (3.82)
t =y, (3.83)
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’7”%) = %(‘g]k,i tE,; T ‘gij,k)_l_l55ij (gm’n,k + ngk,m)
1 (3.84)
_1_5 5jk (gmm,i + 2£mi,m)+ 5ki (gmm,j + 25mj,m)]
Xi? = %(qpngj,p + equgqi,p) 83)

u, deplasman vektorlg; sekil degistirme tansord, ., dilatasyon (genkgne)
degisimi vektord, ni}f deviatorik uzama dgsimi tansori,y; simetrik donme dgsimi

tansoru,d; Kronecker delta vey, permutasyon semboluddr.

0; =Ko, &, +21E; (3.86)
P =2y, (3.87)
T =2W/n (3.88)

e = 2442 x; (3.89)
£ = & —%gmmdij (3.90)

Varyasyonel ilke yardimiyla Bernoulli-Euler iginin egilmedeki yonetici
denklemleri elde edilebilir (Kong vd. 2009).

oU -w)=0 (3.91)
3.2.1. Bernoulli-Euler kiris modeli

Bernoulli- Euler hipotezine goregibnede bir kirsin deplasmani
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_ oW

v=0, w = wW(X) (3.92)
0X

seklindedir.

Denklem 3.92, denklem 3.82'de yaz#ithda sifirdan farklgekil degistirme &

2
E = _ng\;v (3.93)
olur. Denklem 3.82 ve 3.83’ten
3w 0°w
=—z——, :O, , = 3.94
Yy PV Y, % v (3.94)

ulastlir. Denklem 3.82'nin denklem 3.85'te yazilmasigidirdan farklisekil degistirme
degisimler (donme) x;

s . 103w
Xxy:)(yx:_ .2 3Q5)

Eax

bulunur. Denklem 3.82'yi denklem 3.84'te kullanarsirdan farklisekil degistirme

degisimleri (uzama)7,
1 1
. =1(0+0+0)- L6, (0+0)
3 3
~ L2940 - 29 W0l |=0
15 dx® dx®

1(, d’w 1 d’w 1d’w  1d°w_ 4d°w
S=Z|0==——+0|-=|0+0+0,| ~— ||=-Z—F +——F =——
T 3( dx? J 15{ “( dx? H 3dx* 15dx*  15dx?
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o __ 2_0°w o __40°w o _1_0°w o __ 40°w
i =—CZZ 3 M= "7t~z Mz =— 3 131~ T A2
5 ox 15 ox 5 0x 15 ox

,7(1) =E263W' @ =E263W [ah) :EZasw @ :iazw
5T ax® 257 2L 57 g% 2515 ox?
o :iazw’ " :_iGZW’ o ZEZOSW O :iazw
%215 gx? 15 9x? 5T gx3 %2215 gx?

o _1_0°w o _1_0°w
331 —EZ axg ) 333 _EZ 0X2 (3-96)

elde edilir. Denklem 3.96'da on dort tang} yer almaktadir. Kong vd. (2009)

tarafindans, de sifir olarak alinrguir. Ancak yukaridaki denklemde bu terimin sifir

olmadgi acikca gorilmektedir. Denklem 3.90 ve 3.93'tenia®rik sekil desistirmeler

(3.97)

seklinde elde edilir.

En/boy orani yiksek olan narin bir kiigin, Poisson etkisi ikincildir ve formalleri
basitlgtirmek icin ihmal edilebilir. v=0 alinip denklem 3.93 ve 3.97’nin denklem

3.86’da yazilmasiyla sifirdan farkl gerilmeley

2
o, =Ee, =-Ez% (3)98
0X
seklinde olur. Denklem 3.94’uin, denklem 3.87’de kullmasiyla
—_ 2 asw — _ 2 aZW
Py = =24, 258 p, =0, p, = -2/, o (3.99)
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Denklem 3.95’i, denklem 3.89'da yazarak sifirdarkli yiksek mertebeli gerilmeler
m;

(3.100)

19°w)_  ,,0°w
o) Mo

ve benzer bicimde denklem 3.96 ve 3.88'den sifirdarkli yliksek mertebeden

i &
gerilmeler

0w 0°w 2 0w
i=-tuze =B o =20
(1) 2 62W (0] =E zzasw T(l) ZEM 2 03W
131 1 axz ’ 133 5 1 axg ’ 212 5 1 axg
2 0w 0 W 2 0w
o — 2 o — 2 © _ 2
T _gﬂl1 VA FVE Ty = Tos —1_5:UI1 a2
0 -_5 zazw' ro 2 2263""' 0 :£M262W
T3 1 o2 313 5 1 PVE 322 15 1 a2
2 0w 6 w
éé’fg z v T == Mz (3.101)

elde edilir. Denklem 3.93, 3.95, 3.96, 3.99 ve 3'it0) denklem 3.81'de yazilmasiyla
sekil degistirme enerjisiu (Kong vd. 2009)

U =% [[[B.wy? + D.(wy?] (3.102)

D=1@UE+217), BBl +2uNE + A+
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w' = w" = 3.103
x> x> ( )
olur. Denklem 3.102’nin birinci varyasyonunun alasryla
L
AU =3[ F(w,w"x
[d2(oF ) d®(oF d(oF ). d?(0F )
el ac v o]l o[
ol dx”\ow") dx*\ ow' dx{ow" ) dx°\ ow
] } 0 (3.104)
+ a_F_i(a_Fde' +|:6_F5N"}
ow" dx\ ow" , Low” 0
elde edilir. Buradaki Lagrange FonksiyoRu,
- %[B.(V\/’)Z +D.(w"?] (3.105)

dir. Denklem 3.104 ve 3.105 yardimiyla &imi sekil desistirme enerjisinin

varyasyonuna

U = IOL[B'W(4) -Dw® ]deX + [— Bw" + D.w® ]5/\4 s +[B.W" —Dw®? ]M‘CL)

(3.106)
+DW' AW

seklinde ulailr.

g(x) dis kuvveti, sinir kesme kuvveW ve sinir klasik ve klasik olmayargiene

momentleri sirasiylaM .ve M tarafindan yapilarsin birinci varyasyonu

AN = [ q(x)am(x)x + [va]: +[M W] +[M '] (3.107)

dir. Denklem 3.106 ve 3.107'nin, denklem 3.91'deljraasiyla
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5(U -W) = J.OL[B_W@) -D.wW® — q]dex + [— Bw" + D.w® —V]&% (3.108)
+[Bw - Dw® —M_Jaw]s +[Dw” - M, Jaw]s =0

esitli gi elde edilir.

Yukaridaki varyasyonel ifadenin ganabilmesi igin tum terimlerin sifir olmasi
gerekmektedir. Boylecezggmede kirsin yonetici denklemi (Kong vd. 2009)

Bw“ -Dw® =q

(EI # 2+ A + uAlsjw“‘) —(I (2u +§Mf))w@ =g (3.109)

seklinde olur. Bunun icin sinir kallar1 asagidaki ssitlikleri saglamalidir.

V(L) - [Dw® (L) - Bw"(L)]]am(L) - v (0) - [D.w® (0) - Bw" (0)|]ow(0) = 0
[M.(L) - [Bw'(L) - D (L) Jow (L) - M. (0) - |BW' (©) - D (@) low (0) = 0
[M_.(L) - DW® (L)|aw' (L) - M, (0) - DW® (0)|ow' (0) = 0 (3.110)

Yukaridaki denklem 3.110'd&, ve I, in sifir alinmasiyla gtlik Degistirilmis

Gerilme Cifti (DGC) Elastisite Teorisi'ne dogiir. Eger ilave malzeme boyut

parametrelerinin tamamil(, 1, ve 1,) sifir alinirsa gitlik klasik Bernoulli-Euler

Kirisine dongur.
3.2.1.1. Egilme problemi

Duzgun yayili yukli basit mesnetli bir kin egilme denklemi, denklem 3.109'daki
yuksek mertebeden diferansiyel ifadenin ¢cézimlenyte§Akgoz ve Civalek 2010a)
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wW(X) =

s 5 _[5,
;':B +C X +C,x2 +Cx+C, +(:5e‘fD +C.e B (3.111)

biciminde elde edilir. Denklem 3.111'dekt, —C, integral sabitleri olup klasik ve

klasik olmayan sinir kallari yardimiyla belirlenecektir.
Basit mesnetli bir kigiigin klasik sinir kgullar

w(0) =w(L) =0
Bw'(0) - D.w® (0) =0
Bw'(L)-Dw®(L)=0 (3.112)

dir. Ayrica, klasik olmayan sinir kollari

DW'(0) =0 ya daw”(0) = 0
DW'(L) = 0ya daw"(L) = O (3.113)

seklinde yazilabilir. Denklem 3.112 ve 3.113'Un, Hiem 3.111'de kullaniimasiyla
integral sabitleri gagida goruldigu gibi elde edilir.

gD

' = - ‘ =

o 12B°

3 B B
qLD{2+eEL +e ‘FDLJ
_ gL L> D _
[

" 2B|12 B ZBZ[G@_G@J
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qLD2{1+ eJELJ qLD3(1+ eJEL}
= - , C.=-
ZB2 [eﬁL - eJELJ 6 ZBg (e‘/EL - e‘/ELJ

Cs (3.114)

Elde edilen bu integral sabitleri denklem 3 ti#lyerlerine yazilaralqdizgun yayili

yuk altindaki basit mesnetli bir kgricin egilme denklemine ukahr (Akgoz ve Civalek
2010a).

qLD2[2+eJEL +eJ§L}
ZBz[e‘/EL —e_ ELJ
qLD2(1+ eEL} qLD2[1+ e‘/ELJ s

ZBg [e‘/EL - e‘/ELJ ZBg {e‘/EL - e‘/ELJ

4 3 2 2
i) = 4 abx +qL[L__D}

24B 12B 2B 2B|12 B

(3.115)

B
e D

Sekil 3.3'te gorulen ankastre mesnetli bir imi egilme denklemi (Kong vd. 2009)

B _[B,
w(x) =C,x* +C,x* +C,x+C, +(;5e\rD +Cee ﬁ (3.116)
olur. Bu durum igin klasik sinir kallari

w(0) =w (0) =0
Dw® (L) -Bw"(L) =P
Bw'(L)-Dw®(L)=0 (3.117)

dir. Klasik olmayan sinir kaillari ise
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W'(0) =0

DwW'(L) = Oyadaw’(L)= 0 (3.118)

olarak yazilabilir. Benzer bicimde, ankastre mdsikat s icin C, —C, bilinmeyenleri

yukaridaki sinir kgullarinin denklem 3.116’da kullaniimasiyla

Cl:_i’ sz&

6B 2B

r(ref L+ 2/B B oL ]

PDL
C3 = , C4 :—2
B B
Bz(e\/gl_ +e\/;LJ B
_\/EL
D|VD-+Be '® L D| VD + \/_e oL
Com T Co= (3.119)

seklinde elde edilir. Yukaridaki integral sabitlerindenklem 3.116’da yerlerine

yazilmasiyla ankastre mesnetli kin egilme denklemi gagida goruldgl gibi elde
edilir.

B _|B
oyB| Belo“L + 25 — 4B 1oL Ix
Px3 4 PLx? 4 + PDL
B B 2
6B 2B Bz(e@ +e_\FDL} B
_|B B
of /B - VBe \FDLL} . po(ﬁwaeﬁij
e BX - e
B B B B
Bz{e\/gl_ +e_\/;L} Bg {e\/gl_ +e_\/;LJ

W(X) = —

(3.120)

\/E
==X
D
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3.2.1.2. Burkulma problemi

Bernoulli-Euler kirgine N eksenel kuvvetinin etkigi distnulirse denklem
3.102'dekisekil degistirme enerjisiU (Akgodz ve Civalek 2010b)

1 L 1\ 2 my 2 1 L 2
U :Ejo [B.(w)? + D.(w") }jx—EIO N(w) dx (3.121)
halini alir.

Varyasyonel ilkeye gore :LLF(V\/,V\/’,V\/’")dx seklindeki bir integralin varyasyonu

asagidaki bainti kullanilarak bulunabilir (Lancoz 1970).

2 3
aU=jL _g(aFjer (aFj_d (6FdedX+
ol dxlow ) dx*low") dx®low”
(3.122)

2 L L
a_F_i(aFjM ("Fjd,v v a_F_i[a_Fj & J{"_FM}
aw axlaw ) o Law” )| | T Lawaxlaw )| | Tlaw T

Yukarida verilen gantidaki Lagrange Fonksiyonk , bu durum icin

F= %[B.(V\/')Z " D.(\/\/’")Z]—%(V\l’)z (3.123)

olur. Denklem 3.123'Un, denklem 3.22'de kullanilnyés kirisin sekil dezistirme

enerjisinin varyasyonu

QU = [ [BwW® - DW® + N aweb + [~ Bw” + Daw® - Nw o 5120
+[Bw - Dw® o]} + D" |

olur. Burkulma icin kirgin yonetici denge denklemi, denklem 3.107 ve 3.’

asagidaki varyasyonel ilke yardimiyla
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35U -W) = [ [Bw® — DW® + Nw'[awebx + [~ Bw" + Dw® — Nw -V ]aw; (3.125)

+[Bw - Dw® M Jow]s +[Dw" - M, Jaw]s =0
hesaplanir. Yukaridaki varyasyonegltigin sglanabilmesi icin buttn terimlerin sifira
esit olmasi gerekmektedir. Buna @a olarak Kkirsin burkulmada yonetici denge
denklemi (Akgdz ve Civalek 2010b)
Bw® —DwW® + Nw' =0 (3.126)

olur ve x =0, L i¢in sinir kaullari da

V =Dw® -Bw"-NwW yadadw=0
M. =Bw' -Dw® yadadwv = 0
M, =Dw" yadadw' = 0 (3.127)

seklinde yazilir.
Denklem 3.126’ daki yuksek mertebeden difengisfadenin ¢6zimu

w(x) =C, +C,x+C,sinKx+C, cosKx + C, sinhMx + C, coshMx (3.128)

seklinde yazilabilir. Burada

(3.129)

2D 2D

1/2 1/2
K_{—B+\/Bz+4DN] M_(B+\/Bz+4DN]

dir ve C,(i=22...,6)de sinir kaullari yardimiyla belirlenecek olan integral

sabitleridir.

Sekil 3.2’de gdorilen basit mesnetli kin her iki ucunda klasik sinir kallari
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w=0, Bw' -Dw® =0 (3.130)
dir. Klasik olmayan sinir kaillari ise

DW'(0)= yadaw’(0)= 0
DW'(L) = Oyadaw’(L)= 0 (3.131)

dir. Yukaridaki sinir kgullarinin denklem 3.128'de kullaniimasiyla

C,sinKL =0, diger butunC, = 0 (3.132)

sonucuna ukalir. Asikar olmayan ¢ozim igin@, # Pasagidaki sitli gin sglanmasi

gerekir.

sinKL =0 (3.133)

Denklem 3.133,K=% (n=12...) degeri icin sa&lanir ve n= 1 icgin Kritik

burkulma yuku

N :i(m”;D] (3.134)

olur. ilave malzeme boyut parametrelerinin sifir alinntesumunda denklem 3.134’Un
asagida goruldiga gibi klasik burkulma denklemine dégdacesi acikca gorulmektedir.

-8

No =1 (3.135)

Sekil 3.3'te gortilen ankastre mesnetli Kiigin sinir kgullari
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w(0) =w (0) =0
Dw®(L)-Bw"(L)+ Nw(L)= 0
Bw'(L)-Dw“(L)=0 (3.136)

dir. Bu durum icin klasik olmayan sinir «dari

W'(0) =0
DW"(L) =0 ya daw’(L) = 0 (3.137)

dir. Yukaridaki klasik ve klasik olmayan sinir skdarinin denklem 3.128'de

kullaniimasiyla
C,cosKL =0, diger butunC, = 0 (3.138)

sonucuna ukalir. Asikar olmayan ¢o6zim igin@, # 0) asagidaki sitli gin saglanmasi

gerekir. Denklem 3.138K :% (n=12...) degeri i¢cin s&lanir ve n=1 igin

kritik burkulma yuka

(3.139)

olur. Benzer bicimde, ilave malzeme boyut parantetirén sifir alinmasi durumunda
denklem 3.139'un @gida goruldigl gibi bir ucu ankastre ger ucu serbest ki ait
klasik burkulma denklemine dosegcesi acik¢a gorulmektedir.

Nu:#?
4L

(3.140)
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3.2.2. Timoshenko kirs modeli
Timoshenko kikinin deplasman bikenleri gagidaki gibi ifade edilebilir:
u=-zy¢(xt), v=0, w=wgkf) (3.141)

u,v,w sirasityla x,y,z ‘nin deplasman vektorleriniru bilesenleri ve ¢ Kkirisin

merkez ekseniningdmeden dolayr meydana gelen dénmesidir.

_ ow(x,t)

- B(x,1) (3.142)
oX

W

L (x,t) Kkirisin merkez ekseninin kayma deformasyonundansamluddénmesidir.

Denklem 3.82, 3.141 ve 3.142’den

0°w dp 1
E =- -, E_ == 3.143
“ Z(ax2 axj X 2'8 ( )

Sifirdan farklsekil degistirmeler elde edilir. Denklem 3.83 ve 3.143'ten

’w 9°p 0°w  daf
= - - , =0, =N, 3.144
Vx Z(aXS ox? J Yy & ox?  ox ( )

ulastlir. Denklem 3.82'in denklem 3.85’te yazilmasigddirdan farklisekil desistirme

degisimler (donme) x;

1(0°w 108
sz ys =-=| 2 =20 3.145
Xy = X 2(6x2 26xj ( )

bulunur. Denklem 3.82'yi denklem 3.84'te kullanarsirdan farklisekil degistirme
degisimleri (uzama);) (Wang vd. 2010 )
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po = 2 0w 0B g __A4[0wW_,08) o _1[f0w_0°f
oo s axd axr ) M 15(ax? Tox ) ™ 5lox® ox? )
J oW _0°5 g =1, f0°w_0°F
x:  ax? ) 257 ox® ox? )’

o1 63w_62,8j w1 (GZW_Z%j o -1 (GZW—Z%j

40w _op 1
/71%)1—‘55(67—2&], /71(?3-3

275 o ox? T 22795l ax® ox

o__4% (GZW_Z%j o _1 (ﬁ"_azﬂj m_ 1 (GZW_Z%j
] 5 H ]

WM™ 15|l ax?  ox s e  ox? 227150 a2 “ ox
o 1f0w_0°8 ne. = 1fo'w_ 298 (3.146)
Boglax o) ¥ 57 ax2 T ox '
ve denklem 3.82 ve 3.143'ten
2 1 1
g ==, € =& =-=¢ . g =g == 3.147
XX 3 XX W z 3 XX Xz Xz 218 ( )

elde edilir.

Sifirdan farkli gerilmeler, denklem 3.143 vel4Z’'nin denklem 3.86'da
kullaniimasiyla gagida goruldigu gibi yazilir.

4 \[(o*w op ( 2 j *w 0p
O,=—k+= -, o =—k-= 2P
* ( 3;1)2(6)(2 ax] Y 39 )4 o ox

o = —[k 2 yjz{az"z" —%j , o =k up (3.148)
3 o0x
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Denklem 3.144’Gn, denklem 3.87'de vyerine yaasdmla yiksek mertebeden
gerilmeler,p, , denklem 3.149’da oldiw gibi elde edilir.

63W 6[?} p, =0, p, = zug(gx‘;"—g_ﬁJ (3.149)

Denklem 3.145'in, denklem 3.89'da kullaniimdaiysifirdan farkli m¢ yiksek

mertebeden gerilmelere

s om0y JL(OW_10B))__ of0°W_108
mxy—myx—Z,ul{ 2[6x2 ZGXB Mz(axz 26xj (3.150)

ulasilir. Benzer bigcimde, denklem 3.146’nin, denkler88de kullaniimasiyla sifirdan

farkli 7} yiiksek mertebeden gerilmeleri

4 P’w 0° 0°w 59 o°w _9?
e 2028, == 2 =02 =2 i 2222

5 w0 ox? oX
ow__8 . 9°w s o - o*w 62,3 O _ 63W 92 ,6’
I3 = __Ml PNG 2& » I3z _Ml PNE - ol | I, = C O

o =

o’w 0°B 0°w 6,8 0°w 6,8
221 _Mlzz(axs - axzj’ 2(12)3__M1(6X axj 2(22__#'1(6)( ax

6
-k 2422 ) =2

ow_0B) .2 2,2 08
o  ox® )’ Faz2 ! ax ax ’

o’w _9° 0
th=2ud 9008, =2 20-2%) sy
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seklinde elde edilir.

Yukaridaki denklemlerin, denklem 3.81'de yerer yazilmasiylasekil desistirme
enerjisil (Wang vd. 2010),

U =2 [l - )+l = B +ifow = BY +k,fw - 25+

0
—_ 1 L[ n2 k 12 k (V\/I :)2 k ( V\/' 1)2 (V\/ )Zh 3 152
= [l kg (W f kw2 f (W -gf x (3.152)
0
bicimde tekrardan yazilir. Denklem 3.152°déi k, , k;, k, ve k;
2 4 2 4 2
e A (e e

_1 e _8 . _
ky =7 HAL, K, lE,uAIl, ks = K LA (3.153)

seklindedir. Denklem 3.152’'deli ifadesinin birinci varyasyonu

AU = [ [(ky + KW+ (k= 2K, g™ = Ko (W' =) divelx

[ Ik = (ko = 2K W' = (K, + Ky + 4k, )" = ke (W = )] Gyl

+[=(ks + KW' = (K = 2K )" + k(W —lﬂ)]d/\'i; +[(k; + k)W + (k; — 2k4)¢"]d’\/|;

k" + (kg = 2k )W + (K, + kg + 4k, )10 + (k)W (3.154)
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olur. Burada

9w 0*w
W ==, @=— 3.155
ox* v ox* ( )
seklindedir.
Diger taraftan, kigin kinetik enerjisinin birinci varyasyonu
2 2 2
v2 ot ot ot
L
= pj (AW + 1 oy Yo (3.156)
0
olur. Burada,
w= -y (3.157)
ot ot

seklindedir. Timoshenko Kigi icin, q(x) dis kuvveti, sinir kesme kuvve¥W ve sinir
klasik ve klasik olmayangdme momentleri sirasiyld ve M . tarafindan yapilarsin

birinci varyasyonu (Wang vd.2010)
L
AN =jq(x)owdx+vm|g +M W], +M I (3.158)
0

dir. Hamilton Prensibi'ne gore sistemin kinetik gise ile toplam potansiyel enerjisi

arasindaki farkin birinci varyasyonunun sifigét elmasi gerekir.

5T[T ~(U -W)]dt =0 (3.159)
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Denklem 3.154, 3.156 ve 3.158'in, yukaridaki denide yerlerine yazilmasiyla

t2L

[[ = oA+ g =[(K, +k, )W + (kg = 2k, " = ks (W' =g")]owelxdlt

t10

t2L

=P =Tkgp® = (g = 2k )W = (K, + K, + 4K, )" — ks (W = g0)]oypaixclt

t10

L L t2
+ j PRGN dx + j Pyl dx— j [~V - (K, +k,)W" = (k, = 2k, )"
0 0 t1l

+ ko (W - )]0 ot —T{[—Mc (K, W+ (K, — 2K, )T J

t1

t2
~ [{i—kg™ + (ks = 2Kk )W + (K, +K; + a1y Jet

= [I(-M, +kg" | Jdt =0 (3.160)
t1l

esitli gine ulailir. Yukaridaki aitli gin sglanabilmesi icin tim terimlerin sifirasié
olmasi gerekgii acikca gorulmektedir. Buradan,

A=+ (ks W+ (s = 2K, )" =k (W =) =0
Y+ kll//(4) - (ka - 2k4)Wm - (kz + k3 + 4k4)l//" - k5 wW-¢)=0 (3.161)
Timoshenko kigi icin egilmede yonetici denklemlere yléar (Wang vd. 2010).

Bu durum igin, bgangi¢ kagullari ve x = O,L i¢in sinir kgullari sirasiyla
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(PAWAN)[. =0

(A yap)|. =0 (3.162)

(Ky + K IW" + (K, =2k )" —k (W —¢) =-V yadaw=Ww
(ks + kW' +(k, - 2k,)¢' =M _ yadaw =w'
— k" + (K = 2k, )W + (K, + K, + 4k, )y’ yaday =@
ke'"=M, yaday' =i’ (3.163)
olur.
3.2.2.1. Bilme problemi
Sekil 3.5'te gorulen basit mesnetli Timoshenkogkirgin her iki ugtaki sinir kgullari
w=0, wW'=0, ¢'=0 (3.164)

seklindedir. Denklem 3.161'de zamana gore turevlerfir olmasiyla gagidaki ifadeye

ulastlir.
(kg + k)W + (ky =2k, )" — ks (W' -¢') = q
K@ = (ks — 2k )W" — (K, + Ky + 4k, )" -k (W —) =0 (3.165)

w(x)ve ¢ (x) icin Fourier serisi ¢cozumleri
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W(X) = ZW sm( j W(x) = z;onco{ Lj (3.166)

biciminde yazilabilir. BuradaW, ve ¢, Fourier katsayilaridir. Denklem 117’deki

ifadelerin denklem 3.164'teki sinir kallarini sgladigi acik¢a gorilmektedir.

Uygulanan yukun de Fourier serilerinde acilagagidaki gibidir.

a0 =30, sin(%j (3.167)

Burada, Q, Fourier katsayisidir. Her iki tarattln(nl_ j ile carpihp O'dan L'ye

integre edilirse

L St 5+<‘

j Osm( C jdx+ J'{—sm[ jdx+ J' Osm( jdx J'Q sm( Ii7xjdx (3.168)

2 7+£

elde edilir. Bu problem icin yukin gonlugu Z—F:r olup

Q, = P 25|n( nst /2 jsm( 775) (3.169)
n& L L
seklinde yazilabilir.& - 0 icin
2 Nz

Q= L Psin(7j (3.170)

biciminde elde edilir. Denklem 3.166’dakjitiklerin denklem 3.165’te kullaniimasiyla
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lo (ks + k,) + a ke | W, + ok, - 2K,) - ak, | @, = Q,
|o® (k, - 2k,) - ak, | W, + ok, +a?(k, +k, +4K,) +k| @ =0 (3.171)
esitliklerine ulasilir. Burada,

a=— (3.172)

dir. Denklem 3.171'nin ¢dzulmesiyle Fourier katdami (Wang vd 2010)

W= a’'k +a®(k, +k, +4k,) +k;
" [0’4(k3 + k4) + 0’2k5][0’4kl + az(kz + ks +4k4) + ks] _[as(ks - 2k4) —01(5]2

Qs

— —(0’3(k3 _2k4) _aks)
[0'4(k3 + k4) + 0’2k5][0’4kl + az(kz + ks + 4k4) + ks] _[as(ks - 2k4) —01(5]

@, ~Q,(3.173)

seklinde elde edilir.

3.3. Lineer Olmayan Analiz

Bu bolimde lineer olmayan davranedenlerine ve hangi durumlarda lineer olmayan
analize ihtiyac duyuldguna dair kisaca bilgi verilrgtir. Degistirilmis Gerilme Cifti
(DGCQC) Elastisite Teorisi kullanilarak Bernoulli-Eulkirisine ait ggilme, burkulma ve
titresim halleri icin lineer olmayan hareket denklemieskedilmi; ancak analitik sonug
verilmemetir. Bunlarin ileriki calsmalarda dgerlendiriimesi dgunilmektedir.

3.3.1. Lineer olmayan davrang nedenleri
Gerilmesekil degistirme baintilar orantilik siniri olarak bilinen bir singerilme

degerinin altinda lineer-elastik kabul edilen ve deptanlari, birinci mertebe teorisinin

uygulanabilecgi kadar kicik olan sistemlere lineer sistemler ldesktedir. Bu
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sistemlerde analitik hesaplama igin, lineer birldem takiminin kurulup ¢ozimlenmesi

gerekmektedir.

Yuksek dayanimli malzemelerin kullaniimasibleyutlarin daha kiicik hale geidi
narin yapilarda, yer gestirmeler genellikle yeter derecede kiguk olmamalktad
Ayrica, gerilmelerin orantilik sinirina glaasi yapinin tama kapasitesinin sona
erdigini ifade etmez. Nitekim yapi orantilik sinirinargtak gelen yikin Gzerinde
gocme yuku olarak adlandirilan bir gdee ulainca slevligini kaybeder. Gocme;

yapinin burkulmasi, gé¢gmesi veya buyik yetigiemesi biciminde tanimlanabilir.

Malzeme davraginin lineer olmadii sistemlerde yani malzemenin orantilik
sinirindan sonraki davramin da dikkate alinarak yapilan hesapta, i¢ kuweter
degistirme baintilari lineer olmamaktadir. Geometri gilgmlerinin kiguk olmadi
geometrik bakimdan lineer olmayan sistemlerde; dedgnklemleri ve geometrik
uygunluk sartlari lineer dgildir. Malzeme ve geometrik acgidan lineer olmayan
sistemlerde i¢ kuvvet — yer gigtirme denge denklemleri ve geometrik uygunluk

sartlari da lineer deldir.

Yap! sistemlerinin lineer olmayan teoriye gtesabi ve boyutlandiriimasi alaninda
meydana gelen gefneler, yapilarin ve yap! elemanlarinig dtkiler altindaki gercek
davranglarini daha yakindan izleyen hesap ve boyutlandirgi@ntemlerinin
gelistiriimesine ve pratik uygulamalara olanakglsemaktadir. Bglangicta teorisyenler
lineer kabule dayanarak hesap yontemlerini sgetislerdir. Sistemlerinin lineer
davrangtan uzaklatikca lineer kabulin hesap sonuclarina getgetata miktari da
artmaktadir. Lineer olmayan analiz tir lineer emeayore daha fazla zaman gerektiren
ve dolayisiyla daha zor, ayni zamanda ekonomikakldrakildginda maliyeti daha
yuksektir. Lineer olmayan sistemlerde siUperpozisyapilamayacandan dg etkiler
cesitli noktalardaki dgerlerinin arasindaki oranlar sabit kalarak artaaweliz boylece
iteratif olarak devam eder. Bu nedenle ¢6zime birdaneme-yanilma sonucunda

ulastlir.
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Bilindigi gibi malzemenin lineer olmayan davrgnmin goz ontne alingh teoriye
elasto-plastik teori, denge denklemlerigekil desistirmis durum Gzerinden yazilgh
teoriye ikinci mertebe teorisi, lineetiibozan her iki etkinin birlikte dikkate aling

teoriye ise ikinci mertebe elasto-plastik teori ittaektedir.

ikinci mertebe teorisine gore hesapta, geomeftisaelerinin denge denklemlerine
etkisi nedeniyle, artan yiuk parametresine dahal taghn yer dgistirmeler kasi

gelmektedir.

Lineer olmayan malzeme kullanilarak glirulan sistemlerde, artan yiklerle birlikte
ic kuvvetler de artarak bazi kesitlerde lineertfasiniri gamakta ve bu kesitler

civarinda plastilgekil degistirmeler meydana gelmektedir.

Yukarida anlatilanlar dikkate aligchda bir yapi sisteminin birinci mertebe teorisine
gore hesabinda alan plastik kesitler nedeniyle sistemin timid veya bdlumu
mekanizma durumuna gelir vestima gucl sona erer. Bu durumaskagelen yike de

birinci mertebe limit yuka adi verilir.

Lineerlgi bozan her iki etkinin (elasto-plastik ve ikincentebe teorileri) birlikte goz
onune alinmasi halinde ise kullanilan teori ikim@rtebe elasto-plastik teori adini alir.
Olusan plastiksekil dezistirmeler nedeniyle yer ggstirmeler hizla artmaktadir. Yukler
artarak belirli bir sinir deerine ulginca, olgan plastik kesitler sonucunda rijdii
azalan sistemin burkulma yukusdyUk parametresinin altina ggr. Yapinin stabilite
yetersizlgi nedeniyle gécmesine sebep olan bu yiuk parameg&ékinci mertebe limit

yuki denilmektedir.

Bazi hallerde, diytkler ikinci mertebe limit yikine @meden dnce, meydana gelen
blyuk yer dgistirmeler, buylk plastiksekil degistirmeler sistemin go¢cmesine neden
olabilmektedir. En genel anlamda sistemlerinin aivade lineer olmayan davraa su

hallerde rastlanir:
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— Sinir Kgullarinin Lineer Olmamasi

— Malzeme Davraginin Lineer Olmamasi (Elasto-plastik analiz)

— Biiyuk Geometri Dgisimi (Ikinci mertebe analiz)

— Geometri ve malzeme nonlineerliklerinin birlikteulunmasi ¥kinci mertebe

elasto-plastik analiz).

3.3.2. Lineer olmayan Bernoulli-Euler kiris modeli

Bu teoriye gore Bernoulli-Euler k¢rne ait hareketin lineer denklemi

04W+62W
ox*  ot?

(B + ua2) = q(x.t) (3.174)

seklindedir. Deforme olmubir mikro kiristeki egsilmeden dolayi olgansekil desistirme
enerjisiU , (Park ve Gao 2006)

0°w 1e., 0°wW
dxk—-=1Y.
ox? 20 Y gx?

__1p
U, = EJO M, x (3.175)
bicimindedir. M, veY,, sirasiyla bilgke moment ve cift moment olup
M, =] 20,dA, Y, =]mdA (3.176)

halindedirler. Yukaridaki denklemdeld,, ve m,, asagidaki gibidir:

2
O, = —Eza—\;v,
ox

(3.177)

Bu durumda denklem 3.175'teki  (Park ve Gao 2006)
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u. =%j: (E1 + A Z{GZWJ dx (3.178)

ox?

biciminde tekrardan yazilabilir. Ayrica, eksenelvketlerden dolay! Kikte biriken

enerjiU

u, = IOL(N0 - Na)[g—"xvj dx (3.179)

olur. Buradaki N, ve N, sirasiyla eksenel uygulanan kuvvet veskirieksenel boy

degisiminden dolayl meydana gelen ilave eksenel kuuvetti
Cekme kuvveti etkisi altindaki bir mikro kite, kirisin gercek boyulL , kirisin
orijinal (ilk) boyu olan L’den daha uzundur. Her iki ucundan basit mesnatlimikro

kiris g6z onlune alinginda, kirsin egilmesi agagida goruldigu gibi ilave bir eksenel

kuvvet olwturur.

2
N, = EAC-1)= A L(a—""j dx (3.180)
L 2L b ax

burada, N_,'"nin w’ye bash olarak lineer olmayan gerilme kuvvetini temsiltig

soylenebilir.q(x,t) dizgun yayili yik tarafindan yapilars uvvetlerin i
W = J'OLq(x,t)w(x)dx (3.181)

seklinde yazilabilir. Dger taraftan mikro kigin kinetik enerjisiT

1, ow 2 1 0w 2
T== — | dx==m| | — | dx 3.182
o5 =gl (5 (3182)
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olur. Buradakim = pA’ya ssit olup kirisin birim uzunlgunun katlesidir.

Hamilton Prensibi'ne gore bir k§m hareketinin dinamik denklemisagidaki

varyasyonel gtlik kullanilarak elde edilebilir.

to
Jj (T-U,-U,-W)dt=0 (3.183)

4

Denklem 7-11 yukaridaki denklemde kullanilaagdgidaki ifadeye ulgilir.

t (L 'w  9%w EA . ow)  [9%w
- (Bl + pAI? -m +q-| N, —— | | —| dx owdxdt
LH ( HA )0x4 oz o { ° 2L o[axj }axz}

L L 2
_H(El N 2)%%}0& —jﬂ(a + LA Z)giﬁvml dt + jOLB—‘iVaNT dx=0(3.184)

1

Buradan bir kigin hareketinin lineer olmayan denklemi (Xia vd. 291

0*w EA(ow) , |d°w 8w
(B +,uAI2)aX4 {NO—Z O(&j dx} S tme g = (k) (3.185)

biciminde elde edilir vex = O,L i¢in sinir kgullari da

3
?} \;v =0yadaw=0
X
9w ow
=0 yada—= 3.186
ox? 4 oX ( )

olur.
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4. SAYISAL SONUCLAR ve TARTI SMA

Bu bélimde epoksiden yapigimikro bir kirisin ¢esitli yiklemeler ve sinir kgullari
icin egilme, donme ve burkulma analizi sonucu elde eddegerler verilmitir. Kirisg
icin kullanilan malzeme 6zelliklerisu sekildedir: E =144GPa, h=20um,
b=2h,L=20h,v= 038 (Lam vd. 2003).Sekillerde diizgin yayilh yik ¢eri icin
g=021uN/um ve tekil yuk icin deP = 10QN degerleri kullaniimgtir. Timoshenko

5+5v)

alinmstir (Hutchinson 2001)ilave malzeme
6+5v)

kiris icin duzeltme katsayisk, =

boyut parametreleri kgitastirma yapabilmek icin birbirlerine sg¢ alinmstir
(I, =1,=1,=1I1). DSDD’'nde, I, =1, =1, =1 17.6um, 35.2um ve 52.8um degerlerini
almakta DGC’'ndd, =1, = Gesit olup I, ise 17.6um, 35.2um ve 52.8um degerlerini

almaktadir.l, =1, =1, = Oalinmasiyla klasik sonuglara gimaktadir.

Sekil 4.1-4.4'te sirasiyla DGC ve IDD kullanilarak dizgin yayih yik altinda
Bernoulli-Euler basit mesnetli kiin farkli ilave malzeme parametrelerine gore
deplasman ve donme gkxleri gorulmektedir. Busekillerde, ilave malzeme boyut
parametrelerinin dgerlerinin artmasiyla deplasman ve dénmegedkeri azalmaktadir.
Bu azalma BDD’'nde DGC’'nden daha belirgin bir bicimde goriimetir. Bunun

nedeni, 33DD’'nde 3 tane ilave malzeme boyut parametrdsil{ ve I,) olmasina

karsin DGC’nde sadece bir tane ilave malzeme boyutrpanesi (,) bulunmasidir.
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o & 1=17.6
| o7 S —+— 1=35.2 ||
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0 50 100 150

Sekil 4.1. Duzgun yayih yuk altinda Bernoulli-Eulbasit mesnetli kigin farkl ilave
malzeme parametresine gore deplasmaertieri (DGC)

8x10 | |

b _ -0 =0

6 —o = 1=17.6 |
) —— |=35.2
4 — |=52.8 ||

-80 50 100 150 200 250 300 350 400

boy

Sekil 4.2. Duzgun yayih yik altinda Bernoulli-Eulbasit mesnetli kisin farkl ilave
malzeme parametresine gore donmgederi (DGC)
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Sekil 4.3. Duzgun yayil yuk altinda Bernoulli-Eulbasit mesnetli kigin farkli ilave
malzeme parametrelerine gére deplasmaeuderi (DSDD)

x 10
8 T T
P o -o =0
6 S —&- |=17.6
Q\\ —— |=35.2
ar S —— |=52.8 ||
2t a :
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g [W\\

ES) M ﬂ\%}
-2r o} :
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Sekil 4.4. Duzgun yayih yuk altinda Bernoulli-Eulbasit mesnetli kigin farkl ilave
malzeme parametrelerine gére donmgedieri (DSDD)
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Sekil 4.5 ve 4.6'da DGC ve §DD ile ortasindan tekil yukli Bernoulli-Euler basit
mesnetli kirgin farkli ilave malzeme parametrelerine gogdre deserlerinin deisimi

gorulmektedir. Burada da yukaridakine benzer samegtie edilmitir.

4 T T
-o =0
3.5 - & 1=17.6 |
R & —— |=35.2
3r | = 1=52.8[
o 2
2.5 y |
C 7/ \
g // \\
S 2y Y Q i
© ; "
S 1.5 J N 1
© / \

0 50 100 150 200 250 300 350 400
boy

Sekil 4.5. Ortasindan tekil yukli Bernoulli-Euler diia mesnetli kigin farkli ilave
malzeme parametresine gore deplasmaerieri (DGC)
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Sekil 4.6. Ortasindan tekil yukli Bernoulli-Euler diia mesnetli kigin farkli ilave
malzeme parametrelerine gére deplasmaeuderi (DSDD)

Yukaridaki durum, Cizelge 4.1'de (¢ farkl teigin verilmistir. ilave malzeme boyut

parametrelerinin etkisi agikga gorulmektedir.

Cizelge 4.1. Ortasindan tekil yukli basit mesnkitisin farkli | dezerlerine goére
maksimum deplasman gierlerinin degisimi

| um 0 17.6 35.2 52.8

KT 3.47 3.47 3.47 3.47
DGC 3.47 0.79 0.24 0.11
DSDD 3.47 0.27 0.07 0.03

Sekil 4.7 ve 4.8'de ise ortasindan tekil yukll Tirhesko basit mesnetli kiin farkli
ilave malzeme parametrelerine gore deplasman venddtgerleri DSDD kullanilarak
sunulmuytur. Sekil 4.6 ve sekil 4.7 incelendiinde Timoshenko kisinde kayma
deformasyonlarinin da dikkate alinmasi nedeniylpladgnan dgerlerinin Bernoulli-
Euler kirisine gore daha az ol@u rahatca gorulebilmektedir.

58



o [t —5- 1=17.6
, N —— | =35.2
15, g/ \\® —~ |:528 _
C // \\
© )/ AN
z @ ®
C_U 17 / \\ -
o / \
(O] )/ \
o , \
/ \
// \\
©
o5 .
// \\
/ \
\
g e O

0 50 100 150 200 250 300 350 400
boy

Sekil 4.7. Ortasindan tekil yukli Timoshenko basésmetli kirgin farkl ilave malzeme
parametrelerine gore deplasmagetteri (DSDD)

0.015 w w w
)\“Q\\ -o- =0
SNy —=- 1=17.6
0.01r \\® —+— |=35.2
—— |=52.8
0.005 Q -
g il .
o AN
© N 1
-0.005 o -
\\®\
-0.01F -
o
ol
_0'01E | | | | | | |
JO 50 100 150 200 250 300 350 400

boy

Sekil 4.8. Ortasindan tekil yukli Timoshenko basésmetli kirgin farkl ilave malzeme
parametrelerine gére donmegaéeri (DSDD)
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Sekil 4.9 ve 4.10'da yine DD kullanilarak bu kez ug¢ noktasinda tekil yuklu
Bernoulli-Euler ankastre mesnetli kin farkli ilave malzeme parametrelerine goére
deplasman ve dénme ghrleri verilmitir. Bu durum icinde ilave malzeme boyut

parametreleri benzer etkilere neden olmaktadir.

60
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Sekil 4.9. Uc noktasinda tekil yukli Bernoulli-Eulankastre mesnetli kgin farkli
ilave malzeme parametrelerine gore deplasmgertéxi (DSDD)
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Sekil 4.10. U¢ noktasinda tekil yukli Bernoulli-Eulankastre mesnetli kiin farkli
ilave malzeme parametrelerine gore donmgederi (DSDD)

Sekil 4.11- 4.14'te sirasiyla DGC veSDD kullanilarak Bernoulli-Euler basit ve
ankastre mesnetli kiin farkli ilave malzeme boyut parametrelerine gdaetik
burkulma yuku dgerleri gorulmektedir. Byekillerde gilmedeki durumun aksine, ilave
malzeme parametrelerinin gerlerinin artmasiyla kritik burkulma yiku gerlerinin de
arttigi acikca goérilmektedir. Ancak kritik burkulma yulkideserleri icin de ilave
malzeme boyut parametrelerinin sayisinaglibaolarak [SDD’ndeki artgin,
DGC’ndekine gore daha belirgin olglu agikga gorilmektedir.
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Sekil 4.11. Bernoulli-Euler basit mesnetli kin farkli ilave malzeme parametresine
gore kritik burkulma yuki deerleri (DGC)
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Sekil 4.12. Bernoulli-Euler basit mesnetli kin farkli ilave malzeme parametrelerine
gore kritik burkulma yuku deerleri (DSDD)
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Sekil 4.13. Bernoulli-Euler ankastre mesnetli gimifarkli ilave malzeme parametresine
gore kritik burkulma yuki deerleri (DGC)

5
x 10

-o- =0

kritik burkulma yukd

-0. I I I
l2300 250 300 350 400
boy

Sekil 4.14. Bernoulli-Euler ankastre mesnetli &mi farkli ilave malzeme boyut
parametrelerine gore kritik burkulma ytkigederi (DSDD)
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Sekil 4.15 ve 4.16'da Bernoulli-Euler ankastre mesnarisin ilk 4¢ modu igin
burkulma yukl dgerlerinin ilave malzeme parametresine gorgigmi, iki yuksek
mertebeden elastisite teorisine Ore gigieni verilmisti. Bu sekillerden, ilave

parametrelerin yiksek modlarda cok daha belirgim eikiye sahip olduklari

anlgiimaktadir.

x 10

burkulma yuku

0 10 20 30 40 50 60

Sekil 4.15. Bernoulli-Euler ankastre mesnetli imiilk ¢ modu icin burkulma yuki
degerlerinin ilave malzeme parametresine gorgigei (DGC)
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Sekil 4.16. Bernoulli-Euler ankastre mesnetli imi ilk ¢ modu icin burkulma yuki
degerlerinin ilave malzeme parametrelerine gorgigmi (DSDD)

Benzer durum, Cizelge 4.2'de gorugiigibi, basit mesnetli Kigiicin de gecerlidir.

Cizelge 4.2. Basit mesnetli kinn farkli | degerlerindeki ilk (¢ modu igin burkulma
deserleri, N (L0° N )

[ gm 0 17.6 52.8

Teori KT DGC DD KT DGC DSDD KT DGC DSDD
Mod1l 2.37 2.37 2.37 2.37 10.34  30.59 2.37 74.15 6.4%H
Mod 2  9.47 9.47 9.47 9.47 41.38 12290 9.47  296.%930.50
Mod3 21.32 2132 2132 21.32 9310 278.70 21.327.3% 2337.30

Sekil 4.17 ve 4.18de sirasiyla Bernoulli-Euler hage ankastre mesnetli ki
yuksekligine bal olarak farkl teorilerde kritik burkulma yuki gerleri sunulmstur.

Kiri s yukseklginin artmasiyla ¢ teoriyle elde edilen kritik buhkna yuki dgerleri de

artmstir.
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Sekil 4.17. Bernoulli-Euler basit mesnetli kin yukseklgine bal olarak farkli
teorilerde kritik burkulma yuka derleri (I =176 um)

4
x 10

—— KT
—— DGC
~=- DSDD I

[62]
T

kritik burkulma yuku
= AL @ =

o0 50 10 150 200

yikseklik

Sekil 4.18. Bernoulli-Euler ankastre mesnetli §imi yikseklgine bali olarak farkl
teorilerde kritik burkulma yuki derleri (I = 17.6 um)
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5. SONUC

Bu calsmada, Dgistirilmis Gerilme Cifti (DGC) ve Dgistirilmis Sekil Degistirme
Degisimi (DSDD) Elastisite Teorileri kullanilarak bir mikro kgin ¢esitli yiklemeler ve
sinir kaoullarinda gilme ve burkulma analizleri yapilgtir. Bu analizlerde, ilave
malzeme boyut parametrelerinin ve kibioyutlarinin sonuclara etkisi irdelengm. Bu
analizlerin sonucunda, mikro ve daha kucik boyd#kr sistemlerin ¢c6zimunde klasik
elastisite teorisinin hatali sonuclar vesidigérulmistir. Bu hatanin nedeni boyut
etkisinin dikkate alinamamasidir. ggiriimis Gerilme Cifti ve Dgistirilmis Sekil
Degistirme Dezisimi Elastisite Teorilerinde ilave malzeme boyutra@aetrelerinin
bulunmasindan dolayl boyut etkisi yorumlanabjlme sistemin gercek davrama
yakin sonuclar elde edilgtir. Elde edilen sonuclara bakifginda D3DD’nin
DGC’'nden iki fazla ilave malzeme boyut parametressahip olmasindan dolayl daha
hassas sonuclar vegdigorilmektedir. Bu durumla 6zelliklesgmede daha kiguk Kigi
boyutlarinda; burkulmada ise vyine kicuk boyutlardee yiksek modlarda
karsilasiimaktadir. Boyutlarin artmasiyla DGC veSDD ile elde edilen sonuclarin
klasik sonucglara c¢ok yakiagi dolayisiyla da boyut etkisinin ortadan kagkt

goralmdstar.

Yukaridakilerden DGC’'nde ¢ozimun klasik ¢ozinmlbenzer ve bu nedenle daha
kolay oldiygu soylenebilir. Ancak, ®DD’nin ¢6zim @amasinin daha uzun ve zahmetli
olmasina kann, kicguk boyutlu sistemlerde daha gdo sonuclar vergi acikca
gorilmektedir.
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