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ONSOZ

Bu caligma esas olarak kuramsal bilgiler ve kaynak taramalar1 ve bulgular olmak
iizere iki boliimden olugmaktadir. Bu ¢aligmanin temel kavrami olan hipergeometrik
Bernoulli polinomlar: ve sayilar1 ile Bulgular boliimiinde kullanilacak olan potansiyel
polinomlar, zeta fonksiyonlar1 Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramalar1 bolimiinde

tanitilmig ve bunlarin genel ozellikleri verilmistir.

Bulgular béliimii i ana basghk altinda toplanmistir. Ik olarak, hipergeometrik
Bernoulli polinomlarinin potansiyel polinomlar: yardimiyla yiiksek dereceden genellestir-
meleri ele alinmig ve bazi kapali formiiller elde edilmistir. Ikinci olarak, hipergeometrik
Bernoulli polinomlarinin bazi kesin degerleri i¢in boliinebilme 6zellikleri incelenmistir.
Son olarak, hipergeometrik Hurwitz zeta fonksiyonu tanimlanarak bu fonksiyonun hiper-

geometrik Bernoulli polinomlari ile olan iligkisi ele alinmigtir.

Bu tez ¢aligmasinin Bernoulli polinomlar1 ve ilgili polinomlar iizerinde yapilan

caligmalara onemli katkilar saglayacagi inancindayiz.

Bu calisma boyunca bilgisini ve zamanini benimle paylagan, destegini esirgemeyen
danigmanim Saym Yrd. Dog. Dr. Mehmet CENKCI'ye ve yardimlarm gordiigiim Yrd.

Dog. Dr. Miimiin CAN’a tegekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Jacob Bernoulli, meshur “Ars Conjectandi” isimli galigmasi ile verilen ardigik tam-
sayilarin kuvvetlerinin sonlu toplamlar1 ¢caligmalarinda rasyonel sayilarin 6zel bir dizisi
ile ilgilenen kisidir. Bu ¢aligmasinda Bernoulli, ele aldigi rasyonel say1 dizisini iireten
tanimlayict bir baginti ifade etmistir. S6z konusu say1 dizisi o tarihten beri Bernoulli
sayilar1 olarak adlandirihir ve n € Z, n > 0 icin B,, ile gosterilir. Bu sayilar, By = 1 ve

her n > 1 tamsayisi icin

n—1
1 n+1
B, =— E B,
n+1 — ( m )
indirgeme bagintisi ile belirlenir.

Bernoulli sayilarinin matematigin cesitli dallarinda uygulama alanlar1 bulunmak-
tadir. Ornegin, Euler-Maclaurin Toplam Formiilii Bernoulli sayilarinin matematiksel
analizde ortaya ciktigi kavramlardan biridir. Bu baglamda, Bernoulli sayilar: i¢in bir
analitik tanim, soz konusu alanda yapilan incelemeler i¢in yararhidir. Bernoulli sayilar:

i¢in tirete¢ fonksiyonu

t Bt
et—l_kZ ]
=0

olarak tanmmmlanir. Bu bagint1 |t| < 27 igin ge(;erlidir. Herhangi bir = degigkeni icin

ZBk k,, 1] < 27

esitligi ile tanimlanan By, (x) fonksiyonlarl ele alimirsa

ZB"f _ethBkkl

oldugundan

By (z) = Zk: ( ::; > Bzt

m=0

bulunur. Dolayisiyla, By, (x) fonksiyonlar: aslinda x degiskenine gore katsayilar: Bernoulli
sayilar1 ve derecesi k olan polinomlardir, bu yiizden Bernoulli polinomlar: olarak ad-
landirilir. Bernoulli polinomlarinin ve Bernoulli sayilarinin matematiksel analiz ile diger
bir ilgisi

=1
:ZE
k=1



ve

- 1
:;(ker)s

olarak tanimlanan (Re (s) > 1, 0 < z < 1) Riemann zeta ve Hurwitz zeta fonksiyonlar

arasindaki iligkidir:

Her n > 0 tamsayis1 icin

B, (x B,
C(—n,z) = n+—11—(1 ) ve ( (—n) = - _:11 + On 1
dir. Burada, n = 0 ise 6,1 = —1 ve n > 0 ise 9,,; = 0 dur.

Bernoulli sayilar1 ve Bernoulli polinomlarinin cesitli genellestirmelerine literatiirde
rastlamak miimkiindiir. Norlund polinomlar: (veya genellestirilmis Bernoulli polinom-

lar1) z bir degisken olmak iizere

( ) ZB(Z k', It| < 2

olarak tanimlamir (Norlund 1954). Howard (Howard 1967b) Bernoulli polinomlarimin

t2 oo
ve genel olarak N > 1 i¢gin
tN tk

TN1 ZB’“

olarak tanimlanan genellegtirmelerini ele almigtir. Burada Ty _1 (t),

N1 m
Tvat) =3

m=0
olarak verilen e’ fonksiyonunun sifir komgulugundaki derecesi (N — 1) olan Taylor poli-
nomudur. z = 0 i¢in Ay = A (0) ve By (N) = By, (N, 0) gosterimleri kullanihir ve bun-
lar Bernoulli sayilariin genellegtirmeleri olarak diigiiniilebilir. Howard (Howard 1967a,

1967b, 1977) cahigmalarinda Ay ve By, (V) icin baz teorik sonuglar elde etmigtir.

Bu tez caligmasinda temel olarak giintimiizde hipergeometrik Bernoulli polinom-
lar1 olarak adlandirilan By, (N, z) polinomlar: ele alinmigtir. Potansiyel polinomlar: kul-

lanilarak yiiksek dereceden hipergeometrik Bernoulli polinomlari ve sayilar: tanimlanmais,
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baz1 kapali formiil bagintilar1 verilmistir. Hipergeometrik Bernoulli polinomlarinin bazi
kesin degerleri i¢in boliinebilme 6zellikleri aragtirilmigtir. Ayrica, hipergeometrik Hur-
witz zeta fonksiyonu tanimlanarak hipergeometrik Bernoulli polinomlari ile olan iligkisi

ele alinmigtir.



2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI

Bu boliimde bu tez ¢aligmasinda kullanilan kavramlarin tanimlari, gosterimleri ve

sagladiklar: bazi temel ozellikleri ele alinacaktir.

2.1. Hipergeometrik Bernoulli Polinomlar1 ve Sayilari

Ardigik pozitif tamsayilarin kuvvetlerinin toplami sayilar teorisinde temel bir

problemdir ve

n(n+1)
2

Pg:

—_

nn+1)2n+1)
6
n?(n+ 1)
4

M= =
ol
[N}
[l

b

S

[y

ko=

1

e
Il

formiilleri iyi bilinmektedir. Bu formiillerin biiyiik kuvvetlere genellestirmeleri Jacob
Bernoulli (1654-1705) tarafindan yapilan ¢alismalarda ele alinmigtir. Jacob Bernoulli,
“Ars Conjectandi” isimli ¢aligmasinda bu problemin ¢oziimi i¢in tamsayi degiskenli
ve tamsay1 katsayili polinomlar olarak ele alinabilen binom katsayilarini kullanmigtir.
Binom katsayilarinin, tamsay1 degiskenli ve tamsay1 katsayili polinomlar i¢in bir taban
olugturdugu gerceginden yola ¢ikarak ardigik pozitif tamsayilarin kuvvetlerinin toplami
icin

S H = e (B ()~ Bt (m)

formiilii ele alinmigtir. Bu formiildeki B; (n) ifadesi o zamandan beri Bernoulli polinom-
lar1 olarak adlandirilir. Bernoulli polinomlari, matematik ve diger bilim dallarinda gesitli
kavramlar ile ortaya cikmaktadirlar. Ornegin, matematiksel analizde Fuler-Maclaurin
Toplam Formiilii Bernoulli polinomlarini iceren ve n! ile log n! i¢in asimptotik ifadeleri-
nin elde edilmesinde kullanilan 6nemli bir bagintidir. Bu yiizden, sayilar teorisinde or-
taya ¢ikan Bernoulli polinomlarinin matematiksel analiz alaninda uygulanabilmesi igin

uygun yaklagimlar gereklidir.



Bernoulli polinomlar1 i¢in cegitli analitik yaklagimlar vardir. Euler tarafindan

baglatilan ilk yaklagim bu polinomlar:

t o t
7 1° _kZ:OBk(x)H (2.1)

iiretec fonksiyonu ile tanimlar. Bu formiil, sag taraftaki kuvvet serisinin yakinsak oldugu
bolge olan |t| < 27 i¢in gegerlidir. k € Z, k > 0 igin By (z), derecesi k olan Bernoulli

polinomudur. Ik birka¢ Bernoulli polinomu

1 1 Ry
By (z) =1, Bl(x):x_ga BQ(J;):552—334-6,33(:13):1'3—%—0—%

olarak siralanabilir.

x = 0 igin By, = By (0) gosterimi kullanilir ve elde edilen ifadeye k. Bernoulli

sayist denir. Dolayisiyla,

t 2tk
=> B, It <27
k=0

et —1 [k
) 1 1 ..
dir. By =1, B; = —5 B, = G ve k > 1 icin Bgyyq = 0 dir.

Bernoulli polinomlari i¢in diger bir yaklagim bu polinomlari

BO (Z‘) = 1
B, (r) = kB, (z)
/ 1, k=0 ise;
/Bk (x)dz =
9 0, k>0 ise.

olarak bir Appell dizisi seklinde tanimlanmaktadir. Burada B,; (x), k. Bernoulli polino-

munun formal tiirevini gostermektedir.

Howard (Howard 1967a) Bernoulli polinomlarinin
2

L et N t*

ve genel olarak N € Z, N > 1 i¢in

tN o) k
= t
N! Tt
G = 2 B (V) g (2.3)



olarak tanimlanan genellegtirmelerini ele almigtir. Burada T _1 (t)

N-1

Tnoa(t) =) —

olarak verilen €' fonksiyonunun sifirin komsulugundaki derecesi (N — 1) olan Taylor
polinomudur. N = 1 ve N = 2 6zel degerleri i¢in (2.3) bagmtisi, sirasiyla, (2.1) ve (2.2)
esitliklerine donitigiir. (2.3) bagintisida x = 0 igin elde edilen ifade By (N) = By (N, 0)
ile gosterilir. Dolayisiyla,

tN tk

B 2.4
TN 1 ( Z i kl (2.4)
dir. Howard (Howard 1967a, 1967b, 1977) By (N) i¢in bir¢ok kongriians bagintisi elde
etmistir.

Bernoulli polinomlar: i¢in Appell dizisi yaklagimim kullanarak Hassen ve Nguyen

(Hassen ve Nguyen 2008) By, (N, x) i¢in

Bo(N,ZL') =1
B, (N,z) = kB (N,z) (2.5)
1
%, n = 0 ise;
/1—x By (N,z)dz =
0, n>0ise

0 Y
tanimini ele almiglardir. (2.5) bagintisindaki integral formiilii beta fonksiyonlar: kul-
lanilarak genellegtirilebilir. Bunun igin Dilcher (Dilcher 2002) tarafindan verilen Bernoulli
polinomlarimin birlegik (confluent) hipergeometrik serilere dayanan bir genellegtirmesi

kullanilabilir.

Tanim 2.1 (Rainville 1960) p ile ¢ pozitif tamsayilar ve o;, i = 1,...,p, B, j =

1,...,q parametreler olmak tzere (genellestirilmis) hipergeometrik fonksiyon

= (an), (o)) - (o), tF
qu(al,...,ap;ﬁl,...,ﬁq;t):1+;iﬁliziﬁzizméﬁqgk% (2.6)

olarak tanimlanar.

(2.6) bagmtisindaki seri ifadesinde paydada bulunan (; parametreleri sifir ve

negatif tamsay1 degildir. Payda bulunan «; parametrelerinden biri sifir veya negatif

6



tamsay1 ise seri sonlu toplama doniigiir. Bu esitlikte, £ > 1 ise
(@), =a(a+1).. (a+k—-1)
ve a # 0 i¢in
{a)g =1
gosterimleri kullanilir.

(2.6) bagintisindaki seri ifadesine oran testi uygulanirsa agagidaki sonuglar elde
edilir:

(a) p < q ise seri her sonlu ¢ igin yakimsaktir.

(b) p=q+ 1ise seri [t| < 1 i¢in yakimsak ve |t| > 1 i¢in wraksaktir.

(c) p>q+ 1iseseri t # 0 i¢in waksaktir.

(d)p=g+1ise

Re(Bi+ B2+ +08—(n+as+--+a,)) >0
oldugunda seri |t| = 1 i¢in yakimsaktir.

»Fy, hipergeometrik fonksiyonunun p ile ¢ sayilarimin kesin degerlerine karsilik gelen
ancak bu tez caligmasimin kapsami diginda kaldigi i¢in detayli olarak incelenmeyecek
olan 6zel durumlar séz konusudur. Ornegin, oF, iistel fonksiyon, ;1 Fyy binom fonksiyonu
(yani (1 —1¢)""), oF} Bessel fonksiyonunun tamiminda ortaya gikan fonksiyon ve oF}

Gauss fonksiyonudur. Ancak, asagidaki 6zel durum bu ¢aligmanin kapsami ile kismen

baglantilidir.

Tanim 2.2 (Rainville 1960) b sifir veya negatif tamsayr olmamak tizere birlesik (con-

fluent) hipergeometrik fonksiyon

= (a), t*
17y (a;b;t) = ;&E

olarak tanimlanar. Sag taraftaki seri her sonlu t i¢in yakinsaktor.

Dilcher (Dilcher 2002) birlesik hipergeometrik fonksiyonu ile Bernoulli polinom-

larinin bir genellegtirmesini

By, (M, N,z
1F1(MM+N Z g k'



olarak tamimlanmigtir. (2.5) bagintisindaki integral esitligine benzer olarak Hassen ve

Nguyen (Hassen ve Nguyen 2008) By, (M, N, x) igin

L LOND(N) g .
) =0 ise;
/xM_l (1—2)N"' By (M,N,z)dx = TOHN)
9 0, k > 0 ise.

bagmtist elde edilmistir. Burada I' (n), gamma fonksiyonudur (Sayfa 14). M = 1 i¢in
By (1, N,x) = By (N, x) oldugundan By, (V, z), hipergeometrik Bernoulli polinomlar: ve
By (N,0) = By (N) hipergeometrik Bernoulli sayilar olarak adlandirilir.

2.2. Potansiyel Polinomlar1 ve Ustel Bell Polinomlar:

tk
r>0ve f, #0i¢in F (t) = Z fkk_ bir formal kuvvet serisi olsun. Karmagik bir

k=r
z degiskeni i¢in F k(z) potansiyel polinomlar

fr% : - (Z)tk
(F(t)) :;Fk o (2.7)

tireteg fonksiyonu ile tamimlanir. 7 > 1 ise tistel Bell polinomlar1 B,, ; (0,...,0, f;, fr+1,...)

ile gosterilir ve

4 i n
0 =41 Buj (0,...,0, fy, fria,...) o (2.8)
n=0 ’

olarak tammmlanmr (Comtet 1974, Howard 1982). Bu tamimlar yardimi ile agagidaki
bagint1 kolaylikla elde edilebilir:

Onerme 2.3 J bir pozitif tamsay ise

: N kL
e () P p o 0, frr.
k (fr) (k—i‘rj)' k-i-]]( f> )

dir.

Kanit. j bir pozitif tamsay ise (2.7) esitliginden

> o= (i) - () mewr



yazilabilir. (2.8) geregi

et Tl "
Z koo T tTijz: k,j(O,...,O,fr,...)H
=0

& th—ri
_ (f_) 3 By (0,...,0, fr, ) o

T k=0

Sl

<r!)j "f:B (© 0.f ) th
= —_— j T‘,A goe ey Uy fry ... A
[r — SREl (k+1j)!

tk
bulunur. Her iki tarafta 0 teriminin katsayilar1 karsilagtirilirsa istenilen sonug elde

edilir. m

Potansiyel polinomlar1 ve tistel Bell polinomlar: bir bilegske fonksiyonunun yiiksek
mertebeden tiirevlerinin bir kesin formiiliinii veren Faa di Bruno Formiili kavraminda

ortaya ¢gikmaktadir (Comtet 1974, Riordan 1958).

Bu tez caligmasi boyunca karmasgik z sayisi icin

gosterimleri kullanilacaktir. Ayrica, karmasgik z sayisi i¢in

(1417 = kf; (Z)tk

olarak ifade edilen binom teoremine (Comtet 1974) ihtiyag vardir. Bu ¢alisma boyunca

iki formal kuvvet serisinin garpimi

Aty = apth , B(t) =) byt*
k=0 k=0
icin
C(t)=> ath = (Z aktk) (Z bktk>
k=0 k=0 k=0
ise

k
Cr = Z <Ti> ak—mbm

m=0

anlamindadir. Ayrica, seriler tizerinde yapilan islemde agagidaki onteorem kullamighdir.

9



Onteorem 2.4 (Rainville 1960)

SN Akn) =) A(kn—k)
n=0 k=0 n=0 k=0
ve
SpITTIID 3 SITERI 3 Ui
n=0 k=0 n=0 k=0 k=0 n=k
dir.
Birinci tip (isaretsiz) Stirling sayist s (n, ) ile gosterilir ve
s(n,j) =B, ; (0L, 11,21, ...),
yani,

tk J o tn

_ — 1l Y\

. iy '3(”7]) .
n=j

—~
I
S
09
—~
—_
I
~
~—
~—
<.
Il
N
(]

b
Il
—

ile tanimlanir.
n

(), =Y s (n.g)

dir ve bu bagmnti genellikle s (n,j) sayisiun tammi olarak kullamilir (Comtet 1974).
Ikinci tip Stirling says1 S (n, j) ile gosterilir ve

S(n,j) = Bn,j (17 17 1a - ')7

yani,

" j =tk ’ = N
(e —1) :(ZH> :]!ZS(n,j)H

k=1

ile tanimlanir.

Birinci tip Stirling sayisi ile ilgili olan d (n, j) sayist
d(n,j) = By, (0,11,2!,..)
ile ikinci tip Stirling sayisi ilgili olan b (n, j) sayisi
b(n,j)=B,;(0,1,1,...)
olarak tanimlanir (Riordan 1958).

10



(2.7) esitliginin bir 6zel durumu

et —1 _Z EOR!
k=0
(2)

ile tamimlanan B’ Noérlund polinomudur (Norlund 1954). B,(:) = By, Bernoulli say1sidir.

Potansiyel polinomlar ve iistel Bell polinomlar: arasindaki iligkiyi gosteren agagidaki

teorem Howard tarafindan verilmigtir:

Teorem 2.5 (Howard 1982) Fk(z) (2.7) esitligi ile ve B, ; (2.8) esitligi ile tanymlanmak

uzere
() = B ()t
dir.
Kanit. ¢; = Jrai olmak tizere

£07)
o] k tk 2 0o i —z
CLAN - v
> B = <F(t)> - (H C%’!)
k=0 =1

dir. Kisalik bakimindan g = 1+ ) Cimy olsun. Binom teoremi ve Onteorem 2.4 geregi
i=1 U

W = - =Y (7w

=0
) . 00 ‘ tk
= Z( . ) j!Bk,j (61,02,63,...)7
- J ‘ k!
7=0 k=j
- Z (Z (=1 <Z>j By j(c1,co,c3,...) H) (2.9)
k=0 \j=0 :

11



elde edilir. By, ; tistel Bell polinomunun tanmimindan

I~ th >\’ = f )
J!ZBk,j(ChCLC?w-)E = (ZQ;) Z(Z (T+;)Lf ﬁ)

k=0 =1 =1

"N S B (0,0 t
= (E) J-kzg frgg (050, ,fr+1,---)m

k
bulunur. i teriminin katsayilar1 karsilagtirilirsa

i\’ k!
Bk,j (01, C2,C3, .. ) = (f_) WBHW (0> .0, fr+1, .- )

dir. Buradan

~ 00 k ‘ 7! J kI tk
(9" => (Z (=1 (=), <7) T errs (OO frass ')> Kl
ile ~
S FOL — (o)
£k g

esitliklerinden t* terimleri karsilagtirihirsa

(2) : 1\’ k!
F = Z (__> <Z>J ﬁBkJrrj,j 0,...,0, fri1,...)

k+rjg

elde edilir. Son egitligin her iki tarafi (k;Z) ile carpilirsa teoremdeki ikinci esitlik elde
edilir.

j > kicin (¢ — 1)’ ifadesinde ¢* terimleri olmayacagindan (2.9) esitligi geregi F, k(z),
tk

— teriminin

k!

12



ifadesindeki katsayisidir. Dolayisiyla,
k .
z i +7— 1 z+k (-5
=y ()RR

bulunur. Bu ifadenin her iki tarafi ( Z) ile ¢arpilir ve Onerme 2.3 kullanilirsa teo-

remdeki ilk esitlik elde edilir. m

Cenkci, potansiyel polinomlarinin bir bagimsiz degisken ile genellegtirmesini ele

almigtir.

k

XLt
Tanim 2.6 (Cenkci 2009) r» > 0 ve f, # 0 i¢in F (x) = ) fky bir kuvvet serisi olsun.
k=r .

Bir bagimsiz x degiskent i¢in genellestirilmis potansiyel polinomu F, ,fz) (x),
( f?" ) Z F(z

trete¢ fonksiyonu ile tanimlanar.

Genellestirilmis potansiyel polinomlari ile potansiyel polinomlar arasinda asagida

verilen iligki vardir:

N k
Onerme 2.7 (Cenkci 2009) F) ( )= (%) k=m B dip.

m=0

Bu ifade, F; k(z) (x) ile F ,iz) i¢in iirete¢ bagintilarinin katsayilarinin karsilagtirmasi
ile gosterilebilir. Yine bu ifadeden F, k(z) (x) ifadesi, = degiskenine gore derecesi k olan

bir polinomdur.

Cenkci tarafindan verilen agagidaki teorem Teorem 2.5’in genellestirmesidir.

13



Teorem 2.8 (Cenkci 2009)
e = e (T (5)

. : 4 -
y E O\ ppemeg (FEmA GG+ m)lm Boomimsm (00 0, for )
— \j+m J (7 +m+ mr)! ’

dir.

2.3. Riemann Zeta, Hurwitz Zeta ve Hipergeometrik Zeta Fonksi-

yonlari

s bir karmagik say1, s = o + it olsun. Riemann zeta fonksiyonu ( (s) ile gosterilir

ve o > 1 igin

ns
n=1

ile tanimlanir. = bir reel say1, 0 < < 1 olmak tizere Hurwitz zeta fonksiyonu

- 1
C(57$):Zm

n=0
ile tamimlanir. = 1 i¢in ¢ (s,1) = ((s) Riemann zeta fonksiyonu elde edilir. ¢ (s, z)
i¢in verilen seri ifadesi ¢ > 1 i¢in mutlak yakinsaktir. Yakinsama, 6 > 0 icino > 1+ 46
yarl-diizleminde diizgiindiir. Dolayisiyla, 0 > 1 yari-diizleminde ( (s, ), s degiskeninin

bir analitik fonksiyonudur.

Gamma fonksiyonu I' (s) ile gosterilir ve o > 0 i¢in
I (s)= /us_le_”du
0

integrali ile tanimlanir. ¢ > 0 i¢in bu integral ile tanimlanan fonksiyon o = 0 dogrusunun
sol tarafina analitik devam ettirilebilir. Dolayisiyla, I" (s) karmagik s-diizleminde, s =

0,—1,—2,... basit kutuplar1 hari¢ bir analitik fonksiyondur. n € Z, n > 0 i¢in s = —n
(=n"

n.

basit kutbundaki rezidi

dir. Gamma fonksiyonu her s igin gegerli olan

™

P(s+1)=sT(s), T ()T (1 —s) = ——

14



fonksiyonel esitlikleri gercekler.

Hurwitz zeta ve Riemann zeta fonksiyonlari i¢in asagidaki integral gosterimleri

gecerlidir:

Teorem 2.9 (Apostol 1985, Edwards 1974, Titchmarsh 1952) o > 1 i¢in

w 1
ts— e—mt

T'(s)((s,z) = /ﬁdt

dir. Ozel olarak x = 1 i¢in

dir.

¢ (s,z) Hurwitz zeta fonksiyonunu o = 1 dogrusunun sol tarafina genigletmek
i¢in € (s, z) fonksiyonu bir kontur integral cinsinden ifade edilir. Bunun igin negatif reel
eksen etrafinda olusturulan bir C' konturu kullanilir. C' konturu Cy, Cs, Cj ile gosterilen
ii¢ parcadan olusur. Cs, orijin merkezli ve ¢ < 27 yarigaph pozitif yonlii gember, C
negatif reel eksen iizerinde alinan kesitin —oo’dan ¢ noktasina olan alt kenar1 ve Cj
negatif reel eksen iizerinde alinan kesitin ¢ noktasindan —oco’a olan st kenaridir. Bu

konturlar iizerinde bir z karmagik degiskeni

Ci : z=re™ c<r<o
Cy z:cele,—ﬂg9§7r
Cy @ z=re", c<r<o

parametrik olarak ifade edilebilir.

Teorem 2.10 (Apostol 1985) 0 < x < 1 i¢in

1 s—1,xz
I(s,x) —/Z © 4z

i) 1—e
c
ile tanymlanan fonksiyon s degiskenine gore bir tam fonksiyondur. Ayrica, o > 1 ise
C(wa) = F(l o S>[(S?$)
dar.

15



o > 1 igin gecerli olan
g(S,ﬂf) = F(l _S)I(S7I)

esitliginde I" (1 — s) ile I (s,x) fonksiyonlar: her s igin anlamhdir. Dolayisiyla, o < 1

i¢in ( (s, ) fonksiyonu bu esitlik yardimu ile, yani
<(57$) = P(l - S)I(wa)

olarak tamimlanabilir.

Teorem 2.11 (Apostol 1985) Yukaridaki sekilde tanvmlanan ¢ (s,z) fonksiyonu s =1

noktasinda rezidiisi 1 olan bir basit kutup haric her s i¢in analitiktir.

k bir negatif olmayan tamsay1 ise ( (—k, ) fonksiyonun degeri kesin olarak hesap-

lanabilir.
C(s,z) =T (1—=3s)I(s,x)
esitliginde s = —k alinirsa
C(=kyz)=T(k+1)I(=k,z)=1(—k,z)k!
dir. Ayrica,

—k—1_ xz
I(~k,z) = Rez (uo)

1 —e®
dir. Bu rezidiiniin hesab1 Bernoulli polinomlari ile ilgilidir. Gergekten, Bernoulli poli-

nomlarinin tirete¢ fonksiyonu kullanilarak

—k—1,2z
[(~k,z) = Rez (u o)

1—e* ’
- 2™
= —Rez (z k=2 Z By, () ﬁ’(])
m=0

_Bk+1 (x)

(k+1)!

bulunur. Buradan
Biy1 ()

—k - _

16



elde edilir. By (x) Bernoulli polinomlar1 £ > 1 igin
By (x4 1) — By, (z) = ka**
fark denklemini saglarlar. Bu fark denkleminden k > 2 i¢in
By = By (0) = By (1)

elde edilir. Dolayisiyla,

By ()
ko) = —
¢ (—h,w) =~
ifadesinde £ > 1 i¢in « = 1 yazlirsa
B
k)= —
C(=k) E+1

bulunur.

Riemann zeta fonksiyonu i¢in Riemann tarafindan verilen integral gésteriminden

esinlenerek Hassen ve Nguyen (Hassen ve Nguyen 2010) N > 1 bir tamsay1 olmak iizere

[eS)
ts+N 2

= dt
gN(S) S+N—1 /et TN1
0

olarak tanmimlanan ve hipergeometrik zeta fonksiyonu olarak adlandirilan fonksiyonu
tanmimlamiglardir. Bu fonksiyon s = 1,0, —1,—2,...,2 — N noktalarindaki N tane ba-
sit kutbu hari¢ tiim karmagik diizlemde analitik devam ettirilebilir ve Riemann zeta

fonksiyonun sagladig 6zelliklere benzer ozellikler gosterir.

Teorem 2.12 (Hassen ve Nguyen 2010) (y (s), {2 — N,3 = N, ..., —1,0, 1} noktalarin-
daki basit kutuplary hari¢ tum karmasik dizlemde bir analitik fonksiyondur ve basit ku-
tuplarindaki rezidileri 2 — N < k < —1 i¢in

Rez (G (5) 1) = (2 — k) (2 N k) B, (V)

dir. Ayrica, 2 — N sayisindan kicuk olan negatif k sayilar: igin

—k—N+1 Blfk (N>

CN (k) = (_1) (1_k)

dir.
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3. BULGULAR

Bu boliimde ilk olarak genellestirilmis potansiyel polinomlar yardimi ile hiper-
geometrik Bernoulli polinomlar: ve sayilar: i¢in kapali formiiller elde edilecektir. Ikinci
olarak, hipergeometrik Bernoulli polinomlariin baz kesin degigkenleri i¢in boliinebilme
ozellikleri incelenecektir. Son olarak, hipergeometrik Hurwitz zeta fonksiyonu tanimlana-
rak bu fonksiyonun temel ozellikleri ile hipergeometrik Bernoulli polinomlar1 arasindaki

bagintilar verilecektir.

3.1. Hipergeometrik Bernoulli Polinomlari icin Baz1 Formiiller

Bu boliimde genellestirilmis potansiyel polinomlari kullanilarak hipergeometrik
Bernoulli polinomlar1 ve sayilari i¢in bazi formiiller elde edilecektir. Bu formiiller ikinci
tip Stirling sayilar ile ilgili olan cesitli sayilar1 icermekte ve klasik durum i¢in benzer

sonuglarin genellegtirmesi olmaktadir.

Bu amag icin yiiksek dereceli hipergeometrik Bernoulli sayilari ve polinomlar:

tanimlarina ihtiyag vardir.

Tanim 3.1 z herhangt bir karmasik degisken olmak uzere yiksek dereceli hipergeometrik

Bernoulli polinomlar: B,gz) (N, x) ile gdsterilir ve

N Z 0o k
vl t
N! xt § B(z) N

(et —Tn_1 (t)) ¢ 0 K ( ’x) k!

turete¢ bagintise ile tanimlanar. x = 0 igin B,(CZ) (N,0) = B,E:Z) (N) yiiksek dereceli hiper-

geometrik Bernoulli sayilar: elde edilir. Dolayisiyla,

v z o0 tk
N! — B(Z) N) —
(et — TN—l (t)) Z k ( ) k!

k=0

dir.

z = 1 igin Blil) (N,z) = By (N,z) ve B,il) (N) = By (N), swrasiyla, hiperge-
ometrik Bernoulli polinomlar: ve sayilaridir. Ayrica, N = 1 i¢in B,(:) (1,z) = B,EZ) (x)

ve B,Ef) (1) = B,Ef), sirasiyla, genellestirilmis Norlund ve Norlund polinomlaridir.

18



Tanim 3.1 ile verilen iirete¢ bagintilar1 yardimi ile asagidaki esitlikleri gostermek

kolaydir:

o)

N}

+

£
—~
=
&

Il
(]~

()55 (v, B, ),

3
IS

E

z k z —-m
BY (N,x+y) = (m>Bfn)(N,fL')y'“ ,

0

3
I

e

zZ4+w k z w
BEY (N, z+y) = (m)Bﬁ,) (N,z) B™ (N,y).

=0

3

(2.8) esitliginde F'(t) = e' — Ty_y (t) alimirsa

(et—TN_l(t))J:<kZNH> :ﬂ%]&‘j’k,j(o,...,o,1,1,1,...)H

(N—1)-tane
bulunur. Dolayisiyla

N N
(e = Tn_1 ()" = J! Z Sn (k, j) Tl
k=

tanimlanirsa

Sy (k,j) = Bp;(0,...,0,1,1,1,...) (3.1)
(N—1)-tane

by (k,j) = Bi;(0,...,0,1,1,1,...) (3.2)
N-tane

elde edilir. N = 1 i¢in bu bagmt1 ikinci tip Stirling sayis1 S (k, j) ve ikinci tip Stirling
sayst ile ilgili olan b (k, j) haline gelir.

Teorem 3.2

e

Bu(N.r) = 3 (=) (VY (33
k—m k hemj (M7 +1 (7 + m)!m! .
)2 (T S G e
ve & '
e = ey (1) sy e )
dir.
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Kanit. Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramalar: boliimtiindeki gosterimler altinda

ootk
F(t) = ' — Tx_; (t) olsun. Bu durumda, F (t) = Z T oldugundan r = N ve f, =1
dir. Ayrica,
Srowh = () =S
k k! et — T_y (1) k!
k=0 k=0
oldugundan F\* (z) = B (N, z) ve F{? = B{”) (N) dir. Dolayisiyla, Teorem 2.8 geregi
i z+m—1
B NH™ 3.5
= (7 ) (v (3.5)
k— :
k Im!
% ( ) km](z—i_m—i_]) .(]+m)m SN(j+m—|—mN,m)
= j+m j (j +m+ mN)!

ve (2.4) esitligi geregi

_ k z24+7—1\[(z+k JL B
_Z ( J )(k—j)(m) (k+Nj)!SN(k+N]’]) (3.6)

Jj=

elde edilir. (3.5) ve (3.6) ifadelerinde z = 1 yazilirsa, sirasiyla, (3.3) ve (3.4) esitlikleri

bulunur. =

Ikinci tip Stirling sayilar1 ve bu sayilarla ilgili olan sayilar arasmdaki

S(nn—k) = zk: <2k71j)b(2k—j,k—j),

b(n, k) = :(—1)1'( )S(n—i,k:—z’)

i=

bagmtilaria (Howard 1982) benzer bagintilar hipergeometrik durum igin de elde edilir.

Teorem 3.3 (3.1) ve (3.2) ile tansmlanan Sy (k,j) ve by (k,j) sayilar:

< iy (k- Nm)! .
Sy (k4+Nm,m) = ]Z:;(N!) (m_j)!(k+Nj)!bN(k+Ny,J),
by (n, ) = (-1)n! Sy (n — Ni, j — 1)

— (N1l (n — Ni)!

i

bagintilarine gergekler.
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Kanit. (2.7) esitligi olan

bagintisinda

olsun. Bu durumda, r = N, f, = 1 ve F, ) — B,gz) (N) yiiksek dereceli hipergeometrik
Bernoulli sayilaridir. (3.1) ve (3.2) esitlikleri geregi Teorem 2.5’deki ikinci baginti
k ,
E—2\ e (k—2\ (k+j)! o
BY (N) = N1y | ———=0bn (k+ N7,
("3 7)s > (17 )il e 85
olarak yazilir. z yerine (—m) yazilirsa
k .
k+m BC™ kE+m\ (k+j) -
=S (N IV (k+ N,
( k > ;0 <k+J)(k+NJ)!N( 79

elde edilir. Onerme 2.3’den
By™ (N) = (N)"

oldugundan

(/{;—;m) (ND™ %SN (k+ Nm,m)
i E+m\ (k+ )
- .O(N') <k:+j)(k;+Nj)!

=

bulunur. Sadelestirmeler ve diizenlemeler yapilirsa ilk baginti elde edilir.

Tkinci bagnti icin j > n ise B, (0,...,0, fu, fri1,-..) = 0 oldugundan
)3 ZanJ ZZ—.' b () Z > W
n=0 = 0 n=0 k= N+1

AN Nk
- (3 HH (e HH
L \k=N+1 k=N
[N 2. ¢k
= eXp _yﬁ:| exp [y < —)]
o k=N
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[e.9]

ol 55 (85) - IS g e
— exp {—y%} f: (i Sy (mj)yj) %

(—1)"y" ,Z(ZSN”J >t_7

En:( ' (Aij,v ,nszN (n—i5)y’ (ntiii)!)

(55

n . th n i i
(;(_1)y(N!)"z!ZSNm_”_Z)y (n—i)!)
EXm

WE

0

3
Il

WE

0

3
Il

NE

0

3
Il

n

(-1’
(ND! il (n —4)!

NE
Mu

Sn (n —i,j — i) yf') otV

0

3
I

j=0 i=0

n j ;
(—=1)'n! AN
<j:0 pan (N!)m(n_NZ-)!SN (n=Ni,j=i)y’ |

NE

3
Il
o

bulunur. y/t" terimlerinin katsayilar1 karsilastirilirsa ikinci bagmti elde edilir. m

3.2. Hipergeometrik Bernoulli Polinomlar: icin Bazi1 Boliinebil-

me Bagintilar:

Bu boliimde hipergeometrik Bernoulli polinomlarinin bazi kesin degerlerine gore

sagladig1 boliinebilme 6zellikleri ele alinacaktir.

Hipergeometrik Bernoulli sayilarinin tanimi olan (2.4) bagintisindan

ve k > 0 icin
k 1
k! m=0 k+N m'm‘ '

veya denk olarak

Ek: (k;N>Bm(N) ~0

m=0
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elde edilir. Gergekten, (2.4) bagmtisindan

tN . = tk
= (' = Tw_1 (t)) Y Bi(N) o
k=0
= Z il Z By (N) Tl
k=N k=0
o0 tk+N o tk
= N) —
kz:: (k+ N)! & e (V) 5
9] k
-3 By (N) (RN
—~ N\ (k+ N —m)!m!

bulunur. ¢V terimlerinin katsayilar1 kargilagtirihirsa B, (N) = 1 ve (3.7) esitligi elde

edilir. Ayrica, (2.3) ile (2.4) bagmtilarindan

By (N,x) = mzk: (Z) B,, (N) 2™ (3.8)

0

elde edilir.

Bu boliimde elde edilecek sonuglar i¢in bazi tanim ve 6nteoremlere ihtiyag vardir.

(k,N)

Tanim 3.4 p bir asal sayr ve k > 0 i¢in p®» , p asalimn By (N) sayisinin paydasing

bolen en biyuk kuvvet: olarak tanimlansin.

Tanim 3.5 p bir asal sayr ve k > 0 icin p**®) | p asalinin n! saysine bélen en biiyiik

kuvveti olsun.

Onteorem 3.6 (Uspensky ve Heaslet 1939) p bir asal sayr ve k > 0 igin
k=ap +---+ap+tay, 0<a; <p

olsun. Bu durumda, |x], x saysinin tam degeri olmak tizere

B [k _ar(pr—1)+ar,1(pr_1—1)+--~+a1(p—1)
Up(k)_,;[p_m]_ p—1

dir.

Bu boliimde elde edilen denklikler agagidaki anlamdadir:
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a
a, b, ¢, d, m tamsayilar ve m > 1 olsun. (b,m) = 1 ise 7 rasyonel sayisina

(mod m) bir tamsay1 denir. % ve g (mod m) tamsayilar ise

(mod m) < m | (ad — bc) < ad = be  (mod m)

Qo

a
b
dir.
Onteorem 3.7 p bir asal sayp, k € Z, k > 0 ve 0 < a; < p i¢in

k=ap +ar1p" '+ +ap+ag, m=a,+--+a+ag

olsun. Bu durumda, t > 1 i¢in

dar.

Kanit. 0 < b; < p icin
t—f-k’:brtr—f-—f—blp—f—bo

olsun. O halde
t=(b—a)t"+--+ (byp—ap)

dir. Buradan,

ve

(by —a)p 4+ (b1 —a1)p+(a, — b)) + -+ (a1 — by)
p—1

oy (4 k) — v, () =
dir. Dolayisiyla, onteoremin kaniti igin
(m—1)t > (a, — b))+ -+ (ag — bp)
esitsizliginin gosterilmesi yeterlidir. ¢ > 1 ve
(ar = bp) + -4 (ag —by) <m —1

oldugundan istenilen elde edilir. m
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Onteorem 3.8 p bir asal sayr, N € Z, N > 0 ve 0 < a; < p i¢in
N:arpT+"'+a1p+a0;m:ar+"'+a1+a0

olsun. Bu durumda X
NEDE

k!

B (N)=0 (mod p)

dir.

Kanit. Onteoremin kanit1 icin ayn varsayimlar altinda

k
ap (N, k) < {m—} — v, (k) (3.9)
p—1
esitsizliginin saglandigini gostermek yeterlidir. £ = 0 i¢in o, (N, k) = 0 ve v, (k) = 0

oldugundan (3.9) ifadesi dogrudur. (3.9) ifadesi 0,1,...,k — 1 igin dogru olsun. (3.7)

esitliginden
[F25]+1 g = 3is [F25]-[32]
p P p p p P P
Bp(N)=— By (N) =———N!
o Pe ) Z:: sl ( )(k+N—s)!
yazilabilir. Tiimevarim adimindan s = 0,1,...,k — 1 i¢in
p[zﬁsl]+1

Bs(N)=0 (mod p)

s!
dir. s =0,1,...,k — 1 i¢in

NEDRED

N!'=0 (mod p)

(k+ N —s)!
oldugunu gostermek icin
mk ms

oldugunu gostermek yeterlidir.

NN =

oldugundan (3.10) esitsizligi yerine

PEZD) 5 i+ N =) — 1 ()

esitsizligini gostermek yeterlidir. Son esitsizlik, Onteorem 3.77de t = k — s ve k = N

alinirsa elde edilir. Bu ise tumevarimi ve onteoremin kamtini tamamlar. =
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Teorem 3.9 p bir asal sayr, N € Z, N > 0 ve 0 < a; < p i¢in
N=ap +--+ap+ta, m=a+ - +a+a

u
olsun. — (mod p) bir tamsay ise
v

NETE

k!

dir.

dir. Bu esitlik

[325)+1 u [325)+ F]-[325] ki
pk! ’f( ")Z : il i(N)p(k;—z)' (5)

dir. 2 (mod p) tamsay1 oldugundan pfv dir. k —i =bp' + -+ bip+by, 0 < b; <p
v
olsun. Onteorem 3.6 geregi

(k—1d)—(by+ -+ by)

v, (k—1) = P

ve

m(k—i) 2 (k—1i) — (b + -+ bo)

S e o

dir. Bu ise ispat1 tamamlar. m

oldugundan

Teorem 3.10 p bir asal sayr, N € Z, N >0 ve 0 < a; < p i¢in

N=ap +:--+ap+ta, m=a+ - +a +a
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18€

dir.
Kanit. Teoremdeki bagint1 Teorem 3.9'un kanitindaki benzer adimlarla tamam-

lanabilir. Gergekten, (3.8) esitliginden x = — igin
p

T A e 1o
LB (N~ ) =Y B ()
k! P — 7!

mi]

Zp[pl]_[p—l
(k —

0)!

yazilabilir. Onteorem 3.8’den elde edilen

B;(N)=0 (mod p)

ile (3.11) esitligi kullanihirsa 4 > 1 igin p* = 0 (mod p) oldugundan istenilen bagmnt

elde edilir. m

3.3. Hipergeometrik Hurwitz Zeta Fonksiyonu

Bu boliimde Hassen ve Nguyen (Hassen ve Nguyen 2010) tarafindan tammlanan

hipergeometrik zeta fonksiyonunun bir genellestirmesi tanimlanarak bazi ozellikleri in-
celenecektir.

Tanim 3.11 0 < x < 1 reel sayse i¢in (n (s,x) fonksiyonu

o0

ts+N 2 —:vt
dt (3.12)

CN(S’$): 5+N—1 /1 Ty_1(t)e?
0

esitligi ile tanimlansin.
Teorem 3.12 o0 = Re(s) > 1 i¢in (y (s, x) mutlak yakinsaktor.

Kanit. K > 0 sayist her t > K icin



olacak gekilde secilsin. Bu durumda, her t > K i¢in
o — Tn_y (t) = e175)!

veya denk olarak

1-— TN,1 (t) e*t =e 2

dir. Dolaysiyla, (3.12) esitliginden

1 [ X fsHN—=2 —at feAN-2 o
w0l S RGN o) / =Ty (et dt+/‘1—TN e | Y
1 [ K psHN=-2,(1-2)t [N
T (s + N -1 0/ o~ Tna () dt+/‘1_TN1 at
1 Kta-i-N 2,(1-2)
IT(s+ N —1)] / dt+/t"+N2€2dt
0 K
1 T 9\ otN-1 *
= TN (N!)/t0—2e(1_x)tdt+ (5) /ua—i—N—Qe_udu
L 0 TZ
[ — ot o+N-1
|P(S+§V—1>| (N!)%+<§> F(U+N—1>] < o0

elde edilir. m

(n (s,x) fonksiyonu o = 1 dogrusunun sol tarafina genigletilebilir. Bunun igin
Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramalar1 boliimiinde verilen C' konturu kullanilabilir.

Hatirlamak gerekirse C' konturu negatif reel eksen etrafinda olusturulan ve

C; : z=re™ c<r<oo
Cy z:cele,—ﬂ<9<7r
Cy : z=re™, c<r<o

parametrik olarak ifade edilen C, C5, C3 konturlarinin toplami olan konturdur. Bu
bolimde, e* — Ty_; (2) ifadesinin sifirlarini ¢aligmanin zorlugundan kaginmak igin ¢
yarigapi, orijin merkezli ¢ yarigapl ¢emberin iginde e* — Ty_; (z) ifadesinin sadece z = 0

sifir1 yer alacak sekilde yeteri kadar kiigiik secilen bir pozitif say1 olarak kabul edilecektir.
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Teorem 3.13 C' yukarida tanvmlanan kontur olmak tizere 0 < x < 1 i¢in

1 Zs-l—N—QGa:z
I S d
N (5,7) 27ri/1—TN_1(—z)eZ :
C

olarak tanimlanan fonksiyon s degiskenine gore bir tam fonksiyondur. Ayrica, o > 2—N
cin
(v (s,2) =T (1= (s+N—-1))In(s,2)

dir.

Kanit. Integral icindeki ifade s degiskenine gore bir tam fonksiyon oldugundan
herhangi bir kompakt |s| < M yuvar tizerinde C; ve C3 lizerinden alinan integrallerin
diizgiin yakinsak oldugunu gostermek Iy (s,z) fonksiyonunun s degigkenine gore bir
tam fonksiyon oldugunu kanitlamaya denktir. C; konturu tizerinde r > 1 ve t = Im (s)

i¢in |s| < M oldugundan

’ZS+N_2’ — 7,,0'+N—267rt < TM+N—2e7rM

dir.Benzer gekilde C'5 konturu tizerinde r» > 1 igin

|ZS+N_2} _ TU+N—28—7rt < TM+N—2€—7rM

dir. O halde, C'; veya ('3 konturu tizerinde

Zs—l—N—QeazZ
1-— TN,1 (—Z) e?

7,,M—‘,—N—Q 7rMe—x'r TM—&—N—Z ﬂMe(l—m)r

e e
< <
‘1 — TN,1 (7’) e*T] e’ — TN,1 (’l")

N

r
dir. Her r sayistigin " —Tn_q (1) > NI oldugundan integrant ArM—2e(1-=

)" ile sinirhdir.
Burada A, M ile N sabitine bagl olan ancak r sayisina bagh olmayan bir sabittir. ¢ > 0

icin
oo

/ TM_2e(1_x)Td’l”

C

integrali yakinsak oldugundan C} ile Cj tizerinden alman integraller |s| < M iizerinde
diizglin yakinsaktir. |s| < M herhangi bir kompakt yuvar oldugundan Iy (s,z), s

degiskenine gore bir tam fonksiyondur.

29



Teorem ifadesindeki ikinci esitlik i¢in

eZDZ

1-— TN—l (—Z) e

2mily (s,2) = /+/+/ 2N 200 (2,2) d2

C1 Co C3

gn (:L‘,Z) =

olmak tizere

yazilsin. C ile C3 konturlar tizerinde

oy (2.2) =

(=r)er
dir. C konturu iizerinde z = cel?, —7 < 6 < 7 oldugundan

2mily (s,2) = /TS+N_2e_“i(S+N_1)gN (x,—r)dr

oo
™

+i/Cs+N—2e(s+N—2)ieceiegN <$’Ceie) a6

—Tr

o0

+ / rs+N—267ri(s+N—1)gN (QZ', —T) dr

C
o0

= 2isin(7[s+ N —1]) /THNZQN (z,—r)dr

C
T

+iCS+N_1 /e(s—i—N—l)iGgN ({E,Ceie) de

bulunur. Sadelik i¢in

o0 T
J](\}) (s,c,z) = /TS+N_2gN (z, —r)dr, J](\?) (s,c,z) =TV /e(S+N_1)iegN (x,ceie) do

-7

olsun. O halde,

1
mly (s,xz) =sin (7 [s + N — 1)) J](\}) (s,c,) + §JJ(\?) (s,c,x)

dir. Simdi, ¢ — 0 icin sag taraftaki ifadeler hesaplanacaktir. Ilk olarak, Tamm 3.11

geregi

i s+N 2 eI
llr%J(l) S, ¢, 1) /1 T _TdT:F(3+N—1)§N(s,m)
0
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dir. Diger ifade i¢in gy (z, z) fonksiyonu |z| < 27 yuvarinda z = 0 noktasindaki basit
kutbu harig bir analitik fonksiyondur. O halde, zgy (z, 2), |2| < 27 yuvarinda ana-
litik fonksiyondur ve dolayisiyla simirhdir. B bir sabit ve |z| = ¢ < 27 olmak iizere

A
lgn (x, 2)] < B olsun. Buradan,
z

™
A

/ete_de < Befr|t|ca+N72
C

—Tr

CU+N—1

2

1
5 ‘J](\?) (S,C,l')‘ <

bulunur. ¢ > 2 — N ise ¢ — 0 i¢in J](\?) (s,c,z) — 0 elde edilir. Dolayisiyla,
iy (s,z) =sin(n[s+ N —-1)I'(s+ N —1){n (s, 2)

bulunur.
T

F(S+N—1)F(1_(S+N_1)):sin(?T[S+N_1])

oldugundan istenilen baginti elde edilir. m

o > 2 — N igin gegerli olan
(nv(s,z)=T(1—=(s+N—=1))Iyn(s,z)

esitliginde Iy (s,z) veI' (1 — (s + N — 1)) her karmagik s degeri igin anlamhdir. Dolayisiyla,

bu esitlik (x (s, ) fonksiyonunun o < 2 — N igin tammlanmasinda kullanilabilir.

Tanim 3.14 0 <2 — N ise {y (s,x) fonksiyonu
CN(Sw/E) :P(l - (S+N— 1))]1\7(8,1’)

olarak tamimlansin.
Bu tanim (y (s, ) fonksiyonunun tiim s-diizlemine analitik devamini saglar.

Teorem 3.15 Tamwm 3.1/ ile tanimlanan (y (s, x) fonksiyonu 2 — N < k < 1 olmak
tizere rezidileri (2 — k) (;jk) By (N,1—x) olan s = k noktalarindaki basit kutuplar

hari¢ her s i¢in bir analitik fonksiyondur.
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Kanit. I'(1 — (s + N — 1)) fonksiyonunun sadece s = 2 — N,3 — N, ... nokta-
larinda basit kutuplar: vardir. (y (s,z) s = 2,3,... noktalarinda analitik oldugundan
(n (s,x) fonksiyonunun olasi kutuplarn 2 — N < k < 1 olmak iizere s = k nokta-
larindadir. s = k i¢in Iy (s, z) fonksiyonunun kontur integral gosterimindeki integrant
(' ile C3 konturlar iizerinde ayni degerleri aldigindan bu konturlar tizerinden alinan

integraller sadelegir ve geriye

1 Zk—l—N—Qe:cz
Iy (k = — d
v (k) 2m/1-TN1(—z)ez ‘
Cy

kalir. (2.3) esitligi kullamlarak Rezidii Teoremi geregi

1 szerZexz
In (K = — d
v (k) 27ri/1—TN_1 ESr
Co

1 Zk+N—2e(a:—1)z
= — / dz
21 ) e —Tn_1(—2)

Co

()Y / AL
e % —Ty_1(—2) 2%k

2mi
Cy

(-1 N (=)™ B, (N, 1 —z)z™\ dz
B 2mi / (Z m! ) 22—k
Cy Nm=0

(=) NIB L (N, 1 — )
(1—k)!

elde edilir. s = k£ noktalarindaki rezidiiler

lim (s — k) {y (s, 2)

s—k

limitinin sonucudur.

lim (s —k)({y(s,2) = lim(s—k) (1 —=(s+N—1))Iy(s,2)

s—k s—k
_1)2N-k
o Nl
(—1)> N F ()N NIB L, (N1 —2)
(2— N —k)! (1—k)!

- (2-k) (2]1[]{:)31—/% (N,1—x)

bulunur. Bu ise (y (s, ) fonksiyonunun s = k noktalarinda verilen rezidiileri ile basit

kutuplar1 oldugunu gosterir. m

32



Bu béliimde son olarak (y (s, x) fonksiyonunun bir Dirichlet serisi cinsinden ifadesi

verilecektir.

Onteorem 3.16 o > 1 1cin

1 [e.e]
N - - tS+N—2 T _ t k —($+k)tdt
fk’( 787x) F(S—I—N—l)/ [N1<)]e
0
olmak uzere
= Z fr (N, s,x)
k=0
dir.
Kanit.
G _ psHN-2,-at i T k okt
1-— TN_1 (t) et om0 N= 1
oldugundan Tanim 3.11 geregi
1 % terNerf:vt
= dt
i) = FerNoD / 1—Tn(t)e !
0
1 i <
— tS+N_2 —xt T L (t k —ktdt
F(s+N—1)/ e 2 [Tva ()
s k=0
ts+N—2€—:ct
elde edilir. Teorem 3.13’tin kanitindan integrantinin siirl oldugu bilin-
1-— TN,1 (t) et

mektedir. Sag taraftaki integral Lebesgue integrali olarak diigiiniiliirse Lebesgue Yakin-

saklik Teoremi (Titchmarsh 1952) geregi toplam ile integralin yeri degistirilebilir. Bu

durumda,
00 1 e - .
(n(s,z) = Z m+—M/tS+N 2 [Ty (1)) e~ @Rty
k=0

0
= ka (N,S,.’L')
k=0

elde edilir. m
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Teorem 3.17 o > 1 i¢in

k(N—1)
a; (N, k)
uy (k,s,z) = S s+ N—1).,
N1 E o g(N-1)
[Ty () = ( _;) = ar (N, k)¢
=0 1=0
olmak tzere
pun (k, s, x)
$,x) = =
Dirichlet serisi gosterimi vardar.
Kanit. Onteorem 3.16’dan
CN (Sax) = ka (N,S,CE)
k=0
oldugundan
CN(va) - ka (N,S,l’)
k=0
- 1 S — — (T
= Lipanon /) T I @ e

o 1 1 RN ts+l+N—2 .
= ar (N, k) — | e7'dt
;F(erN—l) (k+:c)5+N_10/ 3 )(k+x)l

00 k(N-1) oo
_ Z 1 1 a (va)/ts+l+N26tdt
LGN T\ & )
k

)T(s+N+1-1)

- io: 1 aj (Na
—(k+a)™N T & (k+a) Ts+N-1)
o0 k(N-1)
1 ay (N, k)
= s+n—1
kz:% (k+ )5+N—1 ( = (k—f—l'l < >k
_ G uN (k?,S,I)
e (l{?—|—l’)8+N 1

elde edilir. m
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4. SONUQ

Bu ¢alisma kapsaminda hipergeometrik Bernoulli sayilar1 ve polinomlar: herhangi
bir dereceye genisletilerek onlar i¢in kapali formiiller elde edilmistir. Ayrica, bazi 6zel
degerleri i¢in hipergeometrik Bernoulli polinomlarinin boliinebilme 6zellikleri incelenmis-
tir. Son olarak hipergeometrik Hurwitz zeta fonksiyonu tanmimlanarak bazi analitik 6zel-
likleri ve tamsayilarda aldigi degerler hipergeometrik Bernoulli polinomlari cinsinden

verilmistir.

35



KAYNAKLAR

APOSTOL, T. M. 1985. Introduction to Analytic Number Theory. Undergraduate Texts
in Mathematics, Springer-Verlag, New York, 338 sayfa.

CENKCI, M. A symmetric relation for the generalized potential polynomials and its
applications. Utilitas Math., yayina kabul edildi.

CENKCI, M. 2009. An explicit formula for generalized potential polynomials and its
applications. Discrete Math., 309, 1498-1510.

CENKCI, M., HOWARD, F.T. 2007. Notes on degenerate numbers, Discrete Math.,
307, 2359-2375.

COMTET, L. 1974. Advanced Combinatorics, Riedel, Dordrech, Boston, 343 sayfa.

DILCHER, K. 2002. Bernoulli numbers and confluent hypergeometric functions. In
Number Theory for the Millennium, I (Urbana, IL, 2000) eds. B. Berndt et al.
(A.K.Peters, Natrick, MA, 2002), pp. 343-363.

EDWARDS, H.M. 1974. Riemann’s Zeta Function, Pure and Applied Mathematics

Series, Academic Press, 315 sayfa.

HASSEN, A., NGUYEN, H.D. 2008. Hypergeometric Bernoulli polynomials and Appell
sequences, Int. J. Number Theory, 4, T67-774.

HASSEN, A., NGUYEN, H.D. 2010. Hypergeometric zeta functions, Int. J. Number
Theory, 6, 99-126.

HOWARD, F.T. 1967a. A sequence of numbers related to the exponential function,
Duke Math. J., 34, 599-616.

HOWARD, F.T. 1967b. Some sequences of rational numbers related to the exponential
function, Duke Math. J., 34, 701-716.

HOWARD, F.T. 1977. Numbers generated by the reciprocal of e —x—1, Math. Comput.,
31, 581-598.

36



HOWARD, F.T. 1982. A theorem relating potential and Bell polynomials, Discrete
Math., 39, 129-143.

MARSDEN, J.E., HOFFMAN, M.J. 1999. Basic Complex Analysis, 3rd Ed., W.H.Freemann,
New York, 516 sayfa.

NORLUND, N. 1954. Vorlesungen iiber Differenzenrechnung, Chelsea, New York, 551

sayfa.

RAINVILLE, E.D. 1960. Special Functions, The Macmillan Company, New York, 365

sayfa.

RIORDAN J. 1958. An Introduction to Combinatorial Analysis, Willey, New York, 244

sayfa.
TITCHMARSH E.C. 1952. The Theory of Function, Oxford University Press, 454 sayfa.

TITCHMARSH E.C. 1967. The Theory of the Riemann Zeta Function, Oxford Univer-
sity Press, 104 sayfa.

USPENSKY, J.V., HEASLET, M.A. 1939. Elementary Number Theory, MacGraw-Hill
Book Company, New York, 484 sayfa.

37



OZGECMIS

Rukiye Nergiz Sen, 1988 yilinda Konya'da dogdu. Liseyi Konya Meram Fen Li-
sesi'nde tamamladi. 2005 yilinda girdigi Akdeniz Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Boltiimiinden 2009 yilinda Matematik¢i olarak mezun oldu. Eylil 2009’da
Akdeniz Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali’'nda Yiiksek

Lisans 6grenimine bagladi.



