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OZET

SINIRLI DAGILIMLI ORGULER, PRIESTLEY UZAYLARI VE ONLARIN
ARASINDAKI DUAL KATEGORIK DENKLIKLER

Kenan AYKUR

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damsman: Prof. Dr. Mustafa DEMIRCI

Ocak 2020; 81 sayfa

Bu tez calismasinda, kategori teorisi baz alinarak agirlikli olarak iki konu iizerinde
durulmustur. Bu konular "Priestley Dualitesi" ve "Priestley Dualitesinin Bir Geniglemesi"
bagliklar1 altinda ele alinmigtir.

Priestley dualitesi, sinirli ve dagiliml orgiilerin kategorisi ile Priestley uzaylarinin ka-
tegorisinin denk kategoriler oldugunu ifade eder. Bunu yaparken denk izle¢ (equivalence
functor) denilen bir cesit kategorik fonksiyonlardan yararlanilmistir. Bu izlegler tez ige-
risinde agikca ifade edilmistir. Bu sekilde; Stone cebirleri, Kleene cebirleri, Ockham ce-
birleri, De Morgan cebirleri, Wajsberg cebirleri gibi bir cok alanda matematige katki sag-
ladi81 goriilen orgii teorisinin gelistirilmesine katki saglanmasi amaglanmistir. Bu alanda
ozellikle 1970’11 yillarin baslarinda Hilary Priestley’in yaptig1 calismalar oldukga iinlii-
diir.

Priestley Dualitesinin Bir Genigslemesi baglig1 altinda ise aslinda Priestley dualitesi-
nin bir genellemesi ayn1 yontemle formiiliize edilmistir. Bu genellemeyi vermemizin se-
bebi; Priestley dualitesinin ¢ok fazla kosul icermesidir. Ciinkii matematikte boyle yapilar
her zaman bulunamayabilir. Bunu yaparken de 6rgii homomorfizmlerini bitisme koruyan
fonksiyonlar ve siirekli ve sira-korur fonksiyonlari ise Priestley bagintilar1 olarak genis-
lettik. Bu genellemeyi vermemizin tek sebebi Priestley dualitesinin yapist degildir. Bu
dualiteden yararlanilarak, Halmos-Wright dualitesi denilen, Boole cebirlerinin bir genis-
letilmig kategorisi icin bir dualite formiiliize edilmistir.

Ayrica, Boole cebirlerinin kategorisi ile Stone uzaylariin kategorisi arasinda bir dual
denklik ifade eden meshur Stone dualitesi, Priestley dualitesinin bir sonucu olarak elde

edilmistir.
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ABSTRACT

BOUNDED DISTRIBUTIVE LATTICES, PRIESTLEY SPACES AND DUAL
CATEGORICAL EQUIVALENCES BETWEEN THEM

Kenan AYKUR

MSc Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Prof. Dr. Mustafa DEMIRCI
January 2020; 81 pages

In this thesis, two main topics are emphasized based on category theory. These is-
sues are discussed under the sections "Priestley Duality" and "An Extension of Priestley
Duality".

Priestley duality states that the category of bounded and distributive lattices and the
category of Priestley spaces are equivalent categories. To show this, a pair of categorical
functions called equivalence functors are used. These functors are clearly expressed in
the thesis. In this way, in many areas, such as Stone algebras, Kleene algebras, Ockham
algebras, De Morgan algebras, Wajsberg algebras; contributing to the development of
the theory of lattice theory is intended to contribute to mathematics. The work of Hilary
Priestley, especially in the early 1970s, is well known in this field.

In the section of "An Extension of Priestley Duality" a generalization of Priestley du-
ality is formulated in the same way. The aim of this generalization is that, Priestley duality
involves too many conditions. Because in mathematics, such structures may not always be
found. In doing so, we have extended the lattice homomorphisms to join-homomorpisms
and the continuous and order-preserving functions to Priestley relations. The structure of
Priestley duality is not the only reason to give this generalisation. By making use of this
duality, a duality for an extended category of Boolean algebras, the so-called Halmos-
Wright duality, has been formulated.

In addition, the renowned Stone duality, that is stating a dual equivalence between the
category of Boolean algebras and the category of Stone spaces, is obtained as a consequ-

ence of Priestley duality.
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1. GIRIS

Giiniimiizde modern bilgisayarlarin temelini olusturan ve Boole Cebirleri olarak bi-
linen cebirsel yapilar ilk kez George Boole tarafindan 1800’1i yillarda gelistirildi (Boole
1854). Daha sonra Marshall Harvey Stone 1930’larin ikinci yarisinda, Boole cebirlerinin,
giinlimiizde Stone uzaylar1 (Johnstone 1986) olarak bilinen kompakt, Hausdorff ve sifir
boyutlu topolojik uzaylar olarak gosterilebildigini kanitladi (Stone 1936). Bununla bir-
likte Kategori Teorisi’nin (Adamek vd. 1990; Lane 1971; Awodey 2010) gelistirilmesi,
matematikcilerin Boole cebirlerine topolojik yapilar goziiyle bakabilmesini sagladi. Nite-
kim objeleri Boole cebirleri ve morfizmleri Boole homomorfizmleri olan BA kategorisi
ile, objeleri Stone uzaylari ve morfizmleri siirekli fonksiyonlar olan Stone kategorisi
arasinda dual denklik denilen yakin bir iligki bulmak miimkiindiir. Giincel literatiirde bu
denklige "Stone Dualitesi" (Erne 2004; Stone 1936) adi verilir. Stone dualitesi, bagta man-
tik (Clark ve Davey 1998; Halmos 1955; Sambin ve Vaccaro 1988), topoloji (Erne 2004;
Gehrke 2016; Johnstone 1986; Sambin ve Vaccaro 1988), cebir (Clark ve Davey 1998),
bilgisayar bilimleri (Abramsky ve Jung 1994; Gehrke 2009; Pratt 1995) ve otomasyon
teorisi (Gehrke 2009; Gehrke 2016) olmak iizere bir ¢cok alanda genis uygulamalara sa-
hiptir. Bu tezin amaglarindan biri objeleri Boole cebirleri fakat morfizmleri bitisme koru-
yan fonksiyonlar olan JBA kategorisi ile, yine objeleri Stone uzaylar1 fakat morfizmleri,
Boole bagintilar1 (Halmos 1955) olan RStone kategorisi arasinda bir dual denklik ingaa
etmektir. 4.5. Kisimda bu problem iizerinde durulmustur.

Bu tezde Boole cebirleri, cebirsel yapilar olmaktan ziyade, kismi sirali kiimelerden
yararlanilarak ele alinmistir. Aslinda Boole cebirlerinin bir genislemesi olarak tanimla-
nan dagilimli 6rgiilerin, matematige; Stone cebirleri, Kleene cebirleri, Ockham cebirleri,
De Morgan cebirleri, Wajsberg cebirleri gibi sayisiz alanda katki sagladig1 goriilmiistiir
(Adams ve Priestley 1987; Cornish ve Fowler 1977; Martinez 1988; Stone 1936). Bu
baglamda Hillary Priestley 1970’lerin baglarinda sinirli ve dagilimli 6rgiilerin, Priestley
uzaylar1 denilen bazi kismi sirali Stone topolojileri olarak gosterilebilecegini kanitladi
(Priestley 1970; Priestley 1972). Priestley, bu bulusuyla dagilimli orgiilere alternatif bir
bakis kazandirmigti. Kategorik olarak ifade edecek olursak; objeleri sinirli ve dagilimli

Orgiiler ve morfizmleri 6rgii homomorfizmleri olan BDL kategorisi ile, objeleri Priest-
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ley uzaylar1 ve morfizmleri siirekli ve sira-korur fonksiyonlar olan PRS kategorisi dual
olarak denk kategorilerdir. Bu dual denklik giincel literatiirde "Priestley Dualitesi" olarak
adlandirild1 (Davey ve Priestley 1990; Farley 1996). Priestley dualitesi baz alinarak sa-
dece sinirh ve dagilimh orgiiler icin degil, yar1 orgiiler i¢in de kurulan dualite ¢aligmalari
mevcuttur (Bezhanishvili ve Jansana 2008;Bezhanishvili ve Jansana 2011; Hansoul ve
Poussart 2008).

Literatiirde Priestley dualitesini konu edinen herhangi bir Tiirk¢ce kaynak bulunma-
maktadir. Bu eksikligi gidermek ve gelecek calismalara zemin olusturmak i¢in Priestley
dualitesi, dual denklik denilen bagka bir boyutuyla 4.1. Kisimda ele alinmisgtir.

Priestley dualitesi; 6rgii homomorfizmleri, siirekli fonksiyonlar ve sira-korur fonksi-
yonlar gibi bir ¢cok 6zelligi bir arada bulunduran matematiksel yapilardan yararlanilarak
elde edilir. Bu gibi kavramlar1 bulunduran matematiksel yapilar her zaman bulunamayabi-
lir. Bu eksiklik bazi calismalarda konu edindi (Cignoli vd. 1991). Tez icerisinde bu konu
farkli bir boyutuyla ele alinmistir. Objeleri yine simirli ve dagilimli orgiiler, ancak mor-
fizmleri 6rgii homomorfizmlerine oranla daha az kosul gerektiren bitisme koruyan fonk-
siyonlar (Bezhanishvili ve Jansana 2008; Cignoli 1991) olan JBDL kategorisi ile, obje-
leri Priestley uzaylari, fakat morfizmleri Priestley bagintilar1 (Cignoli 1991) olan PREL
kategorisi dual olarak denk kategorilerdir. Burada 6zellikle PREL kategorisinin gercek-
ten bir kategori belirttigi baglt bagina bir problemdir. Bu yiizden 4.2. Kisimda ekseriyetle
bu problem ele alinmistir. Ardindan 4.3. Kisimda, yukarida bahsedilen JBDL ile PREL
kategorilerinin dual olarak denk olduklar1 gosterilmis ve bu dual denkligi veren funktorlar
acikca verilmistir.

Bulgular ve Tartisma boliimiine hazirlik olarak; 2.1. Kisimda bagintilar, 6rgiiler ve
Boole cebirlerinin tanimi ve bazi 6zellikleri verilmigtir. Tez igerisinde ¢okca atifta bu-
lunulan filtre, ideal ve asal filtre gibi baz1 temel kavramlar bu boliimde mevcuttur. 2.2.
Kisimda; tez icerisinde kullanilacak metoda uygun olarak kategori teorisinin temel bazi
ozelliklerinden soz edilmigtir. "Materyal ve Metot" baglig1 altinda ise baz1 topolojik kav-
ramlar tantmlanmisg; bunlarin sinirli, dagilimh 6rgiiler ve Priestley uzaylar ile iligkisi ele

alimustir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Bagmtilar, Orgiiler ve Boole Cebirleri

Tanim 2.1. X, Y ve Z birer kiime olsun.

(1) X X Y nin her alt kiimesine X den'Y ye bir baginti denir.

(2) R, X ten'Y ye bir baginti ve A C X olmak iizere

R(A)={yeY|(Bxe A, (z,y) € R}

kiimesine A min R altindaki goriintii kiimesi denir (Cignoli vd. 1991).

) x € X olmak iizere

R({z})={yeY|(z,y) € R}
kiimesine x in R altindaki degeri denir (Cignoli vd. 1991).
@) Y den X e tammli
R'={(y,z)eY x X | (2,9) € R}
bagintisina R nin ters bagintist denir.

(5) B CY olmak iizere

RY'B)={zeX|(3yeB), (z,y) € R}
={ze X|R({z})N B # 0}

kiimesine B nin R altindaki ters goriintiisii denir.

(6) y €Y olmak iizere

R ({y}) ={z € X | (z,y) € R}

kiimesine y nin R™' altindaki degeri denir.

(7) R, X den'Y ye bir bagintive S, Y den Z ye bir baginti olmak iizere X den Z ye
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tamml
SoR={(r,2) e XxZ|(3yeY), (z,y) € Rve (y,z) € S}
bagintisina R ile S nin bileske bagntisi denir.

Uyan 2.1. X ve Y birer kiime ve R, X den Y ye bir baginti olmak iizere, (r,y) € R
olmasi, genellikle xRy ile gosterilir. Ayrica verilen v € X ve y € Y elemanlart icin
R ({z}) ve R™* ({y}) kiimeleri, cogu zaman sirayla R (z) ve R~ (y) ile gosterilecektir.
Kolayca goriilebilecegi iizere e§er A C B C X ise R(A) C R(B) C Y olur. X den X

e tamml bir baginti kisaca "X iizerinde bir baginti" olarak okunur.

Tanim 2.2. L bir kiime ve <, L iizerinde bir baginti olsun. Eger < bagintist asagidaki ko-
sullart sagliyora, bu bagintiya L iizerinde bir kismi swralama bagintisi ve (L, <) ikilisine

bir kismi sirall kiime denir (Birkhoff 1948).

(i) Vz € Licin x < z dir (Yansima Ozelligi),

(i) Vo,y € Licinx < yvey < zise x = y dir (Ters Simetri Ozelligi),
(iii) Vo,y,z € Licinx <yvey < zise xz < z dir (Gecisme Ozelligi).

Bir (L, <) kismi sirali kiimesinde kesin siralama bagintisi olarak bilinen < bagintist

r <y<= x < yvex #yile tanimlanir.

Tanim 2.3. (L, <) bir kismi sirali kiime ve A C L olsun.

(i) Vz € Aicin v < u olacak sekilde bir v € L varsa, u ya A min bir iist stnurt denir.
(i) Vo € Aicinl < x olacak sekilde bir | € L varsa, | ye A nin bir alt sinur denir.

(iii) Vx € Aicin x < u olacak sekilde bir u € A varsa, u ya A min en biiyiik eleman:

denir.

(iv) Vo € Aicin | < x olacak sekilde bir | € A varsa, | ye A min en kiiciik eleman:

denir.

Bir (L, <) kismi sirali kiimesi ve A C L verildiginde, eger A nin en kiiciik veya en
biiyiik elemani varsa, bunlar simetri 6zelligi geregi tekdir. Bu tez kapsaminda en kiiciik

ve en biiyiik elemanlar sirayla 1 ve T ile gosterilecektir.

4
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Tanim 2.4. (L, <) bir kismi siralr kiime ve A C L olsun.

(1) Eger herhangi x,y € Licinx € Avex < yikeny € A oluyorsa, A ya yukari kiime

denir.

(2) Eger herhangi x,y € Licinx € Avey < x ikeny € A oluyorsa, A ya agag kiime
denir (Davey ve Priestley 1990).

Tanm 2.5. Bir (L, <) kismi sirali kiimesi verilsin. Eger L nin hem en kiiciik hem de en

biiyiik elemant varsa, (L, <) ye stnirlidir denir (Davey ve Priestley 1990).

Tanmm 2.6. (L, <) bir kismi sirali kiime ve X C L olsun. Asagidaki kosullar: saglayan

bir a € L ye X in en kiiciik iist stmiridir denir ve sup X = a yazilir.

(i) Vo € X icin x < a dir.

(ii) X in her b iist sumirticin a < b dir.

Benzer sekilde asagidaki kosullar: saglayan bir ¢ € L elemanina X in en biiyiik alt

stmiridwr denir ve int X = c yazilir.
(i) Vx € X icin c < x dir.
(i) X in her b alt st igcin b < c dir.

Bir kismi sirali (L, <) kiimesi verildigi zaman, herhangi bir X C L i¢in sup X (veya

inf X') varsa bu 6ge tektir.

Tanm 2.7. (L, <) bir kismi surali kiime olsun. EgerNxz,y € Liginsup {x,y} veinf {z,y}
varsa (L, <) ye bir orgii (lattice) denir (Birkhoff 1948; Grdtzer 2003).

Bu tez boyunca sup {x, y} yerine x V y ve inf {z, y} yerine z A y gosterimleri kulla-

nilacaktir.

Tanmm 2.8. Eger bir (L, <) drgiisii, Va, b, c € L icin asagidaki iki kosulu sagliyorsa, bu
orgiiye dagulvmh orgii (distributive lattice) denir (Grdtzer 2003; Birkhoff 1948).

M) an(bVe)=(anb)V(aAc),
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(2) av(bAc)=(aVb) A(aVe).

Tanim 2.9. (L, <) bir suurl ve dagilimli érgii olsun. Eger Vx € L icin 32’ € L dyle ki
x A =LvexVva =T

oluyorsa (L, <) ye bir Boole cebiri denir (Halmos 1963; Birkhoff 1948).

Uyan 2.2. (L, <) bir szl ve dagilimly érgii olsun. Kolayca kamitlanabilecegi iizere
Vz € Ligin
x AT = LvexVi' =T

olacak sekilde bir x' € L varsa, bu eleman tekdir. Bu sekilde tanimli x' elemanina x in

tiimleyeni denir.

Ornek 2.1. X bos olmayan bir kiime ve P (X) onun kuvvet kiimesi olsun. Bu durumda
(P (X), <) bir Boole cebiridir. Burada (P (X), C) nin en biiyiik elemami X, en kiiciik
elemani ) ve her A € P (X) i¢in A’ = A° = X \ Adir.

Ornek 2.2. X bos olmayan bir kiime ve
FC(X)={AC X | Asonluveya X \ A sonlu}

olmak iizere (FC (X)), Q) ikilisi bir Boole cebiridir. Burada her A, B € FC (X) igin
AVB=AUB, ANB = ANBve A = X\ Aile tammlidir (Davey ve Priestley 1990).

Tamim 2.10. (L, <) bir érgii ve ) # F C L olsun. Eger her a,b € L icin asagidaki
kosullar saglaniyorsa F ye (L, <) min bir filtresi denir (Davey ve Priestley 1990; Gierz
vd. 1980, Grdtzer 2003).

(F1) aec Fvea<bisebe F,
(F2) a,b € Fiseozamana \Nb € F.

Tamim 2.11. (L, <) bir orgii ve ) # I C L olmak iizere; her a,b € L icin asagidaki
kosullar saglantyorsa I ya (L, <) nin bir ideali denir (Davey ve Priestley 1990; Gierz vd.
1980; Grdtzer 2003).

I1) ae lveb<aisebe ldir,
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(I2) a,be liseaVbeldir

Tanmm 2.12. (L, <) bir orgii ve P, L nin 0z altkiimesi olan bir filtresi olsun. Eger P

filtresi
P) avbe Pikena € Pveyabe P

kosulunu sagliyorsa, P ye (L, <) nin bir asal filtresi denir (Davey ve Priestley 1990;
Gierz vd. 1980; Grditzer 2003).

Sonug 2.1. (L, <) bir sutmurl érgii ve F' onun bir filtresi ise T € F dir.

Ispat (L, <) bir stnirh 6rgii ve F' onun bir filtresi olsun. Her a € F i¢in a < T oldugun-

dan filtre tanim1 geregi T € F olur. U

Onerme 2.1. (B, <) bir Boole cebiri, P ve Q) onun iki farkli asal filtresi olsun. Bu du-
rumda P ¢ Q ve Q ¢ P dir.

Ispat Farzedelim ki P C Q olsun. P # @ oldugundan Q ¢ P dir. Dolayisiyla 3z € Q
oyle ki = ¢ P dir. (B, <) bir Boole cebiri oldugundan 32’ € B dyle ki x A 2’ = L ve
xz V2’ = T dir. (F1) kosulunun bir sonucu olarak T € P oldugundan z V 2’ € P dir.
O halde (P) kosulu geregi x € P veya 2’ € P dir. Burada © ¢ P oldugundan, 2’ € P
olur. O halde varsayim geregi ' € @ olur. (F2) kosuludan | = z A 2’ € @ olur. Burada
1 elemani (B, <) nin en kii¢iik elemani oldugundan Vy € B i¢in L < y ve dolayisiyla
(F1) kosulu geregi y € Q = B C (@ olur. Fakat bu durum () nun B nin bir 6z altkiimesi
olmasiyla celigir. O halde P ¢ () dur. Benzer olarak, ) ¢ P oldugu goriliir. O

Sonug 2.2. (B, <) bir Boole cebiri ve P ile () onun iki asal filtresi olmak iizere; eger
P CQveya C Pise P=Q dur.
Onerme 2.2. (L, <) bir érgii, P onun bir asal filtresi ve ay, as, ..., a, € L olsun.

1. Egera; Vas V...Va, € Pise 3k € {1,2,...,n} dyle ki a;, € P dir.

2. Eger ay,as,...,a, € Pisea; Nas N\ ... Na, € P dir.
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Ispat Sadece 1’inci gerektirme kamtlanacaktir. 2°nci gerektirme 1’inci gerektirmeyle
benzer sekilde kanitlanir.

a1 VasV...Va, € P olsun.

a;VayV..Va,=(aVayV..Va,_1)Va, €P

=aVayV..Va, € Pveyaa, € P

Bu gerektirme her n > 2 icin gegerli oldugundan, a; € P veya as € P veya...veya

a, € P olur ki bu isteneni kanitlar. ]

Bir (L, <) siurh orgiisiinde, hera € Ligin T a = {b € L | a < b} kiimesi (L, <) i¢in
bir filtre ve | @ = {b € L | b < a} kiimesi de (L, <) i¢in bir idealidir. Bunlara sirayla a

nin irettigi temel filtre ve temel ideal denir.

Ornek 2.3. R nin L = [0, 1] kapali alt araligi, R nin bilinen * < " kismi siralama
bagintistyla birlikte bir simirlt ve dagilimly orgiidiiv. Burada Vr,y € L icin x V y =
max {z,y} ve x Ay = min {z, y} ile tamumhidir. Bu yapimin bir Boole cebiri olmadigina
dikkat ediniz. AyricaVx € L\ {1} icin (x, 1] kiimesi ve Yx € L\ {0} igin [z,1] =1 «
kiimesi (L, <) nin birer asal filtresidir. Dolayistyla bu orgiiniin sonsuz sayida asal filtresi

vardur.
Ornek 2.4. Yine R nin L = [0, 1] kapali alt araligin diisiinelim.
M={lz|zelL}

olmak iizere (M, C) ikilisi, bir sinirly ve dagilimli érgii belirtir. Burada her | x,] y € M
icinl xUly=,(xVy velzn|y=1_(xAy) oldugu hemen goriiliir. Ayrica
en biiyiik elemani L ve en kiiciik elemant {0} dir. Bu érgii de bir Boole cebiri degildir.
Ciinkii, L nin 0 # x # 1 kosulunu saglayan herhangi bir x elemani icin | x U | y = L
oldugunday = 1ve | x N | y = {0} oldugunda da y = 0 olur. Demek ki |, x in tiimleyeni
yoktur. Dolayisiyla (M, C) ikilisi asla bir Boole cebiri olamaz. Ayrica¥a € L\ {0} i¢in
P, = {lxeM|a<zx} kiimesi (M,C) nin bir asal filtresi oldugundan bu érgiiniin

sonsuz ¢oklukta asal filtresi vardir.

Uyan 2.3. Onerme 2.1 de herhangi bir Boole cebirinin farkli iki asal filtresinin birbirle-

rini kapsamadiklarint gosterdik. Bunun aksine Boole cebiri olmayan bir sinirli ve dagi-

8
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limly érgiiniin farkly iki asal filtresiden biri, digerini kapsayabilir. Ornegin Ornek 2.3 te
0 <z <uyicin?t zve?y, (L, <) nin farkli iki asal filtresi ve T y C1 x dir. Yine Ornek
241te0 < a < biken P, ve Py, (M, C) nin farkli iki asal filtresi ve P, C P, dur.

Tanim 2.13. (L, <) bir suurl orgii ve A C L olmak iizere, (L, <) nin A y1 kapsayan en
kiiciik filtresine A min iirettigi filtre denir (Grdtzer 2003).

Bir (L, <) sinirh orgiisiinde, bir A altkiimesinin iirettigi filtre; A y1 kapsayan tiim

filtrelerin arakesitidir ve siradaki dnerme yardimiyla daha agik bir sekilde ifade edilebilir.

Onerme 2.3. Bir (L, <) suurly orgiisii ve A C L verilsin. Bu durumda
Fy={zeL|(3{a,as,....a,} CTA), ax Nag A... Na, <z}
kiimesi A min iirettigi filtredir (Grdtzer 2003).

Tanmm 2.14. (L, <) bir suurl orgii ve A C L olmak iizere, (L, <) nin A y1 kapsayan en
kiiciik idealine A nin iirettigi ideal denir (Grdtzer 2003).

Bir (L, <) smirh orgiisiinde, bir A altkiimesinin iirettigi ideal; A y1 kapsayan tiim

ideallerin arakesitidir ve siradaki onerme yardimiyla daha acik bir sekilde ifade edilebilir.

Onerme 2.4. Bir (L, <) suurly orgiisii ve A C L verilsin. Bu durumda
Iy={zxeL|(3{a,a9,...,a,} CA), x<ayVayV..Va,}
kiimesi A min iirettigi idealdir (Grdtzer 2003).

Onteorem 2.1. (L, <) simrly, dagiluml bir orgii, F ve I sirayla (L, <) in birer filtresi
ve ideali olsun. Eger F N I = () ise, o zaman (L, <) nin éyle bir P asal filtresi vardir ki

F C Pve PN I = 0 olur (Griitzer 2003).

2.2. Baz1 Kategorik Kavramlar

Bu béliimde, tez boyunca kullanilacak temel bazi kategorik kavramlar tanitilacak
olup, agirlikli olarak (Adamek vd. 1990; Lane 1971; Awodey 2010) kaynaklar: kullanila-
caktir. Tez icerisindeki kategorik kavramlar1 anlamak i¢in gerekli tiim tanim, dnerme vb.

bu boliimde mevcuttur.
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Cagdas matematik, bircok farkli teoriye ayrilmis ve her biri kendi igerisinde gelismek-
tedir. Bu teorilerden bircogu birbirleriyle yakindan iligkilidir. Kategori teorisinin amaci;
matematikte benzer fikirler iizerine kurulu bu teoriler arasindaki iligkiyi arastirmak ve
saglam temellere oturtmaktir. Bunu yaparken cogu zaman denk funktor (ya da denk izleg)
denilen bir kavramdan yararlanilir.

Ornegin bu tezde konu edindigi gibi, Boole cebirleri denilen cebirsel yapilar ile Stone
topolojileri denilen topolojik yapilar arasinda ¢ok yakin bir iliski kurmak miimkiindiir.
Boylece saglam temellerle birbirlerine baglanan bu teorilerden birinin gelistirilmesi ha-
linde, digerinin de benzer fikirler tizerinde gelistirilebilecegini soyleyebilir.

Unlii matematikgi ve filozof Bertrand Russell, 1901°de o giiniin matematiginin celis-
kisiz olmadigin1 gosteren ve giincel literatiirde "Russel Paradoxu" olarak adlandirilan bir
paradoxu ortaya att1 (Russell 1903). Bunun iizerine, kiimeler teorisine alternatif olarak si-
nif teorisi gelistirildi. Sinif teorisi, kategori teorisi i¢in bir temel olusturur. Sinif teorisine

dair daha fazlasi i¢in bkz. (Eisenberg 1971).
2.2.1. Kategoriler
Tanmm 2.15. Bir A kategorisi (O, hom, id, o) dértliisii olup, asagidakilerden olusur.

1. O, her bir elemanina "A—obje" denilen bir siniftir.

2. A—obje her A, B i¢cin hom (A, B), her bir elemanina "A dan B ye bir A—morfizm"

denilen bir kiimedir ve bu kiime asagidaki (i) kosulunu saglar.
(i) Verilen her A—obje A, B, A' ve B icin
hom (A, B) Nhom (4", B") =0 < (A, B) # (A", B')
dir.

3. A—obje her A igin, "A mn birim morfizmi" olarak adlandirilan bir id 4 € hom (A, A)

vardur.

4. Her f € hom (A, B) ve her g € hom (B,C) igcin "f ile g nin bilegkesi" denilen
go f € hom (A, C) vardir ve asagidaki (ii) ve (iii) kosullar: saglamr.

10
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(ii) Her f € hom (A, B), her g € hom (B, C) ve her h € hom (C, D) i¢in
(hog)of=ho(gof)
esitligi saglanir.

(iii) Her f € hom (A, B) i¢in
idpo f=foidy=f

esitligi saglanir.

A = (O, hom, id, o) bir kategori olmak iizere; O sinifim genellikle Ob (A) ile ve A

nin tim morfizmlerinin sinifint Mor (A) ile gosterecegiz. Dolayisiyla
Mor(A)= [ J hom(A,B)
A,BEOb(A)

esitligi vardir. Ayrica A, B € Ob (A) olmak iizere; f € hom (A, B) olmasi, genellikle
AL B veya f : A — B ile gosterilir. Burada A ya f nin tammm boélgesi (domain),
B ye de f nin deger bolgesi (codomain) denir ve bunlar sirayla dom (f) ve cod (f) ile
gosterilir. Burada dikkat edilecek husus, Tanim 2.15 (i) kosulu geregi A nin her morfiz-
minin bir ve yalniz bir tanim bolgesinin ve deger bolgesinin varligidir. Yine A € Ob (A)
olmak iizere A birim morfizmi A - A, Tamm 2.15 (iii) kosulu uyarinca tekdir.

Asagida bileske islemini bilinen fonksiyon bileskesi olarak ve birim morfizmleri birim

fonksiyonlar olarak kabul eden bazi kategori 6rnekleri verilmistir.
1. Objeleri kiimeler ve morfizimleri fonksiyonlar olan Set sinifi bir kategoridir.

2. Objeleri topolojik uzaylar ve morfizmleri siirekli fonksiyonlar olan Top sinifi bir

kategoridir.

3. Objeleri (X, p) seklinde bir X kiimesi ve X iizerinde bir p bagintisindan olusan,
morfizmleri ise bagintilar1 koruyan fonksiyonlar (yani, (X, p) AN (Y, o) bir mor-
fizmdir < [ : X — Y bir fonksiyon ve Vz, 2’ € X i¢cin xpx’ iken f (z) o f (y))

olan Rel sinifi bir kategoridir.

Tanim 2.16. Herhangi bir A = (Ob (A),homa,id, o) kategorisi verilsin. A katego-
risinin duali (veya karsitt) A°® = (Ob (A),homaer, id, o) seklinde bir kategoridir.
Burada her A, B € Ob (A) ve her A SN B, B % C € Mor (A) i¢in

11
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homper (A, B) = homa (B, A) ve fo g=go f
ile tamimlidrr.

Tanim 2.16 dan da anlagilacagi iizere, verilen bir A kategorisi i¢in f € homaop (A, B)
olmasi f € homa (B, A) olmasina denktir. Bu tez kapsaminda aksi belirtilmedigi siirece
A°P—morfizm A -5 B yi A I Bile gosterecegiz ve buna A —morfizm B L Anin

karsit1 diyecegiz.
Tanim 2.17. A bir kategori ve A L Bbir A —morfizm olsun. Eger
gof=idsve fog=idg
olacak sekilde bir A—morfizm B -+ A varsa, A L Bbir A —izomorfizmdir denir.

Kolayca kamitlanabilecegi iizere, Tanim 2.17 de oldugu gibi verilen A—morfizm B —»

A tekdir. Bu morfizm B f—_1> A ile gosterilir.

Tanmm 2.18. A bir kategorive A, B € Ob (A) olsun. Eger A dan B ye tamumli en az bir

A —izomorfizm varsa, A ile B izomorftur denir ve A=B ile gosterilir.
Ornek 2.5. Set kategorisinin izomorfizmleri bire-bir ve irten fonksiyonlardur.
Ornek 2.6. Top kategorisinin izomorfizmleri homeomorfizmlerdir:

Onerme 2.5. A bir kategori olmak iizere, eger A —~ Bve B = C birer A—izomorfizm

£920€7

ise, o zaman A — C' bir A—izomorfizmdir.

2.2.2. Funktorlar

Tamim 2.19. A ve B birer kategori ve F : A — B, her A—obje A ya karsilik B—obje
F (A) yt ve her A—morfizm A Lo ye karsilik B—morfizm F (A) iy F(A) »n
getiren bir fonksiyon olsun. Eger asagidaki iki kosul saglantyorsa, F ye A dan B ye bir

Junktor denir.

bileske islemi: Bileske islemi, F altinda korunur. Yani her A—morfizm A Ly B ve
B %5 Cicin

Flgof)=F(g)oF(f)
dir.

12
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birim morfizmler: F altinda birim morfizmler korunur. Yani her A—obje A icin
F (ida) = idg(a)
dir.
Asagida bazi funktor ornekleri verilmisgtir.
1. Herhangi bir C kategorisi i¢in
f

idC;C—>C,¢dC(Ai>B):A—>B

seklinde tanimli fonksiyon bir funktordur. Bu fuktora C iizerindeki birim funktor

denir.
2. Set kategorisi iizerinde tanimli
P :Set — Set, P (41 B) =P (4) A P(B), P(f)(X) = [ (X)

ile tanimli fonksiyon bir funktordur. Bu funktora kovaryant kuvvet kiimesi funktoru

denir.

Funktorlar izomorfizmleri korur. Yani; 7 : A — B bir funktor ve A i) A’ bir
A —izomorfizm ise, F (A) ) F (A’) bir B—izomorfizmdir. ¥ : A — Bve G :

B — C birer funktor olmak iizere,  ile G nin bileskesi denilen
GoF:A—C, (GoF) (A SN A’) = G (F(A) T g (F(a))

fonksiyonu bir funktordur. Funktorlar arasindaki bileske islemi birlesme 6zelligine sahip-

tir.
Tanim 2.20. F : A — B bir funktor olsun. Eger
GoF =idave FoG =1idp

olacak gekilde bir G : B — A funktoru varsa, F ye A dan B ye bir izomorfizmdir denir

ve G ye F nin tersidir denir.

Yine kolayca kanitlanabilecegi iizere Tanim 2.20 de oldugu gibi verilen G funktoru

tekdir. Eger bir F funktorunun tersi varsa, bunu F ! ile gosterecegiz.

13
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Tamim 2.21. A ve B iki kategori olmak iizere, eger A dan B ye bir izomorfizm varsa, A

ile B izomorftur denir.

Tanim 2.22. F : A — B bir funktor olmak iizere, her A, B € Ob (A) icin F nin bir
kisitanist olan

Fap : homgp (A, B) — homg (F (A), F (B))

fonksiyonunu goz oniine alalim.

(1) Her A, B € Ob (A) icin Fap fonksiyonu bire-bir ise F funktoruna giivenilir denir.

(2) Her A, B € Ob (A) icin Fp fonksiyonu érten ise F funktoruna dolu denir.

Onerme 2.6. A ve B birer kategori olsun. Bir F : A — B funktorunun bir izomorfizm
olmasi igin gerek ve yeter sart F nin dolu, giivenilir ve objeler iizerinde bire-bir ve orten

olmasidur.

Onerme 2.7. F : A — B ve G : B — C birer dolu ve giivenilir funktor olsun. Bu

durumda G o F : A — C funktoru dolu ve giivenilirdir.

Onerme 2.8. 7 : A — B dolu ve giivenilir bir funktor olmak iizere, her A, A' €
Ob (A) ve her g € homg (F (A), F (A")) icin bir ve yalmz bir f € homa (A, A’) vardir
oyle ki

F(f)=Faa (f) =g (2.1)

esitligi saglamir. Ayrica (2.1) esitligini saglayan A L A nin bir A —izomorfizm olmasi

icin gerek ve yeter sart F (A) =2+ F (A" nin bir B—izomorfizm olmasidur.

2.2.3. Denklikler ve dogal doniisiimler

Tanim 2.23. A ve B birer kategori ve F : A — B bir funktor olsun. Eger B nin her
B objesi icin F (A) =B olacak sekilde A nin en az bir A objesi varsa F ye izomorfizm-

yogundur denir.

Tamim 2.24. A ve B birer kategori ve F : A — B bir funktor olsun. Eger F giivenilir,
dolu ve izomorfizm-yogun ise, o zaman F ye bir denklik denir. Eger A ile B arasinda en

az bir denklik varsa da A ile B kategorileri denk kategorilerdir denir.

14
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Tamm 2.25. A ve B birer kategori olsun. Eger A°P ile B denk oluyorsa, A ile B dual

olarak denktir veya birbirlerine dualdir denir.

Onerme 2.9. F: A — Bve G : B — C birer denklik ise, 0 zaman Go F : A — C
bir denkliktir.

Onerme 2.10. A ve B birer kategori ve F : A — B bir denklik olsun. Bu durumda B
den A ya tanimli bir denklik vardur.

Ispat Keyfi B, B’ € Ob (B) alalim. F bir izomorfizm-yogun oldugundan dyle A, A’ €
Ob (A) vardir ki F (4) =B ve F (A')=B' dir. F (A) =2 B ve F (A') =25 B’ birer

B—izomorfizm ve g € hompg (B, B’) olsun. Bu durumda
€p 0 goep € homp (F (A),F (A))

olur. F funktoru dolu ve giivenilir oldugundan F 44 kisitlama fonksiyonu bire-bir ve
ortendir. Dolayistyla bir ve yalniz bir f € homa (A, A’) vardir dyle ki Fau (f) = e5 o
g o ep dir. Burada f nin varlig1 ve tekligi, Tanim 2.15 (i) kosulu geregi A—obje A ve A’
nin tek tiirlii belirli olmasini garanti eder. Boylece B—obje her B ye karsilik, F (A) =B
kosulunu saglayan A—obje A y1 ve B—morfizm her B —%+ B’ ye karsilik, Fu (f) =
61_3,1 ogoep kosulunu (dolayisiyla e g o Faa (f) oagl = g kosulunu) saglayan A —morfizm
AL y1 getiren B den A ya bir fonksiyon vardir. Bu fonksiyonu G ile gosterelim ve

G nin aslinda bir funktor oldugunu goérelim.

bileske islemi: B - B’ ve B’ 9, B" birer B—morfzim olsun. G nin tanim1 geregi
g =¢€p © fAA’ (f) [e) 5;1 ve g/ = &Epr O ‘FA’A” (f/) o 85,1 k0§ullarlnl Saglayan Oyle
A—morfizm A L5 A" ve A7 L5 A" vardir ki G (9) = fveG(g) = f dir. Bu

esitliklerden ve F nin A dan B ye taniml bir funktor olmasindan

g og=(cproFaa (f)ocp) o (ep o Faw () o)
— cpr o Faar (f)) 0 (€5  0e) 0 Fan (f) o 5"
= epr o Farar (G(g)) oidp o Fau (G(g)) o et
= epn o Faar (G(9') 0 Fan (G (9) 05
—epr o Faar (G(g) oG (9) ocy'
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elde edilir. Boylece
G(g'og)=G(9)°G(9)

olur.

birim morfizmler: Herhangibir B € Ob (B)i¢in B “5, B birim morfizmini g6z Oniine
alalim. G nin tammi geregi Fau (f) = e€5' o idp o e kosulunu saglayan oyle

A-—morfizm A L5 A vardirki G (idg) = f dir. Burada
Faa(f) = 5151 oidgoepg = 5]_31 oep =idp = idray = F (ida)
ve F giivenilir oldugundan
[ =idy =idgpy =G (idp)
elde edilir.

Boylece G, B den A ya taniml bir funktor olur.
G funktorunun dolu oldugunu gorelim. B, B’ € Ob (B) olmak iizere, herhangi bir
f € homa (G (B),G (B')) alahm. Bu durumda

F(f) € homg (F (G (B)), F (G (B))

olur. G funktorunun tanimindan F (G (B)) = B ve F (G (B')) = B' dir. F (G (B)) -2 B
ve F (G (B')) =% B’ birer B—izomorfizm olsun. O halde

ep o F(f)oey' € homg (B, B)

dir. g = epr o F (f) o e" diyelim. G funktorunun tanimi geregi G (g) = f elde edilir. O
halde G funktoru doludur.

G nin giivenilir oldugunu gorelim. Herhangi ¢1,9> € homg (B, B') igin G (¢g1) =
G (¢») esitligi saglansn. Bu durumda F (G (B)) =2 B ve F (G (B')) <= B’ birer

B —izomorfizm olmak tizere

g1 = e o Famaw) (G (1) ocp' = ep o Famaw) (G (92)) 05" = g2

elde edilir.
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Son olarak G nin bir izomorfizm-yogun oldugunu gorelim. Herhangi bir A € Ob (A)
alalim. Bu durumda F (A) € Ob (B) dir. Aym1 zamanda F izomorfizm-yogun oldugun-
dan 3A" € Ob(A) oyle ki F(A)=F (A) dir. G nin tamm geregi G (F (A)) = A’

oldugundan

F(G(F(A) = F(A)=F(A) = F(G(F(A)=F (4)

EF(A)
—

olur. 7 (G (F (A)))
er(4) olacak sekilde bir ve yalniz bir A—izomorfizm G (F (A4)) —% A vardir. Boylece
G (F (A)) =A elde edilir. ]

F (A) bir B—izomorfizm olsun. Onerme 2.8 geregi F (c4) =

Tanim 2.26. A ve B birer kategori, F ve G A dan B ye iki funktor ve

= (Fa) g ()

A€Ob(A)
ailesinin her bir F (A) 2 G (A) bileseni bir B—morfizm olan bir morfizmler ailesi
olsun. Eger her A—morfizm A B icin

F(4) ~" G (4)

f(f)l lg(f)
F(B) —5—~ G(B)

kare diyagramu degismeli oluyorsa, (yani; G (f) o T4 = 15 o F (f) oluyorsa) T ya F den

G ye bir dogal doniisiim denir ve 7 : F — G ile gosterilir.

Tanim 2.27. Eger T = <.7-" (A) g (A))A obiA) ailesinin her bileseni 74, bir B—izo-
€Ob

morfizm oluyorsa, o zaman T ya F den G ye tammli bir dogal izomorfizm denir.

Tanim 2.28. F,G : A — B iki funktor olsun. Eger F den G ye tanumli en az bir dogal
izomorfizm varsa, F ile G dogal izomorfiktir (naturally isomorphic) denir ve F = G ile

gosterilir.
Burada kolayca gosterilebilecegi tizere ” ~ ” bir denklik bagintisidir.

Onerme 2.11. Bir F : A — B funktorunun bir denklik olmast icin gerek ve yeter sart

tda = G o Fve F oG = idg olacak sekilde bir G : B — A funktorunun var olmasidr.
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Ispat (=) F : A — B funktoru bir denklik olsun. Onerme 2.10 geregi B den A ya
tanimli en az bir denklik vardir. Yine ayn1 6nermenin kanitinda bu denkliklerden biri olan

G:B— Ayi
G (B N B') — AL A= F(A)ZB,F(A) 2B, Fau (f) =5l ogoes
seklinde insaa etmistik. Burada e 5 ve e 5 sirayla F (4) =2 B ve F (A') “#, B’ seklinde

birer B—izomorfizmdir. Simdi

GF ()

(GoF) (4D a) =g (F(a) T g(F(a)

ile taniml1 G o F : A — A funktorunu goz 6niine alalim. Burada G nin tanimi geregi
F(G(F(A))=F(A), F(G(F(A))=F(A)

ve
Foraneran (G (F () = exian o F (f) 0 €x(a)

dir. Onerme 2.8 geregi A—izomorfizm dyle G (F (A)) % A ve G (F(A)) 25 A

vardir ki F (€4) = €7(a) ve F (€ar) = €x(ar dir. Burada A—morfizm her A Ly Aigin

esitliginden ve F nin giivenilir olmasindan
G(F(f))=exofoea=cnoG(F(f)=foea

elde edilir. Yani
(g o F ) (A) BN

G(F (f))l lf

(GoF)(A) s A

kare diyagrami degismelidir. O halde ¢ = (g (F(A) =2 ida (A)> N ailesi, Go F
A€Ob(A
den ida ye tanimli bir dogal izomorfizm olur. Boylece ida ~ G o F olur. Benzer sekilde

F oG = idg olur.
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(<) Tersine ida = G o F ve F o G = idp olacak sekilde bir G : B — A funktoru
var olsun. 7 : idy — Go Fvee : F oG — idg dogal izomorfizmleri vardir. Bu
durumda VB € Ob (B) i¢in F (G (B)) -2 B bir B—izomorfizmdir. Aym1 zamanda
G (B) € Ob (A) oldugundan F izomorfizm-yogundur.

Simdi de F funktorunun (benzer sekilde G funktorunun) giivenililir oldugunu goére-
lim. Herhangi A —morfizm A oo arve s Iow icin Faa (f) = Faar (f') esitligi

saglansin. n : idpa — G o F bir dogal izomorfizm oldugundan

A" (GoF)(A) A% (GoF)(A)

fl lg(f(f)) f’l lg(f(f’))

A== (Go ) (A) AN == (Go F) (A)
kare diyagramlar1 degismelidir. Buradan
na o f=G(Faw (f))ona=G(Faa (f))ona=naof

= naof=naof

= (77;,1 e} 7714’) [¢) f = (’)”Z,l 0] nA/) e} f/

= idg o f =idy o f,

= f=f
elde edilir. Dolayisiyla F funktoru giivenilirdir.

Son olarak F nin dolu oldugunu gosterecegiz. A, A’ € Ob (A) olmak iizere herhangi
bir g € homp (F (A), F (A")) alalim. Bu durumda

G (9) € homa (G (F (4)), G (F(4)))

dir. n : ida —> G o F bir dogal izomorfizm oldugundan 74 € homa (A, G (F (A))) ve
nar € homp (A, G (F (A"))) ve dolayisiyla

f=n3 0G(g9)ona € homu (A, A') (2.2)

olur. Yine 1 : ida — G o F nin bir dogal izomorfizm olmasi

A G(F(A)

fl lQ(F(f))

A == G(F(A))
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diyagraminin de8ismeli olmasinm gerektirir. Dolayisiyla (2.2) esitligi yardimiyla

naof=G(F(f))ona= f=nyoG(F(f))ona

=0y 0 G(F(f))ona=mny oG (g)ona

= (naonyt) 0 G(F(f)) ona= (naony') oG (g)ona

= idg(Fay) 0 G(F (f)) o (naony') =idgran oG (g)o (naomny')
= G(F () oidgFay = G (9) © idg(r(ay)

= G(F(f)=6(9)

elde edilir. Burada G funktoru giivenilir oldugundan F (f) = F4 a (f) = ¢ bulunur. O
halde F funktoru doludur. U

2.2.4. Alt kategoriler

Tanim 2.29. A ve B birer kategori olsun. Eger asagidaki kosullar saglantyorsa A kate-

gorisi B kategorisinin bir alt kategorisidir denir:
(i) Ob(A) C Ob(B) dir,
(ii) Her A, B € Ob (A) i¢in homa (A, B) C hompg (A, B) dir,

(iii) Her A € Ob(A) icin B icindeki A iizerindeki birim morfizmi, ayni zamanda A

icinde A iizerindeki birim morfizmidir,
(iv) A daki bileske islemi B deki bileske isleminin bir kisitlamasidur.

Onerme 2.12. Eger A kategorisi B kategorisinin bir alt kategorisi ise, o zaman her

A —izomorfizm ayni zamanda bir B—izomorfizmdir.

Ispat A Kkategorisi B kategorisinin bir alt kategorisi ve A — A’ bir A—izomorfizm

olsun. O zaman bir ve yalniz bir A —morfizm A’ £> A vardir ki
coct=idyvee toe=1idy (2.3)

dir. Burada; A kategorisi B kategorisinin bir alt kategorisi oldugundan A —— A’ ve

—1 . od id . .

A" = A aym zamanda birer B—morfizm, A nm A “% A ve A’ —% A’ birim mor-
. . id id 4 .. . .

fizmleri ayn1 zamanda B nin A =% A ve A’ — A’ birim morfizmleri, A nin bileske
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islemi B nin bileske isleminin bir kisitlamasi ve de (2.3) esitliklerinden otiirii A — A’

bir B—izomorfizmdir. O

Tanmmm 2.30. A kategorisi B kategorisinin bir alt kategorisi olsun. Eger her A, B €
Ob (A) i¢cin homp (A, B) = hompg (A, B) oluyorsa A ya B nin bir dolu altkategorisi

denir.

Onerme 2.13. A’, A min ve B, B nin bir dolu alt kategorisi olsun. Ayrica F : A — B
ve G: B — A, idpa = Go Fve F oG = idg kosullarimi saglayan iki funktor olsun.
Eger her A'—obje A ve her B'—obje B icin F (A) bir B'—obje ve G (B) bir A’'—obje
ise, her A —L5 A’ € Mor (A') ve her B -2+ B’ € Mor (B') icin
Fada)=Fa2 Fu)
g (B N B’) —¢(B) Mg B)
esitlikleriyle tammh F' : A’ — B’ ve G' : B' — A’ funktorlart birer denkliktir
(Demirci 2013).

Ispat 7' ve G’ nin sirayla F ve G nin birer kisitlama funktoru oldugu agiktir. Varsayim

gerefi ida ~ Go F dir. 7 = (A T (Go F) (A)) ailesi idp den G o F ye
A€Ob(A)
tanimli bir dogal izomorfizm olsun. Simdi 7/ = (A T4 (G o F) (A)) ailesini
A€ODb(A’)

tanimlayalim ve bu ailenin ida, den G’ o F’ ye tanimli bir dogal izomorfizm oldugunu
gorelim. A’ kategorisi A nin bir dolu alt kategorisi ve VA € Ob (A’) igin (G’ o F') (A) =
(G o F)(A) oldugundan YA € Ob(A’) igin A 2 (G’ o F') bir A’—izomorfizmdir.

Ayni zamanda 7 bir dogal doniisiim oldugundan A —morfizm her A RNy icin
(GoF)(flota=Taof
dir. Herhangi bir A’—morfizm A Ry icin
(G oF)(flota=G (F(f)eta=G(F(f))ota=(GoF)(fleta=Taof

oldugundan
A—"25 (G o F)(A)

fl l(G’of’)(f)

A —— (@0 F) (4)
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dikdortgeni degismeli olur. Dolayisiyla ida: ~ G’ o F' dir. Benzer sekilde F' o G’ ~ idp:

oldugu goriiliir. 0]
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Swmirh, Dagihmh Orgiilerin Topolojik Gosterimi

Tamim 3.1. X bir kiime, P (X ) onun kuvvet kiimesi ve U C P (X) olsun. Eger U nun her
sonlu alt ailesinin kesigimi bostan farkl ise U ya sonlu arakesit ozelligine sahiptir denir

(Willard 1970).

Tanmm 3.2. (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Eger A min her acik ortiisiiniin
sonlu bir alt értiisii varsa, A kiimesi (X, 1) topolojik uzayinda kompakttir denir. Ozel
halde eger X kiimesi bu uzayda kompakt oluyorsa, (X, T) topolojik uzay: kompakttir
denir (Willard 1970).

Tanmm 3.3. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. EgerVz,y € X vex # yicinx € G,y € H
ve GN H = () olacak sekilde T—ag¢cik G ve H kiimeleri varsa, (X, ) topolojik uzay
Hausdorff’tur denir (Willard 1970).

Tamm 3.4. Bir (X, 1) topolojik uzayimn elemanlari kagik (hem acik hem de kapali) kii-

melerden olusan bir tabani varsa, (X, 7) topolojik uzayt 0-boyutludur denir.

Teorem 3.1. Bir topolojik uzayin kompakt olmasi icin gerek ve yeter sart sonlu arakesit
ozelligine sahip kapali kiimelerden olusan her kiimeler ailesinin kesigiminin bostan farkl

olmasidir (Willard 1970).

Teorem 3.2. (Alexander Alttaban Teoremi). (X, T) bir topolojik uzay ve o, T nun bir
alttabam olsun. (X, T) topolojik uzaywmin kompakt olmast icin gerek ve yeter sart X in o

icindeki her acik ortiisiinden sonlu bir alt ortii secilebilmesidir (Willard 1970).

Teorem 3.3. (Tychonoff Teoremi). (X;,7;),.; bir topolojik uzaylar ailesi olmak iizere,

iel
[Lic; Xi carpum uzayimin kompakt olmast icin gerek ve yeter sart Vi € I icin (X;,7;)

topolojik uzayinin kompakt olmasidir (Willard 1970).

Onerme 3.1. (X, 7) bir topolojik uzay ve §, T nun bir tabani olmak iizere; (X, T) uzaymnin
Hausdorff olmast icin gerek ve yeter sartVx,y € X ve x # yicinx € By, y € By ve
B N By = 0 olacak sekilde B, By € [3 kiimelerinin bulunabilmesidir.

Ispat Tanim 3.3 ten kolayca elde edilir. 0
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Teorem 3.4. Kompakt bir topolojik uzayin her kapali altkiimesi de kompakttir (Willard
1970).

Teorem 3.5. Bir Hausdorff topolojik uzayin kompakt altkiimeleri kapalidir (Willard 1970).

Onerme 3.2. (X, 7x) ve (Y, 1y) birer topolojik uzay, By, Ty icin bir taban ve f : X —
Y bir fonksiyon olsun. f nin Tx — Ty siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart VG € By icin

I~ (Y \ G) kiimesinin Tx —kapali olmasudr.

Ispat (=) Herhangi bir G € fy alalim. Y\ G kiimesi 7y —kapali ve varsayim geregi f
fonksiyonu 7y — 7y siirekli oldugundan f~! (Y \ G) kiimesi 7y —kapalidir.
(<) Herhangi bir G € By alalm. Varsayim geregi f~! (Y \ G) kiimesi 7y —kapalidir.
Ayn1 zamanda
TG =T\ fHG) =X\ 1(G)
oldugundan X \ f~! (@) kiimesi 7y —kapalidir. Dolayisiyla f~! (G) kiimesi 7x —agiktir.
U

Bir (L, <) smurli 6rgiistinin tiim asal filtrelerinin kiimesini PF (L) ile, a € L olmak
iizere (L, <) in a elemanini bulunduran tiim asal filtrelerinin kiimesini ise ¢ (a) ile goste-
relim. Yani ¢ (a), {P € PF (L) | a € P} kiimesini gostersin. Goriildiigii iizere Va € L
icin ¢ (a) C PF (L) dir. PF (L) \ ¢ (a) kiimesini ¢ (a)° ile gdsterecegiz.

Onerme 3.3. (L, <) bir stmirly, érgii olmak iizere;
1. o (L) =0vep(T)=PF(L)dir

2. Ya,b € Liginp(aVb)=yp(a)Up(b)dir

3. Ya,b € Liging(aANb) =g (a) Ny (b)dir
Ispat

1. ¢ (L) = 0 oldugunu goérelim: Farzedelim ki o (L) # () olsun. Bu durumda (L, <)
in Oyle bir P asal filtresi vardir ki L € P dir. Herhangi bir x € L alalim. L < = ve
P bir asal filtre oldugundan (F1) geregi = € P olur. Dolayisiyla L C P olur. Fakat

bu durum asal filtre tamiminda P ;Ct L olmasiyla celisir.
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¢ (T) =PF (L) oldugunu gérelim: Bunun i¢in kiime esitligini kullanalim. ¢ (T) C
PF (L) oldugu aciktir. Dolayisiyla PF (L) C ¢ (T) oldugunu gostermek yeterli-
dir. P € PF (L) ise Sonug 2.1 geregince T € P ve dolayisiyla P € ¢ (T) olur. O
halde PF (L) C ¢ (T) dir.

2. Herhangi a,b € L igin ¢ (a Vb) = ¢ (a) U ¢ (b) oldugunu gostermek i¢in kiime
esitligi tanimini kullanacagiz. P € ¢ (a V b) olsun. Bu durumda a V b € P olur.
Burada P, (L, <) in bir asal filtresi oldugundan a € P veya b € P olur. Dolayisiyla
P € ¢(a) veya P € ¢ (b) olur. Boylece P € ¢ (a) U ¢ (b) olur ki bu durum
v (aVb) Cy(a)Ugp(b) kapsamasini verir.

Simdi de P € ¢ (a) U ¢ (b) olsun. Bu durumda P € ¢ (a) veya P € ¢ (b) dir.
Genelligi bozmayacagindan P € ¢ (a) olsun. ¢ (a) tanimi geregi a € P olur.
a < aVbveP, (L <) in bir asal filtresi oldugundan a VV b € P ve dolayisiyla
P € ¢ (aVb) elde edilir. Boylece ¢ (a) U ¢ (b) C ¢ (aV b) kapsamasi da elde

edilir.

3. Istenen esitligi gostermek icin yine kiime esitligi tanimmi kullanalim. Herhangi
a,b € Lve P € ¢(aAnb)alalim. BudurumdaaAb e PdiraAb<a,aANb<b
ve P bir asal filtre oldugundan @ € P ve b € P olur. O halde P € ¢ (a) ve
P € ¢ (b) olur. Boylece P € ¢ (a)Ny (b) olur. Dolayisiyla ¢ (a A b) C ¢ (a)Np (b)

kapsamasi vardir.

Simdide P € ¢ (a)N¢p (b) olsun. Budurumda P € ¢ (a) = a € Pve P € ¢ (b) =
b € Polur. P, (L,<) in bir asal filtresi oldugundan a A b € P ve dolayisiyla
P € ¢ (a A D) elde edilir. Boylece ¢ (a) N (b) C ¢ (a A b) kapsamasi vardir.  [J

Sonug 3.1. (L, <) bir sutmurl orgii ve n € N olmak iizere ay, as, as, ..., a, € L olsun. Bu

durumda

1. (a3 VasVazgV..Va,) =e(a)Uep(a)Up(az)U..Up(a,)

2. plag Nag Nazg N ... Nay) = (a1) N (a) N (az) N...Np(ay)

esitlikleri vardir.
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Ispat Onerme 3.3 ten hemen ¢ikar. O

Sonuc 3.2. (L, <) bir sumrli érgii ve v,y € L olsun. Eger x < y ise ¢ (v) C ¢ (y) dir.

Ispat = < y olsun. Bu durumda

sVy=y=p@Vy) =py)=e@)Up(y) =p@Vy) =9¢(y)

= ¢ (z) Cp(y)

olur. O

Sonug 3.3. (L, <) bir stmrly, dagilimli érgii ve a,b € L olsun. Bu durumda ¢ (a) # ¢ (b)

olmast icin gerek ve yeter sart a # b olmasidr.

Ispat (=) p(a) # ¢ (b) olsun. Bu durumda ¢ (a) € ¢ (b) veya ¢ (b) € ¢ (a) dir
Genelligi bozmayacagindan ¢ (a) ¢ ¢ (b) olsun. O halde 3P € PF (L) dyleki P €
¢ (a) ve P ¢ ¢ (b) olur. O halde a € P ve b ¢ P ve dolayisiyla a # b olur.

(<) a # b olsun. Bu durumda a £ b veya b £ a dir (giinkii a < b ve b < a olsayd,
(L, <) bir kismi sirali kiime oldugundan, ters simetri 6zelligi geregi a = b olurdu). Genel-
ligi bozmayacagindan a % b olsun. 1 a, (L, <) in bir filtresi ve | b, (L, <) in bir idealidir.
1T an | b= () oldugunu gorelim. Diyelim ki T aN | b # () olsun. O zaman 3z € L dyle ki
x €l avex €l bdir. T a ve | b tanimindan a < x ve x < b olacagindan gecisme 6zelligi
geregi a < b olur. Fakat bu durum a % b olmast ile gelisir. O halde 1+ aN | b = 0 dir. On-
teorem 2.1 geregi (L, <) in dyle bir P asal filtresi vardir ki t a C P ve PN | b = () olur.
Boylecea €t a C P=a€ P,bel b=0b¢ P oldugundan P € ¢ (a) ve P ¢ ¢ (b)
olur. Yani ¢ (a) # ¢ (b) dir. O

(L, <) bir sinirl 6rgii olmak iizere o, ile {p (z) | x € L} U{¢ (z)° | x € L} ailesini
ve of ile {(\S | S C o, ve S sonlu} ailesini gosterelim. Burada ¢ (L) = 0, o (T) =
PF (L) oldugundan (), PF (L) € oy, dir. Ayrica o7, C of oldugundan ), PF (L) € of
dir.

Onteorem 3.1. Eger U € o7 ise U = ¢ (z) N ¢ (y)° olacak sekilde x,y € L vardur.

Ispat Herhangi bir U € o) alalm. Onerme 3.3 geregi U = () olmas1 durumunda U =
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o (L) N (T)" olarak, U = PF (L) olmasi durumunda datf = o (T) N (L) olarak
yazilabilir. ) # U # PF (L) olsun. ¢! tammindan, o, nin dyle sonlu bir S altailesi vardir
ki U = (S yazilabilir. Burada S sonlu oldugundan, 6yle 1, xa, ..., Tn, Y1, Y2, -, Ym € L
vardir ki

S= {()0 (1:1) ) 90(562> 3o P (Qin) P (yl)c ) go(y2>c e P (ym)c}

dir. Dolayisiyla Sonug 3.1 yardimiyla

u=[\s

= (p(z) N () NN (z0)) N (@ (Y1) N (y2) N N (Ym))

=(ﬂw@w>ﬂ<U¢@m>

=p@ Az A Ax) Nyt Vya Voo V)

olur. Burada x = 21 AzaA... ATy, Ve y = 41 VY V... VY, olarak secersek U = o ()N (y)°
olur. 0J

(L, <) bir sinirh 6rgii olmak iizere, o, ailesinin PF (L) tizerinde dogurdugu topolo-
jiyi 71, ile gosterirsek, o, ve of sirayla 77, i¢in bir alttaban ve bir taban olur. Sonug olarak,
(PF (L), ) ikilisi bir topolojik uzay olur. o, ailesi 77, nin bir alttabani oldugundan
Va € Ligin ¢ (z) ve ¢ (x)° kiimeleri 7, —agiktir.

Onerme 3.4. (PF (L), 1) topolojik uzayt 0-boyutludur.
Ispat o7 ailesi 7, nin bir taban1 oldugundan bu ailenin her elemaninin 7, —kacik oldu-
gunu gostermek yeterlidir.

o' C 71, oldugundan ¢ nin her eleman1 7, —agik oldugu barizdir.

Simdi de ¢ nin her elemaninin 7, —kapali oldugunu gosterelim. Bunun igin ise On-
teorem 3.1 geregi herhangi z,y € L igin PF (L) \ (¢ (z) N ¢ (y)°) kiimesinin 7, —agik
oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi, herhangi =,y € L alalim.

PF(L)\ (¢ (x) e (y)) = (PF(L)\ ¢ (x)) U(PF(L)\ ¢ (y)°)
=@ (@) Ue(y)
dir. Burada ¢ (2)° ve ¢ (y) kiimeleri 7, —agik oldugundan ¢ (2)“U ¢ (y) kiimesi 7, —agik
olur. U
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Onerme 3.5. (PF (L), 1) topolojik uzayr, Hausdor{f bir topolojik uzaydur:

Ispat P # Q olacak sekilde herhangi P,Q € PF (L) alahm. P ve Q, (L, <) in birer
asal filtresi oldugundan P # () # @ dir. P # Q oldugundan P ¢ () veya Q ¢ P dir.
Genelligi bozmayacagindan P ¢ @ olsun. Bu durumda Ja € P dyle ki a ¢ @Q olur.
Dolayistyla (P € ¢ (a) ve Q ¢ ¢ (a)) = (P € ¢ (a) ve Q € ¢ (a)°) olur. ¢ (a) ve ¢ (a)°
birer 7, —agik kiime ve ¢ (a) N ¢ (a)° = O oldugundan (PF (L), 7,) bir Hausdorff uzay

olur. O

Onerme 3.6. (PF (L), 1) topolojik uzay: kompakttr.

ispat o, Tr, nin bir alttabani oldugundan Teorem 3.2 uyarinca P.F (L) nin o, i¢indeki

her acik ortiisiinden sonlu bir alt ortii secilebildigini gdstermek yeterlidir. Nitekim
o ={p(@) |z e L}U{p(2)" |ze L}

oldugunu hatirlayalim. J; ve J, damga kiimeleri i¢cin 4 = {¢ (z;) |z, € L, j € J1} U
{p(x;)"| z; € L, j € o} ailesi PF (L) nin oy, igindeki bir ac¢ik ortiisii olsun. Yani
PF (L) =JU olsun.

Once J; = 0 ve Jy # () oldugunu varsayalim. Bu durumda {¢ (z;) | z; € L, j € J;}
= (0 ve dolayisiylad = {¢ (z;)" |z, € L, j € Jo} olur. A = {z; € L | j € Jo} kiime-
sinin irettigi filtre /4 y1 g0z Oniine alalim ve | € F4 oldugunu gorelim. Farzedelim ki
1 ¢ Fjolsun. I = {1} kiimesi (L, <) nin bir idealidir. F4 N I = () oldugundan On-
teorem 2.1 geregi (L, <) in dyle bir P asal filtresi vardir ki F4 C P ve I N P = () dir.
PF (L) = JU oldugundan Jj, € J, dyle ki P € ¢ (z;,)° ve dolayisiyla x;, ¢ P dir.
Buradan

ijEAQFAQPé:EjOEP

olur. Fakat bu durum z;, ¢ P olmasiyla celisir. Bu ¢eligski L € F4 oldugunu sdyler. F'y
tanimi (bkz. Onerme 2.3) geregi 3 {1, o, ...,2,} C Adylekizy Axa A ... Az, < L dir.
Onerme 3.3 uyarinca

T AT Ao Aay) C(L)=10

olur. Sonug 3.1 yardimiyla
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=@ ANza A Axy)"
= (¢ (x1) N (z2) N N (20))°

= (z1) Up(z2) U...Up(z,)"

oldugundan {p (1), ¢ (22)°, ..., v (x,)°} ailesi U nun sonlu bir alt drtiisii olur.

Simdi de; J; # () ve Jo = () oldugunu varsayalim. O zaman {¢ (z;) | z; € L, j € Jo}
= () ve dolaywsiylad = {¢ (x;) |x; € L, j € Ji1} olur. B = {z; € L | j € J;} kiimesi-
nin irettigi ideal olan /5 yi goz Oniine alalhm ve T € Ip oldugunu gorelim. Farzedelim
ki T ¢ Igolsun. F = {T} kiimesi (L, <) in bir filtresi ve F' N Iz = () oldugundan
Onteorem 2.1 geregi (L, <) in dyle bir P asal filtresi vardirki ' C Pve Ig N P = ()
dir. PF (L) = |JU oldugundan 3j, € J; oyle ki P € ¢ (z;,) ve dolayisiyla x;, € P dir.
Buradan

ijEBQIBéijGIBﬁPé[BﬂP#(Z)

olur. Fakat bu durum Iz N P = () olmasi ile celisir. Bu ¢eliski T € Iz oldugunu sdyler.
I tanimu (bkz. Onerme 2.4) geregi 3 {x1,zs,...,7,} C Boyleki T <z Vas V..V,

dir. Dolay1styla Onerme 3.3, Sonug 3.2 ve Sonug 3.1 geregi

Co(x Vo V..V,

= (r1)Up(x2)U...Up(z,)

oldugundan {p (z1), ¢ (x2), ..., ¢ (z,)} ailesi Y nun sonlu bir alt ortiisii olur.

Son olarak, .J; # () ve Jy # D olsun. A = {z; € L | j € J»} kiimesinin iirettigi filtre
Fave B={z; € L|je€ Ji} kiimesinin iirettigi ideal I olsun. F4 N Ip # () oldugunu
gorelim. Diyelim ki £y N I3 = @ olsun. Bu durumda Onteorem 2.1 geregi (L, <) in dyle

bir P asal filtresi vardir ki Fy C P ve PN Ig = () dir. Ayn1 zamanda

pepr)=Uu= U e@)|u| U e@)r

xJ'EL, je1 ijL, JjEJ2

=Pec |J e veyaPe | o)

ijL, jeN :E]'GL, jE€J2
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dir. Eger P € |J () ise; bu durumda Jjo € Jy ve zj, € L dyle ki P € ¢ (x5,
=z, € P oltglc;.elglljreaﬁa zj, € B C Igp = xj, € I oldugundan P N I # () olur. Bu
durum P N Iz = () olmasiyla celigir. Yok efer P € U ¢ (x;)° ise; bu durumda
Jjo € Jove xj, € Loyleki P € p(z;,)" = xj, ¢ Jijf)ilfﬁynl zamanda zj, € A C
Fa = z;, € F4 oldugundan F; ¢ P dir. Fakat bu durum 4 C P olmasiyla celisir.
Dolayisiyla

P¢g ) eapverd |J o)

z;€L, je1 z;€L, jeJo
= P¢ U e@)]|u U e@)|=u=rr
z;€L, je1 z;€L, jEJ2

= P¢PF(L)

olur. Fakat bu durum P € PF (L) olmasiyla celigir. O halde Fiy N Ig # () dir. Simdi
herhangi bir x € F4 N Ig alalim. Bu durumda x € F4 ve x € [Ip olur. F4 tanimi
geregi 3{a,as,...,a,} C Aodyle ki a; Aay A ... Aa, < z olur ve [ tanimi geregi
3{b1, b2, ....;0,} € Boylekiz < by VbyV ..V by, olur. Dolayisiyla < nin gegisme

ozelligi gerefiay ANag N ... Na, < by VbV ...V b, olur. Buradan

plag Nag A .. Nay) C (bt VbV ... Vby)
= p(a1) N (az) N...N@(an) S e (b)) Up (b)) U ..o (bn)
= (p(a1) U (a) U...Up(an))" S @ b)) Up () U...0 (bn)

= 0 (a1) U (az)U...Up(a,) Up(b)Ue(b)U..o(by,) =PF(L)

olur. Neticede {¢ (a1)“, ¢ (a2)", ..., 0 (an), @ (b1) , ¢ (b2) , ..., © (by,) } ailesi U nun sonlu

bir alt ortiisii olur. U

Tamm 3.5. Eger (X, 7) kompakt, Hausdorff ve 0-boyutlu bir topolojik uzay ise bu uzaya

bir Stone uzayi denir (Johnstone 1986).

7

Tamm 3.6. (X, 7) bir Stone uzayi ve " < 7, X iizerinde bir kismi siralama bagintist
olsun. EgerVa,y € X vex £ yicin X inx € U vey ¢ U olacak sekilde bir U kagik ve
yukart altkiimesi varsa, (X, T, <) iicliisiine bir Priestley uzayt denir (Davey ve Priestley

1990; Cignoli vd. 1991).
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Ornek 3.1. n > 2 herhangi bir dogal sayi ve X = {1,2,...,n} olsun. Dogal sayilar kii-
mesi iizerindeki bilinen” <7 kismi siralama bagintisi, X iizerinde de bir kismi siralama
bagintisidir. X iizerindeki ayrik topoloji Tp olmak iizere, (X, tp, <) ii¢liisii bir Priestley
uzay: belirtir. Gergekten; (X, Tp) nin bir Stone uzayt oldugu agiknr. x £ y olacak se-
kilde herhangi x,y € X alalim. Bu durumda y < z dir U = {z,z + 1,...,n} olarak
tammlanan U kiimesi Tp—kagik ve bir yukart kiimedir. Aymi zamanda x € U ve y ¢ U

oldugundan (X, mp, <) bir Priestley uzayudur.

Uyan 3.1. Ornek 3.1 de tammladigimiz (X, mp) topolojik uzaymin kompakt oldugunu ga-
ranti etmek adina X kiimesini sonlu bir kiime olarak tamimladik. Bununla birlikte Ornek

3.2 de oldugu gibi sonsuz elemanl Priestley uzay: ornekleri de verilebilir.

Uyari 3.2. Bilinen esitlik bagintisi olan” =" in herhangi bir X kiimesi iizerinde bir kismi
stralama bagintist oldugu aciknir. Dolayisiyla eger (X, T) bir Stone uzayt ise, bu uzaymn
Hausdorff olmasuun bir sonucu olarak, (X, 7,=) seklinde bir Priestley uzay: oldugunu

soyleyebiliriz. Yani her Stone uzayt ozel bir Priestley uzayudir.

Onteorem 3.2. Eger (L, <) bir stmrly, dagilumly orgii ise, o zaman (PF (L), 71, C) bir

Priestley uzay:dir.

Ispat (L, <) bir siirh, dagilimh 6rgii olsun. (PF (L), 71) nin kompakt, Hausdorff ve
0-boyutlu topolojik uzay oldugunu yukarida gordiik. C bagmtisinin PF (L) iizerinde bir
kismi siralama bagintist oldugu da agiktir. Simdi P, @) € PF (L) (yani (L, <) in herhangi
iki asal filtresi) ve P ¢ @ olsun. O zaman 3z € Loylekiz € P vex ¢ Q dir. Dolayistyla
P € ¢ (x)ve Q ¢ ¢ (x) dir. o7, 71, nin kagik kiimelerden olugan bir tabani oldugundan,
¢ (x) aym zamanda bir kagik kiimedir.

Son olarak ¢ (x) in bir yukart kiime oldugunu gorelim. Bunun i¢in R; € ¢ (x) ve
R; C R, kosulunu saglayan herhangi Ry, Ry € PF (L) alirsak; € Ry ve Ry C R
oldugundan Ry € ¢ (x) olur. Boylece ¢ () bir yukari kiime olur. O

Ornek 3.2. Uyari 3.1 de sonsuz elemanli Priestley uzaylarimn varligindan soz ettik. Or-
nek 2.3 ve Ornek 2.4 te oldugu gibi verilen (L, <) ve (M, C) sumrl ve dagiliml orgii-

lerinin sonsuz ¢oklukta asal filtrelerinin oldugunu belirtmistik. Dolayisiyla PF (L) ve
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PF (M) sonsuz elemanli kiimelerdir. Onteorem 3.2 geregi (PF (L), 7r,C) ile

(PF (M), 7ar, ) yapuart birer Priestley uzayidur.

(L, <) bir sinirl ve dagilimli 6rgii olmak iizere bu orgiiyli kolaylik olsun diye kisaca

L harfiyle ve (PF (L), 71, C) Priestley uzayini kisaca PS (L) ile gosterecegiz.

Onerme 3.7. (X, 7, <) bir Priestley uzayive ) S U S X kosulunu saglayan U kiimesi,

bu uzayda bir yukart kagik kiime olsun. O zaman her x € U ve hery € X \ U i¢in

z Ly
dir.

Ispat Keyfiz c Uvey € X \ U alahm. Eger x < y olsaydi; x € U ve U yukar1 kiime
oldugundan y € U olurdu ve bu durum y € X \ U olmasiyla ¢elisirdi. 0

Onteorem 3.3. U, PS (L) Priestley uzayimn bir yukart kacik kiimesidir ancak ve ancak
da € Loyle ki = ¢ (a) dir.

Ispat (<) Bira € LiginUd = ¢ (a) olsun. ¢ (a) € o7 oldugundan ¢ (a) bir kagik kii-
medir. Ayrica o (a) nin bir yukar kiime oldugunu da Onteorem 3.2 nin kamtinda gordiik.
Boylece U bir yukari, kagik kiime olur.

(=) U kiimesi PS (L) Priestley uzaymmn bir yukari kagik kiimesi olsun. Onerme 3.3
geregi eger U = () ise U = (L) olarak, Y = PF (L) ise U = ¢ (T) olarak yazilabilir.
0 S U S PF (L) olsun. Bir I damga kiimesi i¢in

PF(L)\U={Q:;c PF(L)|iel}

olarak yazilabilir. Vi € I i¢in @); € PF (L) \ U kiimesi (L, <) in bir asal filtresi oldugun-
dan Q; # (0 dir. Keyfi P € U alalim. Yine P kiimesi (L, <) in bir asal filtresi oldugundan
P # () dir. Ayrica Vi € I igin P ¢ Q; dir (Onerme 3.7 den). O zaman Vi € [ i¢in Ja; € P
oyle ki a; ¢ Q; dir. Buradan Q; ¢ ¢ (a;) ve dolayisiyla Q; € ¢ (a;)° elde edilir. Boylece
PF(L)\U C|Jp (@)
i€l
olur. Yani A = {¢ (a;)° | i € I} kiimesi PF (L) \ U nun bir agik ortiisiidiit. PF (L) \ U

ayni zamanda bir kapali kiime oldugundan bu kiime Teorem 3.4 geregince kompakttir.
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O halde iy, i, ...,i, € I olmak iizere A nin {p (a;,), ¢ (a;,), ..., (a;,)°} seklinde

PF (L) \ U kilmesini orten sonlu bir alt kiimesi vardir. Boylece Sonug 3.1 yardimiyla

PF(L)\UC ¢ (a;,)U..Up(a;,) = (play)U...Up(a;,)) U
= ¢(a;)N...Nela;,) CU

=plag N Na;,) =p(ay)N..Nel(a,) CU

elde edilir. Dolayisiyla ap = a;; A ... A a;, seklinde tanimlt ap € L igin ¢ (ap) C U
oldugunu kanitlamis olduk. Burada ap € L nin P asal filtresinin secimine baglh olduguna
dikkat edilmelidir. Yine a;,, ..., a;, € P ve P, (L, <) in bir asal filtresi oldugundan ap =
a;, \...N\a;, € Polurkibuda P € ¢ (ap) oldugunu kanitlar. Her P € U igin ¢ (ap) C
U oldugundan |J ¢ (ap) C U olur. Ayrica, Y = |J {P} € |J ¢ (ap) oldugundan,
Peu Peu Peu
U= J ¢ (ap) olur. U kompakt oldugundan, U =¢ (ap,) U ... U ¢ (ap, ) olacak sekilde
Peu
ap,,...,ap, € L vardir. a = ap V ...V ap, denirse, U =¢ (ap,) U ... U p(ap,) =

¢ (ap, V...Vap,) = ¢ (a)olur O
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Priestley Dualitesi

(X, 7, <) bir Priestley uzay1 olmak iizere, (X, 7, <) uzaymn biitiin kacik ve yukari

kiimelerinin kiimesini CU (X, 7, <) ile gosterelim.

Onteorem 4.1. (X, 7, <) bir Priestley uzayt ve U,V € CU (X, 1, <) olsun. Bu durumda
UNV,UUV e CU (X, <) dir

Ispat UNV € CU (X, 7, <) oldugunu gosterelim. U UV icin benzer sekilde yapilir. U ve
V kiimeleri 7—kacik iken U N V' nin bir 7—kacik oldugunu Genel Topoloji derslerinden
biliyoruz. Dolayisiyla U NV nin bir yukar1 kiime oldugunu gostermek yeterlidir. Herhangi
z,y € Xigcinx € UNV vex < ykosulu saglansin. x € U NV oldugundan x € U ve
x € V olur. U ve V kiimeleri yukari kiime ve x < y oldugundan (y e Uvey € V) =
(y € UNV) olur. O halde U NV kiimesi bir yukar kiimedir. O

CU (X, 7,<) kiimesi, tanim1 gereZince X in bazi alt kiimelerinden olugur. 7 C ”
bagintisinin CU (X, 7, <) iizerinde bir kismi siralama badintis1 oldugu aciktir. Ayrica
YU,V € CU (X, 7,<)icinUVV =UUVveUAV =UnNV olarak tanimlanirsa,
Onteorem 4.1 uyarmca (CU (X, 7, <), C) ikilisi bir smirli ve dagilml &rgii olur. Burada
(CU (X, 7,<), <) nin en kiiciik eleman1 () ve en biiyiik elemani ise X dir.

(L, <) bir simirh ve dagilimh 6rgii olmak iizere PS (L) nin bir Priestley uzayi oldu-
gunu Onteorem 3.2 de kamtladik. Dolayisiyla (CU (PS (L)), C) bir simrlt ve dagilimli
orgii olur. Yine bu 6rgiiniin en kii¢iik elemanin L. = () ve en biiyiik elemanin T = PF (L)

oldugunu da belirtelim.

Tanmm 4.1. (L, <) ve (M, <,s) birer kismi sirali kiime ve 0 : L — M bir fonksiyon

olsun.

(1) EgerVz,y € Licinz <p y = 0(x) <y 0(y) oluyorsa, 0 fonkiyonuna sira-korur
(order-preserving) fonksiyon denir (Birkhoff 1948).

(2) EgerVz,y € Licinx <p y <= 0(x) <y 0(y) oluyorsa, 6 fonksiyonuna swra-
gommesi (order-embedding) denir (Davey ve Priestley 1990).
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Tanmm 4.2. (L, <p) ve (M, <ys) birer simrli érgii ve h : L — M bir fonksiyon ol-
sun. Eger asagidaki kosullar saglaniyorsa h ye bir orgii homomorfizmi denir (Johnstone

1986).
1) h(T)=Tveh(L)=_Ldi

(2) Yo,y € Liginh(zVy) = h(z)V h(y) din
3) Yo,y € Liginh(z Ay) = h(z) Ah(y) dir

Ornek 4.1. Ornek 2.3 ve Ornek 2.4 te R nin L = [0, 1] kapali alt araligin kullanarak
(L,<)ve M = {| x| x € L} olmak iizere (M, C) seklinde iki tane simirli ve dagilimly
orgii ornedi verdik. Vo € L icin h (x) =| x ile tamuml h : L — M fonksiyonu bir orgii
homomorfizmidir.

Gergekten;
(1) h(1)=]1=Lveh(0)=]0={0},

) Va,y € Licinh(zVy) =, (xVy)=LaUly=h()Uh(y)
(3) Va,y € Licinh(z Ay) =) (x Ay) = 2N Ly =h(z)Uh(y) dir

Simdi objeleri; sinirlt ve dagiliml 6rgiiler, morfizmleri; 6rgii homomorfizmleri, birim
morfizmleri; birim fonksiyonlar ve bileske islemi; bilinen fonksiyon bileskesi olan kate-
goriyi BDL ile gosterelim. Benzer sekilde objeleri; Priestley uzaylari, morfizmleri; sii-
rekli ve sira-korur fonksiyonlar, birim morfizmleri; birim fonksiyonlar ve bileske islemi;

bilinen fonksiyon bileskesi olan kategoriyi PRS ile gosterelim.

Ornek 4.2. Ornek 3.2 de verilen (PF (L) , 71, C) ve (PF (M) , Tar, C) Priestley uzayla-
ri diigiinelim. f (P) = {] v € M | x € P} esitligi ile verilen f : PF (L) — PF (M)
fonksiyonu 11, — Ty siirekli ve sira-korur bir fonksiyondur. Bunu gorelim:

Once f nin gergekten bir fonksiyon oldugunu gosterecegiz. Herhangi bir P € PF (L)
alalim. 1 € P oldugundan | 1 € f (P) dir. Yani f (P) # () dir. Yine 0 ¢ P oldugundan
10 ¢ f(P)dir. Dolayisiyla f (P) # M dir.

(F1) Herhangi | x,\y € Mi¢in] x € f(P)vel x C| y kosulu saglansin. Bu durumda
x € Pvex < yolur. Aynmi zamanda P € PF (L) oldugundany € P = |y € f (P) olur.
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(F2) | z,0 y € f(P) olsun. O halde x,y € P olur. P € PF (L) oldugundan da
x Ay € P olur. Ayni zamanda | xN | y =) x A y oldugundan | xN | y € f (P) olur.

P) L zulye f(P)olsun. | U | y =] = V y oldugundan | x VvV y € f(P) =
xrNye P=x¢€ Pveyaye P= | x € Pveyalyec Polur.

Yani f (P) € PF (M) dir. Dolayisiyla f, PF (L) den PF (M) ye tanmli bir fonksi-
yondur.

Simdi bu fonksiynun sira-korur oldugunu gorelim: Herhangi P, P’ € PF (L) icin
P C P’ kosulu saglansin. Keyfi | x € f (P) i¢in

reP=zeP =laxecf(P)=f(P)C[f(P)

olur. Dolayisiyla f, bir sira-korur fonksiyondur.

Son olarak [ nin 1, — T)r siirekli oldugunu gorelim. oy = {o(} z) |} v € M} U
{p (L 2)° |} = € M} ailesi T igin bir taban oldugundan her V € oy icin f~' (V) € 71,
oldugunu gostermek yeterlidir. Herhangi bir V € oy alalim. Bu durumda 3 | © € M
oylekiV =@ (Ll x)yadaV = ¢ (] x)° dir. EgerV = ¢ (| ) ise

W) =1 e(a)={PePFL)| f(P)ep(a)}
—{PePF(L)|lze f(P)}={PePF(L)|zeP}
= () €L

olur. Yok eger V = o (| x)° ise
) =f"ela))={PePF(L)| f(P)ep{2)}

={PePFL)|f(P)¢gp(a)}={PePF(L)[{z¢f(P)}
={PePF(L)|xz¢Pt=¢p(x) e

olur. Dolayisiyla f, T1, — ) siireklidir.
Uyani 4.1. BDL kategorisinin izomorfizmleri bire-bir ve drten orgii homomorfizmleridir.
Onerme 4.1. (L, <) bir suurli ve dagilumly 6rgii ise, o halde
(L, <) 5 (CU(PS (L)), D), ews) (@) = ¢ (x)
bir BDL—izomorfizmdir.
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Ispat (L, <) bir simrh, dagilimh 6rgii olsun. Va € L igin o (x) € CU (PS (L)) ol-
dugundan e, <), L den CU (PS (L)) ye tamml bir fonksiyondur. e, <y nin bir 6rgii

homomorfizmi oldugunu goérelim:
Loer<(L)=p(L)=0veer< (T)=¢(T)=PF(L)dir.
2. Keyfi z,y € L alalim. Bu durumda

e (@Vy)=p@Vy)=p @) Up(y) =ers (@) Uers) (y)

olur.
3. Keyfi 2,y € L icin Onerme 3.3 ten

e (@AY)=p@Ay)=p (@) Ne(y) =ers (@) New<) ()

elde edilir.

Boylece e(r,, <) bir 6rgii homomorfizmi olur.

Simdi de e(; <) in drten oldugunu gorelim. Keyfi bir &/ € CU (PS (L)) alalim. Yani U,
PS (L) nin bir yukari kagik kiimesi olsun. Onteorem 3.3 geregi Ja € L dylekild = ¢ (a)
olarak yazilabilir. Dolayisiyla ez, <) (a) = ¢ (a) = U olur. Yani e(;, < ortendir.

Son olarak ey, <y in bire-bir oldugunu goérelim. Bunun i¢in z # y olacak sekilde
herhangi x,y € L alalim. Sonu¢ 3.3 geregi ¢ (x) # ¢ (y) dir. O halde e, <) (v) #

e(r,<) (y) olur. Béylece e(; <) in bire-bir oldugunu da gérmiis olduk. O

(X, 1, <) bir Priestley uzay1 olsun. Yukarida CU (X, 7, <) ile (X, 7, <) Priestley uza-
ymin kagik, yukari kiimelerinin kiimesini gostermistik ve (CU (X, 7, <), C) ikilisinin bir
sinirlt dagilimli 6rgii oldugunu belirtmistik. Simdi de (CU (X, 7, <), C) nin tiim asal filt-
relerinin kiimesini daha 6nce kullandigimiz notasyona uygun olarak PF (CU (X, 7, <))
ile gosterelim. O halde (PF (CU (X, 7, <)), Teu(x,-<), C) ligliisii bir Priestley uzay1 olur.
Bu sekilde tanimli Priestley uzayini, yine daha 6nce kullandigimiz notasyona uygun ola-
rak PS(CU (X, 1, <)) ile gostereceiz.

Onerme 4.2. (X, 7, <) bir Priestley uzay! ise, o zaman

(X, 7.<) " PS (CU (X, 7,9)) o) (@) = {U € CU (X, 7, <) | @ € U}

bir PRS—morfizmdir.
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Ispat (X, T, <) bir Priestley uzay1 olsun. Once 7y, <) in X den PF (CU (X, 7,<)) ye
tamiml1 bir fonksiyon oldugunu gorelim. Bunun i¢in Vo € X igin 7(x - <) (¢) kiimesinin

CU (X, 7,<),C) nin bir asal filtresi oldugunu gostermek yeterlidir. Vo € X i¢in
g g y
n(X,T,S) (:L') g cu (Xa T, S)

oldugu aciktir. Ayrica X € CU (X, 7,<) ve v € X oldugundan X € 7x ;<) (x) olur. O
halde 7 x - <) (z) # 0 dir. Yine § € CU (X, 7, <) ve x ¢ () oldugundan @ ¢ nx - <) ()
olur. Bu durumda da 7x - <) (z) # CU (X, 7, <) olur. Simdi 7)(x ;<) () mn (F1), (F2)

ve (P) kosullarini sagladigini gérelim:

(F1) Herhangi U,V € CU (X, 7,<)i¢in U € nx,<)(x) ve U C V olsun. Bu durumda
x € UveU C V oldugundan = € V olur. Ayn1 zamanda V' € CU (X, 7, <)

oldugundan V' € nx ;<) (x) olur.

(F2) U,V € nix,r<) (x) olsun. Bu durumda z € U ve x € V oldugundan x € U NV dir.
AyricaUNV € CU (X, 7, <) (Onteorem 4.1 den) oldugundan U NV € nx - <) (z)

olur.

(P) Herhangi U,V € CU (X, 7,<)icinUUV € n(x <) (¢) olsun. Budurumda UUV €
CU(X,7,<)vex € UUV dir. Ohalde (v € Uveyaz € V) = (U € nxr<)(x)
veya V' € 7nxr<)(x)) olur. Bdylece n(x <) (), (CU (X, 7,<),C) nin bir asal

filtresi olur.

Simdi 7 x <) fonksiyonunun bir sira-korur fonksiyon oldugunu gorelim: z < y ko-
sulunu saglayan herhangi x,y € X alalim. nx . <) (z) C 1x,<) (y) oldugunu gos-
terecegiz. Herhangi bir U € nx <) (z) alahm. Bu durumda U € CU (X, 7, <) ve
x € U dur. < y oldugundan y € U ve dolayisiyla U € nx - <) (y) olur. Boylece
Nixm<) () € Nx.r<) (y) elde edilir. Dolayistyla 7 x ;< bir sira-korur fonksiyondur.

Son olarak 7 x - <) fonksiyonunun 7 — 7¢y(x, - <) siirekli oldugunu gorelim. o¢y(x 7 <)
ailesi 7cy(x,7,<) igin bir alt taban oldugundan YU € ocy(x 7 <) igin n(_;m 9 (U) € T ol-
dugunu gostermek yeterlidir. Herhangi bir U € ocy(x,r,<) alalm. ocy(x 7<) tanimin-
dan 3V € CU (X, 7,<) dylekid = ¢ (V) veyald = ¢ (V) dir. Her iki durumda da
77(7)%,75) (U) € 7 oldugunu gorelim. Eger U = ¢ (V') ise;
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N 70y U) =iz (0 (V)
={z € X | nxr<o () €p(V)}
— {$ € X |V enxr< (1')}
={reX|zeV}

=Ver
olur. Eger U = o (V)  ise;

Nxre U) =15 ,< (@ (V))
= {7 € X | nxrg) (2) € 0(V)}
={r € X | nxre (@) €0 (V)}
={z e X |V énuxro (@)}
—{reX|agV)
=X\Ver

olur. Dolayisiyla 77(_);’77 < (U) € T olur. O

Onerme 4.3. Herhangi bir PRS—morfizm (X, 7x, <x) AN (Y, 7v, <y) nin bir PRS—
izomorfizm olmasi icin gerek ve yeter sart f nin bir homeomorfizm ve bir sira-gommesi

olmasidir.
Ispat (=) Once f : (X, 7x) — (Y, 7v) nin bir homeomorfizm oldugunu gorelim. Var-

sayimimiz geregince (X, 7x, <x) SN (Y, 7v, <y) bir PRS—izomorfizm oldugundan

(X, 7x,<x) AN (Y, 1y, <y) bir PRS—morfizmdir, ayrica

f o fil = id(Y,TYSY) ve fil © f = Z-d(XvTX’SX)

olacak sekilde bir tek PRS—morfizm (Y, 7y, <y) AN (X, 7x, <x) vardwr. (X, 7x, <x)
S, (Y, 7v, <y) bir PRS—morfizm oldugundan f : X — Y fonksiyonu 7x — 7y siirekli

olur. Yine

foft=idyry <pyve o f=idix <)
vede (Y, 1y, <y) Q (X, 7x, <x) bir PRS—morfizm oldugundan f : X — Y fonk-
siyonu bire-bir, orten ve f~! : Y — X fonksiyonu 7y — 7x siirekli olur. Boylece

f (X, 7x) — (Y, 7y) bir homeomorfizm olur.
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Simdi de f : (X,<x) — (Y, <y) nin bir sira-gémmesi oldugunu gérelim. Her-
hangi z,y € X i¢in z <x y olsun. (X, 7x, <) REIN (Y, 1y, <y) bir PRS—morfizm
oldugundan f : X — Y bir sira-korur fonksiyondur. Dolayisiyla f (z) <y f (y) dir.
Tersine herhangi =,y € X i¢in f (z) <y f(y) olsun. (Y, 1y, <y) LA (X, 7x,<x) bir

PRS—morfizm oldugundan f~! : Y — X bir sira-korur fonksiyondur. Dolayisiyla

f@)<y fly) == (@) <x () =y

olur. O halde f : (X, <x) — (Y, <y) bir sira-gémmesidir.

(<) f: (X,7x) — (Y, 7y) bir homeomorfizm ve f : (X, <x) — (Y, <y) bir
sira-gommesi olsun. Bu durumda X den Y ye tamimli f fonksiyonu 7x — 7y siirekli ve bir
sira-korur fonksiyondur. Dolayisiyla (X, 7x, <x) AN (Y, 7v, <y) bir PRS—morfizm
olur. Ayrica f fonksiyonu bire-bir, érten, f~! fonksiyonu 7y — 7x siirekli ve f~! aym
zamanda bir sira-korur fonksiyon oldugundan f o f~1 = id(y,ry,<y) V€ flof =
id(x - <) Olacak sekilde bir PRS—morfizm (Y, 7y, <y) Q (X, 7x, <x) vardir. Boy-

lece (X, 7y, <x) - (Y, 7y, <y) bir PRS—izomorfizmdir. 0

Onerme 4.4. (X, 7, <) bir Priestley uzayi olmak iizere Onerme 4.2 de oldugu gibi tanimli
n(x,r,<)

PRS—morfizm (X, 7, <) = PS (CU (X, T, <)), bir PRS—izomorfizmdir.

Nnx,r,<)

Ispat Onerme 4.2 de (X,7,<) —=% PS(CU (X, 7,<)) nin bir PRS—morfizm ol-
dugunu kanitladik. Dolayistyla Onerme 4.3 geregi n(x <) : X — PF (CU (X, 7, <))
fonksiyonunun bir homeomorfizm ve bir sira-gémmesi oldugunu gostermek yeterlidir.
Once 1(x,7,<) hin bir homeomorfizm oldugunu oldugunu gosterelim.

[k olarak 7 <) : X — PF (CU (X, 7, <)) fonksiyonunun bire-bir oldugunu gos-
tereceiz. x # y olacak sekilde herhangi ,y € X alalim. Budurumda z £ y veyay &
dir. Aksine eer x < y ve y < x olsaydi ters simetri Ozelligi geregi x = y celiskisi
olurdu. Genelligi bozmayacagindan x £ y olsun. (X, 7, <) bir Priestley uzay1 oldugun-
dan 3U € CU (X, 7,<) dylekixz € U ve y ¢ U dur. Bu durumda U € 7x <) ()
ve U & nixr<)(y) dir. O halde nx - <) () # nxr<) (y) elde edilir. Boylece 1(x +,<)
fonksiyonu bire-birdir.

Simdi de n(x - <) : X — PF (CU (X, 7,<)) fonksiyonunun orten oldugunu gore-
lim. Bunun i¢in keyfi P € PF (CU (X, 7, <)) alalm. Yani P, (CU (X, 7, <), C) nin bir

asal filtresi olsun. Biraz 6n hazirliga ihtiyacimiz olacak.
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1. P, sonlu arakesit 6zelligine sahiptir:

P nin X in baz1 altkiimelerinden olustugu aciktir. Onerme 2.2 geregi P nin
her sonlu altailesinin kesigimi yine P nin bir elemanidir. Ayn1 zamanda () ¢ P
oldugundan P nin her sonlu altailesinin kesisimi bogstan farklidir. O halde P sonlu

arakesit 0zelligine sahiptir.

2. NP # 0 dir:
P nin her eleman1 bir 7—kapali kiime, P sonlu arakesit 6zelligine sahip ve

(PF (CU (X, 7,<)), Teu(x,r<)) topolojik uzayr kompakt oldugundan Teorem 3.1
uyarinca (| P # () dur.

3. Herhangi bir U € 7i¢in U € P veya X \ U € P dir:

UU(X\U) = X € P ve P bir asal filtre oldugundan, (P) ozelliginden
U e PveyaX \U € P olur.

4. (N P kiimesi {z} seklinde bir tek nokta kiimesidir:

Diyelim ki x,y € (P ve x # y olsun. (X, 7, <) bir Priestley uzay1 oldu-
gundan 7 nun, elemanlari kagik kiimeler olan bir /3 taban1 vardir. (X, 7) Hausdorff
ve 0-boyutlu bir topolojik uzay oldugundan Onerme 3.1 geregince 3U € 3 dyle
kiz e Uvey € X\ Udir. P C CU (X, 7,<) oldugundan P C 7 dir. Yukarida
gosterdik ki U € P veya X \ U € P dir. Eger U € P olsaydi y ¢ U oldugundan
y ¢ ()P olur. Bu durum y € [ P olmasiyla celisir. Eger X \ U € P olsaydi
x ¢ X \ U oldugundan = ¢ () P olur. Bu durum da = € [ P olmasiyla ¢elisir.
Dolayistyla () P kiimesi {z} seklinde bir tek nokta kiimesidir.

Simdi bir z € X i¢in (P = {z} diyelim ve 5x <) (z) = P oldugunu gostere-
lim. Yine olmayana ergi yontemi kullanarak 7x - <) (2) # P oldugunu varsayalim. Bu
durumda 7x r <) (z) € P veya P & 1(x, <) (z) dir. Simdi her iki durumunda aslinda

gecerli olmadigini gorelim.

(1. durum) 7x ;<) (z) € P olsun. O halde 7x ;<) () tammindan 3U € CU (X, 7, <)
ve z € U oyle ki U ¢ P dir. Bu durumda X \ U € P dir. Ayn1 zamanda z € U
oldugundan z ¢ X \ U dir. Dolayistyla z ¢ (] P olur. Fakat bu durum (| P = {z}

olmasiyla celisir.
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(2. durum) P ¢ 1xr<) (2) olsun. O zaman 3G € P dyle ki G ¢ n(x,r <) (2) dir.
Bu durumda G € CU (X, T, <) oldugundan z ¢ G olur. Fakat bu durum yine
() P = {z} olmasiyla celisir.

Neticede 7(x <) (2) = P elde edilir. Béylece X den PF (CU (X, T, <)) ye tamml
n(x,r<) fonksiyonu ortendir.

Onerme 4.2 geregi (X, 7,<) '~ PS (CU (X, 7, <)) bir PRS—morfizm oldugun-
dan nx <) : X — PF (CU (X, 1, <)) fonksiyonu 7 — 7¢y(x,r <) stireklidir.

1(x,r,<) fonksiyonunun bire-bir ve drten olmasi n(_)ém o PFCUX,7,9)) — X
fonksiyonunun varli§in1 garanti eder.

77(_)%775) : PF(CU (X, 1,<)) — X fonksiyonunun 7ey(x - <) — 7 siirekli oldugunu
gosterelim. (X, 7) topolojik uzay1r 0-boyutlu oldugundan, bu uzayin elemanlar1 kagik

kiimeler olan bir 3 tabam vardir. Herhangi bir G € /3 alalm. Onerme 3.2 geregince

-1
(77(_;’77 §)> (X \ G) kiimesinin 7¢(x,-,<)—kapali oldugunu gostermek yeterlidir.

<77<33,T,s>> T X\ G) = e (X €)

oldugundan 7(x - <y (X \ G) kiimesinin 7¢(x -,<)—kapali oldugunu gostermeliyiz. G kii-
mesi 7—kagik oldugundan X \ G kiimesi de 7—kagiktir. (X, 7) topolojik uzayr kom-
pakt, X \ G kiimesi bu uzayda kapali (dolayisiyla kompakt) ve 7x - <) fonksiyonu 7 —
Teu(x,r<) sirekli oldugundan 7y, <) (X \ G) kiimesi (PF (CU (X, 7, <)), Teu(x,r<))
topolojik uzayinda kompakt olur. (PF (CU (X, 7, <)), Teu(x,r<)) topolojik uzay1 Haus-
dorff ve 7(x 7<) (X \ G) kiimesi bu uzayda kompakt oldugundan, bu kiime Teorem 3.5
uyrineca ey (x,r,<)—kapali olur. O halde n(_)}m < PF(CU (X, 7,<)) — X fonksiyonu
Teu(x,r,<) — T siireklidir.

Béylece nxr,<) : (X,7) — (PF (CU (X, 7,<)), Teu(x,r,<)) bir homeomorfizmdir.

Simdi de n(x <) : (X, <) — (PF (CU (X, 7,<)),C) nin bir sira-gémmesi oldu-
gunu gosterelim. Onerme 4.2 uyarinca n(x <) : (X,7,<) — PS (CU (X, 7, <)) bir
PRS—morfizm oldugundan, 7<) : X — PF (CU (X, 7, <)) bir sira-korur fonk-
siyondur. Dolayisiyla Va,y € X ve v < y i¢in nx <) () C nxr< (y) dir. Ter-
sine Vo,y € X ve nx.<) (#) C nxr<)(y) i¢in 2 < y oldugunu gorelim. Aksine,
nix.m<) (20) C nixr<) (Yo) ve 2o £ yo olacak sekilde xg, yo € X var olsun. Bu durumda
(X, 7, <) bir Priestley uzay1 oldugundan 3U € CU (X, 7,<) dylekizg € U veyy ¢ U
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dir. Buradan U € nx,<) (x0) ve U ¢ nx,r<) (yo) olur. Dolayisiyla 1y ;<) (z0) &
N(x,r<) (Yo) dir. Fakat bu durum 7 x - <y (o) € n(x <) (yo) olmasiyla gelisir. O

Onerme 4.5. PS ((L,<1) -5 (M, <)) = PS(L) = PS(M), PS(f)(Q) =
(f)"1(Q) ile tammli PS : BDL®® —s PRS fonksiyonu bir funktordur.

ispat Oncelikle (L,<;) -5 (M, <)) bir BDL®P—morfizm, yani (M, <,/) ~o

(L, <r) bir BDL—morfizm olmak iizere PS (L) RS ps (M) nin bir Priestley uzayi
morfizmi oldugunu gosterelim. Ilk olarak PS (f) nin PF (L) den PF (M) ye bir fonk-
siyon oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in (L, <;) nin herhangi bir ) asal filtresi i¢in
PS (f) (Q) nun (M, <;,) nin bir asal filtresi oldugunu gostermeliyiz. PS (f) (Q) C M

oldugu aciktir.

1. PS(f)(Q) # 0 dir:

(L, <p) nin en bityiik eleman1 T, ve (M, <j,) nin en bilyiik elemant T ; olsun.
Q) € PF(L) oldugundan @ # 0 ve T, € @ dir. (M, <y) EAN (L,<p) bir
orgii homomorfizmi oldugundan f°? (T,/) = T, € @ dir. Dolaysiyla T, €

(f") "1 (Q) = PS (f) (Q) olur. O halde PS (f) (Q) #  olur.
2. PS(f)(Q) # M dir:

Q, (L, <p) in bir asal filtresi oldugundan () # L dir. Ayrica (L, <) in en kii¢iik
elemanini L, ve (M, <j/) nin en kii¢iik elemanin1 L, ile gosterirsek, 1 ¢ @
oldugunu biliyoruz. (M, <) EAN (L, <r) bir 6rgii homomorfizmi oldugundan
fP(Ly) = Ly ¢ Qdir. Ohalde Ly, ¢ (f*)" (Q) = PS(f) (Q) olur. Dolay-
styla PS (f) (Q) # M dir.

(F1) Herhangi x,y € M i¢in x € PS (f) (Q) ve z <, y kosulu saglansin. Bu durumda
for: M — L seklinde bir fonksiyon oldugundan = € ()" (Q) = f (z) € Q
ve fP (y) € L olur. Ayrica z <;; y ve (M, <p) BN (L, <p) bir 6rgii homomor-
fizmi oldugundan f° (z) <, f° (y) olur. Q, (L, <r) nin bir asal filtresi oldugun-
dan f° (y) € @ ve dolayisiyla y € (fop)*1 (Q) =PS(f)(Q) olur.

(F2) z,y € PS(f) (Q) olsun. Q € PF (L) oldugunu géz 6niinde bulundurarak
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vy € (f) Q) = [T (@), 7 (y) €Q
= [P (@) A fP(y) €Q
= [P (@) AP (y) = [P (e Ay) €Q
=z Ay e (f7)(Q) =PS(f) Q)

elde ederiz.

(P) zVyePS(f)(Q)olsun. Yine ) € PF (L) oldugunu belirterek

rVy e (fT)HQ) = fT(eVy) €Q
= fP(xVy) =f7 @)V P (y) €Q
= f7(z) € Q veya f7 (y) € Q
=z e (7)1 (Q) veyay € (F7)(Q)
=1 € PS(f7)(Q) veyay € PS(f)(Q)

elde ederiz.

Boylece PS (f) (Q) € PF (M) ve dolayisiyla PS (f), PF (L) den PF (M) ye bir
fonksiyon olur.

Simdi de PS (f) : PF (L) — PF (M) fonksiyonunun 77, — 7 siirekli oldugunu
gorelim. Bununiginoy = {p (x) | z € M}U{p (z)° | x € M} ailesi 7, nin bir alttaban1
oldugundan VU € o i¢in PS (f) (U) € 71, oldugunu gostermek yeterlidir. Herhangi bir
U € oy alalm. Bu durumda 3z € M dyle kild = ¢ (z) veyald = ¢ (z)° di. U = p (x)

durumunda

PS (/)" (U)=PS ()" (¢ (x))
={PePF(L)|PS(f)(P)c¢(x)}
={PePF(L)|zePS(f)(P)}
={PePF(L)|xe(f?) " (P)}
—{PePF(L)|f”(z) € P}

=@ ([" (@) e
olur. Y = ¢ () durumunda ise
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PS ()" (t) =PS ()" (¢ ())
={PePF(L)[PS(f)(P)¢¢(x)}
={PePF(L)|x¢PS(f)(P)}
={PePF(L) |z ¢ (f") (P)}
={PePF(L)|f"(x) ¢ P}

=@ (fT () €

olur. O halde PS (f) : PF (L) — PF (M) fonksiyonu 7;, — 7 siireklidir.

PS (L) P ps (M) nin bir Priestley uzayr morfizmi oldugunu gostermek icin
gostermemiz gereken bir diger kosul da, PS (f) nin sira-korur fonksiyon, yani; P, () €

PF (L)ve P C Qiken PS(f)(P) CPS(f)(Q)olmasidir. P,QQ € PF (L)ve P C Q
olsun. Keyfi z € PS (f) (P) alalim. Bu durumda

re(f)(P)= fT(x)eP
= 7 (2) €Q
= e (f7)71(Q) =z ePS(f)(Q)

olur. O halde PS (f) (P) C PS (f) (Q) dir. Boylece PS (L) P ps (M) bir Priestley

uzay1 morfizmi olur.

Son olarak PS nin BDL°P dan PRS ye bir funktor oldugunu gormek i¢in PS
nin bileskeyi ve birimleri korudugunu gosterecegiz. Bunun igin 6nce keyfi (L, <;) AN
(M, <), (M, <p) - (N, <y) € Mor (BDL®P) icin bileske isleminin korundugunu
gorelim. () € PF (L) olmak iizere

PS (907 £)(Q) = (g0 /)) (@)
= (f"oyg° ) (@)
= ((g™) o (/")) (@) = (¢™) " ((f™) Q)
= (9™) " (PS(f) (Q)) = PS(9) (PS (£)(Q))
= (PS(g9) o PS (/) (Q)
dir. O halde PS (g o f) = PS (g) o PS (f) dir. Yani bileske islemi korunuyor.
Simdi de PS nin birim morfizmleri korudugunu gérelim. Keyfi (L, <) € Ob (BDL®P)

icin id(, <) : (L, <) — (L, <), id(1,<) (x) = x birim morfizmi ve (L, <) ni bir ¢ asal
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filtresi i¢in

PS (idy, ) (Q) = (id? ) (Q) = idi ., (Q) = @ = idpsuy (@)

oldugundan PS (id(1 <)) = idps(z) elde edilir.
Boylece PS, BDLP dan PRS ye tanimli bir funktor olur. O

Onerme 4.6. Cl{ : PRS — BDL°P fonksiyonu

CU (X7, <x) =5 (Virv, <v)) = (QU (X, 73, <20, ©) T (@U (Vv ), ©)

ile tanumli bir funktordur. Burada (CU (X, 7x,<x),C) Rty (CU (Y, 7v,<y),C) BDL®P
morfizmi,
U (V)= (V)
cu(f)r

esitligi ile tammlanan (CU (Y, 17v,<y),C) —— (CU (X, 7x,<x), <) BDL—morfizmi-

nin karsitidrr.

ispat (X, 7x,<x) i> (Y, 7v, <y) bir PRS—morfizm olmak iizere

(Cu (X7 TXx, SX) ; g) CM_(J;) (Cu <Y7 Ty, SY) ) g)

nin ger¢ekten bir BDL°P —morfizm oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (CU (Y, 7y, <y ), Q)
U (cu (X, 7x, <x) , ) nin bir BDL—morfizm oldugunu gostermeliyiz. Tabi ki ilk
once CU (f)” un CU (Y, 7y, <y) den CU (X, Tx,<x) ye taniml bir fonksiyon oldu-
gunu gostermeliyiz. (CU (X, 7x,<x),C) ve (CU (Y, Ty, <y), <) nin birer sinirlt dagi-
liml 6rgii olduklarimi biliyoruz. Herhangi bir V' € CU (Y, 7y, <y) alalim ve CU (f)™ (V)

€ CU (X, Tx, <x) oldugunu gosterelim.

1. CU(f)* (V), Tx—agiktr: Ciinkii V' kiimesi (Y, 7y) agik ve f, 7x — 7y siirekli
oldugundan CU (f) (V') = f~' (V) kiimesi Tx —agiktir.

2. CU(f)? (V), Tx—kapalidir: Ciinkii V' kiimesi 7y —kapali ve f, 7x — 7y siirekli
oldugundan CU (f)” (V) = f~1 (V) kiimesi 7x —kapalidir.

3. CU (f)? (V) bir yukari kiimedir: Herhangi z,y € X i¢in z € CU (f)”" (V) ve

r <x y olsun. Bu durumda z € f~'(V) = f(z) € V olur. f bir Priestley
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uzay1 morfizmi oldugundan f (z) <y f (y) olur. V bir yukar1 kiime oldugundan
f(y) € V vedolaywsiylay € f~2 (V) = CU (f)* (V) olur. Yani CU (f) (V) bir

yukar1 kiimedir.

Boylece CU ()™ un CU (Y, 1y, <y) den CU (X, Tx,<x) ye tanimh bir fonksiyon
oldugunu soyleyebiliriz. Simdi de CU (f)” : CU (Y, 1y, <y) — CU (X, 7x, <x) fonk-

siyonunun 6rgii homomorfizmi kosullarini sagladigini gorelim.

LCUNHTD)=f10)=0veCU(H)? (V)= f1(Y)= X dir.
2. U,V € ClU(Y,ry,<y) olmak iizere
CU(NHTUUVV)=f(UUV)= [T O)Uf (V)
=CuU ()" U)ucU(f)™ (V)
dir.
3. U,V € CU (Y, 1y, <y) olmak iizere

CUHTUNV)=fHUNV)=fU)NF (V)
=CU(NH™U)ncU ()" (V)

dir.

Boylece CU (f)™ fonksiyonunun (CU (Y, 7y, <y),C) den (CU (X,7x,<x),C) ye
bir orgii homomorfizmi oldugunu gérmiis olduk. O halde (CU (X, 7x,<x),<) Rty
(CU (Y, 71y, <y),C) bir BDLP—morfizmdir. Son olarak Ci/ nun PRS den BDL®P a
taniml bir funktor oldugunu gérmek i¢in C{ nun bileskeyi ve birim morfizmleri korudu-

gunu gormeliyiz.

bileske iglemi: (X, 7y, <x) — (Y, 7y, <y) ve (Y, 7y, <y) =5 (Z, 74, <) birer
PRS—morfizm olsun. CU (g o f) = CU (g) o°? CU (f) oldugunu gostermek icin
CU(go [) =CU(f)PoCU (g)” oldugunu gosterecegiz. Her V € CU (Z,77,<y)

i¢cin
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op (g 1 )
(CU(g)™" (V)
= CU(f)™ o CU(g)" (V)

dir. Boylece CU (g o ) = CU (f)™ o CU (g) olur.

birim morfizmler: Keyfi (X, 7, <) € Ob (PRS) ve PRS—birim morfizm

d(X 7,<)

(X, 7<) s (X,7,<), id(xr<)(x) = x verilsin. V€ CU (X, 7, <) olmak
lizere

CU (idx.r0)™ (V) = id Koy (V) =V

dir. O halde
idox - °op ider(x
cu ((X,T <) SR (X g)) =CUX,7,<) ¥ U (X, T, <)

olur ve dolayisiyla

td(x <)

idevi(x +
cu ((X, <) (X, g)) =CU(X,7,<) T cU (X, T, <)
esitligi elde edilir.
CU nun PRS den BDL°P a taniml bir funktor oldugu goriilmiigtiir. O

Bu boliimde iki tane dogal doniisiim (natural transformation) tanimlayacagiz. Bilin-

digi iizere idprs : PRS — PRS funktoru
idpRrs ((X, X, <x) L, (Y, v, SY)) = (X, 7x,<x) L, (Y, 7v,<y)
seklindeki birim funktor olarak tanimlanir. Yine
PS : BDL°® — PRS ve CU/ : PRS — BDL°?
birer funktor oldugundan PS o ClY : PRS — PRS bir funktor olur. Burada herhangi

bir (X, 7, <x) - (Y, 7y, <y) € Mor (PRS) i¢in
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(PSoctl) ((X,7x,<x) D> (v, 7y, <))

(CU ()

— PS (CU (X, 7x,<x)) PS(CU(Y,7v,<y))

ile tanimlidir.
PF (CU (X,7x,<x)) den PF (CU (Y, Ty, <y)) ye tammh PS (CU (f)) fonksiyo-
nunun nasil bir doniisiim uyguladidini1 gérmek i¢in herhangi bir P € PF (CU (X, 7x,<x))

alirsak,
PS(CU(f)) (P) = (CU(f)™) " (P)
={UecCU(Y,1v,<y) | CU(f)"(U) € P}
={UeCUY,7v,<y)| ['(U) € P}
olur.

T](X 7,<)
<) =

Onerme 4.7. 1 = <(X, 7, < PS(CU (X, T, <))> ailesi idprs

(X,7,<)€Ob(PRS)
den 'PS o CU ya tamimli bir dogal doniisiimdiir.

77(X‘r <)
<) —

Ispat Her PRS—obje (X, 7, <) igin PRS-morfizm (X, 7, < PS (CU (X, 1, <))

nnnx <) () ={U € CU (X, 7,<) | x € U} ile tammlandigin1 hatirlayalim (bkz. Oner-
me 4.2). nnin 7 : idprs —PS o CU seklinde bir dogal doniisiim oldugunu goérmek i¢in
herhangi bir (X, 7x, <x) — (Y, 7y, <y) € Mor (PRS) alalim ve

(X) TX, SX;]()E)X)PS (CZ/{ (X7 TX, SX))
fl lm(cu( ) (4.4)
(Y7 TYa— ) (—> PS (Cu (Y Ty, <Y))

Y,7y,<y)

kare diyagraminin degismeli oldugunu gorelim. Herhangi bir z € X i¢in;

(PS (CU(f)) 0 Nixryzx) () = PS (CU(F)) (nx,rx2x) (@)
={UecUY,rv,<y) | FHU) € iy <x) (@)}
={UecU(Y,rv.<y) |z € 7 (U)}
={UeCU(Y,7v.<y)| f(z) €U}

(f ())

= (<) 0 f) (2)

77 YTY <y

49



BULGULAR VE TARTISMA K. AYKUR

olur. Boylece (4.4) degismelidir. Dolayisiyla 7, idprs den PS o CU ye taniml bir dogal

doniisiimdyir. 0]

Simdi de ikinci bir dogal doniisiimii tanimlayacagiz. idgprer : BDLP — BDL°P,
1dBp1,0p ((L, <1) S, (M, SM)) = (L,<1) 7, (M, <jr) seklinde tanimli birim funk-
tor ve CU o PS : BDL®P — BDL°P funktoru Ci/ ile PS nin bilegke funktoru olsun.
Burada herhangi bir (L, <r) SN (M, <pr) € Mor (BDL°P) i¢in

CL{(PS(f)

(€t oPS) (L. <) L5 (M, <ar)) = (CU(PS (1)), €) (€ (PS (M), C)

dir. Elbette ki BDL°P—morfizm (CL{ (738( ), <) Upsig (CZ/I (PS (M)), <) mor-

fizmi BDL—morfizm (CU (PS (M cuEsn™ (CU (PS (L)), C) nin kargitidir.
CU (PS (M)) den CU (PS (L)) ye tammlt CU (PS (f))” fonksiyonunun nasil bir do-
niisiim uyguladigmi gérmek igin herhangi bir 4 € CU (PS (M)) alalim. Onteorem 3.3
geregi da € M Oyle ki d = ¢ (a) olur. O halde

CU (PS (1))” U) = CU(PS (1)) (¢ (a))
= (PS ()" (p(a))
—{QePF(L)|PS(f)(Q) €¢(a)}
={QePFL) | (f") Q) €v(a)}
={QePF(L

)
(

)lae(f?) (@)}
={Q ePF(L)| f”(a) € Q}
= ¢ (f*(a))

olur.

Onerme 4.8. < = ((CU(PS (1), <) &3 (1, <)> ailesi CU o PS den
(L,<)€Ob(BDLeP)
idgprer ye tamuml bir dogal doniisiimdiir. Burada BDLP—morfizm (CU(PS (L)), C)

=y — (L, <), BDL—morfizm (L, <) — vy (CU (PS (L)), ) nin karsit morfizmidir.

€(L,5)
R

Ispat Oncelikle herhangi bir BDL—obje (L, <) i¢in, BDL—morfizm (L, <)
(CU(PS (L)), <) nin e <) (z) = ¢ (z) ile tammlandigini hatirlayalim (bkz. Onerme

4.1). € ailesinin € : CUU o PS — idgprer seklinde bir dogal doniisiim oldugunu gérmek
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icin herhangi bir (L, <p) SN (M, <pr) € Mor (BDL°P) alalim ve

(CU(PS (L)), C) 22, (L, <,)

CupPs (f))l lf

(CU(PS (M), C) (M, <)

“(M,2r1)
kare diyagraminin degismeli oldugunu gorelim. Fakat bu diyagramin degismeli oldugunu
gormek i¢in bu diyagrama BDL kategorisi icinde kars1 gelen diyagramin degismeli ol-
dugunu gosterecegiz. BDLP-morfizm (CU(PS (1)), €) UPSI) (cuPs (M), <)
yi, BDL—morfizm (CU(PS (M cu (RS (CU(PS (L)), C) nin kargit1 olarak ve
BDL°P —morfizm (CU(PS (L)), ) 9 (L, <) yi BDL-morfizm

(L,<) —= sy (CU (PS (L)), <) nin karsit1 olarak tanimladigimizi goz oniinde tutalim.

Dolayistyla bir 6nceki diyagramin BDL®P i¢inde degismeli olmasi,

(M, <ar) <24 (€U (PS (1)) ,€)
e |aumsiy
(L, <1) (CU(PS(L)),C)

é(L.<)

diyagraminin BDL i¢inde degismeli olmasina denktir. Her z € M igin;

(CUPS ()7 0 ewrzan) (@) = CUPS ()" (ewrza) (@)
= CU(PS ()" (¢ (2))
=@ (f (x))
= ews, (f7 (2))
= (e.<) 0 f7) (@)

oldugundan CU (PS (f))” o e(m,<\y) = €(L,<,) © f olur. O

Simdi buraya kadar yaptiklarimizi toparlayalim.

Bu kisimda, PRS ile objeleri Priestley uzaylari ve morfizmleri Priestley uzayr mor-
fizmleri olan kategoriyi gosterdik. Ayrica idprs : PRS — PRS nin ve PSoCU
PRS — PRS nin birer funktor oldugunu ve 1 nin idprg den PS o CU ya taniml bir
dogal doniisiim oldugunu gosterdik. Onerme 4.4 geregi her (X, 7, <) Priestley uzay1 icin

N(X,7,<)

(X,7,<) = PS(CU(X,1,<)) bir PRS—izomorfizm oldugundan 7, idprs den
PS o CU ye tanimh bir dogal izomorfizmdir. Dolayisiyla idprs =~ PS o CU dir.
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Yine BDL°P ile; objeleri sinirli dagilimh orgiiler ve morfizmleri 6rgii homomorfizm-

leri olan kategoriyi gosterdik.
idpprer : BDL? — BDL®P ve ClU/ o PS : BDL? — BDL°P

nin birer funktor ve € un CU o PS den idpprer ye tanimh bir dogal doniisiim oldugunu
gosterdik. Her (L, <) sinirl, dagiliml 6rgiisti igin (CU (PS (L)), ©) =y (L, <) nin bir
BDL°P—izomorfizm (¢iinkii ez <) : (L, <) — (CU (PS (L)), <) bir BDL—izomor-
fizmdir. Bkz. Onerme 4.1) oldugundan ¢, Cl o PS den idgprer ye tanimli bir dogal
izomorfizmdir. Dolayisiyla CUU o PS = idgpy.ep dir.

Boylece Onerme 2.11 uyarinca asagidaki teorem kanitlanmis oldu.

Teorem 4.1. PS : BDL°? — PRS ve CUU : PRS — BDL°P birer denkliktir.

4.2. Baz Genisletilmis Kategoriler

Tanmm 4.3. (L, <;) ve (M, <) birer simirli, dagilimli orgii ve u : L — M bir fonk-
siyon olsun. Eger asagidaki kosullar saglantyorsa u ya (L, <p) den (M, <,;) ye tanimli

bir bitigme koruyan fonksiyon (join-homomorfizm) denir (Cignoli vd. 1991):

J1) (L, <p)ve (M, <) nin en kiiciik elemanlart strayla L, ve Ly olmak iizere u (L)

(J2) Vz,y € Liginu(zVy) =u(x)Vul(y)dir

Tanmm 4.4. (L, <p) ve (M, <y;) birer stmrli, dagilimli orgii ve v : L — M bir fonk-
siyon olsun. Eger asagidaki kosullar saglaniyorsa v ye (L, <) den (M, <) ye tanimli

bir bulusma koruyan fonksiyon (meet-homomorfizm) denir (Cignoli vd. 1991):

(M1) (L, <) ve (M, <) nin en biiyiik elemanlart sirayla T ve T olmak iizere
v (TL> = TM dll’;

(M2) Vz,y € Licinv(z ANy) =v(x) Av(y) dir.

Tanmm 4.5. (L, <;) ve (M, <) birer Boole cebiri ve f : L — M bir drgii homomor-

fizmi olsun. Eger Va € L icin

oluyorsa, f ye bir Boole homomorfizmi denir.
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Objeleri sinirh ve dagilimli 6rgiiler ve morfizmleri bitisme koruyan fonksiyonlar olan
kategoriyi JBDL ile gosterecegiz ve bu kategoriye Genisletilmis Simirh ve Dagilimh
Orgiilerin Kategorisi diyecegiz. Elbetteki burada bileske islemi, bilinen fonksiyon bi-
leskesi ve birim morfizmler ise birim fonksiyonlardir. Eger 6zel halde bu kategorinin her
bir objesi bir Boole cebiri oluyorsa, bu kategoriyi JBA ile gosterecek olup, elde edilen

bu kategoriye Genisletilmis Boole Cebirlerinin Kategorisi diyecegiz. Burada

homjyga ((B,<p),(C,<¢)) = homsspr, ((B,<3), (C,<¢))
oldugu aciktir. Dolayisiyla JB A kategorisi JBDL kategorisinin bir dolu altkategorisidir.

Uyari 4.2. Tamum 4.3 ve Tanum 4.4 iin apagik bir sonucu olarak; (K, <r) ve (M, <y)
birer suurly, dagiliml 6rgii ve h : K — M bir fonksiyon olmak iizere, h nin (K, <)
dan (M, <,r) ye tammli bir érgii homomorfizmi olmasi icin gerek ve yeter sart (K, <)
dan (M, <)) ye tamml bir bitisme koruyan fonksiyon ve bulusma koruyan fonksiyon

olmasidr.

Onerme 4.9. (X, <) bir kismi strali kiime, I bir damga kiimesi ve Vi € I icin A; bir asag
kiime olsun. Bu durumda | J,.; A; kiimesi de bir asagi kiimedir. Kisaca asagu kiimelerin

keyfi birlesimi yine bir asagi kiimedir.

Ispat Keyfi z,y € X icin z € U,er Ai ve y < o olsun. Bu durumda Jiy € I 6yle ki
x € Ay, dir. A; bir agag1 kiime ve y < z oldugundan y € A;; ve dolayisiylay € J,.; A
olur. U

Tanim 4.6. (X, 7y, <x) ve (Y, 7y, <y) birer Priestley uzayi ve R, X denY" ye tanimli bir
baginti olsun. Eger asagidaki kogullar saglaniyorsa, R ye (X, 7x,<x) den (Y, 1y, <y)

ye tamumli bir Priestley bagintis1 denir (Cignoli vd. 1991).
(i) Her x € X icin R () kiimesi v —kapali ve agag kiimedir,
(ii) Her V € CU (Y, 1y, <y)igcin R (V) € CU (X, 7x, <x) dir.

Uyan 4.3. Uyar: 3.2 de verilen bir (X, ) Stone uzayimn (X, 7,=) seklinde bir Priestley

uzayt olarak diisiiniilebilecegini belirtmigtik. Eger (X, 7x) ve (Y, Ty) birer Stone uzay
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(dolayisiyla Priestley uzayt) ve R, (X, 7x) den (Y, Ty) ye tamumli bir Priestley bagntist
ise, bu bagintiya (X, 7x) den (Y, 1y) ye tanumli bir Boole bagintisi denir. Bu baglamda
her Boole bagintisinin ayni zamanda bir Priestley bagintisi oldugunu soyleyebiliriz. Ay-
rica bir Stone uzayinda herhangi bir altkiimenin bir asagi (yukari) kiime oldugu aciktir.
Dolayisiyla bir Stone uzayinda bir kiimenin yukari kiime veya asagu kiime olmast kosu-
lunu aramayacagiz. Bir (X, 1) Stone uzay: verildiginde C (X, ) ile (X, T) in tiim kagik
kiimelerinin kiimesini gosterecegiz. Asagidaki Tanim 4.7 de en genel halde Boole bagintisi

tanumt verilmistir.

Tamm 4.7. (X, 7x) ve (Y, 7y) birer Stone uzayi, R, X den Y ye tamumli bir baginti
olsun. Eger asagidaki kosullar saglaniyorsa, R ye (X, 7x) den (Y, Ty) ye tamml bir
Boole bagintist denir (Halmos 1955).

(i) Her x € X icin R (x) kiimesi Ty —kapalidr,
(ii) Her V € C(Y,1y) icin R"Y (V) € C (X, x) dir.

Ornek 4.3. (X, 7x, <x) ve (Y, 7y, <y) birer Priestley uzay: olmak iizere, ) (X, 7x, <x)

den (Y, 1y, <y) ye tamumli bir Priestley bagintisidir.

Ornek 4.4. Ornek 3.2 de verilen (PF (L), 1, C) ve (PF (M), Tas, C) Priestley uzay-

larint goz oniine alalim.
R=A{(P,Q) e PF(L)xPF(M)|[(VIzeQ),zeP}

seklinde tamimli R, (PF (L), 7, C) den (PF (M), Ty, C) ye tamumli bir Priestley ba-
ginnisidir. Bunu gorelim: P € PF (L) olmak iizere herhangi Q,Q' € PF (M) igin
Q € R(P)ve Q@ C Q kosulu saglansin. Her | x € Q' icin | v € Q = x € P
oldugundan )’ € R (P) dir. Dolayisiyla R (P) bir asag kiimedir.

Herhangi bir () € R (P) alabm. Q € PF (M) oldugundan @ # 0 dir. | = € Q

olsun. Bu durumda Q) € ¢ (| x) olur. Aymi zamanda ¢ (| ©) € Ty oldugundan

R(P)Np(lz) 0= (3Q € PF(M)),Q € R(P) ve @ € p(L2)

=Q eR(P)velzeQ =2eP=>QeR(P)=R(P)=R(P)
olur. Dolayisiyla R (P) kapalidur.
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Herhangi bir V € CU (PS (M)) alalim. Eger V = () ise R~ (V) =0 € CU (PS (L))
olur. V # 0 olsun. Onteorem 3.3 geregi3 | x € M dylekiV = ¢ (| x) dir R™' (¢ (} z))
= ¢ (x) oldugunu gérmek istiyoruz. Ciinkii ¢ (x) € CU (PS (L)) dir. Herhangi bir P €
R (p (| x)) alalim. Bu durumda

FQep(2),PERT(Q)=(QP)eER'=(PQER
olur: Ayni zamanda Q € ¢ (| ) oldugundan
lreQ=zeP=Pcy()=>R " (p(lr) Cp(
olur: Simdi de ters kapsamay: gorelim. Diyelim ki ¢ (z) ¢ R (¢ (| x)) olsun. O halde
@BPew(),PER (p(12) = R(P)Np(la) =0

dir V = ¢ (] x) # 0 oldugunu séyledik. Q € ¢ (] x) olsun. O zaman | x € Q olur.
Ayni zamanda P € ¢ (x) = x € P oldugundan (P,Q)) € R = Q € R (P) olur. Fakat
bu durum R (P) N ¢ (| z) = 0 olmasiyla celisir. Dolayisiyla o (z) C R~ (¢ (| 1)) dir.
Boylece R™' (o (L z)) € CU (PS (L)) elde edilir.

Onteorem 4.2. (X, 7x,<x) ve (Y, 7y, <y) birer Priestley uzayi, R, (X,7x,<x) den
(Y, 1v, <y) ye tamumli bir Priestley bagintisi, x € X vey € Y olsun. Eger y ¢ R (z) ise,
ozaman 3V € CU (Y, 7y, <y) oylekiy € Vve VN R (x) = 0 dir.

Ispat Eger R (z) = (Jise V = Y olarak segmek yeterlidir. R () # ) olsun. Bos olmayan
bir / damga kiimesii¢in R (z) = {y; € Y | i € I} olsun. R, (X, 7x, <x) den (Y, 1y, <y)
ye tanimli bir Priestley bagintisi oldugundan R (x) bir asag1 kiimedir. Dolayisiyla Vi € [
i¢in y £y y; dir. Aksi takdirde y € R (z) olur ki bu durum y ¢ R (x) olmastyla celisir.
Ayn1 zamanda (Y, 7y, <y') bir Priestley uzay1 oldugundan 3V, € CU (Y, 1y, <y) dyle
kiyeVy,vey ¢V, =y € Y\V, =y € (Y \V,) di Dolayisiyla R () C
U (Y \ V;,) olur. Ohalde V = {Y'\ V,, | i € I} ailesi 2 () in bir agik ortiisiidir. (Y, 7y)
'z[f);olojik uzay1 kompakt ve Priestley bagintisi tanimi geregi R () kiimesi 7 —kapali ol-

dugundan Teorem 3.4 uyarinca R (=) de kompakttir. O halde R (z) C |J (Y \ V,,) olacak
i=1
sekilde V nin bir sonlu {Y' \ V,,, Y \ V,,, ..., Y \ 'V, } alt ortiisti vardir. Bu durumda

R <o\ v) =\ (ﬁ%) = R@)N (ﬁvm) 9

i=1 i=1
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olur. Burada Vi € {1,2,...,n} i¢in y € V,, oldugundan y € () V,, dir. Onteorem 4.1 in

=1

bir sonucu olarak da (1 V,,, € CU (Y, 7y, <y) oldugundan kanit tamamlanur. O
i=1

Onteorem 4.3. (X, 7x, <x) ve (Y, 7y, <y) birer Priestley uzayt ve R, (X, 7x,<x) den

(Y, 7v, <y) ye tamumli bir Priestley bagintisi olsun. Bu durumda ¥s,t € X ve s <x ticin
R(s) C R(t)
dir (Cignoli vd. 1991).

Ispat Eger R (t) = Y ise istenen agiktir. R () # Y olsun. Herhangi biry € Y \ R (¢)
alalim. Bu durmda y ¢ R (t) ve Onteorem 4.2 uyarinca 3V € CU (Y, 7y, <y) dyle ki
y € VveVNR(t) = 0dir. Buradan t ¢ R~' (V) olur. R~ (V) bir yukar kiime ve

s <x t oldugundan

sgRT(V)=VNR(s)=0=y¢ R(s)=yeY \R(s)
=Y \R({)CY\R(s)= R(s) CR(t)

elde edilir. 0

Onteorem 4.4. (X, 7x,<x) ve (Y, 7y, <y) birer Priestley uzayi ve R, (X, 7x,<x) den
(Y, 7v, <y) ye tamumli bir Priestley bagintisi olsun. Bu durumda R kiimesi X XY ¢arpim

uzaywmin bir kapalr altkiimesidir.

Ispat Herhangi bir (z,y) € (X x Y) \ R alalim. Bu durumda (z,y) ¢ R =y ¢ R(x)
olur. Onteorem 4.2 geregi IV € CU (Y, 1y, <y) Oylekiy € V ve VN R(x) = () dir.

Buradan

r¢ R'(V)=2e X\ R V)
= (z,y) € (X\R ' (V) xV

elde edilir.
Simdi (X \ R7'(V)) x V C (X xY)\ R oldugunu gérelim. Herhangi bir (a,b) €
(X \ R7*(V)) x V alalim. Bu durumda
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a¢ R (V)vebeV=R(@NV=0=0b¢ R(a)
= (a,b) ¢ R= (a,b) € (X xY)\ R
= (X\R'(V))xVC(XxY)\R

olur. Burada V- € CU (Y, 1y, <y ) ve R, (X, 7x, <x) den (Y, 7y, <y) ye taniml bir Priest-
ley bagintis1 oldugundan R~ (V) € CU (X, 7x, <x) olur. Dolaysiyla (X \ R~! (V) x
V kiimesi X X Y carpim uzayinin bir acik alt kiimesidir.

Boylece (X x Y) \ R kiimesinin her noktasi bir i¢ nokta olur. Yani (X xY) \ R
kiimesi X X Y carpim uzayinda acik ve dolayisiyla R ayni uzayda kapalidir. U

Onerme 4.10. (X, 7x,<x), (Y, 7y,<y) ve (Z,75,<y) Priestley uzaylar olmak iizere
R, (X, 7x,<x) den (Y, 7y, <y) ye tamumlive S, (Y, 1y, <y) den (Z,747,<z) ye tamml
birer Priestley bagintisi olsun. Bu durumda SoR, (X, 7x,<x)den (Z,7z,<z) ye tamimli

bir Priestley bagintisidur.

Ispat S o Rnin X den Z ye tanimh bir bagint1 oldugu agiktir.

(i) Keyfi x € X alalim ve (S o R) (z) in 7z—kapali oldugunu gorelim. Bir 6n hazirlik
olarak Y x Z den Z ye m5 (y, z) = z ile tamiml1 projeksiyon doniigiimiinii ele alalim

Ve

(S0 R) (x) = m (R () x Z)N S)

oldugunu gorelim. Herhangi bir z € (S o R) () alalim. Bu durumda 3y € R (z)
oylekiz € S (y) = (y,2) € S dir. Dolayisiyla (y, z) € (R (z) X Z) NS olur. Yani
z € m ((R(x) x Z)NS) olur. O halde

(SoR)(z) Cm((R(x) x Z)NS)

kapsamast vardir. Simdi de herhangi bir z € m ((R (x) x Z) N S) alalim. O halde
Jy € Y oyle ki

(y,2) € (R(x) x Z)NS = (y,2) € R(x) x Zve (y,z) €S
=yeR(x)vezeS(y) =z2€(SoR)(x)
olur. Boylece m ((R (z) x Z) N S) C (S o R) (z) olur. Yani
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(SoR)(x)=m ((R(z) x Z)NS)

esitligi vardir. R (x) kiimesi 7 —kapali (dolayisiyla R (z) x Z kiimesi Y X Z ¢arpim
uzayinda kapal1) ve Onteorem 4.4 geregi S kiimesi Y x Z carpim uzayinda kapali
oldugundan (R () x Z)N S kiimesi de Y x Z ¢arpim uzayinda kapali olur. (Y, 7y )
ve (Z, T7) topolojik uzaylari kompakt oldugundan Teorem 3.3 geregi Y x Z ¢arpim
uzay1 kompakttir. O halde (R (z) x Z) N S kiimesi bu uzayda kompakttir. Projek-
siyon doniigtimleri siirekli fonksiyonlar ve kompaktlik siirekli fonksiyonlar altinda
korundugundan 7, ((R (x) x Z) N S) kiimesi (Z, 7z) topolojik uzayinda kompakt-
tir. Yani (S o R) (x) kiimesi (Z, 77) topolojik uzayinda kompakttir. Ayn1 zamanda

(Z, 17) Hausdorff oldugundan Teorem 3.5 geregi (S o R) (x) kiimesi 7, —kapalidur.

Simdi de (S o R) (x) in (dolayistyla S (R (x)) in) asag1 kiime oldugunu gore-
lim. Tanim 2.1 in bir sonucu olarak

S(R@)=|J 5w

yeR(z)
esitligini hemen gorebiliriz. S, (Y, 7y, <y) den (Z, 77, <) ye tamiml bir Priestley
bagintist oldugundan Vy € R (z) C Y icin S (y) bir asag1 kiimedir. Onerme 4.9 ge-
regi asag1 kiimelerin keyfi birlesimi yine bir asag1 kiime oldugundan {J, ¢ z(,y S (v)

bir agag1 kiime ve dolayisiyla S (R (x)) bir agag1 kiime olur.

(i) Keyfi V € CU(Z,75,<z) alahm ve (So R)"' (V) € CU (X,7x,<x) oldugunu
gorelim. Yine Tamm 2.1 in bir sonucu olarak (So R)™" (V) = R™'(S71(V))
oldugundan R (S71(V)) € CU (X, 7x, <x) oldugunu gdstermek yeterlidir. S,
(Y, 1y, <y)den (Z, 7, <z) ye tanimli bir Priestley bagintisive V' € CU (Z, 77, <z)
oldugundan S~ (V) € CU (Y, 1y, <y) dir. Yine R, (X, 7x,<x) den (Y, 1y, <y)

ye tamimli bir Priestley bagintisi ve S~ (V') € CU (Y, 7y, <y') oldugundan
R (STH(V)) eCU (X, 7x, <x)

olur. O

Tanmm 4.8. (X, 7x,<x), (Y, 7v,<y) ve (Z, 7z, <z) Priestley uzaylari, R, (X, 7x,<x)
den (Y, 1y, <y) ye tamumli ve S, (Y, 7y, <y) den (Z,77,<z) ye tamumli birer Priestley

bagintist olmak iizere, (X, 7x,<x) den (Z,7z,<z) ye tamimli S o R Priestley bagintisina
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R ile S nin Priestley bilegske bagintist denir.

Uyand4. (X, 7x), (Y,7v)ve (Z,7z) Stone uzaylarive R, (X, 7x ) den (Y, Ty) ye tanimli
ve S, (Y, 1y) den (Z, T7) ye tamumli birer Boole bagntist olmak iizere, (X, 7x) den (Z,7z)

ye tanmimlt S o R Boole bagintisina R ile S nin Boole bilegke bagntist denir.

(X, <) bir kismi sirali kiime olsun. Ilerde "Priestley birim bagintis1" diyecegimiz X
den X e tammh Ax <y = {(z,y) € X x X |y < x} bagmtisin1 g6z 6niine alalim. Bu-

rada herhangi bir x € X i¢in
Axg (@) ={yeX|y<a}=lz
ve herhangi bir A C X i¢in
Ax(A)={ye X |(BreA), y<uz}

oldugunu hemen gorebiliriz. Eger (X, 7, <) bir Priestley uzay1 ise bu bagintiyr A (x - <)

ile gOsterecegiz.

Onerme 4.11. (X, 7x,<x) ve (Y, 7y, <y) birer Priestley uzayt ve R, (X, 7x,<x) den

(Y, 1y, <y) ye tamumli bir Priestley bagntist olsun. Bu durumda
(@) RoAxry<y) = Rdir

(b) Ay <y) 0 R = Rdir

Ispat

(a) Vo € X igin (R o A(x,r¢ <y)) () = R (x) oldugunu gostermek yeterlidir. Her-

hangi bir z € X alalim.

Once (R o A(xry.<y)) (z) € R () oldugunu gérelim. Bunun i¢in keyfi y €
(Ro Axry,<y)) (z) alalm. Bu durumda y € R (A(x,7y,<y) (2)) olur. Buradan
Jr' € Axry,<x) (¥) Oyle ki (2',y) € Rolur. Ay, <) tanimi geregi @' <y x
dir. Dolayistyla Onteorem 4.3 uyarinca R (2') C R (x) olur. Ayrica (z/,y) € R
oldugundan y € R (z') dir. Buradan da y € R (x) elde edilir. Yani

(R ° A(Xﬂ'xéx)) (23) CR (1:)
kapsamasi vardir.
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(b)

Simdi de R () C (Ro A(xry,<y)) (%) kapsamasini gorelim. z <x z oldu-

gundan x € A(x r, <) (x) dir. Buradan

R (fL‘) CR (A(X,Txéx) (:E)) = (R © A(X,TX,SX)) ({E)
olur. O halde R (z) C (R o A(xr¢ <y)) (x) kapsamasi da vardur.

Awry<y) © B = R esitligini gormek icin herhangi bir x € X alalm ve
(Awry <yy© R) () = R(z) oldugunu gdsterelim. Yine kiime esitligi tanimini

kullanacagiz.

Herhangiy € (Ay,ry <y) © R) (z) alalm. Budurumday € Ay, <, (R ()
dir. O halde 3y’ € R (x) dyle ki (v',y) € Ay <y) dir. Ay <) tanimi geregi
y <y y olur. R, (X,7x,<x) den (Y, 7y, <y) ye taniml bir Priestley bagintist

oldugundan R (z) bir agsag1 kiimedir. Dolayisiyla y € R (x) olur. Yani
(Ary,zy) o R) () € R(z)

kapsamasti vardir. Simdi de herhangi bir y € R (z) alalm. Bu durumda {y} C R (z)

dir. Ayn1 zamanda y <y y oldugundan y € Ay, <, (y) dir. Buradan

yc A(Y,TYSY) (y) C A(YJY,SY) (R (37)) = (A(YJY,SY) © R) (‘T)

olur. Yani R (z) C (A,ry <y) © R) (z) kapsamasi da vardir. O

Onerme 4.12. (X, 7, <) bir Priestley uzayi olmak iizere /\(x ;<) bagintist (X, 7, <) den

(X, 7, <) ye tamumli bir Priestley bagintisidr.

Ispat A(x,r,<) nin X den X e taniml bir bagint1 oldugunu sdylemistik.

(@)

Herhangi bir x € X alalim. A x ; <) (z) in asag1 kiime oldugu agiktir. A (x - <) ()
in 7—kapali oldugunu gorelim. Bunun igin A(x - <y () kiimesinin kapanisina esit
oldugunu, yani; A (x, <) (z) = A(x.r.<) () oldugunu gosterecegiz. A (x,.<) (z) C
m oldugundan m C A(x,r,<) (x) oldugunu gostermek yeterli-
dir. Farzedelim ki A(x,.<) (r) ¢ A(x.r.<) () olsun. O zaman Jy € A x, <) ()
oyle ki y ¢ A(x,r<) () dir. O halde A(x ; <) tamm geregi y £ z olur. (X, 7, <)
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bir Priestley uzay1 oldugundan 3U € CU (X, 7,<) dylekiy € U ve x ¢ U dur.
Ayni zamanda U € 7 ve y € A(x ;<) (z) oldugundan U N A(x ;<) (z) # 0 dir. O
halde 3z € X dyleki z € U ve z € A(x 7<) (x) dir. A(x - <) tanmi geregi z <
olur. U, yukari kiime, z € U ve z < x oldugundan x € U olur. Fakat bu durum
x ¢ U olmasiyla gelisir. Dolayisiyla A (x ;<) () € A(x,-,<) () kapsamasi vardur.

(i) Herhangi bir V' € CU (X, 7, <) alalim.
A(_)%jé) V)y={zeX|FyeV),y<z}=VelU(X,1<)

olur. O

Tanmm 4.9. (X, 7, <) bir Priestley uzay olmak iizere, (X, 7, <) den (X, T, <) e tammli
Axarg) ={(z,y) e X x X |y <z}
seklindeki Priestley bagintisina Priestley birim bagntisi denir.
Tamim 4.10. (X, 7) bir Stone uzayt olmak iizere, (X, 7) den (X, T) e tanumli
Dxry = {(2,2) 2 € X}
seklindeki Stone bagintisina Boole birim bagintis1 denir.

Sonug 4.1. Objeleri Priestley uzaylari, morfizmleri Priestley bagintilari, birim morfizm-
leri Priestley birim bagintilari ve bileske islemi Priestley bagintilarinin bileskesi olan bir

kategori vardr.

Ispat Onerme 4.11, Onerme 4.12 ve Onerme 4.10 un apagik bir sonucudur. 0

Bundan bdyle Sonug¢ 4.1 de bahsi gecen kategoriyi PREL ile gosterecegiz ve bu

kategoriye Genisletilmis Priestley Uzaylarimin Kategorisi diyecegiz.

Sonug 4.2. Objeleri Stone uzaylari, morfizmleri Boole bagintilari, birim morfizmleri Bo-
ole birim bagintilart ve bileske islemi Boole bagintilarinin bileskesi olan bir kategori

vardir.

Ispat Sonuc 4.1 e benzer olarak kolayca goriiliir. 0
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Bundan boyle Sonug 4.2 de bahsi gecen kategoriyi RStone ile gosterecegiz ve bu

kategoriye Genisletilmis Stone Uzaylarimin Kategorisi diyecegiz.

Uyar14.5. Her (X,7x), (Y, 7v) € Ob (RStone) i¢cin

homgstone ((X; 7x) , (Y, 7v)) = homprer (X, 7x,=), (Y, 7v,=))
oldugu aciktir. Dolayisiyla RStone kategorisi PREL kategorisinin bir dolu altkatego-

risidir.

4.3. Priestley Dualitesinin Bir Genislemesi

Onteorem 4.5. (L,<r) ve (M, <) birer simurli dagilimli orgii, Q € PF (M) ve u,
(L,<p)den (M, <) ye tanumli bir bitisme koruyan fonksiyon olsun. O halde L\u™" (Q)

kiimesi (L, <p) nin bir idealidir.

Ispat I = L\ u ' (Q) diyelim. I C L oldugu aciktir. Ayn1 zamanda @, (M, <,) nin

bir asal filtresi oldugundan
u(l)=1lu¢Q=1lr¢u ' (Q=u"(Q#L=>1#0
dir.
(I1) Herhangi a,b € Ligina € I ve b <;, a kosulu saglansin. Bu durumda
ag¢u(Q)=ula)¢Q

olur. Ayrica b <j, a oldugundan b V a = a dir. u, (L, <p) den (M, <,s) ye tanimli

bir bitisme koruyan fonksiyon oldugundan
u(a)=u(bVa)=ud)Vu(a)=u(b) <y u(a)

dir. Dolayisiyla u (b) ¢ @ olur (aksi halde u (b) <, u (a) oldugundan u (a) € Q
olur ki bu durum, u (a) ¢ @ olmasiyla ¢elisir). Boylece u (b) € I olur.

(I2) a,b € I olsun. Bu durumda
adu(Q) vebgu ' (Q)=ula) ¢ Qveu(d) ¢Q
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olur. Dolayisiyla u (a) V u (b) ¢ @ dir (aksi halde @), (M, <j/) nin bir asal filtresi
oldugundan u (a) € () veyau (b) € @ olur ki bu durum, u (a) ¢ @ ve u (b) ¢ Q ol-
mastyla gelisir). u, (L, <p) den (M, <)) ye taniml bir bitisme koruyan fonksiyon

oldugundan
ulavb)=u(@)Vud)¢Q=aVvbdu'(Q)=avbel

olur. [l

Onteorem 4.6. (L, <) ve (M, <y;) birer sturli dagibmh orgii, Q € PF (M) ve u,
(L,<p) den (M, <) ye tamumli bir bitisme koruyan fonksiyon olsun. O halde u=" (Q)

kiimesi bir yukart kiimedir.

Ispat Herhangi a,b € Licina € u='(Q) ve a <; b kosulu saglansin. Bu durumda
u(a) € QveaVb=>bdir u, (L,<y)den (M,<js) ye tanimh bir bitisme koruyan

fonksiyon oldugundan
u(b) =u(aVvb)=u(a)Vu(d) = u(a) <py u(b)

olur. u (a) € Q ve Q € PF (M) oldugundan v (b) € Q olur. Boylece b € u~! (Q) dir. O

Onteorem 4.7. (L, <p) ve (M, <y;) birer suurl dagilimli 6rgii, Q € PF (M), u (L, <p)
den (M, <,;) ye tamumli bir bitisme koruyan fonksiyon ve T C L olsun. Eger, verilen
t1,to, ..ty € Ticin Ja € w1 (Q) oyle ki a <p t; Aty A ... AL, oluyorsa, o zaman
dP € PF (L) oyle ki

TCPCu'(Q)

olur.

Ispat Onteorem 4.5 geregi [ = L\ u~' (Q) kiimesi (L, <;) nin bir idealidir. Fip, T' nin
tirettigi filtre olsun. Frr N I = () oldugunu gorelim. Diyelim ki £ N T # () olsun. O halde
Jb e Loylekib e Frveb € I dir. Fr tammu geregi 3 {1, to, ..., t,} C T dyle ki

i Nto NNt <1 D

dir (bkz. Onerme 2.3). Varsayim geregi de Ja € u~! (Q) dyle ki
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athl/\tz/\/\tn

dir. Dolayisiyla a <; bolur. a € u™(Q), a <; b ve Onteorem 4.6 geregi u ' (Q)
kiimesi yukar1 kiime olduundan b € u~' (Q) olur. Fakat bu durum b € I olmasiyla
celisir. Dolayisiyla Fr N I = () dir. Onteorem 2.1 uyarinca 3P € PF (L) 6yle ki Fr C P
ve P N I = () dir. Buradan da

TCFCPCL\I=u"(Q)

olur. O

Onerme 4.13. PS* <(L, <p) = (M, <p > PS (L ) 735‘( ), PS* (u) =
{(P,Q) € PF(L) x PF(M)|Q C (u?)"" (P)} ile tamimli PS*:JBDL® — PREL

fonksiyonu bir funktordur.

Ispat Oncelikle (L, <;) — (M, <j) bir JBDL°P—morfizm, yani (M, <,/ 7
(L, <) bir JBDL—morfizm olmak iizere, PS (L) — P ps (M) nin bir PREL—mor-
fizm oldugunu gosterelim. PS* (u) nin PF (L) den PF (M) ye taniml bir bagintt ol-
dugu aciktir. Herhangi bir P € PF (L) alahm. Eger (u®?)~" (P) = 0 ise, PS* (u) = 0
olacagindan PS (L ) Y ps (M) nin bir PREL—morfizm oldugu aciktir. (u®?) ™" (P)
-+ () olsun. Herhangi bir b € (u®?)”" (P) alahm. {b} C M ve b <j; b oldugundan Onte-
orem 4.7 uyarinca 3Q) € PF (M) dyle ki

(B} Q< W) (P)
dir. Buradan Q € PS* (u) (P) ve dolayisiyla PS* (u) (P) # () olur.
(i) PS* (u) (P) nin 7, —kapali ve bir asag1 kiime oldugunu gorelim.

Once PS* (u) (P) nin 7),—kapali oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in PS* (u) (P)
nin kapanisia esit oldugunu, yani PS* (u) (P) = PS* (u) (P) oldugunu goster-
mek yeterlidir. PS* (u) (P) C PS* (u) (P) oldugundan PS* (u) (P) C PS* (u) (P)
oldugunu gosterecegiz. Herhangi bir Q € PS* (u) (P) icin Q € PF (M) oldugun-
dan @ # () oldugu agiktir. Herhangi bir b € @ alalim. Bu durumda @) € ¢ (b) olur.
¢ (b) kiimesi 73, —acik ve Q € PS* (u) (P) oldugundan

 (b) VPS™ (u) (P) # 0
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(ii)

dir. Buradan 3R € PF (M) dyle ki

Rep(b) ve Re PS*(u)(P)=be Rve (P,R) € PS*(u)
—=be Rve RC (u”?)" (P)=be (u?)"' (P)
=QC (u?)'(P)
= (P,Q) € PS* (u) = Q € PS* (u) (P)

olur. Boylece PS* (u) (P) C PS* (u) (P) kapsamasi elde edilir.

Simdi de PS* (u) (P) nin asag1 kiime oldugunu gorelim. Herhangi @, R €
PF (M) igin Q € PS*(u)(P) ve R C @ olsun. Burada (P,Q) € PS* (u) ve
dolayisiyla Q C (u®)~" (P) olacagindan

RCQC (u?) ' (P)=RC (u”)" (P)
= (P,R) € PS* (u) = R € PS™ (u) (P)
olur.

Herhangi bir V' € CU (PS (M)) alalim. Onteorem 3.3 geregi 3b € M 6yle ki
V = ¢ (b)dir. PS* (u) " (¢ (b)) € CU (PS (L)) oldugunu gosterecegiz. ¢ (u’ (b))
€ CU (PS (L)) oldugundan PS* (u) " (¢ (b)) = ¢ (u® (b)) oldugunu gostermek
yeterlidir. Once PS* (1) ™" (¢ (b)) C ¢ (u? (b)) kapsamasim gérelim. Herhangi bir
P € PS* (u)~" (¢ (b)) alalim. Bu durumda PS* (u) (P) C ¢ (b) olur. Herhangi bir
Q € PS* (u) (P) alirsak, @ € ¢ (b) = b € @Q olur. Ayn1 zamanda

Q € PS* (u) (P) = (P,Q) € PS" (u) = Q C (u)™" (P)
dir. Dolayistyla b € Q oldugundan
be (uP)" (P)=u®(b) e P= P e pu”(D)
olur. Boylece PS* (u) " (¢ (b)) C ¢ (u® (b)) olur. Simdi de
o (u? (b)) S PS™ (u) " (2(b))

kapsamasini gérelim. Herhangi bir P € ¢ (u? (b)) alalim. Bu durumda u®” (b) € P
= b e (u?)"" (P) dir. b € M oldugundan T = {b} C M dir. Aym zamanda
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b e (u?)"" (P)veb <j boldugundan Onteorem 4.7 uyarinca 3Q € PF (M)
6yleki T C Q C (u)~" (P) dir. Q € ¢ (b) oldugunu da goz oniine alirsak

(P,Q) € PS* (u) = Q € PS* (u) (P)

= PS* (u) (P)Ne(b) #0

= P c PS*(u)"" (¢ (b))

olur. Boylece ¢ (u (b)) € PS* (u) " (¢ (b)) kapsamasi da vardir. O halde

P (u” (b)) = PS* (u) ™" (2 (b))

PS*(u
G

esitligi vardir. Boylece PS (L) PS (M) nin gercekten bir PREL—morfizmi

oldugunu gostermis olduk.

Simdi PS* : JBDL°? — PREL fonksiyonunun bileske iglemini ve birim mor-

fizmleri korudugunu gorelim.

bileske islemi: Herhangi (L, <;) — (M, <p) ve (M,<y) 2 (N, <y) JBDLP—
morfizmlerini ve P € PF (L) alalim.

(PS* (12) 0 PS" (wn)) (P) = PS" () (PS" (ws) (P))
= {RePF(N)| (3Q € PS" () (P)). (Q,R) € PS" (u2)}
= {RePFMV)|(3QC @) (P)). RePS" (u) Q)]
={rePrv|(30c@h ™ (P)
c{rePFrV) RS @) (W)™ (P)}
={rePFm)|RC (@) " ow?) ") (P)}
—{RePFN)|RC (W ou) ™ (P)}
={RePF(N)|RC (up0%u)"" (P)}
= PS* (uz 0% uy) (P)

olur. Dolayisiyla (PS* (usg) o PS* (uy)) (P) € PS* (ug 0 uy) (P) dir. Simdi de
PSE* (uz o uy) (P) C (PS* (ug) o PS* (uq)) (P) oldugunu gorelim. Bunun i¢in
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herhangi bir R € PS* (ug 0% ;) (P) alalim. Bu durumda R € PF (N) ve

olur. Burada u3” (R) € M oldugu agiktir. R € PF (N) oldugundan R # () =
uS (R) # 0 olur. Herhangi bir t € u$” (R) alahm. u$” (R) C (u)~" (P) oldugun-
dant € (u?)" (P) olur. Ayni zamanda ¢ <, t oldugundan Onteorem 4.7 uyarinca

3Q € PF (M) oyle ki

dir. Buradan

QC W) (P)ve RC (uf) ' (Q)

= (P,Q) € PS* (u) ve (Q,R) € PS* (us)
= (P,R) € PS* (u) 0 PS* (uy)

= R € (PS* (uz) o PS* (w1)) (P)

elde edilir. O halde PS* (ug o uy) (P) C (PS* (ug) o PS* (uq)) (P) dir. Boylece
PS* (ug o uy) (P) = (PS™ (u2) o PS* (u1)) (P)

olur. Dolayisiyla PS* : JBDL? — PREL fonksiyonunun bileske islemini ko-
rudugunu soyleyebiliriz.

idgp,
birim morfizmler: Herhangi (L,<;) € Ob (JBDL°P) i¢in (L, <) ) (L,<p)
id9?

JBDLC—birim morfizm (yani; (L, <) %" (L,<),id? _  (z) =z JBDL—
birim morfizm) ve P € PF (L) igin

PS* (id<,)) (P) = {P’ e PF(L)| P C (idggL))_l (P)}
={P' e PF(L)| P C P}
= Apsr) (P)
olur. 0
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Onerme 4.14. Cu* <(X7 TX, SX) i> <Y7 Ty, SY)) = (Cu (X7 TX, SX) ) g) CZ/L(];)

(CU (Y, 1v,<y),C) ile tamimli CU* : PREL — JBDL°P fonksiyonu bir funktordur.
Burada JBDL°P —morfizm (CU (X, 7x,<x),C) ) (CU (Y, 1y, <y),Q),

cu* (R)*? (V)=R1* (V)

CU*(R)°P
—

esitligi ile tammlanan JBDL-morfizm (CU (Y, v, <y ), Q) (CU (X,7x,<x),9)

nin karsitidr.

Ispat Ilk olarak (X, 7x, <x) N (Y, 7y, <y) bir PREL—morfizm olmak iizere
(CU (X, 7x,<x),<) wy (CU (Y, 1y, <y), C) nin bir JBDL°P—morfizm oldugunu

gosterelim. Bunun i¢in (CU (Y, 7v, <y ), Q) i (CU (X, 7x,<x),<)ninbir JBDL-

morfizm oldugunu gosterecegiz. CU* (R)™ nin CU (Y, 7y, <y) den CU (X, 7x,<x) ye

taniml1 bir fonksiyon oldugu agiktir.

J1) cu* (R)* (0) = R~ (0) = 0 dir.
J2) U,V € CU (Y, 1y, <y) olmak iizere

CU* (R (UUV)=R 1 (UUV)
—{zeX|R@)NUUV)+£0}
—{zeX|(R@)NU)UR@)NV) +£0}
={zeX|R@)NU#DveyaR(x)NV #0}
—{zeX|R@)NUAPIU{ze X |R@x)NV #0}
=RT(U)URT (V)
— CU* (R)™ (U) UCU* (R)™ (V)

olur. Boylece CU* (R)® fonksiyonu (CU (Y, 7y, <y), <) den (CU (X, 7x,<x), <)

ye taniml1 bir bitisme koruyan fonksiyon ve dolayisiyla

CU* (R)°P
—

U (Y, 17v,<y), <) CU (X, 7x,<x),<)

bir JBDL—morfizm olur.

Son olarak CU/* nun bilegke iglemini ve birim morfizmleri korudugunu gérelim.
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bilegke islemi: (X, 7x, <x) LN (Y, 1y, <y) ve (Y, 7y, <y) N (Z,717,<z) morfizm-
leri birer PREL—morfizm olsun. CUU* (S o R) = CU* (S) o CU* (R) oldugunu
gostermek i¢in CU* (S o R)™ = CU* (R)™ oCU* (S)® oldugunu gosterecegiz. Her
VeCUu(Z,17,<z)icin

CU (So R)” (V) =(SoR)" (V)

=Cu (R)” (571 (V)
= CU (R)™ (CU" ()" (V)
= (CU" (R)™ o CU™ (R)) (V)

dir. Boylece CU* bileskeyi korur.

birim morfizmler: Keyfi (X, 7, <) € Ob (PREL) ve PREL—birim morfizm
DX
(X,7,<) — (X,7,5), Axr<) = {(z,y) e X x X |y <z}
Priestley bagintisin1 goz oniine alalim. Keyfi V' € CU (X, 7, <) igin

CU" (Dixr)” (V) = A, (V) =V =ideuxr<.0) (V)

olur. Dolayistyla CU/* birim morfizmleri korur. U

Onerme 4.15. (X, 7x,<x) ve (Y,7y,<y) birer Priestley uzayi ve f : X — Y bir

fonksiyon olsun. Eger f, Tx — Ty siirekli ve sira-korur fonksiyon ise, o zaman
Ry ={(z,y) e X XY [y <y [ (2)}
seklinde tammli baginn, (X, 7x, <x) den (Y, v, <y) ye tamumli bir Priestley bagintisidur.

Ispat f, 7x — 7y siirekli ve sira-korur fonksiyon olsun. R s nin X den Y ye taniml bir

bagint1 oldugu aciktir.

(i) Herhangi bir x € X alahm. R (z) =/ f (z) oldugundan, bir asag: kiime ol-
dugu agiktir. Ry (x) in 7y —kapali oldugunu gorelim. Bunun i¢in Ry () in kapa-

nigina esit oldugunu, yani R;(x) = Rj(z) oldugunu gosterecegiz. Bunun igin
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(ii)

R (z) € Ry (z) oldugunu gostermek yeterlidir. Farzedelim ki Ry (z) ¢ Rj (2) ol-

sun. Bu durumda 3y € Ry () 6yle ki y ¢ R; (z) dir. Dolayisiylay £y f (z) olur.

(Y, 7y, <y) bir Priestley uzay1 oldugundan 3V € CU (Y, 1y, <y ) Oylekiy € V ve
f(z) ¢ V dir. Ayt zamanda y € R; () oldugundan V N R () # § olur. O halde

Jy e Yoylekiy € Vvey € Ry(z)dir. Ry tammu geregi y' <y f () olur.

Ayni zamanda V' € CU (Y, 7y, <y) oldugundan f (x) € V olur. Fakat bu durum
f (z) ¢ V olmastyla elisir. Dolayisiyla Ry (z) € R; () kapsamast vardir.

Keyfi V € CU (Y, 7y, <y) alam ve R;' (V) € CU (X, 7x, <x) oldugunu go-
relim. f, 7x — 7y siirekli oldugundan f~! (V') kiimesi 7x —kagiktir. Ayrica herhangi
v, € Xiginz € f71(V) vexz <y 2 kosulu saglandiginda, f (x) € V ve
f, sira-korur fonksiyon oldugundan f (x) <y f () olur. Buradan f (z') € V ve
dolayisyla 2/ € f~'(V) olur. Yani f~! (V') yukar kiimedir. Boéylece f~! (V) €
CU (X, 7x,<x) oldugunu sdyleyebiliriz. Dolayisiyla R;l (V) = f~1(V) oldu-

gunu gostermek yeterlidir.

Once R;l (V) C f~1(V) kapsamasini gorelim. Herhangi bir = € R;l (V)
alalm. Bu durumda Ry (x) NV # ( dir. O halde Jy € Y 6yle kiy € Ry (x) ve
y € V dir. Buradan y <y f (x) ve V € CU (Y, 7y, <y) oldugundan

f@)eV=xecf (V)
olur. Boylece R;l (V) C f~1 (V) kapsamasi vardur.

Simdi de f~' (V) C R;' (V) oldugunu gorelim. Farzedelim ki f~' (V) ¢
R;* (V) olsun. O zaman 3x € f~! (V) dyle ki

f
r¢ RN (V)= Re(z)NV =10
dir. Burada f () <y f (z) oldugundan f (z) € Ry (x) dir. Dolayisiyla
f@)gV=adf (V)
dir. Fakat bu durum 2z € f~' (V) olmasyla gelisir. O halde f~' (V) € R;' (V)

kapsamas1 da vardir. U
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(X, 7, <) bir Priestley uzay1 olsun. Onerme 4.2 de oldugu gibi taniml (X, 7, <) e
PS (CU (X, 7,2)),nix7<) (@) ={U € CU (X, 7,<) | + € U} PRS—izomorfizmini ha-
tirlayalim (bkz. Onerme 4.4). Onerme 4.15 geregi

Ry ={(&,P)e X xPF(CU(X,7,<)) | P Cnixrs) (2)} (4.5)
(X,7,<)den PS (CU (X, T,<)) ye ve

R - {(p, ) € PF(CUX,7,<)) x X |z <n7}, (P)}

—1
N(x,r,<)

PS (CU (X, 7,<)) den (X, 7, <) e tamml birer Priestley bagintisidir. Dolayisiyla
B )
(X, 7,<) —=7 PS(CU(X,T1,<))

veE
R 4

PS(CU (X, 7, <) 59 (X,7,<)

birer PREL —morfizmdir.

) e

Onerme 4.16. PREL—morfizm (X, 7, < PS (CU (X, T, <)), bir PREL—izo-

morfizmdir.

R 1
(X,7,<)
—

o Rn X,r,<
ispat Yukanda (X,7,<) <5 PS(CU(X,T,<)) ve PS(CU (X, T,<))
OR 1 =

N(X,7,<)

(X, 7, <) nin birer PREL—morfizm oldugunu belirttik. Dolayisiyla R

n(x,7,5)

Apscuxr<) ve B -1 o Rn( = A(x,r,<) oldugunu gostermek yeterlidir. Once

N(x,r,<)
R o) Rn(_xl,r,g)
PF (CU (X, T,<)) i¢gin (Rmx,ng) o Rn(;& <)> (P) = Apsicux,r,<) (P) oldugunu gos-

termek yeterlidir. Herhangi bir P € PF (CU (X, 7, <)) i¢in

X,7,5)

X< = Apsux,r<) esitligini gosterelim. Bu dogrultuda her P €

(oo 0 By ) (PY =By (Ryy _ (P)

—{Perreux )| (FreR,, (P), @P)e Ry, )

_ {P’ €PF(CU X, 7<) | Fr e X), z <y, o (P), P S (fv)}

— (P e PF(CUX, 7<) | (B1 € X), nixme) (z) C P, P C ey ()}
={P e PF(CU(X,7,<)) | Bz € X), P' Cixre) (z) C P}

— [P e PF(CU(X,7,<)) | P C P} (4.6)

= Opsieuxr<) (P)
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oldugundan R oR -1 = Aps(cu(x,r<)) esitligi dogrulanir. Burada (4.6) esitligi,

N(x,7,<) 7](X77-7§)
7)(x,r,<) in drten olmasinin bir sonucudur. Ciinkii her P € PF (CU (X, 7,<))ve P’ C P
icin Onerme 4.4 geregi P’ = nx . <) () olacak sekilde bir z € X bulunabilir. Simdi de

R 1 oR

Mgy MEmD)

= A(x,r<) esitligini gorelim. Herhangi bir z € X i¢in

(R’N_xlmg ° R"(X"S)) (z) = Bt (RW(X"S) (:c))

= {x’ € X | (EIP € Ryyio (a:)) , @' € Rn(—)} o (P)}

- {x €X|(BPePF(CU(X,T,<)), PCixrs (¥), ' <ni, o (p)}

- {x € X | (3P € PF(CUX,7, <)), 5, (P) <, o/ <5l (P)}

- {x € X | (3P e PF(CU(X,7,<)), 2’ <5, o (P) < x}

={2' e X |2 <z} 4.7

= Ax <) (T)

oldugundan R, -1 oR

Nx,r,<)

Onerme 4.4 iin bir sonucudur. 77(_;7 < Orten oldugundan ' < x kosulunu saglayan her

' € X igin, x n(X <) (P) olacak sekilde en az bir P € PF (CU (X, 7, <)) vardir. [J

= A(x,r,<) esitligi de vardir. Burada da (4.7) esitligi yine

N(x,r,<)

Bu boliimde; PS*nin JBDL°P den PREL e tanimli ve CU/* nin PREL den JBDL°P

ye tanimli birer funktor oldugunu gosterdik. O halde PS* o CUU* : PREL — PREL

bir funktordur. Elbette ki bu funktor herhangi bir PREL—morﬁzm (X, 7x,<x) N

(Y, 7v, <y) ye PREL-morfizm PS (CU (X, 7x, <x)) " B ps (cu (Y, 7v,<v))
yi karsilik getirir. Simdi; PS* (CU* (R)) nin herhangi bir P € PF (CU (X, 7x,<x)) ye

nasil bir doniisiim uyguladigini acik¢a gorelim.

PS* (CU* (R)) (P) = {Q € PF(CU (Y, ry. <y)) | Q C (€U (R)™) ' (P)}
={Q e PF(CU (Y, 1v,<y)) | (VV € Q), CU* (R)” (V) € P}
={QePF(CUY,1v.<y)) | (VW €Q), R (V) e P} 4.8)

olur. Bu esitlik asagida Onerme 4.17 yi kantilamamiza yardimci olacaktir.

) Rn 7, <

Onerme 4.17. 1* = ((X, 7<) 5P pS(Cu (X, T <))) ailesi
(X,7,<)EOb(PREL)

tdprgL den PS* o CU* ya tanumli bir dogal doniisiimdiir.
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Ispat 7* nin bir dogal doniisiim oldugunu gormek icin herhangi bir PREL—morfizm

(X, 7x, <x) £, (Y, 7y, <y) i¢in

B X,7x,5X,
(X,Tx, SX) (7—3 ?DS (CL{ (X, TX, SX))
Rl lps*(cu*(R)) (4.9)
(Y7 Ty, SY)R—> PS (Cu (Y7 Ty, SY))

Y,y ,<y)

dikdortgeninin degismeli oldugunu gorelim. Bunun i¢in herhangi bir z € X alalim ve

(7?3* (€U (R)) o R,,(X,TX,SX)) () = (Rmy,fy,gY) o R) () (4.10)

oldugunu gosterelim. Herhangi bir () € (738* (CU* (R)) o Ry <X)) (x) alalim. Bu

durumda

Q € PS* (CU* (R)) (Rn(x,fx,gx) (:1:))

= (3Pe Ry, (@), (P.Q) €PS (U (R))

olur. Burada P € RU(XT (x) oldugundan (z, P) € Rn(xT ) ve dolayisiyla (4.5)

x:<x)
esitligi geregi P C 1)(x 7<) (@) olur. Ayni zamanda (P, Q) € PS* (CU* (R)) oldugun-
dan QQ € PS* (CU* (R)) (P) ve dolayistyla (4.8) esitligi geredi QQ € PF (CU (Y, 1y, <y))

= Q C CU (Y, 1y, <y) ve yine ayni esitlik geregi VV € Q i¢cin R~ (V) € P dir. O za-

X <X

man VV € QicinV € CU (Y, 7y, <y) dir. Yine P C 7(x,r,,<y) () oldugundan

(VV € Q) ) R (V) € NXrx,<x) (l’)
= WVeQ),ze R (V)= WV eQ),R(x)NV £0

olur. Simdi /Y = Q U{R ()} ailesini tanimlayalim ve bu ailenin sonlu arakesit 6zelligine
sahip oldugunu gorelim. R, (X, 7x, <x) den (Y, 7y, <y) ye tanmiml bir Priestley bagintisi
oldugundan R (z) kiimesi 7y —kapali ve VV' € Q i¢cin V' € CU (Y, 7y, <y) oldugundan,
U nun her elemanmmin 7y —kapali oldugu agiktir. Onerme 2.2 geregi her Vi, V5, ..., V,, € Q
icin (n] V; € Q dir. Ayrica Q, (CU (Y, 7y, <y), C) nin bir asal filtresi oldugundan () ¢ Q
dir. Zlisi halde VV € CU (Y, 7y,<y) i¢in ) C V ve dolayisiyla (F1) kosulu geregi
Ve=CUY1,<y) C Q olur ki, bu durum @ nun CU (Y, 7y, <y) nin bir 6z

altkiimesi olmasiyla geligir. Aym zamanda (| V; € @ oldugundan (| V; # () dir. Yine
=1 =1
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VYV € Qigin R (x) NV # () oldugundan, I/ nun her sonlu alt ailesinin arakesitinin bogtan
farkli oldugunu, dolayisiyla ¢/ nun sonlu arakesit 6zelligine sahip oldugunu soyleyebiliriz.
Burada (Y, 7y, <y) bir Priestley uzay1 oldugundan (Y, 7v) topolojik uzay: kompakttir.
Teorem 3.1 geregi

(YU#0=TyeY) ycRx) ve VWeQ),yeV

olur. Burada VV € Q i¢in V € CU (Y, 7y, <y) ve y € V oldugundan V' € 0y, <, (y)

olur. Dolayisiyla

Q g n(Y,TY,SY) (y) = Q S R”(Y,‘ry,gy) (y)
dir. y € R(x) = {y} C R («) oldugundan Uyari 2.1 gerefi
(Yiry,<y) (R (I))

olur. O halde (738* (CU* (R)) o Rn(x’TX’SX)) (x) C (RW(Y,Ty,gY) o R) (x) kapsamasi
o R) (x) alalim. Bu

Rn(y,w,gy) (y) C R,

vardir. Ters kapsamay1 gérmek icin, herhangi bir ) € (R

vy .<y)

durumda da

Qehy, _ (R@)=QCyeckhx), Qehy, _ )

= QEePF(CUY,1v,<y)) Ve Q € Nviry.<y) ()

= (WeQ),Venmns y)=WVeQ),yeV

= WVeQ), Re)NV£P=(VVeQ), xrc R V)

= (VW eQ), R (V) € nixry,<x) (2)

= Q€ PS*(CU (R)) (Nxrx.cn) () @.11)

olur. Buradaki (4.11) gerektirmesi (4.8) esitliginden goriiliir. Burada 7x . <) () €

R, ) (x) oldugundan

(X,7x.<x
{U(XJ'X,SX) (ﬁ)} < RW(X,TX,SX) ()

olur. Uyari 2.1 den PS* (CU* (R)) (n(x.rx.<x) (z)) € PS* (CU* (R)) (Rn(xﬁxéx) (5‘3)>

elde edilir. O halde

Q € PS™ (CU" (R)) (Rmx,fx,gx) (x)> - (PS* (CU" (R)) o R”(wsﬂ) (z)

= (Rn(y,w,gy) ° R) (x) € (7?8* (CU* (R)) o Rn(X,TXSX)) ()
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olur. Dolayisiyla (4.10) esitligi vardir. Boylece (4.9) diyagrami degismeli olur. U

Sonuc 4.3. idprgr ile PS* o CU* funktorlar: dogal izomorfiktir.

Ispat Onerme 4.16 ve Onerme 4.17 nin acik bir sonucudur. 0

Simdi ikinci bir dogal doniisiimden s6z edecegiz. CUU* o PS*:JBDL? — JBDL°P
bileske funktorunu goz oniine alalim. Herhangi bir (L, <p) — (M, <;;) JBDLP—mor-
fizm icin

(CU* o PSY) ((L, <) =% (M, gM)>

cu (PS (w))

= (CU(PS (L)), <) (CU(PS (M)), <)

oldugu aciktir. Elbette ki burada JBDL°P —morfizm

cu (Ps (1)),<) " (cu (PS (M), ©)
JBDL—morfizm (CU (PS (M)), Q) U RS L)™ (CU (PS (L)), C) nin karsitidir. Bu-

rada CU* (PS* (1)) nin herhangi bir V € CU (PS (M)) ye nasil bir doniisiim uygula-
digim1 gorelim. Onteorem 3.3 geregi 3y € M dyle ki V = ¢ (y) dir. Buradan
CU™ (PS™ (u)™ (V) = CU" (PS™ (w)” (¢ ()
= PS* (u) "' (¢ (y)
={P € PF (L) | PS" (u) (P)Nep(y) # 0}
={PePF(L)|(EQePF(M)), QePS (u)(P), Q<c¢(y)}
={PePF(L)|(B3Q € PF(M)), QC (u?)" (P), y € Q}
={PePF(L)|ye @?) " (P)} (4.12)
—{PePF(L)|u”(y) e P}
= (u”(y)) (4.13)

elde edilir. Burada (4.12) esitligi yine Onteorem 4.7 nin bir sonucudur. Ciinkii verilen bir
P e PF(L)vey € (u?)"" (P)icin T = {y} olarak secilirse; T C M vey <y ¥
oldugundan daima

TCQC (ur) ' (P)

olacak sekilde Q € PF (M) bulunabilir. Bu (4.13) esitligi asagida Onerme 4.18 i kanit-

lamamiza yardimci olacaktir.
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. (L <) . .
. . * — < * *
Onerme 4.18. = ((cu (PS(L)),C) &3 (L, ))(L o, AUeSICUT 0 PS

den idygprer ye tamuml bir dogal doniisiimdiir. Burada (CU (PS (L)), C) —
JBDLCP—morfizmi JBDL—morfizm (L, <) —=

(L <)

(L, <)
(CU (PS (L)), C) nin karsit morfiz-

(L <)

midir.

(L <)

Ispat Herhangi bir JBDL—obje (L, <) i¢in (L, <) —3 (CU (PS(L)),C) JBDL—

morfizminin e(;, <) (z) = ¢ () ile tammlandigim hatirlayalim (bkz. Onerme 4.1). Bu-
rada dikkat edilmesi gereken husus, Uyart 4.2 nin bir sonucu olarak BDL—morfizm

(L, <)

€(L,5)
=

(CU (PS (L)), <) nin aymt zamanda bir JBDL—morfizm olmasidir. £*
un bir dogal doniisiim oldugunu gormek igin herhangi bir (L, <) — (M, <) €
Mor (JBDL°P) alalim ve

(CUPS (L)), C) 2= (L, <)

cux (PS*(u))l lu

(CUPS (M), ) o (M. <)

S(M,<py

kare diyagraminin de8ismeli oldugunu gorelim. Bunun i¢in

(M, <a1) 29 (cu(Ps (M), ©)

ul lcu*ws*(u»“’

(L,<p) — (CU(PS (L)), C)

é(L.<

diyagraminin degismeli oldugunu gostermek yeterlidir. Ciinkii (CU (PS (L)), Q) o)

(L, <) JBDL°P—morfizmini JBDL—morfizm (L, <) — (CU (PS (L)), C) nin kar-
sit1 olarak ve JBDL°P—morfizm (CU(PS (L)), Q) s ) (CU(PS (M)),C) yi
JBDL—morfizm (CU(PS (M)), Q) U (RS L™ (CU(PS (L)), C) nin karsitt olarak ta-

(L <)

nimladik. Her y € M i¢in

(CU™ (PS™ (u))” 0 err<a) () = CU (PS* ()™ (eu,<pp) (v))
= CU™ (PS™ (u)” (¢ (y))
= @ (u™ (y))
= e(r,<;) (U™ (y))
= (ew.<p) 0 u”) (v)

oldugundan CU* (PS* (u))™ o e(nr,<,y) = €(1.<,) © u’? elde edilir. O
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Uyan 4.6. 4.1. Kisimda tamimlanan BDL kategorisinin, bu boliimde tanimladigimiz
JBDL kategorisinin bir alt kategorisi oldugu aciktir. Onerme 4.1 in bir sonucu olarak
JBDLP—morfizm (CU (PS (L)), <) =y (L, <), aymi zamanda bir BDLP —izomor-
fizm oldugundan Onerme 2.12 geregi bir JBDLP —izomorfizm olur.

Sonuc¢ 4.4. 1dygprer ile CU* o PS* funktorlart dogal izomorfiktir.

Ispat Uyari 4.2, Uyar1 4.6 ve Onerme 4.18 in apacik bir sonucudur. U

4.1. Kisimda oldugu gibi, bu boliimde de tiim yaptiklarimizin bir sonucu olarak as-

linda asagidaki teoremi kanitlamig olduk.

Teorem 4.2. PS* : JBDL°? — PREL ve CUU* : PREL — JBDL°P birer denklik-

tir.

4.4. Priestley Dualitesinin Bir Uygulamasi

Objeleri Stone uzaylari, morfizmleri siirekli fonksiyonlar, birim morfizmleri birim
fonksiyonlar ve bileske islemi bilinen fonksiyon bileskesi olan kategori vardir. Bu kate-
goriyi Stone ile gosterelim. Uyar1 3.2 de de soz edildigi tizere verilen bir (X, 7) Stone
uzayinin (X, 7, =) seklinde bir Priestley uzay1 oldugunu unutmayalim.

Yine objeleri Boole cebirleri, morfizmleri Boole homomorfizmleri, birim morfizmleri
birim fonksiyonlar ve bilegke islemi bilinen fonksiyon bilegkesi olan bir kategori vardir.
Bu kategoriyi ise BA ile gosterelim.

Bu kisimdaki amacimiz Stone kategorisi ile BA kategorisinin dual olarak denk ol-
duklarini, Priestley dualitesi’nin bir uygulamasi olarak gostermektir. Glincel literatiirde bu
denklige Stone dualitesi (Erne 2004; Stone 1936) ad1 verilir. Biz bu denkligi gosterirken
Onerme 2.13 ii kullanacagiz.

Oncelikle her bir Boole homomorfizmi aym zamanda bir érgii homomorfizmi oldu-
gundan BA kategorisinin BDL kategorisinin bir alt kategorisi oldugu agiktir. BA nin
BDL igerisinde dolu oldugunu gostermek i¢in ise (B, <g) ve (C, <¢) birer Boole ce-
biri ve h : (B, <p) — (C, <) bir 6rgii homomorfizmi olmak iizere; her = € B i¢in

h(2") = h(z)" oldugunu gostermek yeterlidir. Herhangi bir z € B igin
Te=h(Tg)=h(zVva)=h(x)Vh(@)=h(z)Vh()=Tc

71



BULGULAR VE TARTISMA K. AYKUR

ve
le=h(lg)=h(zAz)=h(x)Ah(z)=h(z)ANh(z)=Lc

dir. Ayn1 zamanda h (z) V h(z)" = T¢ ve h(z) A h(z)" = L¢ oldugundan Uyari 2.2

geregince h (z') = h(z) olur. Boylece BA kategorisi BDL kategorisinin bir dolu alt

kategorisi olur.

Her bir (X, 7) Stone uzay1 (X, 7, =) seklinde bir Priestley uzay1 oldugundan Stone

kategorisinin PRS kategorisinin bir alt kategorisi oldugu aciktir. Dolayisiyla
homstone ((Xa TX) ) (}/a TY)) g homPRS ((X7 TX, :) ) (Y7 Ty, :))

dir. Herhangi bir f € hompgrs (X, 7x,=), (Y, 7y, =)) i¢cin f, 7x — 7y siirekli fonksiyon

oldugundan f € homggone ((X, 7x), (Y, 7y)) olur. Dolayisiyla

homprs (X, 7x,=), (Y, 7v,=)) C homsgtone (X, 7x), (Y, 7v))
dir. Bu iki kapsama

homggone (X, 7x) , (Y, 7y)) = hompgrs (X, 7x,=), (Y, 7y, =))

esitligini dogrular. O halde Stone kategorisi PRS kategorisinin bir dolu alt kategori-
sidir. 4.1. Kisimda PS : BDL°? — PRS ve Cl/ : PRS — BDL°P funktorlarinin
tdprs ~ PS o CU ve CU o PS = idgpror kosullarint sagladigini gosterdik.

Herhangi bir (B, <) Boole cebiri i¢in

PS((B,<))=(PF(B),m8,=) = (PF(B),75) € Ob(Stone)

dir. Ciinkii; eger P,Q € PF (B) ve P C () ise, Sonug 2.2 geregi P = () dir.

Benzer sekilde herhangi bir (X, 7) Stone uzay1 i¢in CU (X, 7,=) C C(X,7) ol-
dugu neredeyse aciktir. Ciinkii bir Priestley uzayindaki kagik ve yukar1 bir kiime zaten
kacgiktir. Bilinen esitlik bagintist olan ” = 7 e gore her kiime ayn1 zamanda bir yukari
kiime oldugundan C (X, 7) C CU (X, 7,=) dir. Dolayistyla CU (X, 7,=) = C (X, 7) dir.
Ayrica (C (X, 7), Q) ikilisi bir Boole cebiri belirtir. Burada her U,V € C (X, 7) i¢in

UVV =UUV,UANV =UNVveU =U°= X \U ile tammlidir. O halde
CU((X,7)) =CU((X,7,=)) = (CU(X,7,=),S) = (C(X,7),C) € Ob(BA)
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dir. Tiim bunlar, her BA°P—morfizm (B, <p) N (C, <¢) i¢in ve her Stone—morfizm

(X,7x) L (Y, 7v) igin
ST ((B.<n) =+ (C.<0)) = (PF (B),75) =% (PF (€),70)
BA((X,mx) 5 (V7)) = (€ (X,7x),©) “F (€ (v, 7v), ©)

ile tanimhi S7 : BA°? — Stone ve BA : Stone — BA°P funktorlarinin sirayla
PS ve CU funktorlarinin birer kisitlamasi oldugunu dogrular. Dolayisiyla Onerme 2.13

uyarinca S7 ve B.A funktorlar birer denkliktir.

4.5. Genigsletilmis Priestley Dualitesinin Bir Uygulamasi

Bu kisimdaki amacimiz aslinda Stone kategorisinin bir genislemesi olan RStone
ile BA kategorisinin bir genislemesi olan JBA nin dual olduklarin1 gostermektir. Bu
denklige Halmos-Wright dualitesi denir (Halmos 1962; Wright 1957). Bunun i¢in yine
Onerme 2.13 ii kullanacagiz.

4.2. Kisimda JB A kategorisinin JBDL kategorisinin bir dolu alt kategorisi oldugunu
ve RStone kategorisinin ise PREL kategorisinin bir dolu altkategorisi oldugunu belirt-
mistik. Ayrica 4.3. Kisimda PS* : JBDL? — PREL ve CU//* : PREL — JBDL°P
funktorlarinin idprgr, = PS*oCU* ve CU* o PS* = idyppror kosulunu sagladigini gos-

termistik. Her (B, <) Boole cebiri i¢in
PS*((B,<)) = (PF (B),75,=) = (PF (B),75) € Ob (RStone)
ve her (X, 7) Stone uzay1 i¢in
CU* (X,n)=CcUu* ((X,r,=)) =(CU (X,7,=),C) = (C(X,7),<) € Ob (JBA°P)

dir. Elbette ki (C (X, 1), C) ikilisi bir Boole cebiri belirtir ve burada her U € C (X, 7)
icin U’ = X \ U ile tammlidir. Dolayisiyla her (B, <) — (C, <¢) € Mor (JBA®P)
icin

ST ((B.<p) = (C.<c)) = (PF(B) 7)) (PF(C),7c)
esitligi ve her (X, 7x) = (Y, 7y) € Mor (RStone) icin

BA ((X,7x) 5 (Vo)) = (€ (X,7%), ©) (v, ), ©)
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esitligi ile verilen ST* : JBA°? — RStone ve BA* : RStone — JBA°P funktor-

lar1 birer denkliktir.
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda Priestley dualitesi olarak adlandirdigimiz 4.1. Kisimda; objeleri
Priestley uzaylar1 ve morfizmleri siirekli ve sira-korur fonksiyonlar olan PRS katego-
risi ile, objeleri sinirli ve dagilimh orgiiler ve morfizmleri 6rgii homomorfizmleri olan
BDL kategorisinin dual olarak denk olduklar1 gosterilmistir. Bu sonucla birlikte sinirl
ve dagilimli orgiilere tamamen farkli bir bakis a¢is1 kazandirilmig ve topolojik yapilar
tizerinden incelenebilmesi miimkiin kilinmigtir. Bu baglamda sinirli ve dagiliml 6rgii-
ler lizerine hazirlanmis ve hazirlanacak olan calismalara katki saglanmasi hedeflenmistir.
Ardindan 4.3. Kisimda objeleri yine Priestley uzaylar1 fakat morfizmleri Priestley bagin-
tilar1 olan PREL kategorisi ile, objeleri sinirli, dagilimh 6rgiiler ve morfizmleri bitisme
koruyan fonksiyonlar olan JBDL kategorisinin dual olarak denk olduklar1 gosterilmis
ve Priestley dualitesinin bir genislemesi elde edilmistir. Ayrica 4.4. ve 4.5. Kisimlarinda
Priestley Dualitesi ve Genisletilmis Priestley Dualitesi’nin 6nemli birer uygulamasi ola-
rak "Stone Dualitesi" denilen (Erne 2004; Stone 1936) BA ile Stone kategorilerinin ve
"Halmos-Wright Dualitesi" denilen (Halmos 1962;Wright 1957) JBA ile RStone ka-
tegorilerinin dual olarak denk olduklari sonucuna varildi. Gelecek ¢aligmalarda bu gibi

ornekler ¢cogaltilabilir.
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