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ONSOZ

Bu ¢caligma esas olarak Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot ve
Bulgular olmak iizere ii¢ boliimden olugmaktadir. Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramasi
bdliimiinde Stirling sayilari, Sy, (n) kuvvetler toplamu, bir aritmetik dizinin terimlerinin
kuvvetleri toplami, Bernoulli sayilar ve polinomlan ile dejenere Bernoulli sayilari ve po-
linomlar1 kavramlarinin tamimlar verilmistir. Materyal ve Metot boliimiinde bir aritmetik
dizinin terimlerinin kuvvetleri toplami olan S, (a, d) i¢in indirgeme bagintlar, Berno-
ulli sayilari ve polinomlar ile olan iligkileri ve baz1 aritmetik 6zellikler ifade edilerek
kanitlanmugtir. Bulgular béliimiinde ise S, kuvvetler toplami ile Sy ,, (a, d) genellesti-
rilmig kuvvetler toplamin1 genelleyen S ,, (a, d|\) toplamu tanimlanarak baz1 6zellikleri
ifade edilmistir. Ayrica, béliinebilme ve tam say1 olma gibi baz1 aritmetik 6zellikler elde
edilmistir.

Bu caligma boyunca bilgisini ve zamanim benimle paylagan, destegini esirgemeyen

damgmamm sayim Prof. Dr. Mehmet CENKCI’ye tesekkiirlerimi sunarim.
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GIRIS

M. MUTLUER

1. GIRIS

Kuvvetler toplami, matematikte ve istatistikte bircok konuda ortaya ¢ikmaktadir. Ornegin,

Geometride Pisagor teoremi iki karenin toplamini igerir.
Sayular teorisinde Fermat iki kare teoremi ve Legendre dort kare teoremi mevcuttur.
Istatistikte varyans analizi, degiskenlerin kareleri toplarm kavramin igerir.

Faulhaber formiilit 1% + 2% + - - - + n* toplamim 7 degiskeninin bir polinomu olarak

ifade eder.

Fermat dik iiggen teoremi a* = b* + ¢* denkleminin pozitif tam sayilarda ¢6ziimii-

niin olmadigin: belirtir.

Fermat’1n son teoremi z*+y* = 2* denkleminin £ > 2 tam sayis1 icin tam sayilarda

¢Oziimiiniin olmadigin ifade eder.

Riemann zeta fonksiyonu, reel kismi 1 sayisindan biiyiik olan bir s karmasik sayist

i¢in pozitif tam sayilarin ¢arpmaya gore terslerinin s. kuvvetlerinin toplamdir.

Waring problemi, herhangi bir pozitif tam saymin belirli bir kuvvete sahip baska

tam sayilarin toplami olarak ifade edilmesini igerir.

Altin oramn ardigik kuvvetleri Fibonacci indirgeme bagintisini saglar: o™+ = "+

n—1

42

Newton bagmtilar, bir polinomun tiim kéklerinin &. kuvvetlerinin toplamini poli-

nomun katsayilan cinsinden ifade eden esitliklerdir.

Bir aritmetik dizide yer alan sayilann kiiplerinin toplami bazen bir bagka kiip say1-

dir.

m ile k pozitif tam sayilar olmak tizere 1¥ + 2% + ... 4+ m* = (m + 1)* seklinde
olan Erd6s-Moser esitliginin 1' + 2! = 3! ¢éziimiinden baska ¢6ziimiiniin olmadig
iddia edilmigtir.

Ug kiipiin toplam1 9 modiiliinde 4 veya 5 sayilarina denk degildir.

1
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¢ Sgn(a) = a*+(a+ 1)+ +(a+n — 1)* toplam1 By, (a) Bernoulli polinomlart
ile ilgilidir.

1713 yilinda yayinlanan “Ars Conjectandi” isimli meghur kitabinda Jakob Bernoulli,
giiniimiizde Bernoulli sayilart olarak bilinen rasyonel sayilari, ardigik tam sayilarin kuv-
vetleri toplamu olan

15+ 25 4. b

toplamn ile iligkilendirerek tanimlamigtir. Bernoulli,

N onntl) o, nr+D)2n41) . _(n(n+1)\*
R

i=1

kuvvetler toplamlarimi £ = 10 durumuna kadar siralayarak Bernoulli sayilanini igeren ge-
nel bir formiil vermistir. Bernoulli daha sonra bu sayilann indirgemeli olarak nasil elde
edildigini ve formiiliin kuvvetler toplamim hesaplamak igin nasil kullanildigim agikla-
mustir.

Bernoulli tarafindan verilen séz konusu formiil giintimiizde kullanmlan gosterim ile

N A 1 Gn(k+1 B
;zk:; (j)Bjk—i_l_—; =i ]go( i )Bjnk+1 j
seklindedir. Burada B;, n = 0, 1,2, ... icin

i (njl)Bi =n+1
=0
indirgeme bagintisi ile belirlenen Bernoulli sayilaridir.

Kuvvetler toplami i¢in formiil ve Bernoulli sayilan i¢in indirgemeli tanim, 1712 y1-
linda Japon matematik¢i Takakazu Seki tarafindan yayimlanan “Katsuyo Sanpo” (Hesap-
lama Sanatinin Temelleri) isimli kitabinda da ortaya ¢ikmaktadir. Seki tarafindan elde
edilen formiil ve tanim, Bernoulli tarafindan verilen formiil ve tanim ile tamamen aynidur.

Ne Seki ne de Bernoulli kuvvetler toplaminin nasil elde edildigine dair fazla detay
agiklamamuglardir. Seki ve Bernoulli tarafindan yapilan ¢aligmalardan énce kuvvetler top-
lami formiilii Faulhaber tarafindan “Academia Algebrae” isimli kitapta ele alinmugtir. Fa-

ulhaber, k tek ise

T
i=1

2
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kuvvetler toplaminin
n

ni{n-+1 )
'(§+—)=ZZ

i=1

degerinin bir polinomu ve & ¢ift ise kuvvetler toplaminin

nn+1)(2n+1 N,
_(+)6( +)=§=;2

tarafindan béliindiigiinii ve boliimiin
D
=1
degerinin bir polinomu oldugunu géstermigtir. Ancak Faulhaber, Bernoulli sayilarina ula-
samamagtir. Faulhaber tarafindan bulunan sonuglar Jacobi tarafindan kesin kanitlar ile Ber-
noulli sayilarmi icerecek sekilde tekrar elde edilmigtir.
k > 0,n > 0 tam sayilar ve a ile d, d # 0, karmagik sayilar olmak iizere bir aritmetik

dizinin terimlerinin kuvvetleri toplami
Skn (a,d) = a* + (a+d)* + (a+2d)* +--- + (a+ (n— 1) d)*
olsun. Howard (Howard 1996) tarafindan tanimlanan bu toplamlar 6zel olarak
Se(n) =S (1,1) =1F 428 ... 4 nk

kuvvetler toplamlarim verir. Sy (n) i¢in basit formiillerin bulunmasi problemi bircok ma-
tematik¢i tarafindan farkl yontemler kullanilarak ¢aligilmistir (Bazsé 2015, Bazsé vd.
2012, de Bruyn ve de Villiers 1994, Chapman 2008, Chen vd. 2009, Erdogan 2019, Ed-
wards 1986, Hirschhorn 2006, Kalman 1990, Khan 1981, Turner 1980, Wiener 1992).
Skn (0, d) icin bazi ozellikler ve tam say1 olma durumlan son yillarda galisilan giincel
bir konu olmustur (Bazsé ve Mez8 2015, Kellner ve Sondow 2017, Kellner ve Sondow
2018).

Bu tez ¢cahsmasinda, (z|A), = 1 ve n bir pozitif tam say1 olmak iizere
@IV, =@ =N (2= 20) - (5 — (n— 1) \

ile tammlanan (z|)),, genellestirilmis azalan faktoriyel fonksiyonu kullamlarak Sy, (n) ile

Sk, (a, d) kuvvetler toplamlarinin bir genellemesi olan

n—1

Skm (a,dX) = > (a+mdlA),

m=0
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= (a|A)p+(@a+dN), +(a+2d[N), +---+ (a+ (n—1)dN),

toplamu tammlanmustir. Ureteg fonksiyonu yardimuyla Sy, (a, d|A) toplamu icin bir indir-
geme bagintisi elde edilmigtir. Sy, (@, d|\) toplaminin genellegtirilmis Stirling sayilan
ile dejenere Bernoulli sayilar1 ve polinomlan cinsinden gosterimleri elde edilmistir. Bu
gosterimler, soz konusu toplamlarin sagladigi baz: aritmetik 6zelliklerin kanitinda kulla-

nilmigtir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Stirling Sayilan
2.1.1. Birinci ve Ikinci Tip Stirling Sayilar

Bu alt béliimdeki sonuglar Arakawa vd. (2014) kaynagindan derlenmistir.

Tamm 2.1. (Ikinci tip Stirling sayis1, kombinatorik tanim) Pozitif n ve m tam sayilari icin
tkinci tip Stirling sayist S (n,m) ile gosterilir ve n elemanl bir kiimeyi m tane bogstan

Jarkli alt kiimelere ayirma yollarmun sayist olarak tamimlanr.

Ornegin, {1,2,3,4} kiimesini bostan fakli iki alt kiimeye ayirmanin 7 yolu vardr,
Bunlar,
{1}u{2,3,4} {1,2}uU{3,4}
{2} U {1,3,4} {1,3}uU{2,4}
{3}u{1,2,4} {2,3}u{1,4}
{4}u{1,2,3}
olarak listelenebilir. Dolayisiyla, S (4, 2) = 7 olur.

Tanim geregi m > nise S (n,m) = 0 olur. Ayrica, yine tanimdan
S(n+1,m)=_58(nm-—1)+mS (n,m) 2.1

indirgeme bagintis1 yazilabilir. Bu indirgeme bagintisi, binom katsayilari icin gecerli olan

()= ()= ()

Pascal esitliginin kombinatorik kamtindaki diigiince ile gésterilebilir. Gercekten, n + 1
eleman m tane alt kilmeye ayrilsin ve ozel bir eleman segilsin. Bu elemanin kendisi bir
kiime olugturuyorsa geriye kalan n elemani m — 1 tane kiimeye ayirma yollarinm sayis
S (n, m — 1) olur. Bu eleman, diger elemanlarla beraber bir kiimede ise n elemani m tane
kiimeye ayirma yollarinin sayis1 S (n, m) olur ve bu 6zel elemam bu m tane kiimelerden
birine yerlestirmenin m yolu vardir. Sonug olarak, toplamda mS (n, m) yol vardir.

(2.1) indirgeme bagintis1 kullamilarak .S (n, m) ikinci tip Stirling sayis1 herhangi n ve

m tam say1ilan icin tanimlanabilir.
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Tamim 2.2. (Ikinci tip Stirling sayisi, genel tanim) Herhangi n ve m tam sayilar icin

S (n, m) ikinci tip Stirling sayisi
S(0,0)=1. S(n,0)=5(0,m)=0 (n,m4#0)
baslangi¢ kosullar ile
S{n+1,m)=S(n,m—1)+mS (n,m)
indirgeme formiilii seklinde tanymlanir.

(2.1) indirgeme bagntis1 geregi S (n + 1,m), S (n,m — 1) ve S (n, m) degerlerinden
ikisi biliniyorsa m = 0 durumu harig digeri de elde edilebilir. m = 0 olursa mS (n, m)
ifadesi m ile boliinemez, bu durum igin tanimdan elde edilen S (n, 0) = 0 degeri kullami-
hir.

Ikinci tip Stirling sayilan icin verilen genel tamim ile kombinatorik tanim birbirine
denktir. Bunu gérmek igin genel tammda n > 1 olmak iizere S(n,1) = 1 ve m >
2 i¢in S (1,m) = 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Ciinkii, bu degerler kombinatorik
tamim altinda agikar olarak elde edilen degerlerdir ve her iki tanimin sagladigi indirgeme

bagintilar1 aynmidir. (2.1) bagintisinda m = 1 yazilirsa
S(n+1,n)=8(n,0+S5(n,1)

elde edilir. Bu egitlikte n = 0 yazilirsa S (1,1) = 1 bulunur. Ayrica, S (n,0) = 0 oldu-
gundan S (n+1,1) = S(n,1) olur. Buise n > 1i¢in S (n,1) = 1 olmasim gerektirir.

Benzer sekilde, (2.1) bagintisinda n = 0 yazilirsa
S(1,m)=5(0,m—1)+mS(0,m)
elde edilir. m > 2 i¢in S (0,m — 1) = 5 (0,m) = 0 oldugundan S (1, m) = 0 bulunur.

Tamim 2.3. (Birinci tip Stirling sayis1, cebirsel tanim) Pozitif n ve m tam sayiar icin
birinci tip Stirling sayisi s (n, m) ile gésterilir ve n tane elemanin m tane ayrik devinim

igeren permiitasyonlarimin sayisi olarak tamumlanir,

Mertebesi 7 olan simetrik grubun (yani {1, 2, ...,n} kiimesinin permiitasyon grubu-
nun) bir eleman: aynk devinimlere tek tiirlii belirli sekilde ayrilabilir. n tane elemamn per-

miitasyonlar i¢inde m tane ayrik devinimlerin sayisi s (n, m) olur. Ornegin, {1,2, 3, 4}

6
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kiimesinin iki ayrik devinime sahip olan permiitasyonlar:

(1) (234) (4)(123)
(1) (243) (4)(132)
(2)(134) (12)(34)
(2) (143) (13)(24)
(3)(124) (14)(23)
(3) (142)

oldugundan s (4,2) = 11 olur.
Tanim geregi s (n,n) = 1 (birim) ve s (n, 1) = (n — 1)! (n tane devinim sayis1) olur.

Birinci tip Stirling sayilar
s(n+1,m)=s(n,m—1)+ns(n,m) (2.2)

indirgeme bagintisim saglar. Gergekten, n 4 1 tane harfin bir permiitasyonu (n + 1). harfi
sabitlesin. Bu durumda, bu (n + 1). harf kendi bagina bir devinim olusturur ve geriye ka-
lan n tane harfin m — 1 tane ayrik devinime ayrilma sayisi s (n,m — 1) olur. (n + 1).
harfi degistiren bir permiitasyon, bu (n - 1). harfi n tane harfin m tane olan aynik permii-
tasyonlarindan birine eklenerek elde edilebilir. Baska bir harf ekleyerek uzunlugu j olan
bir devinimden uzunlugu j + 1 olan bir devinim elde etmenin j tane yolu vardir. Dola-
yistyla, (n + 1). harfi eklemenin n tane yolu vardir ve (n + 1). harfi degistiren toplamda
ns (n, m) permiitasyon olugur. Bu ise (2.2) indirgeme bagintisin verir.

Ikinci tip Stirling sayilarinda oldugu gibi s (2, m) birinci tip Stirling sayilar1 da her-

hangi n ve m tam sayilar1 i¢in tanimlanabilir.

Tamm 2.4. (Birinci tip Stirling sayisi, genel tanim) Herhangi n ve m tam sayilar icin

s (n, m) birinci tip Stirling sayisi
5(0,0)=1, s(n,0)=s(0,m)=0 (n,m #0)
baslangi¢ kogullart ile
s(n+1,m)=s(n,m—1)+ns(n,m)

indirgeme formiilii seklinde tanimlanir.
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Asagidaki 6nerme, Stirling sayilarinin sagladifi bazi 6zellikleri ifade etmektedir.

Onerme 2.5. Birinci ve ikinci tip Stirling sayilar: icin asagidaki ifadeler gegerlidir:
(1) s (n,m) = S (—m, —n) olur.
(2) n > 0 tam sayist icin

" = Z S (n,m)(z),,

m=0

olur. Burada (x),,

@), = s(z-1)(z-2)---(z—m+1), m>0
()g = 1

olarak tanimlanan azalan faktériyel fonksiyonudur.
3) n > 0 tam sayisi icin
@), = (=1)" Y (=1)" s (n,m) 2™
m=0
olur.

(4) n > 1 tam sayst igin

d\" <& m A\
(33£> = mz=1 S(n,m)zx <£>
olur.
(5) m,n > 0 tam saylar igin
Z (=1)"S(n,r)ys(r,m)=(-1)"bmn

r>0

ve

Z (=1)"s(n,r)S(r,m)=(=1)"bmn

>0
olur. Burada,
1, m =nise,
5m,n - .
0, m # nise,
olarak tanimlanan Kronecker delta semboliidiir.

(6) m,n > 0 tam sayilar i¢cin
o (_1)m B r TN o
S(n,m) = — TEZO (-1) )7

8
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olur

(7y m > 0 tam sayist igin

(et —1)™ & i
ml Z S (nm) n!

olur.

(8) m > 1 tam sayist igin

= S n
(1—-8)(1—2t)---(1—mt) =;S(n,m)t

olur.

(9) m > 0 tam sayist icin

[— log(l—t Z (n, m)

olur.

Kamt

(1) apmm = S(—m,—n) olsun. Ifadenin kamti icin O dizisinin s (n,m) birinci tip
Stirling sayisinin sagladif indirgeme bagintisini aym baglangi¢ kosullan ile sagladigin
gostermek yeterlidir.

s (n, m) icin baslangic kosullan
5(0,0)=1 ve s(n,0)=s(0,m)=0
seklindedir.

ao,o = S (0, 0) = 1,
ang = S(0,—n) =0,
aom = S(-m,0)=0

oldugundan a,, ,, dizisi istenilen baglangi¢ kosullarini saglar. Simdi,
S(n+1,m)=_58(n,m—1)+mS (n,m)
indirgeme bagintisinda m yerine —n. ve n yerine —m yazilirsa
S(—=m+1,—n) =8 (-m,—-n—1) —nS (-m, —n)

9
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bulunur. Bu esitligin her iki tarafina n.S (—m, —n) eklenirse
S(—m+1,-n)+nS(—m,—n) =S5 (-m,—n-1)

elde edilir. Bu ise

Qpn,m—1 + Napm = An+l,m;

yani

s(n+1,m)=s(n,m—1)+ns(n,m)

indirgeme bagintisini verir.

(2) G m bir dizi ve

n
" = Z Unm ().,

m=0

olsun. a,, ,, dizisinin m,n > 0 olmak iizere aym baglangi¢ kosullari ile S (n, m) ikinci tip
Stirling sayisinin sagladig1 indirgeme bagintisin sagladigi gosterilecektir. S (n,m) igin

baglangi¢ kosullan
S0,00=1 ve S(n,0)=S5(0,m)=0

seklindedir.

0
¥ = Z aom (2),, = 1 = a0 (x)y = aop,

m=0

n n
" = D G (2) = Gno F Y G (2), = g = 0
m=0 m=1

ve m > 0 igin ag,,, = 0 alimirsa istenilen baglangi¢ degerleri elde edilir. Simdi,

(T =2(x=1)--- (2 —m+1)(x —m) = (x —m) (z)

m

ve

z (), = (& =m+m)(z),, = (¢ = m) (@), + M (2),, = () oy + M (2),,

oldugundan
n+1

- n+1l __ n

g Ontim (2), = 2" =zzx
m=0

n

= Z Tnm (IL‘),m = Z On;m [(x)m—i-l +m (‘T)Tn]

m=0 m=0

10
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n+1 n
= Z nm-1(Z),, + Z M (),
m=1 m=0

elde edilir. Esitligin her iki tarafinda (z),, terimlerinin katsayilarinin esitliginden (an-1 =
An 1 = 0 olmak iizere)

Ont1m = Qnm—1 + My m,

yani

S(n+1,m)=5(nm-—1)+mS (n,m)

indirgeme bagintis1 bulunur.
(3) (2) ifadesinin kamtinda oldugu gibi a, , bir dizi ve
(@), = (D)"Y (~1)" anmz™
m=0
olsun. ay,, dizisinin m,n > 0 olmak iizere aym baslangi¢ kosullari ile s (n, m) birinci

tip Stirling sayisinin sagladigi indirgeme bagintisin sagladig: gosterilecektir. s (n, m) igin

baslangic kosullari
5(0,0)=1 ve s(n,0)=s(0,m)=0
seklindedir. .
1=(z), = Z (=)™ aomz™ = agg
m=0
olur.

(@) = (1" anp + (=" 3 (~1)" g ™

olur. n > 0 igin sol tarafta z terimi yer alir. Sag tarafta her zaman z olmas: icin @, =0
olmalidir. Ayrica, n = 0 ve ve m > 0 i¢in sag taraftaki toplam bog olacagindan m > 0
i¢in ag 4, = O olur. Simdi,

n+1

D™ (D)™ apprmz™
m=0

= (@)p1 = (€ —n)(2), =2 (2), —n(2),

= z(-1)" Z (-1)™ apmaz™ —n(-1)" Z (=)™ ay pmx™
m=0 m=0
n+1 n
= (=1)" Z (=)™ apmorz™ — (—=1)" Z (=)™ nan mz™
m=1 m=0

11
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bulunur. ™ terimlerinin katsayilar1 karsilastirilirsa
(_1)n+1 (_l)m Onpim = (_1)n (_l)m—l Gnme1 — (_l)n (_1)m .
veya denk olarak
On+lm = Qpm—1 + Nan,m,

yani

s(n+1,m) =s(n,m—1) + ns (n,m)

indirgeme bagmtisi bulunur.
(4) Ifade n iizerinde tiimevarim ile kamtlanacaktir. n = 1 icin esitligin her iki tarafi 3:%

oldugundan ifade dogrudur. Ifade = igin dogru, yani

(x%)n - mz: S (n, m) 2™ (%)m

d n+41 n+l d m
oldugu gosterilecektir.
d\" d d\" d\" < m A\
() - (2) () - () Soem(3)
n d m d m-+1
—_ m—1f{ m{
= mz S (n,m) {mx (dx) +z <dx) }

m=1

7 d m n L d m+1
— m (4 m+1 [ 4
= mZZImS(n,m)x (dz) +mz=:15'(n,m)x (dx)

- Enstnm s sum-pom (2)°

m=1

n+1 d m
= ZS(n+1,m)xm (£>

m=1

olsun. n 4 1 i¢in

elde edilir. Bu ise tiimevarim tamamlar.

(5) (2) ve (3) ifadeleri kullanilarak kamtlanacaktir. i1k ifade icin

r

(@), = (1) 3 (D)™ s (rm) ="

m=0

ifadesi

" = Z S (n,r)(z),

m=0

12
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esitliginde yerine yazilirsa

" = ZS(nr( 1) Z( D™ s(r,m)z™

m=0

= Z (=)™ Z (-1)" S (n,r)s(r,m)z™

m=0

elde edilir. 2™ terimlerine karsilik gelen katsayilarinin esitligi

1, m =nise,

D™D (1) S(n,r) s (r,m) =

r=m 0, m # nise,

ifadesini verir.

Benzer gekilde,
r
" = Z S (r,m) ()
m=0
ifadesi

"> (1) s(n,r)a"

esitliginde yerine yazilirsa

(@) = ") (=1 s(nr) Y S (rm) (),

r=0 m=0

= Z (-)" Z( 1) s(n,r)S (r,m)(z),

m=0 T=m

elde edilir. (z),, terimlerine karsilik gelen katsayilarimn esitligi

Z( )" s(n,r) S (r,m) = {

m = n ise,

0, m # nise,

ifadesini verir.
(6) Sag tarafin S (n,m) i¢in verilen indirgeme bagmusini aym baglangic kosullar ile

sagladigr gosterilecektir.

a.n,,m— mi (1) ()

r=0

olsun. ago = 1 ve n > 1igin a, o = 0 olur. Ayrica, m > 1 icin

e Sy (7) - S0

13
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olur. Simdi,

Manm + Gnmt = (,(,i);!i(—l)r(
{

oldugundan a,, ,,, dizisi, S (n, m) icin indirgeme bagintisin saglar.

(7) (6) ifadesi kullanilarak

n

ZS(n,m)% = ZS(n,m)%
{Er s
r=0

I
Ms 2

n=0

r=0

elde edilir.

(8) Esitligin sag tarafi f,,, olsun. S (n,m) igin indirgeme bagintisindan

fm = ZSnm Z{S(n—1m~1)+m8(n—1m)}t”

=t Z S(n,m—1) t”+thS (n,m)
n=m-—1
= t.fm—l + mtfm
elde edilir. Dolayisiyla,
(4
f'rn - mfm—l
olur.
ZS(nO S(0,0)+ > S(n,0)t" =1
n=0 n=1
oldugundan
t
fl = ——_t
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elde edilir. Buradan,

t t2
o = 1—2tf1:(_1—t)(1—2t)
ot _ t8
o = 1—3tf2—(1—t)(1—2t)(1—3t)

ve sonug olarak
tm
(1-8)(1-2t)---(1 —me)

bulunur. Bu ise esitligin sol tarafidir.

fm:

9) an,m dizisi

[~log (1 — &)™ _ ia tn

- 1 n,m_l
m: n:

n=ni

olarak tamimlansin. Her iki tarafin tiirevi alinirsa

ml—log(1-¢)"" 1 & -t
mToF 2

=m

veya denk olarak

[&9) o0 &S]

t" " t"

2 On,m—1 3 = E an+1,m—' - § nan,m_'
n=m-—1 n=m-—1 n=m-—1

elde edilir. an' terimlerinin katsayilan kargilagtirilirsa
Ont+l,m = Qpom—1 + Nan,m

bulunur. Bu ise s (n, m) icin indirgeme bagintisidar. O

2.1.2. Genellestirilmis Stirling Sayilar

Bu alt boliim igin Hsu ve Shiue (1998) kaynagindan yararlanilmastir.
Herhangi bir A karmagtk sayist igin azalan faktoriyel fonksiyonu olan (z), ifadesinin
bir genellestirilmesi
(Z|N), = z@=AN)(=-2N)-(z—(n-1X), n>0 (2.3)
(xl)‘)o =1

15
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olarak tammlansin. A = 0 igin (]0),, = z" ve A = 1i¢in (z|1)_ = (z), olur.

A Bver, (A B,r) # (0,0,0) ozelliginde olan reel veya karmagik sayilar olmak iizere

N, = D SmkA\B,7)(E—rlA), (2.4)
k=0

tB)y = D_S(n,k;BA 1) (t+1|N), 2.5)
k=0

esitlikleri ile tammlanan {S (n, k; A, 8,7) , S (n, k; B, A, —r) } ¢iftine genellestirilmis Stir-
ling sayilan ¢ifti denir.

Genellestirilmig Stirling sayilan ¢iftinin 6zel durumlar, literatiirde var olan 6zel say1-
larin bir gogunu verir. Kolaylik bakimindan {S (n, k; A, 8,7), S (n, k; 8, A, —r)} ¢ifti bir
(A, B, r)-cifti veya denk olarak bir (8, A, —r)-¢ifti olarak adlandirilir.

1. {s(n,k),S (n,k)} ile gosterilen klasik Stirling sayilan: gifti bir (1,0, 0)-ciftidir.
Daha acik bir ifade ile

s(n,k)=S(n,k;1,0,0) ve S(n,k)=S(nk;0,1,0)
olur.

2. Isaretsiz birinci tip Stirling sayst |s (n, k)| ve (—=1)"% § (n, k) ikinci tip Stirling
say1s1 bir (—1, 0, 0)-ciftidir.

3. Carlitz tarafindan tanimlanan birinci ve ikinci tip agirlikly Stirling sayilarn A # 0

olmak iizere bir (1, 0, —\)-¢iftidir (Carlitz 1980).

4. Carlitz tarafindan tanimlanan birinci ve ikinci tip dejenere Stirling sayilar1 A # 0

olmak iizere bir (1, A, 0)-¢iftidir (Carlitz 1979).

5. Howard tarafindan tanimlanan birinci ve ikinci tip agirlikli dejenere Stirling sayilan

bir (1, A, —fB)-¢iftidir (Howard 1985).

6. Riordan tarafindan tammlanan merkezi olmayan birinci ve ikinci tip Stirling sayilar

bir (1,0, b — a)-¢iftidir (Riordan 1937).

7. Broder tarafindan tanimlanan birinci tip r-Stirling sayilar, n ve k yerine, sirasiyla,

n — r ve k — r yazilarak elde edilen bir (—1, 0, r)-¢iftidir (Broder 1984).

16
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(2.4) ifadesi kullanilarak S (n, k; A, 8, r) i¢in
S(0,0;A,ﬂ,?’) =1, S(TL,TL;/\,,B,’I") =1, S(l,O;)\,,B,r) =r
ifadelerini elde etmek kolaydir. Ayrica, k > n igin S (n, k; A, B,7) = 0 kabul edilir.

Onteorem 2.6. 1 < k < n igin
S(n+1,kXNB,7)=8(nk—1;)87)+ (kB—nX+7)S(n, kX B, 1)  (2.6)
indirgeme bagintist saglamr. Ozel olarak,
S(n, 0\ B8,7) = (r|A), 2.7

ve

S(nn— LA B,r) =nr+ (8- \) (’2”‘) 2.8)

olur

Kamt (2.4) esitliginden

n+1

Z S(n+1,k A B,7)(t—r|B),
) = (tN)pp1 = (UA), (t = nA)

= (t—n)) Z S(n,k; A B,r) (t —7|B8),

k=0

= Y Sk B,r) (=B [(t — 7 — kB) + (kB — 1) + 7))
k=0

= ZS(TL,k;A,ﬂ,T)(t—TI,B)k_’_l
k=0

+) (B8 —nA+71)S(n, k) B,7) (t —|6),
k=0
n+1

= > Snk—1L,\8,7)(t ~7IB),
k=1

+3 (kB —nA+7)8 (n,k; )\ B,7) (t —7|B),

k=0
elde edilir. £ > 1 icin (¢ — 7|(), terimlerinin katsayilarinin esitliginden (2.6) indirgeme

bagintis1 bulunur.

17
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k = 0 durumunda ortaya ¢ikan terimler icin
S(n+1,0:A,8,7) = (r —n)) 8 (n,0; A, 8,7)
olur. Bu esitlikten elde edilen

Sn+1,0,)\8,r) = (r—nA)S(n,0;) 8,7)
S(n,0;\6,7r) = (r—(n—l)/\)S(n—l,O;/\,ﬁ’,r)

S2.0081) = (r=XS(1,0)87)
bagmtilari taraf tarafa toplandiginda S (1,0; A, 8, 7) =  oldugundan
Sn+1,008,7)=r(r—X)--(r—nk) = (r\),,,

bulunur.

(2.6) indirgeme bagintisinda k& = n icin
S(n+1,n;X8,r)=8(nn—1A87)+ (n —ni +7)S(n,n; N\ B,r)
elde edilir. Bu egitlikten

S(n+1mABr) = SLOABT) +nr+(B=X)(1+2+ - +n)
n+1L)r+(8-X) (n—2|—1)

bulunur. [l

Onteorem 2.7. S (n,k; ), 3, 1) genellegtirilmis Stirling sayist icin

w(® =3 5 mk\8m

n=0
olsun. k = 2,3, ... icin yx, (t) fonksiyonu
d
(1+ ) ¥ &) = (BB +7)ye (8) = yea (1)

esitligini saglar. k > 1icin y, (0) = 0 ve yo (t) = (1 + /\t)§ olur.

18
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Kamt g (t) fonksiyonunun tamimu geregi k > 1 i¢in yx, (0) = 0 olur. Diger taraftan,

(2.7) ve genellestirilmis binom teoremi geregi

() =35m0 80 5 =301, 5= 3 (F) 00 = a0

elde edilir.
Simdi, (2.6) indirgeme bagintist geregi

ZS(n+1 k: X, B,r )

n=0
i@kﬁ—n)\+r S(n,k;)\,,@,r)g
+ZS(nk 1)\5,)
n=0
veya denk olarak
ZS(nk/\ﬁ,T)( = +/\ZSnk)\[5’, ( ).

— (k8 + T) Yk () = Y1 (t)

yani
(030 Y8k r) s = () ()= s 0
olur. Bu ise
1+ At) gk () = (kB +7) i (1) = v (¢)
ifadesini verir. (|

Teorem 2.8. A3 # 0 igin S (n, k; A, B,r) genelletirilmis Stirling sayisimin iistel iirete¢

Sfonksiyonu

s k o0 n
(1+At§((—_ﬁ) _1) =k!ZS(n,k;/\,ﬁ,r)% (2.9)
n=0 ’

seklindedir.
Kamt (2.9) esitliginin sol tarafi k!¢, (), yani

8 k
Fy (1) = (1+ M) (%‘i)
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olsun. k > 1 igin k!¢, (0) = 0 = 3 (0) ve ¢y (£) = (1 + At)> = yo (¢) olur (burada

Y« (t), Onteorem 2.7°de tanimlanan fonksiyondur). Ayrica,
d
(14+2) 56 () — (K8 +7) 64, (8
1t 1)
» X _
1+UM)§A(14-AQT‘1(Léﬁ—QL———)

1
H( B

k
k'( B A

8 k
1 TSI
— (kB +7) (14 20) (‘T)

8 k—1
= (k——lﬁi (1+ At)% ((1—#_»&)_:) =¢p 1 (1)

B k—1
1+ M) (1 +x0)% ((H—’\t):—l) %é)\ (1+ )5

B

oldugundan k!¢, (t) = v (t) bulunur. Bu ise (2.9) esitliginin kanitim1 tamamlar, O

Sonu¢ 2.9. S (n, k; A, B, 1) genellestirilmis Stirling sayilar

7

Z (:Z)S (m, k1i; X, B,71) S (n — m, kg; A, B, 73)

m=0
. (kl + ko

k )S(n)k1+k2;A1ﬁa’rl+r2)
1

girisim baginnsit saglar.

Kamt Teorem 2.8 geregi

% (Z (z)S(m’ k130, B,m) S (n —m, k‘z;A,/J’,Tz)> :;_’;

n=0 \m=0

= (ZS(nkl,)\b’,rl )(Zs(nkz)\,@ﬂ‘z) )

n=0
1 AL+2)% 1 1 LAk —1\"
n - 2 —
= —(14+MX)> [ —-F— " 1+ | —n ——
8 k1+k2
1 14+ X)x -1
= k!k'(l—f—)\t) (—-——B )
ki + k2>
S(n k1 + ko A, B,r1 +13) —
("F Skt h o+ ) 5
olur. t—, terimlerinin esitligi istenilen sonucu verir. U
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Teorem 2.10. p bir tek asal sayt ve X, B, r tam saylar ise 1 < k < p icin
S(p,k; A, B,r) =0 (mod p)

olur.

Kamt S(0,0;),6,7) = 1, 5(n,n; A, 8,7) = 1ve S(1,0;),8,7) = r esitlikleri ile
Onteorem 2.6 geregi A\, 8,7 € Zise S (n, k; \, S, r) € Z oldugu goriiliir. Sonug 2.9’da
n=pr=ri+ryvek >1,k; > 1olmakiizere k = k; + kg yazilrsal <m < p—1
igin (?) = 0 (mod p) oldugundan

p—1

<:1)S(p,k',)\,ﬂ,7”) = Z (:;)S(mvkl;)‘aﬁ7rl)s(n_mak2;>‘a/B>T2)

m=1

0 (mod p)

bulunur. 1 < k& < p oldugundan ( ) sayist p ile boliinmez. Bu yiizden, S (p, k; A, 8,7) =

0

0 (mod p) olur.

2.2. Kuvvetler Toplami, Bernoulli Sayilar1 ve Polinomlar1

Bu béliimdeki sonuglar, Apostol (1976), Arakawa vd. (2014) ve Cohen (2007) kay-
naklarindan derlenmistir.

1713 yilinda yayinlanan “Ars Conjectandi” isimli meshur kitabinda Jakob Bernoulli,
giiniimiizde Bernoulli sayilar1 olarak bilinen rasyonel sayilari, ardigik tam sayilarn kuv-
vetleri toplami olan

15428 4. 4k

toplamu ile iligkilendirerek tanimlamistir. Bernoulli,

n

N n(n+1 2 nn+1)(2n+1) &, n(n+1)\°
Zl_ Z 6 ’ ZZ =(—2—) s i

i=1 i=1

kuvvetler toplamlarini £ = 10 durumuna kadar siralayarak Bernoulli sayilarin igeren ge-
nel bir formiil vermistir. Bernoulli daha sonra bu sayilarin indirgemeli olarak nasil elde
edildigini ve formiiliin kuvvetler toplamim hesaplamak i¢in nasil kullanildigim agikla-

mistir.
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Bernoulli tarafindan verilen s6z konusu formiil giiniimiizde kullanilan gosterim ile

(k + 1>B k+1—j7
J

Tamim 2.11. (Bernoulli sayilari) n > 0 tam sayist igin n. Bernoulli sayisi B,, ile gosterilir

D I L 0D

=0

seklindedir. Burada B;, j. Bernoulli sayisidur.

ve

Z(":Tl>3i=n+1 (2.10)

i=0
olarak tarimlanir.

Tanimdaki (2.10) indirgeme bagnts: ile ilk birka¢ Bernoulli sayisi kolaylikla hesap-

lanabilir. Ornegin, n = 0 igin

olur. n = 1 igin

1
2
Z() ()Bo+<1)31:1+231=>31=—
=0
olur. n = 2 igin

2
3 3 3 3 3

olur. n = 3 i¢in

- B O (e (o (e ()

= 14241+4B;=B; =0

olur. n = 4 i¢in

= 2 ()= ()mr (o Qo (e ()

5 5 1
= 1 B B
+2+3+5 4= Dy = 30

olur. Bu sekilde devam edilerek agagidaki degerler elde edilebilir:

1 1
By =>,B3=0,By = ———,
T8 4 30
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1 1
. = — By =0,Bg = ~—
Bs 0,Bg = 12 5= =0, 30’
5 691
By = B —. B By — —
9 0, By = g Pu= =0, By 5730”
7 3617
= = — B = B - .
Bl3 07314 6’ 15 0) 16 510

Tanim geregi B,, bir rasyonel sayidir. Mathematica ve Maple gibi matematiksel paket

programlar, Bernoulli sayilarim hesaplayan algoritmalar icermektedir.

Teorem 2.12. (Kuvvetler toplam1) k > 0 ve n > 1 tam sayilari icin

k4+1—j 1

Z’ _Z() ’kil—

olur.

Kamt Ejsitligin sol tarafi Sy (n) olsun, yani
Sk (n)

yazilsin. k£ = 0 i¢in

s ()

n
=2
i=1

F k1
B.nk+1-i
k+1j§0( j ) Jn

pn0+1-7

J0+1—j

_’I'LBOZ'I'L

oldugundan esitlik k¥ = 0 i¢in dogrudur. ¥ > 1 olsun. Binom teoremi geregi

(m + l)k’J“]L

=0 \ 7

yazilabilir. Bu esitlikte m = 1,2, ...

k
1:2(’“;1) (V+2 +

=0

(7’1, + 1)k+1 _

elde edilir. Buradan,

(n+1)F —1= (k_]:;_1>5k(n)+ 3

yani

k1 k
1 . )
—mF = E (k+ )mf—mk“: E (k_‘jl)m’
" J
Jj=0

, m yazilip ortaya ¢ikan ifadeler taraf tarafa toplamrsa

~-+nj>=i(kj.l)sj<n)

=0
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bulunur. Bu esitlikten tiimevarim yardimuyla Sk (n) kuvvetler toplaminin, éncii terimi
,;:_:11 olan n degiskeninin derecesi k olan bir polinomu oldugu goriilebilir.

Simdi, Sy (n) polinomunun bir kesin ifadesi elde edilecektir. Herhangi p (z) ile ¢ (z)
polinomlar, her pozitif n tam sayis1 i¢in p (n) = g (n) 6zelligini sagliyorsa ayn1 polinom-

lardir. Sy (n) kuvvetler toplaminin tanimi geregin = 1,2, . . . igin
Sp(n+1) =S (n) = (n+ 1)
oldugundan herhangi z degiskeni igin
Sk (z+1) = Se(z) = (z+ 1)F
olur. z = 0 yazihp Sy (1) = 1 oldugu kullanilirsa
Sk (0)=0

elde edilir. Bu ise Sy (x) polinomunun sabit teriminin 0 oldugunu ifade eder. S (x) po-
linomunun diger katsayilar1 1 < 57 < k igin 5,9' ) (0) tiirev degerlerinden elde edilebilir.

Sy (z +1) — Sk (z) = (z + 1)* esitliginden (= degiskenine gore) tiirev alimirsa
Si(z+1) =S () =k(z+1)"?

bulunur. Bu esitlikte 2 = 0,1,2,...,n — 1 yazihp ortaya ¢ikan ifadeler taraf tarafa

toplanirsa S, (n) — S (0) = kSk_1(n) elde edilir. Herhangi pozitif n tam sayisi i¢in

bu esitlik dogru oldugundan Sy (z) — S}, (0) = kSy_1 (z) olur. S, (0) = b; yazilirsa

S (x) = kSp_1 (x) + by, bulunur. Buradan, Sy (z) = &S}, (z) elde edilir. z = 0 i¢in bu

esitlik S}, (0) = kby_, oldugunu ifade eder. Tekrar tiirev alinirsa
S’ (0) = kSg (0) =k (k — 1) S;_5 (0) = k (k — 1) by
elde edilir. Benzer sekilde, ardisik tiirevler alinirsa 2 < j < k + 1 igin
SO (O) =k (k=1)--- (k= +2) by

bulunur. Sonug olarak,

k+1 ~(5)
P ),

Sk (:II) = j!

J=0
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k1
_ (0) ' — 1) (k=5 4+2)bjpr
= (0) + 5, ( Z i d

k+1

k41
1 kE+1 , 1 k+1
= bkx + Z m ( ] >bk:_j+l.'2}7 k n I Z ( )bk—.]—i-lx]
k+1 k
_ k+1 g 1 k+1 k—j+1
- 1Z(J+1>b’“‘]$ _k+1j§ k—j+1)%
k
— Z (k + l)b k—j+1

=0
elde edilir. S; (1) = 1 oldugundan yukandaki esitlikte z = 1 yazilirsa
k
k+1
k+1=§:('f)@
=0~ 7
indirgeme bagintis1 elde edilir. Bu baginti, Bernoulli sayilarimin tanimin verdiginden b; =

B; olur. Bu ise teorem ifadesindeki ilk esitligin kanitim1 tamamlar.

1 (k+1\ 1 k
E+1\ 7 ) k+1—j\y
oldugundan ikinci egitlik de elde edilir. O

Tamum 2.11 ile verilen indirgeme bagmtis: ile tanimlanan Bemoulli sayilar, -2 ) * fonk-

siyonunun Maclaurin a¢iliminin katsayilar1 olarak ortaya gikar, yani

oo

=23ﬁ

k=0

olur. Sag taraftaki seri |t| < 27 i¢in mutlak ve diizgiin yakinsaktir, Bu ifadeye, Bernoulli
sayilarinn {ireteg fonksiyonu denir. Ureteg fonksiyonu tanimi Bernoulli sayilarinin cesitli

ozelliklerini elde etmede oldukca kullamiglidar.

Teorem 2.13. By, Bernoulli sayilari icin Q ((t)) cisminde gecerli olan
¢ e k
e t
-\N"B.
—1 ;:% "kl
Jormal kuvvet serisi gosterimi vardir. Burada Q ((t)), katsayilar: rasyonel sayilar olan

o0
Z aktk, keN
k=—N

Sformal Laurent serilerinin kiimesidir.
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Kamit ifadenin kanit1 icin

oldugunu gostermek yeterlidir.

e

bulunur. Tanim 2.11 geregi

oo k [o']
kot 1) ) g1 £k
Z Z .| 5; Z (k+ = tZ — = te
p (j=0 ( j k+ 1)' (k + 1)! P !
elde edilir. O

Ureteg fonksiyonu kullanilarak Bernoulli sayilarinin bazi temel dzellikleri elde edile-
bilir.

Onerme 2.14. k > 3 bir tek tam sayt ise By, = 0 olur.

tet [2
Kamit Ifadenin kaniti icin = ¢ 1”3 formal kuvvet serisinin tek tam say1 kuvvetli
terimlerinin olmadifim gostermek yeterlidir.
te! t tef—1+1) ¢ t t t
——:—-7——:‘[;4— —_ - = + =
et—1 2 et —1 2 ee—1 2 e—-1 2
ve
—t)et —t —t t 2 t
et—1 2 l—et 2 e -1 2
. tef t . I < ,
oldugundan — 173 formal kuvvet serisi ¢ — —t doniisiimii altinda degismezdir.
e pa—
Dolayisiyla, tek tam say1 kuvvetli terimlerin katsayilar sifir olur. O

Cift k tam sayilar i¢in By, Bernoulli sayilan sifirdan farklidir ve B, sayisindan itibaren

ardigik olarak isaret degistirirler. Bunun kanit: i¢in agagidaki ifadeden yararlanilir.

Onerme 2.15. k > 2 icin

k1o
(2k 4+ 1) By = — Z ( )BZmB2k—2m

—= 2m

olur.
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Kamit Onerme 2.14 geregi

olur.
olsun.
oldugundan

elde edilir.

yazilirsa

Z B2’“ gk)v

veya denk olarak

o0

> (1 —2k) By~

k=0

PO -t ) =1 @F - =

f(t) Zsz(Qk)'

bulunur. £ > 2 i¢in Lk, terimlerinin katsayilar1 kargilagtirnilirsa
SN ot 4

(1-2k) By =

2k
2m

) BZmB2k—21n

m=0

t2
4

2 t2
—t Z 2kB2k: Zk)' (Z ng (2k ) — Z
2k o0 k o% t%
a1~ 55 (55 () B -

elde edilir. m = 0 ve m = 2k igin sag taraftan By elde edileceginden istenilen sonuc

elde edilir.

Sonug 2.16. k > 1igin (—1)F~

! By > 0 olur.

Kamt Ifadenin kanit1 % iizerinde tiimevarimla verilecektir.

k = 1ligin B, =

pozitif tam sayilar i¢in dogru olsun. Onerme 2.15 ile verilen formiil (—1)'c

k—1
(2k+1) (-1)* "' Ba =Y

2k

m=1

27
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elde edilir. Tiimevarim adim geregi sag taraf pozitif oldugundan (—1)*~! By, > 0 bulu-

nur. Bu ise tiimevarim: ve kaniti tamamlar. O

Bernoulli sayilan icin B, = ——% olan ve geriye kalan diger degerlerin aym oldugu
farkli bir tanim da vardir. Her k£ > 1 tek tam sayisi igin By, = 0 oldugundan bu tammlarin
birinden digerine B, yerine (—1)’c By, yazilarak gegilebilir. Bu tez ¢alismasinda Bernoulli

saydlari i¢in By = —% olan tanim kabul edilecektir, yani Bernoulli sayilar icin
t N
o1 kz Bkﬂ
=0

tirete¢ fonksiyonu tanimi kullanilacaktir.

Bernoulli sayilan icin ikinci tip Stirling sayilarm igeren bir sonlu toplam Kronecker
zamanindan beri bilinmektedir. Onerme 2.5 (6) geregi ikinci tip Stirling sayilan sadece
binom katsayilarini igeren bir sonlu toplam geklinde yazilabilir. Bu gosterim kullanilarak
Bernoulli sayilan sadece binom katsayilar1 ve polinomlar i¢eren toplamlar seklinde ifade
edilebilir. Gould, benzer formiiller i¢in ¢esitli tarihsel kaynaklar: taramig ve en azindan
1970’1i yillara kadar Bernoulli sayilar i¢in sonsuz toplam ve integraller icermeyen sonlu
toplam gosterimlerinin fazla bilinmedigi sonucuna ulagmstir. Gould ayrica Bernoulli sa-
yilar1 i¢in tek bir toplamdan olugan ve binom katsayilan ile polinomlan igeren bir formiil
olmadigini 6ne siirmiigtiir. Gould’un iddia ettigi gibi s6z konusu bir formiil su ana kadar
bulunamamistir.

Bernoulli sayilar igin ikinci tip Stirling sayilarini igeren bir sonlu toplam su sekildedir.

Teorem 2.17. n > 0 icin

"L (=1)"m!S (n,m)

B, =
— m+1
olur.
Kamt t = —log[l — (1 — e7*)] oldugundan
=t t  —log[l—(1—-e™")]
et—1 1—et 1—et
olur.
o0 ’Em
—log(l—2) = -
og (1 —x) %,:1 —
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ifadesinde x yerine 1 — e™* yazilirsa

_ S (1—e )™
gL (1] = 3 O
elde edilir.
R
et —1 Zo Bnn'
oldugundan

o) 00 m—1

>80 - 1 l—tz(l Z(l_e_f)

0 —1’"1e—t—1’"1 °° —1me -1
:Z() (m ) =Z( )n£+1 )™

m=1 m=0

bulunur. Onerme 2.5 (7) geregi

e——l) ZS(nm

n=m
oldugundan
oo I oo )
;(_1) Bna = mZ:O m+1 ’;nS(nm
B i = ™ (=1)" mlS (n, m) ¢t
= m+1 n!
elde ed111r terlmlermln katsayilarinin esitliginden istenilen bulunur. (]

Rasyonel sayilar olan Bernoulli sayilarinin paydalart Clausen ve von Staudt tarafindan
verilen sonug ile tamamen belirlidir. von Staudt-Clausen teoremi olarak adlandirilan bu

sonug, Bernoulli sayilan ¢aligmalarinda temel bir kavramdir.

Teorem 2.18. n = 1 ve her n > 2 ¢ift tam sayisi icin C,, bir tam say olmak iizere B,

Bernoulli sayist

1
By=— Y =+0C,
oo

olarak yazilabilir. Burada toplam, (p — 1) |n ézelliginde olan p asal sayilar: iizerinden

alinmugstir.
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Kamt n =1 icin

1 1 1
——=Blz— Z —+C1:—§+Cl

- P

p asal

oldugundan C; = 0 se¢imi ile ifade dogrudur. n > 2 bir ¢ift tam say1 olsun. Teorem 2.17

ile verilen

= (D)™ mIS (n,m)
Ba=2 m+1

m=0

T teriminin pay1 bir tam say1 oldugundan

formiiliinde sag tarafta yer alan her
By, sayisinin paydasina katkida bulunan asal sayilar sadece m + 1 sayisinin bélenleridir.
Dolayisiyla, p > m + 1 dzelliginde olan bir p asal sayisi, B, sayisimn paydasimun bir
boleni olamaz.

Ilk olarak, m + 1 asal olmasin, yani bir birlesik say1 olsun ve 1 < a,b < m olmak

"mlS(n,m)

. o . L g (-1)
izere m + 1 = ab yazilsm. a # b ise ab carpimu m! sayisim1 boldiigiinden i

terimi bir tam say1 olur. a = b ve 2a < m ise a ile 2a sayilar1 m/! sayisin1 béleceginden

2 _ . (=1)"m!S(n,m)
a® = m -+ 1 sayis1 m! sayisim boler ve bu durumda ——

terimi yine bir tam say1
olurra =bve2a >mise2a >m+ lolurvem +1=a% > 2a > m + 1 elde edilir.
Buradan, a2 = 2a, yani @ = 2 bulunur. @ = 2 oldugunda m = 3 olur ve bu terim m > 3

oldugunda ortaya ¢ikar. Onerme 2.5 (6) geregi

seum = Sy (7)

oldugundan

(=1)"mlS (n,m) = Z (-1 (i)r" =-3+(3-2") - 3"

r=0

= 1—-(-1)"=0 (mod 4)

elde edilir. Dolayistyla, gqy"%m terimi yine bir tam say: olur. Sonug olarak, m + 1
bir birlesik say1 ise %2 terimi bir tam sayidr.

Simdi, m + 1 = p bir asal say1 olsun. p — 1 < n ve
b— 1 T
( . > =(-1) (mod p)

oldugundan Onerme 2.5 (6) geregi

(=1)"m!S (n,m) = 2_: (-1)" (p R 1) "= 2_:7"" (mod p)

r
=0 r=0
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elde edilir. p asah ile aralarinda asal olan bir 7 tam sayis1 i¢in 7*~! = 1 (mod p) oldugunu
ifade eden Fermat teoremi geregi (p — 1) |n ise

p—1
Zr"zp—lz —1 (mod p)

r=0

olur. Diger taraftan, (p — 1) { nise ¢* # 1 (mod p) olacak sekilde bir c sayis1 segilsin
(6rmegin c say1s1 modiilo p bir ilkel kok olarak alinabilir). r sayis1 1 ile p — 1 arasindaki

tam say1 degerleri aldiginda c sayis1 da 1 ile p — 1 arasindaki tam say1 degerlerini ahr.

Dolayisiyla,
p—1 p—1 p-1
Z (er)* = Zr" (mod p) = (" - 1) Zr” =0 (mod p)
r=0 r=0 r=0

veya denk olarak

p—1
Z = (mod p)
r=0

(=1)"m!S(n,m)

bulunur. Sonug olarak, m + 1 = p bir asal say1 ise (p — 1) { n oldugunda —

m

terimi bir tam sayidir. Diger taraftan, (p — 1) |n oldugunda (_—l)%Lﬂ terimi bir tam

say1 degildir, ancak bu terim 1 eklendiginde bir tam say1 olur. Bu ise kanit1 tamamlar. [
y N g

Bernoulli sayilarinin bir genellemesi olan By, () Bernoulli polinomlar:

k
Bi(z) =) (j) Bjz*~ (2.11)

3=0
olarak tammlanan, katsayilar1 Bernoulli sayilar1 ile binom katsayilarinin ¢arpimi ve de-
recesi k olan bir monik polinomdur. Bernoulli sayilarinn tirete¢ fonksiyonu kullamilarak

Bernoulli polinomlarn i¢in agagidaki iirete¢ fonksiyonu elde edilir:

Onerme 2.19. B, (x) Bernoulli polinomlarimn iireteg fonksiyonu

seklindedir.

Kamt Bernoulli sayilarinin iirete¢ fonksiyonu ve Bernoulli polinomlarinin tammindan

oo t* o0 k k i tE o k Bj k=i .
2w ;(j;(j)szk )Hzg(;o?(k—j)!)t
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et tk oo zt
(Z75) (£5) -

elde edilir. O

Bernoulli polinomlari, iirete¢ fonksiyonu yardimiyla kolaylikla kanitlanabilen agagi-

daki temel 6zellikleri saglar:

Onerme 2.20. By, () Bernoulli polinomlart igin

(1) k> Oigin B, (z + 1) — B (x) = kz*! olur.

(2) k> 0igin B, (1 — 2) = (—1)* B, () olur.

(3) k > 0 igin By, (0) = By, ve k # 1igin By, (0) = By, (1) = By, olur.
@A) k> 0igin

z +y) =mzk:( ) (z)y* ™ i(:b)Bm(y)xk‘m

=0

olur.

Kamt

(1) Onerme 2.19 geregi

] tk te(z+1)t te®t tet

B 1 Bn — = — — t_]_ — taTt
1; clot D)= B (@)l o1 @1 a-1® Y=t

oo )
ktk+1

k=0 k=1
0o k
t
_ k-1t
= kx o
k=0

k . .« . g . . .
bulunur. % terimlerinin katsayilarinin esitligi istenilen sonucu verir.

(2) Onerme 2.19 geregi

o0 tk (—t) e(l—z)(—t) te:ct o tk
Zk:o (“1)*Bi(1-2) 5 Kl et—1 et 1 Zk:o Br (@) 55

bulunur. t{; terimlerinin katsayilarinin egitligi istenilen sonucu verir.
(3) Bernoulli polinomlariin ve saylarinin iirete¢ fonksiyonu tammlarindan & > 0 igin
By, (0) = By, ifadesi agik¢a goriiliir. Diger taraftan, Onerme 2.19 geregi

iB(l)ﬁ _o Lt t+ZB & t+ B +ZBtk
e R I "B 0 it
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T T2 T TR

oldugundan k # 1 i¢in B (1) = By elde edilir.

(4) Bernoulli polinomunun iirete¢ fonksiyonu tanimindan
T ¢k tel=tv)t  gent = tk £k
— — yt h k
Yo - 5 -5 (Sawg) (Sh)
k=0 k=0
o k
k e | ¥
- S (S (H)m @) s

k=0 \m=0

bulunur. Z—': terimlerinin esitliginden ilk bagint elde edilir. Ikinci bagint1 da benzer sekilde

kanitlanir. O

Teorem 2.12 ile verilen kuvvetler toplami formiilii, Bernoulli polinomlar: cinsinden

ifade edilebilir.

Teorem 2.21. k > O ve n > 1 tam sayilari igin

Biiyi(n+1 B
Sy (n) = Zk et ( k+)1 k41

olur.

Kamit Onerme 2.20 (1) ile verilen By (z 4 1) — By (x) = kz*~! esitliginde k yerine
k -+ 1 yazilirsa

1
z* = Tl [Bri1 (z +1) — By (2)]

elde edilir. z = 0,1, 2,...,n yazilip ortaya ¢ikan esitlikler taraf tarafa toplanirsa

Z’l T Beri (n 1) = Biya (0)]

bulunur. O

2.3. Dejenere Bernoulli Sayilari ve Polinomlar:

Bu béliimdeki sonuglar, Carlitz (1956 ve 1979) kaynaklarindan derlenmistir.

Karmagik A # 0 degigkeninin bir polinomu olan ve
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¢ - "
e gﬁ()n! (2.12)

ile tanimlanan 3,, (A) ele almsin. A — 0 igin

t t
—
(1+ At)

-1 et —1

St

oldugundan 3, (0) = B, n. Bernoulli sayisidir. Bu yiizden, 3, (A) polinomu dejenere
Bernoulli sayis1 olarak adlandirilir.
Dejenere Bernoulli sayilari, Bernoulli sayilarinin sagladigi 6zelliklere benzer 6zellik-

ler saglarlar.

Teorem 2.22. 3, ()\) dejenere Bernoulli sayisticinn > 1ise 8, (1) = Oven > 2 ise
B, (=) = (=1)" B, (\) ifadeleri gecerlidir.

Kamit (2.12) geregi
t
Z fn () n! (1+1¢)— =1

oldugundan £ terimlerinin esitligi 3,, (1) = 0 olmasint gerektirir. Ayrica,

= ¢ t t
/Bn(_)‘ - = 1
; & A+ (=Nt)> -1 (1+/\( 1)
_ A >>§< -t
(1+)\( )* -1 A+ A(=t)* -1
n=0

oldugundan n > 2 i¢in % terimlerinin katsayilan karsilagtirilirsa
Bo(=2) = (-1)"B,(})

elde edilir. O

Teorem 2.23. 3, ()\) dejenere Bernoulli sayisi

nw=3 (') Z 0 (5) o,

esitligini saglar.
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Kamit y = (1 + /\tﬁ — 1 olsun. Bu durumda, At = (1 + y)* — 1 olur ve genellestirilmis

binom teoremi geregi

t o 1+t-1 1 (A—l) v
v Ay N prs kE+1\ k 4
> I(A—li iei (K o= /<
3L 0 (B) 3 (B)were
P k+1 k pure 3] = \n
elde edilir. Dolayisiyla, (2.12) geregi
= tn t
bV = ——5—
nzzo n! 1+ )% —1
co n k
1 ()\ — 1) Z e t
= > (X (=)™ (I/\) —~
n=0 (k:o k+1\ & j=0 !
bulunur. t;", terimlerinin katsayilan kargilagtirilirsa istenilen sonug elde edilir. (]

Teorem 2.24. A bir pozitif tam say: ise 3, (\) dejenere Bernoulli sayist icin

o= £ mot S ENT (4 e

r=k

esitligi gecerlidir.

Kamit A\ bir pozitif tam say1 olsun. Bu durumda,

L Z(l-i—)\t

1(1+x—
1+ X% -1 /\( 1+A)Y -1 A
-1 o

oldugundan (2.12) geregi
A-1
1
m=0

elde edilir. Onerme 2.5 (3) geregi
z(xz—1)--(z—(n-1))= (-1 Z( 1) s(n,r)z’

ve Teorem 2.21 geregi
A-1
n )\ - Bn
3 = Biy1 (A) +1

n+1

m=0
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oldugundan

Z( )™ s (n,r) AV T“(%T“ (2.13)

bulunur. B,, (A) Bernoulli pohnomunun (2.11) tamm geregi istenilen sonug elde edilir. (I

z bir karmagik degigken ve A # 0 olmak iizere 3, (), z) ile gosterilen dejenere Ber-

noulli polinomu

t(1+/\t)_
2.14
1+ )% —1 ;ﬁ @19

tirete¢ fonksiyonu ile tamimlanir. A — 0 icin
t(1+ xp)i te?t
I 3
(1+x)x—1 ¢e-1
oldugundan 3, (0, 2) = B, () Bernoulli polinomudur. Ayrica, f,, (\,0) = 8, () deje-

nere Bernoulli sayisidir.

Onerme 2.25. 3, (), z) dejenere Bernoulli polinomu

n

8.0z +1) =3 ()8 0.0 6,

k=0

esitligini saglar.

Kamt 73, (), z) dejenere Bernoulli polinomunun (2.14) iiretec fonksiyonu tanim ve ge-

nellestirilmis binom teoremi geregi

2ty x
> t(1+ ) > t(1+ At)> v
2:571 )\x+y) - #:J#(l_{_/\t)x
=0 Q+M)>=1 (1+x)>-1

- (nar) B

n=

-5 (z (})8 000 (ylx)n_k) o

k=0

olur. g,— terimlerinin katsayilarinin esitliginden istenilen sonug elde edilir. (]

Teorem 2.26. k > 1 olmak iizere dejenere Bernoulli polinomu ve sayist icin

kz_:l (’I"'A) _ 5n+1 ()" k) - ﬁn (/\)

n+1

r=0

esitligi gecerlidir.
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Kamt (2.14) tirete¢ fonksiyonu tanimu ve genellestirilmig binom teoremi geregi

= n z41 z
> BNz +1) =B, (A z)]t_ _ B+ M) — (14 )R
e n n n! (1+At)%—l
= tI+a)3 =ty (G
n=0

elde edilir. & terimlerinin katsayilarimn esitligi
n:

B Nz +1) =B (N 2) = () (n+ 1)

ifadesini verir. Benzer sekilde,

0 tr EL+ ) —t(1+ a5
Z[,Bn()\,2+2)—,8n()\,2+1)]—| = 1
=0 e 14+ M)x -1
= t@+a)F =3 (T
n=0
esitligi
241
/8n+1 ()\,Z + 2) - ﬁn-l—l (A,Z + 1) e ( 7)‘;, ) (’I’L + 1)'An

bagintisini verir. Dolayisiyla, k > 1 tam sayisi igin

/Bn—}—l ()" Z -+ 1) - ﬂn+1 (')‘7 Z) = (E) (n + 1),)\11,
Boin M2 +2) =B Mz +1) = (F)m+ 1

ztk—1

Bur Mz+k) =By (Nz+k—1) = (T3 ) (n+10\"

ifadelerinin taraf tarafa toplami

k-1 k-1
" ztr
5n+1 ()‘7 z+ k) - 6n+1 (>‘7 Z) = (’I’L + 1)1)‘ Z ( 1’; ) = (n + 1) (Z + T’/\)n (2'15)
r=0 r=0
bagintisini verir. z = 0 alinirsa teorem ifadesi kanitlanmig olur. ]
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Sy (a,d) Genellestirilmis Kuvvetler Toplam

Bu boliimdeki sonuglar, Howard (1996) kaynagindan derlenmistir.
k > 0ile n > 0 tam sayilar ve a ile d # 0 karmasik sayilar olmak iizere

n—1
Sin(a,d) =d* +(a+d) +(@+2d)" +- +a+ (n—1)d* = Y (a+md)* 3.1

m=0

tanimlansin.
Sk (1,1) =15+ 25+ 85 .. 4 nF = 3" m* = 5 (n)

oldugundan S, (a, d), kuvvetler toplaminin bir genellemesidir.
(3.1) kullanilarak S ,, (a, d) genellestirilmis kuvvetler toplanunin iistel iirete¢ fonksi-
yonu

o atnd)t _ .ot
> Sk (a,d) f;. = e + et ... 4 gletn-Ddt el — e

(3.2)

et 1

seklinde bulunur. Ustel iireteg fonksiyonu yardimiyla agagidaki indirgeme bagintilan elde

edilir.
Teorem 3.1. k£ > 0 ile n > 0 igin

Z (k+1>dk+1 ISn(a,d) = (a+nd)**t — okt

=0 ~ 7

Z(—l)j(kjl)d’“l—fsj,n(a,d) = (~1){(atnd - i — (a— )+

=0

olur.

Kamt (3.2) bagintisindan

Z Skn(a' Cl)— _ e(a+nd)t e

k=0

veya denk olarak

Zdy Zsknad Z[(a+nd —a’];—
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elde edilir. Son esitligin her iki tarafinda yer alan A% terimlerinin katsayilar esitlenirse
sithig (e+1)! y $

teoremdeki ilk bagint1 bulunur. Tkinci baginti igin ¢ yerine —¢ yazilirsa

o tk
(_l)k Sk,n(a7 d)y — e—at + e—(a+d)t 4t e—[a+(n—1)d]t

k=0
e(d—a)t _ e(d—a—nd)t

at _ 1 o

elde edilir. Her iki taraf e? — 1 ile garpilir ve U’;—:% terimlerinin katsayilari kargilagtinlirsa

teoremdeki ikinci ifade elde edilir. (]
Teorem 3.1 ile verilen indirgeme bagintilarinin bir benzeri icin § = —1 5T ‘/_1 olsun.
Bu durumda,

=1 ve 0°+0+1=0
olur. {w,} dizisi

1+ (—1) (67 +6%7), 7=0,1,2,3,4,5ise,

w; =
’ weyj, J=0,£1,£2,... ise

olarak tanimlansin. Ornegin, w_; = wy; = 2 olur. j = 0,1,2,3,4,5 igin w; degerleri

asagidaki tablo ile verilebilir.

jloli]2] s |4]s5]
wy [3[2]0]-10]2]

Teorem 3.2. m =0,1,2,3,4,5ven > 0, k > 0 igin

k
E : 6k+m-+3\ 16k—65+3

6 d 4 Sej+myn(a, d)
j=0

6]+m
6k+m-+1 .
= > CHRE S Iun (e~ d 4 nd) — (a - dy]
=1

olur.

Kamt A (¢) fonksiyonu

e(a+nd)t eot

A(t) = ﬁ— = Sskn(a,d) @

olsun ve Ag(t), A1(t) ve Aq(t) fonksiyonlar:

Ap(t) = %[A(t) + A(0t) + A(6%t)] = kgo Sarn(a, d)é%,
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1 e t3k+l
Ai(t) = Z[A@t) +602A6t) +0A0%)]) = ) Ssryin(a, d)———
1(t) 5lA0) + 67 A(62) + 6A(97)) kzg sk+1,n(a, )(3k+1)!’
1 5 ) t3k:+2
A = = 6°A(6°t)) "
2(t) [A(t) + 0A(6t) + )] = ZSSk+2 (a,d) =< 3k+2)
olarak tanimlansin. Dolayisiyla, m = 0, 1, 2 i¢in
Dy = Dy = Dy = (e* — 1) (" — 1) (eazdt - 1)
olmak iizere
N,
A (t) = ==
) =3 D
olsun. # karmagik sayisinin tammindan
o0 6ot t6k+3
D0=D1=D2:62d m
k=0
bulunur.
Diger taraftan, m = 0, 1, 2 i¢in
1 3 9 t3k+m
Am () == JA(t) + 77T A(Ot 9’”A0t S mn(a, d)-
olur. Dolay1siyla,
N,, = (e(a+nd)t _ eat) (e—dt _ Pt eezdt + 1)
Lg3m (e(a+nd)6t _ eaf)t) (e—edt et _ gfdt 1) (3.3)

g (e(a+nd)02t _ ea02t> (e—ozdt et ot | 1)

elde edilir. (3.3)’deki terimler ¢arpilir, yeniden gruplandirilir ve genigletilebilir. Ornegin,

olatnd—d)t 4 g3—mplatnd—d)ot + Hme(a+nd—-d)02t

= > (a+nd—dy (1+6°mH 4 gm+) t—'
=0 J:
*® . t3j+m
= 3> (a+nd—-d)¥m ——— _
JZ—; ( ) (37 + m)!

yazilabilir. (3.3)’deki diger terimler de yeniden gruplandirilir ve genigletilirse m = 0,1, 2

igin
No = 3 (@t nd+d¥*" + (a4 nd)*™ + (a -+ nd - ¥+
7=0
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t3j+m

_ d 3j+m __ _3j+m —d 3j+m

t+m

d3It3 & itm 3j4m
90 g Sl

elde edilir.
t3k+m 1

D ZS3lc+mn a, d)(3k+m)| §Nm

oldugundan % terimlerinin katsayilan karsilagtirilirssa m = 0, 1, 2 igin

- - 3k+m )
3 2[1 + (=1)k771 (3j N m) d*739 85, n(a, d)

= (a+nd+d)¥*™ 4 (a +nd)¥*™ + (a + nd — d)¥+m

(@t T~ 0¥ — (a — ) G4
k
3k +m 3j+m 3j+m) 3k—3j
3Z<3j+m>[(a’+nd) @

bulunur.  karmagik sayisinin dzellikleri ve binom teoreminden

3k+m s
32 (33 + )S?’“”’”(a’ D

= (d+a+nd)™™ 4+ 6°™ (d+ab + nd)*™ ™ + 0™ (d + ab? + ndp?) >
= (d+a+nd)™™ + > [~d6* ((a — d) + nd) 6]
+0™ [~d0 + ((a — d) + nd) 62+
= (d+a+ nd)3k+m (3.5)

ST I3k + m .
7=0
= (d+a-+nd)
3k+m

+3 Z <3k;-m)( 1)* ™3 (—1 4 w,,_;) (a — d + nd)’

7=0

3k+m

elde edilir. (3.5) ifadesi (ve (3.5) ifadesi n = 0 i¢in) (3.4) esitliginde yerine yazilir ve k&
indisinin ¢ift ve tek oldugu durumlar ele alinarak binom teoremi ile j = 6k + m + 2 igin

W —; = 0 oldugu kullanilirsa teoremin kaniti tamamlanir. (|
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3.2. Sk (a,d) Genellestirilmis Kuvvetler Toplamu ve Bernoulli Polinomlar:

Bu bdliimdeki sonuglar, Howard (1996) ile Bazsé ve Mezé (2015) kaynaklarindan
derlenmisgtir.

Onerme 2.19 ile verilen

te®t o0

et—l:

Bk(z)H

tiretec fonksiyonu ve (3.2) ile verilen
e(a+'nd)t — gat

0]

t'n.
Z Sk (a,d) — = et 4 latd)t o o glat(n=1)dt _ .
k=0 - ot _ 1

iirete¢ fonksiyonu karsilagtirilirsa

Spon(a, d) = % [Bk+1 (g + n) — Bup (g)] 3.6)

elde edilir. Sabitlenmis o ve digin Sy »(a, d) genellestirilmis kuvvetler toplami (a — d + nd)

teriminin bir polinomu olarak
Skn(a,d) = Sgno1(a,d)+[a+ (n—1)d"
= vgot+vkila—d+nd) + - +vppii(a — d+ nd)*t?
seklinde yazilsin. (2.11) ve (3.6) ifadelerinden agagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.3. Sy ,.(a, d) genellestirilmis kuvvetler toplami (a — d + nd) teriminin bir po-
linomu olarak yazilsin ve bu polinomdaki katsaydar j = 1,2,... k + 1 i¢in vy j olsun.

Budurumda, 1 < j < k — 1 icin

1 k+1 s
Uk,j=—( . )dk JB}H—l—j

E+1\ J
ve
1 d* a
Vkk = 55 Vkk+1l = d(k+ 1), Vk,0 = L1l [Bk+1 — By (a)]
olur.
Kamt S ,(a, d) igin verilen polinom ifadesi
k~1
Skn (a,d) = vio +vgi(a—d+ nd)’C + Vg p+1(a —d+ nd)"'H + Z v (e — d + nd)?
=1
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olarak yazilsin. Diger taraftan, (2.11) geregi

d* a d* a k
il (GHn1) = gryBen (3) + - drnd
d* a .
= _k_HBk+1 (E)'f—(a_d"_nd)
k+1
1 k+1 " ;
+mj=0( B dna
dk
= _k+1B’“+1( )+(a——d+nd)
1 1
+—— |&"Bi + =(a — d + nd)* + (k+ 1)(a — d + nd)* B,
k—l—l d
k+1
+E ( - )Bk+1 -5 J(a—d—i—nd)
Jj=1 J
d* a 1 k 1 kb1
= k+1[Bk+1—Bk+1(E)]+-2-(a—d+nd) d(k+l(a_d+nd)
k-1
1 k+1
§:< + )BkH_Jd ia - d + ndy
i\ J

bulunur. (a — d + nd)* terimlerinin katsayilan karsilagtirilirsa

Uko = k(_i: T [Bk+1 — Biya (g)]

Ve Uk = 3, Ukkt1 = d(k+1) ilel<j<k-1

1 [k+1 _

elde edilir. O

Teorem 3.3’de a = d = 1 yazilirsa Teorem 2.12 ile verilen

k+1
1 k+1
_ . ak
Sk,n(l, 1) = Sk,n =n + m jE=1 ( ] >Bk+1—]'n,.7

kuvvetler toplami formiilii elde edilir. Ayrica, & > 1 igin VUk,1 = By oldugundan m =
0,1,2,3,4 ve 6k +m > 1ligin

6k +m + 3 6k +m+3 1
< 3 )Bﬁk-l-m = Z ( 6] T m )Bﬁj+m + E(Gk +m + 3)wm_1

elde edilir.
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(3.6) ve (2.11) kullanilarak Sy, (a, d) polinomu n degiskeninin bir polinomu olarak
yazilabilir. Birgok durumda S, ,, (a, d) polinomunun katsayilar tam say1 degildir. Orek
olarak,

S1a0,1) = sn(n—1),

1
S2n(5,2) = 3n (4n” + 24n + 47)

polinomlar verilebilir. Ancak, baz1 6zel durumlarda Sy ,, (a, d) polinomunun katsayilar

tam say1 olur. Ornegin,
S3 (1,2) =n? (20° — 1) ve S5,(3,2) =n(n+2) (2n®+4n +3)

polinomlarimn katsayilan tam sayilardir. Sin, (a,d) polinomunun katsayilarinin tam sa-

yilar oldugu baz: durumlar agagidaki tabloda verilmistir.

W w W w w oyl
[ S L o Q
= R N [\ b oW

Sk (@,d) polinomunun katsayilar1 tam say1 oldugu genel bir kosul Bazsé ve Mez
(Bazs6 ve Mez6 2015) tarafindan verilmistir.

Bir g rasyonel sayinin paydasiile dg € Z 6zelliginde olan en kiiciik pozitif d tam say1s
anlagilir. Dolayistyla, Ay sayis1 By, Bernoulli sayisinin paydasi ise von Staudt-Clausen

teoremi geregi

Ay = HP

-1k
p asal

olur.

T sayis1, 2 < r < k Ozelliginde olan bir ¢ift tam say1 olsun ve

A, A,
OBEB (A, (77) (7)) OBEB (A, (51 (1))

flk,r) = OKEK(

A _)
"7 OBEB (A, (1) (%))
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tanimlansin. Ayrica,

rad (k) = Hp

plk

p asal

olmak iizere

P OKEK (rad (k + 1), f (k,2), f (k,4),...,f (k,k)), kciftise;
OKEK (rad (k + 1), f (k,2), f (k,4), ..., f(k,k —1)), ktekise;
olsun. Katsayilarin tam say1 olmas: kosulunun ifadesinden 6nce rad(k) ile ilgili asagidaki

basit gézlem yapilabilir:
Onteorem 3.4. rad(k + 1) |d ise (k + 1) |d* olur.

Kamt Aksi varsayilsin, yani rad(k + 1) |d olmasina ragmen (k + 1) t d* olsun. Bu du-
rumda, k + 1 sayisiun p**1| (k + 1) ozelliginde olan bir p asal ¢arpant vardir, Bu ise

2k+1 < pR+1 < k4 1 ifadesini verir ki bu bir celigkidir. O

Teorem 3.5. S .(a, d) polinomunun katsaylarinn tam say: olmasu igin gerekli ve yeterli

kosul F (k) |d olmasudir.

Kamt (3.6), Onerme 2.20 (4) ve (2.11) geregi

Sk (a,d) = 76% [Bk—!-l (% + n) — Bryy (g)] 3.7

- 2 () -a ()]

m=0

- g () (e

m=0

& (RN  (m) e k+1-m
= 12( - )Z(T>Brdm_rn (3.8)

m=0 r=0

(]

oyl
+

elde edilir. S , (a, d) polinomunun katsayilarinin ortak paydasi @ olsun. (3.7) geregi po-
linomun katsayilarinin tam say1 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul Q|d olmasidir. Bu
yiizden, () sayis1 belirlenmelidir. (3.8) geregi d ve a sayilart @ sayis1 icinde bulunmaz.
Ayrica, () sayisim etkileyen sayilar k + 1 sayist ile Bernoulli sayilarinin paydalanidir, yani
von Staudt-Clausen teoremi geregi 2 ve A, sayilaridir.

2 < r £ k ve rift olsun. (3.8) geregi A, sayismun ortak payda olan @ sayisina
katkist f (n, ) olur. Diger bir ifade ile f (n,7) |d ise (3.8) ifadesinde B, Bernoulli sayisim
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iceren her terimin tam say1 katsayis1 vardir. Dolayisiyla, her ¢ift r, 2 < r < k igin Q =

OKEK (rad (k + 1), f (n,r)) = F (k) olur. Bu ise kanit1 tamamlar. O
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu bolimde, Sy (n) kuvvetler toplamu ile Sy, (a,d) genellestirilmis kuvvetler top-
laminin bir geniglemesi olan Sy, (a, d|\) toplamu tanimlanacaktir. S6z konusu toplamin
sagladig1 bazi temel 6zellikler ile boliinebilme ve katsayilarinin tam say1 olmas: durumlart

incelenecektir.

4.1. Sy (a,d|)) Toplam

k > 0ile n > 0 tam sayilar ve A bir karmagik degisken olsun. (z|A),_, (2.3) ile tanimlanan
genellestirilmis azalan faktoriyel fonksiyonu olmak iizere

n—1

Skm(a,dX) = Y (a+md), (4.1)
m=0

= (a|A)+ (a+dA), +(a+2d[N), + -+ (a+ (n—1)dN\),
olarak tantmlansin. (z|0), = z* oldugundan S, (a,d|0) = Sy, (a,d) genellestirilmis

kuvvetler toplami olur.

Sk (@, d|A) toplam1 igin bir iistel iirete¢ fonksiyonu asagidaki sekilde ifade edilebilir.

Teorem 4.1. S ,, (a, d|\) igin iistel iiretec fonksiyonu

> (142" — (14 s
S Sy & = L1200

seklindedir.

Kanit Genellestirilmis azalan faktoriyel fonksiyonunun tamm geregi

00 k k
> @y 2N -2 (@ (- )N 5

M2 I0s

606D Ge)g

(

>
Il
=

I >R

[
M]3

) (M) = (14 At)>

ol
il
o

olur. Dolayisiyla,
> Sk (a,d)))
' k!
k=0
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0o k
= 3 {(al, +(a+d|)\)k+---+(a+(n—1)dl)\)k}%

k=0
= AT @A)
= (1+X) %{1+(1+/\t Py [(1+)\t) ] + [(1+/\t)§‘r—1}
Y (14 x)% -1 (1+/\t) —(1+,\t)_%
(1—0—)\t)*—1 (1+>\t)A—1
elde edilir. O

Teorem 4.1 kullamlarak Sy ,, (a, d| ) toplamu i¢in asagidaki indirgeme bagintis1 kanit-

lanabilir.

Teorem 4.2. k > 0 ve n > O tam sayilar: igin

k

2 (k ; 1) (@) es1-5 Sim (@A) = (2 + ndlX)ys — (@)

j=0

olur.

Kamt (z|)\), =1ve

[ 0]

(1+Xt)> = Z (z|N) kkl
k=0
oldugundan Teorem 4.1 geregi
[(1+,\t )% — ]Zskn a, d|A)— = (1+ ) — (14 a0)%

k=0

bulunur. Buradan,

(Z( Ry (k+1 ) (ZS,M (a, d|\) )

e+
> [(a+ndX),,; — (@N),,4] &1
veya denk olarak
oo E & 1 tk+1
> (Z (") @iy S W) E )
- k+1
— kzz:o [(a+ ndA),; — (@l A)g,] h
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elde edilir. % terimlerinin katsayilarinin esitligi istenilen sonucu verir. O

Asagidaki teorem, Sy, (a, d|\) toplamunin Stirling sayilari ve azalan faktoriyel fonk-

siyonu cinsinden bir gosterimini vermektedir.

Teorem 4.3. S;, , (a,d|)) toplamu icin

S (a,dIA) = Zd’ (k,4; ), d, )(n)erl
=0

esitligi gecerlidir. Burada S (k,%; X, B, 1), Boliim 2.1.2 de tamimlanan genellestivilmis Stir-

ling sayisidur.

Kamt S (k,i; A, 8, r) genellestirilmis Stirling sayis1 igin (2.4) ile verilen

k
(alN) = DS (ki 2, 8,7) (a — 71B),
i=0
esitlifinde a yerine a + md, 8 yerine d ve r yerine a yazilirsa

(a +md|)\), ZS(k,z,)\ d, a) (md|d),

=0

elde edilir.

(mdld); = md(md—d)(md—2d)---(md— (i —1)d)
= dmm—1)(m—2)-(m— (i 1)) = & (m),

oldugundan
k
(a+md|X), =D d'S (k,4; A, d, a) (m),
=0

bulunur. Dolayisiyla,

n—1 n—1 k
Skn (@, dA) = D (a+mdX), =D > dS(k,i;\ d,a) (m),
m=0 m=0 i=0
n—1
= d'S (k,i; )\, d, a) Z (m),
=0 m=0
elde edilir. Simdi,
(n)z

Z( )i =S+ bk (4.2)
m=0
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esitligi ele alinsin (Graham vd. 1994, 5. 50). i = Oise & > 0 oldugundan S (%,0; A, d, a) =

Qolur.2 =k =0 ise .

Sk (a,d|X) = (a+md|X), =n
m=0

olur ki bu esitlik agikar olarak dogrudur. Sonug olarak, (4.2) esitliginde §; o terimi kaldi-

rilabilir ve dolayisiyla istenilen elde edilir. |

Skn (@, d|A) toplamu ile dejenere Bernoulli polinomlan arasinda asagidaki iliski sz

konusudur.

Teorem 4.4. S, ,, (a, d|)\) toplamu dejenere Bernoulli polinomlar: cinsinden

Sen (@, d|d)) = z‘_l:—l [ﬁ,m (A, % + n) — By (A. %)]
seklinde yazilabilir.

Kamt Dejenere Bernoulli polinomlari i¢in (2.15) ile verilen

n—1
_ Bk Mz 4n) = B (A 2)
r;)(z+ml/\)k_ + notl =

esitliginde z = & yazilirsa

n—1 a “
S (2 ) = B ) =B (009)
m=0 d k n+ 1
elde edilir.
a o+ md
(F+mh) = ( ) |,\>k
a+md\ (a+md a+md
- ( d ) ( g "\)"'( y —(k—l),\)
1
= = (a + md|d\),
oldugundan
n—1
Sem (a,dldX) = ) (a+md]dX),
m=0
dk a a
= g B (g0 m) = B (03]
bulunur. -
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Sonug 4.5. S, (a,d|)) toplamu icin

Sk (a,dld)) = k‘f 1 i: (k ;r 1) z’: (i) B.(\) (%p\)j_r PV

r=0

esitligi gecerlidir.

Kamt Dejenere Bernoulli polinomlart igin Onerme 2.25 ile verilen

50+ =3 (5)8,000) G,

=0

esitligi geregi
a a
Brs1 (>H Fi n) — By ()\, E)

B, ()‘, %) (n')‘)k+1;j = Brt1 ()\a g)

j=0
esitlifinden
Lyg?
5.0, =2 (5)8, 0 6.,
=0
oldugundan

Brs1 ()\, % + n) = Brs ()\, g)

= (*71) > ()80 (5, 0P,

r=0

bulunur. Teorem 4.4 geregi istenilen elde edilir. (]

4.2. Sy, (a,d|)\) Toplamnin Bazi Aritmetik Ozellikleri

Bu béliimde, a ve d tam sayilar olmak iizere Sk, (a, d|A) toplaminin sagladig: baz1 arit-

metik ozellikler ifade edilecektir.
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Teorem 4.6. X bir pozitif tam sayi, p bir tek asal sayt ve OBEB(n, p) = 1 ise

Spp(a,dlA) = 0 (mod p), (4.3)
Sppr1(a,d]A) = (al)‘)p (mod p), (4.4)
Spn (a,p|A) = nfald), (mod p) (4.5)

kongriianslar: gegerlidir.

Kamt Teorem 4.3 ile verilen

(n);+1

Sk (a,d|)) = Zd’S(k i\ d,a) —2EL ]

i=0

esitliginde p bir tek asal say1 olmak tizere & = p olsun. Bu durumda,

Spn (a,d]2) = Zdzs (p,i; A, d, a) (z 4)—Z+11
=0
n(n—1)
= nS(p,0;A,d,a) +dS (p,1; ), d, @) ———
S (50 d,) )P+11
+£45@m_LAdﬂ%?p
p—2 ( ) 1
d'S A d, it
+; (p7Z CL) + 1

elde edilir. A bir pozitif tam say1 ve p bir tek asal say1 oldugundan Teorem 2.10 geregi sag
taraftaki toplamda yer alan her bir toplanan (mod p) sifir olur. S (p,p; \,d,a) = 1 ve
Onteorem 2.6 geregi S (p, 0; \, d, a) = (a|lA), ve S(p,p—1;A,d,a) = pa+(d — ) i”;—”

oldugundan
= : nn-1) pnn-—1)--(n—p)
Sp,n (a, dl)\) = n (aI/\)p +dS (p, 1, A, d, a,) 5 + dr - —
+d&tan(n~1)---(n—p+1) (4.6)
b (@3 (p 1) MO TRED 04

bulunur. Burada, Teorem 2.10’in kanitindan goriilebilecegi gibi A, d ve a tam sayilar ol-
dugundan S (p, 1; A, d, a) genellestirilmis Stirling say1si bir tam sayidir.

Simdi, (4.6) ifadesinde n = p almirsa S, ,, (a,d|A) = 0 (mod p), yani (4.3) kongrii-
ans elde edilir. Daha sonra (4.6) ifadesinde n = p + 1 alinirsa S, 511 (a, d|A) = (a])),
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(mod p), yani (4.4) kongriians: elde edilir. Son olarak, (4.6) ifadesinde d = p alnirsa
OBEB(n,p) = 1 olmak iizere (p + 1) S, (a,p|\) = n (a|A), (mod p), yani (4.5) kon-
giiransi elde edilir, O

Teorem 4.7. X bir pozitif tam sayt ise X (k + 1) Sk, (a, d|d)\) bir tam sayidir:

Kamt Sy, (a, d|d)) toplamu i¢in Sonug 4.5 ile verilen

k +1 Z (kj 1) Z (i)ﬁ (A) (%I/\)H (N g1y

=0

Sen (@, d|d)) =

esitliginin sag tarafindaki 8, () dejenere Bernoulli sayis1 yerine (2.13) ile verilen ve po-

zitif tam say1 olan ) i¢in gegerli olan

Z i+1(A) — Bia
11‘1 /\'rz 1+1( i+l
Bi /\ (=1) 1+ 1

ifadesi yazilirsa

St (a,djdN) = k‘f - Zk: (k * 1) (N g1 i (fn) (%IA)J,_T

r=0
i Bi+1 (A) - Bi+1
X Z 7. ’L) P\ 1+ :
P 1+1

veya denk olarak

Ak +1) Skn (a,djd)) =

S () e 5 ()

i i Bt (A) — Bip
__11' 1) )\r 1_1,+1( 1+
R

ﬂ”mw

X

elde edilir. A bir pozitif tam say1 oldugundan (a|d)),_, ve B—"t% (Rademacher

-r

1973, 5. 6) tam sayilardir. Bu ise sol tarafin bir tam say1 oldugunu ifade eder. O
Teorem 4.8. \ = %, OBEB(u,v) = 1 ise wv* ! (k + 1) S, , (a, d|d)) toplanmnn bir tam

say1 olmast igin gerekli ve yeterli kosul 1 < s < k olmak iizere OKEK(v*, (s + 1)) |d

olmasidir.
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Kamt Sy, (a,d|d)\) toplamu i¢in Sonug 4.5 ile verilen

Sen (0, dlex) = 20 i (% ()80 (5 _ i

J =0

esitliginin sag tarafindaki £, (\) dejenere Bernoulli sayisi1 yerine Teorem 2.23 ile verilen

S

B, (N = Z (T e () e,

t=0

ifadesi yazilirsa

Sk.n (a,d|d))

S0 6, o

=

THI( ) -0 (5) ),

elde edilir. OBEB(u, v) = 1 olmak iizere A = 2 olsun. Bu durumda,

Sen (a,dld2) = k+1 (k+l> Z <Z~) (Ch;  (avldu),_ Tk—jl_J(nmu)kH_j

r=0
2 @ 3 0 () & o,
Z (s + 1 'v R
veya denk olarak
k J .
1 u\y g k+1 7 1
w" " (k+ 1) Sk (a, d|d;) = d ]-;0 ( ; ) ; (r) T (cw|du)j_r (nv[u)k+1_j

r s s 1 1
. _1 s~t tv . __s
X ;o (ulv),, ;( ) (t) (tv]u) (s+ Do

bulunur. Dolayisiyla, uv**! (k + 1) Sk, (a, d|d)\) toplaminin bir tam say1 olmast i¢in ge-

rekli ve yeterli kosul 1 < s < k olmak iizere OKEK(v*, (s + 1)!) |d olmasidur. d
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5. SONUCLAR

Bu tez caligmasinda,

Sk(n)=1F+2%+ ... 4k
kuvvetler toplamu ile bir aritmetik dizinin terimlerinin kuvvetleri toplami olan
Sim(a,d) =+ (a+d)* + (a+2d)* +--- + (a+ (n— 1) d)*
toplaminin, (z|}),, genellestirilmig azalan faktériyel fonksiyonu ile tanimlanan
Sk (0, dA) = (af ), + (@ + dN) + (@ + 2dN), + -+ + (a + (n — 1) d]N),

toplamu ile genellestirmeleri ele alinmgtir. Sy ,, (a, d|\) toplaminin

atnd

0 (14 M) * — (1A%
§ :Sk,n (aad|/\)y —d ) g( )
k=0 : 1+ Xx)> —1

iistel iirete¢ fonksiyonu,
k
k+1
Z j (dl’\)k+l—j Sjn (a,d|A) = (a + nd|A)y, ., — CIRY
5=0

seklinde bir indirgeme bagintist,

(n)i+1
1+ 1

k
Skm(a,d|X) =Y d'S (k,i; ), d,a)

i=0
ile verilen genellestirilmis Stirling sayilari cinsinden ifadesi,

00 £ [ (5 0) 1 (1)

ile verilen dejenere Bernoulli polinomlari cinsinden gosterimi ve

k J

Sen (o) = .57 3 (T 30 (7). 00 (30) e

=0 r=0

ile verilen dejenere Bernoulli sayilar1 ve genellestirilmig azalan faktoriyel fonksiyonu cin-
sinden ifadesi verilmistir. Ayrica, a ile d tam say1, X bir pozitif tam say1, p bir tek asal say

ve OBEB(n, p) = 1 olmak iizere

Spp(a,dlA) = 0 (mod p),
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Sppt1(a,d[A) = (a]d), (mod p),
Spn (a,p|A) = n(al)), (mod p)
kongriianslan elde edilmigtir. Son olarak, a ile d tam sayi, A\ bir pozitif tam say1 ise
A(k +1) Sk (a,d|d)) ifadesinin bir tam say1 oldugu ve A = %, OBEB(u,v) = 1 ise

w1 (k + 1) Sk (a, d|d)) toplaminin bir tam say1 olmast icin gerekli ve yeterli kogulun

1 < s < k olmak iizere OKEK(v*, (s + 1)!) |d olmas1 sonuglar elde edilmigtir.
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