T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI

HARMONIK ANALIZDE BAZI ONEMLI YARIGRUPLARIN OZELLIKLERI
VE CESITLI UYGULAMALARI

Veysel TARTAN

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI

SUBAT 2021
ANTALYA



T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI

HARMONIK ANALIZDE BAZI ONEMLI YARIGRUPLARIN OZELLIKLERI
VE CESITLI UYGULAMALARI

Veysel TARTAN

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI

SUBAT 2021
ANTALYA



T.C.
AKDENIiZ UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

HARMONIK ANALIZDE BAZI ONEMLI YARIGRUPLARIN OZELLIKLERI
VE CESITLI UYGULAMALARI

Veysel TARTAN

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LiSANS TEZI

Bu tez 1_9/ 02202 [ tarihinde juri tarafindan Oybirligi/Oy¢eldugu-ile kabul edilmistir.
o (P

Dog. Dr. Sinem SEZER EVCAN (Danigma -
Dog. Dr. Simten BAYRAKCI DOGAN X 1

Dr. Ogr. Uyesi Zafer SANLI /4‘7/‘3/ Z/



OZET

HARMONIK ANALIZDE BAZI ONEMLI YARIGRUPLARIN OZELLIKLERI
VE CESITLI UYGULAMALARI

Veysel TARTAN

Matematik Anabilim Dah
Damsman: Do¢.Dr. Sinem SEZER EVCAN

Subat 2021; 50 sayfa

Bu tez calismasinda, Harmonik analizde 6zellikle potansiyel tipli integral operatorle-
rin temsil edilmesinde kullanilan ve daha bir¢cok uygulama alanina sahip olan Poisson,
Gauss-Weierstrass ve Metaharmonik yarigruplari ile bu yarigruplarin genellesmis versi-
yonlarina yer verilmistir. Ayrica, Riesz, Bessel ve Flett potansiyeleri gibi harmonik ana-
lizin en 6nemli teknik araclari sayilan bu potansiyellerin ve bunlarin genellesmis versi-
yonlarinin yukarida sozii edilen yarigruplar vasitasiyla temsilleri elde edilerek hem klasik

hem de genellegmis potansiyellerin L,, ve L, , uzaylarindaki sinirliliklar1 incelenmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Poisson yarigrubu, Gauss-Weierstrass yarigrubu, Metahar-

monik yarigrup, Bessel potansiyeli, Riesz potansiyeli, Flett potansiyeli.

JURI: Doc.Dr. Sinem SEZER EVCAN
Doc.Dr. Simten BAYRAKCI DOGAN
Dr.Ogr.Uyesi Zafer SANLI



ABSTRACT

PROPERTIES OF SOME IMPORTANT SEMI GROUPS IN HARMONIC
ANALYSIS AND THEIR APPLICATIONS

Veysel TARTAN

Master’s Thesis, Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Sinem SEZER EVCAN

February 2021; 50 pages

In this thesis, Poisson, Gauss-Weierstrass, Metaharmonic semigroups and generalized
versions of these semigroups, which are used to represent potential type integral operators
and many other applications in Harmonic analysis, are studied. In addition, the representa-
tions of Riesz, Bessel, Flett potentials and their generalized versions, which are important
technical tools in Harmonic analysis, are optained by means of these semigroups. Finally,
L, and L,,,, boundedness properties of these clasical and generalized type potentials are

given.

KEYWORDS: Poisson semigroup, Gauss-Weierstrass semigroup, Metaharmonic semig-

roup, Bessel potential, Riesz potential, Flett potential.

COMMITTEE: Assoc.Prof.Dr. Sinem SEZER EVCAN
Assoc.Prof.Dr. Simten BAYRAKCI DOGAN
Asst.Prof.Dr. Zafer SANLI

il



ONSOZ

Harmonik analiz; matematigin, fizigin ve teknik bilimlerin ortak dilidir ve Harmonik
analizin fikir ve yontemleri, cagdas matematigin bir¢ok dallarinda kullanim alami bul-
dugu gibi, fizik ve miihendisligin ¢esitli alanlarinda da kullanilmaktadir. Singular integral
operatorler, ozellikle de potansiyeller, bu alanin en 6nemli teknik araglaridir. Bazi uy-
gun diferansiyel operatorlerin “ negatif kesirsel” kuvvetleri olarak yorumlanan potansiyel
tipli integral operatorler genel olarak onemli fonksiyonel uzaylarin incelenmesinde, kismi
tirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinde, cesitli integral doniisiimlerin terslerinin
bulunmasinda ve Harmonik analizin daha bagka alanlarinda kullanilmaktadir. Harmonik

analizde kullanilan en iinlii potansiyeller arasinda yer alan Riesz, Bessel ve Flett potansi-

yelleri A = Z %, Laplace diferansiyel operatorii olmak iizere, sirasiyla, (-A) , (I—A)
k
k=1
ve (I ++/—A) diferansiyel operatorlerinin negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumla-

nirlar ve ayrica Harmonik analizde sik¢a kullanilan Possion, Gauss-Weistrass ve Meta-
harmonik yarigrubu olarak bilinen meshur yarigruplar ile iligkilendirilirler. Benzer olarak
Riesz, Bessel ve Flett potansiyellerinin “Genellesmis Kayma” operatorii (7Y) vasitasiyla
olusturulan ve genellesmis Riesz, genellesmis Bessel ve genellesmis Flett potansiyelleri
olarak adlandirilan genellesmis potansiyeller A, Laplace -Bessel diferansiyel operatorii
olmak iizere, sirasiyla, (-A,) , I-A,) ve (I + \/—_AU) diferansiyel operatorlerinin ne-
gatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlanirlar ve bu genellesmis potansiyeller de uygun
genellestirilmis yarigruplar (genellestirilmis Possion, genellestirilmis Gauss-Weistrass ve
genellestirilmis Metaharmonik) ile iligkilendirilirler.

Bu tez calismasinda ilk olarak, klasik Oklid kaymas1 7¥ vasitasiyla tanimlanan ve kla-
sik yarigruplar diye adlandirilan Poisson, Gauss-Weierstrass ve Metaharmonik yarigrup-
lar ile genellesmis kayma 7Y operatorii vasitasiyla tanimlanan ve genellesmis yarigruplar
olarak adlandirilan genellesmis Poisson, genellesmis Gauss-Weierstrass ve genellesmis
Metaharmonik yarigruplar ve ozelliklerine yer verilmistir. Daha sonra da, yarigruplart iis-
tiin kilan 6nemli 6zellikleri olan “potansiyellerin yarigruplar ile temsilleri” incelenerek,
sirastyla klasik Riesz, Bessel ve Flett polansiyellerinin klasik yarigruplar; genellesmis
Riesz, genellesmis Bessel ve genellesmis Flett potansiyellerinin de genellesmis yarigrup-

lar ile temsilleri verilmistir. Derleme niteliginde organize edilen bu tez ¢alismasi, 6zellikle

il



klasik Harmonik analizde ve Laplace-Bessel Harmonik analizinde akademik ¢alisma yap-
mak isteyenler i¢in temel bir kaynak olusturacak niteliktedir.

Bu tez calismasi siiresince benden bilgisini ve destegini hi¢ esirgemeyen degerli ho-
cam sayin Dog. Dr. Sinem Sezer EVCAN’ a ve manevi destekleri icin aileme tesekkiirle-

rimi sunarim.
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GIRIS V. TARTAN

1. GIRIS

Klasik Harmonik analizin gelistirmis oldugu 6nemli kavram ve teknikler, matema-
tigin teorik ve uygulamali alanlarinin cesitli konularinda ayrica da miihendislik ve fen
bilimlerinin bir¢ok alaninda etkili bir sekilde kullanilmaktadir. Fourier serileri, Fourier
doniisiimleri, yar1 gruplar, maksimal operatorler, fonksiyonel uzaylar, singiiler integraller
ve potansiyel tipli integral operatorler Harmonik analizin en 6nemli teknik araclar ara-
sinda yer alirlar. Potansiyeller, esas olarak Laplace diferansiyel operatorii olarak bilinen

0? 0? 0?
A= 8_35% + a—x% + ..+ a—x%

operatorii olmak iizere, bazi bilinen 6nemli diferansiyel operatorlerin negatif kesirsel kuv-
vetleri olarak yorumlanirlar. Potansiyel tipli integral operatorler arasinda en yaygin ve
onemli olanlar1 klasik potansiyeller olarak adlandirilan Riesz, Bessel ve Flett potansiyel-
leridir. Bu tiir potansiyeller ¢esitli fonsiyonel uzaylarin karakterizasyonunda ve 6zellikle-
rinin incelenmesinde, bazi 6nemli doniisiimlerin terslerinin belirlenmesinde ve daha bir
cok alanlarda etkili bir sekilde kullanilmaktadir. Bu konuda ilk ¢alisma B.F.Jones (1968)
tarafindan yapilmis ve daha sonralar1 C.H.Sampson, R.Bagby, S.Chanillo, V.R. Gopala-
Rao, V.A.Nogin, B.Rubin ve daha bagka matematikgiler tarafindan bu alanda ¢ok yonlii
incelemeler ve uygulamalar yapilmistir. Oklid kaymasinin dogurdugu girisim tipli integral
operatorler olarak da ifade edilebilen klasik potansiyellerin 6nemli bir genellesmis versi-
yonlar1 da, 1950 yillarinda ortaya ¢ikan ve Laplace diferansiyel operatorii yerine Laplace-
Bessel diferansiyel operatoriiniin kullanilmasiyla olusan Fourier-Bessel harmonik anali-
zinde ortaya c¢ikan onemli teknik araclar olmuslardir. Esas itibari ile Fourier-Bessel har-
monik analizi, Oklid kaymasimnin yerini genellesmis kayma, Fourier doniisiimiiniin yerini
de Fourier-Bessel doniisiimii alinarak olusturulmus analizdir. Hem klasik potansiyeller
hem de genellesmis potansiyellerin ¢esitli 6zellikleri ve bu potansiyellerin terslerinin be-
lirlenmesine , Gadjiev ve Aliev (1988), Aliev ve Eryigit (2002), Aliev ve Rubin (2005),
Aliev vd (2008), Aliev (2009), Sezer ve Aliev (2010), Aliev, 1. A. and Bayrakc¢1 (1998),
Aliev 1., Bayrakc¢t Dogan S. (2002) ve daha bir¢cok makalede ayrintili yer verilmistir.

Diger yandan Harmonik analizin 6nemli teknik araclari arasinda yer alan yarigruplar-

dan Poisson, Gauss-Weierstrass ve Metaharmonik yarigruplar: farkli bir 6neme sahiptir.
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Ciinkii, yukarida sozii edilen potansiyellerin farkli temsilleri bu yarigruplar vasitasiyla ve-
rilebilmektedir. Bu nedenle bu tez ¢alismasinin esas amaci, klasik ve genellesmis Riesz,
Bessel ve Flett potansiyellerinin temsilinde kullanilan klasik ve genellesmis yarigruplari
ve Ozelliklerini ayrintili bir sekilde incelenerek, ilgili temsillerin elde edilmesi olarak be-
lirlenmistir.

Bu tez calismasi Girig ve Kaynaklar boliimii dahil 6 boliimden olusmaktadir:

“Kaynak Taramas1” adli ikinci boliimde; Fourier Harmonik analizin ve Fourier-Bessel
Harmonik analizin, tez boyunca sik¢a kullanilan baz1 6nemli kavram ve teoremlerine yer
verilmistir.

Uciincii boliimii olusturan “Materyal ve Metot” kisminda klasik kayma operatorii ile
iligkilendirilen Fourier Harmonik analizin en onemli yarigruplar1 arasinda yer alan Po-
isson, Gauss-Weierstrass ve Metaharmonik yarigruplar1 ve bunlarin genellesmis kayma
operatorii ile iligkilendirilen genellesmis versiyonlar1 hakkinda ayrintili bilgilere yer ve-
rilmigtir.

Dordiincii boliimii olugturan “Bulgular” kismu ti¢ alt baghik altinda sunulmustur: bi-
rinci alt baglik altinda, Laplace Diferansiyel Operatorii A vasitasiyla tanimlanan ve klasik
potansiyeller olarak adlandirilan Riesz, Bessel ve Flett potansiyellerinin tanimlarina yer
verilerek, bu potansiyellerin ilgili klasik yarigruplar ile iligkilendirilmeleri yapilmustir.
Ikinci alt baslik altinda; Laplace-Bessel diferansiyel Operatorii A, vasitastyla tanimlanan
ve genellesmis potansiyeller olarak adlandirilan genellesmis Riesz, Bessel ve Flett potan-
siyellerinin tanimlarina yer verilerek, bu genellesmis potansiyellerin ilgili genellesmis
yarigruplar ile iligkilendirilmeleri yapilmistir. Son alt baglik da ise, klasik ve genellesmis

potansiyellerin L, ve L,, uzaylarindaki sinirlilik 6zelliklerine yer verilmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Klasik Fourier Harmonik Analizin Bazi Onemli Kavram ve Teoremleri

R", n boyutlu Oklid uzay1 olup, R" = {z : v = (21,79, ..., z,),Vi = 1,2, ..., n i¢in z; € R}
seklinde tanimlidir. R” iizerindeki norm |z| = () :1:12)% esitligi ile verilir.

i=1
L,= L,(R") uzay1 1 <p < ocoigin

L, = L,(R") = f: f,R" de olgiilebilir ve || f||, = (/ |f(x)\pdx)% <oop (2.1)
R’ﬂ

biciminde tanimlanir. Burada dx = dzydxs...dx,, dir.
p = oo durumunda ise L., uzayi

Lo = Lo (R") = {f . f, R™de olgiilebilir ve ||f||. = ess sup f(x) < oo}

w€Rn
esitligi ile tammlanir.
C(R™) ile R™ *de siirekli ve sinirli olan fonksiyonlar uzay1 temsil edilir. C'(R") de
norm f € C(R") olmak iizere || f|| = max | f ()] esitligi ile tanimlanur.
C(R™) nin bir alt uzay1 olan Cy(R™),
Co(R") = {f cfeCR") ve lim f(x)= O}. (2.2)

|z|—o00

C*> = C*(R") ile de R™de her mertebeden kismi tiirevlere sahip fonksiyonlar uzay1
gostertilir.

S = S(R") ile gosterilen Schwartz test fonksiyonlari uzayi:

98

25— f(x)

S = {f : fe CP(R") veVa, f € ZT i¢in sup 507

z€R™

<oo}
aq 00

. e a a o8 o gBf1+---+Bn
bigiminde tanimlamr. Burada, 2® = (" x5*... 25" ve 5 f (1) = mf(:vl, s Tp)
1 0T
dir.

Ornegin; z € R” olmak iizere, e 1#I° = ¢~(@i+a3+..+27) ¢ G(R").
Genel olarak, P(z) herhangin degiskenli polinom ve k > 2 ¢ift tamsay1 olmak iizere

flz) = P(:c)e"x‘k fonksiyonu S(R™) uzayna aittir.

ST=S R xR ={feSR"): f z,degiskenine gore ¢ift fonksiyon }
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ST uzaymm L, (R x R') uzayinda yogunlugunu su prosediirle gosterebiliriz:

f € Ly, (R x RY) olsun. Bu durumda, f ’i tim L,, (R7™) "e dy (2) = |2,[*" dx
alarak cift devam ettirebiliriz. Yeni fonksiyona f diyelim. Boylece S uzay1 Ly (RTI) “de
yogun oldugundan, f *ya S ’nin (ashnda S+ ’nln) elemanlar ile yaklagabiliriz. Dolay1-

styla da, f e ST uzayinin elemanlari ile yaklasabiliriz.

2.1.1. Klasik Oklid kayma operatorii ve 6zellikleri

Tek degiskenli bir f(z) fonksiyonu i¢in

mf(x) = flx +y) (2.3)

esitligi ile tanimlanan 7¢ operatoriine klasik Oklid kayma operatérii denir. Aslinda, klasik
kaymay1 doguran operator % tiirev operatoriidiir.

f(z), tiirevlenen bir fonksiyon ise ¢ = ¢(z, y) olmak iizere

0 0
Pla=o = f(y)

sinir-deger probleminin ¢oziimii ¢ = f(x + y) yani; 7Y f () 6klid kaymasidir ve 79 f (),

tirev ile siki iligkilidir:

o) — tim @) = @)

y—0 Yy

(2.5)

Klasik kaymanin tiirev operatorii ile iliskilendirilmesi, x’in bir komsulugunda analitik

olan f(z) fonksiyonunun

> fk)
i) =3 Ty (2.6)
k=0 '

Taylor formiiliinde ortaya ¢ikar. Klasik kaymanin bilinen diger 6nemli 6zellikleri asagi-

daki gibidir:

2.1.2. Klasik kaymanin o6zellikleri

(Kipriyanov(1997) ; Levitan(1951))
D 7v (77 f (z)) =7V f ()

1 _ 1
2) 7 (m) = i@
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3) (7 f(@)" =77 ()
4) 7 (%) = eihzeihy
5 feLyisellrfll, =11,
Yani; 7 : L, — L, ye sinirh operatordiir ve normu 1’e esittir.
6) fcLyise
lim [|7"f = fll, =0 @.7)

2.1.3. Klasik Fourier ve Ters Fourier doniisiimii ve ozellikleri

f € Li(R™) fonksiyonunun Fourier doniigiimii
(Ff)(a) / Fly)e™ vy 8)

esitligi ile tanimlanir. Burada, * = (z1,...,x,) ve y = (y1, ..., y,) olmak tizere x - y =

Y1 + ... + Yy dir. Bir f € Ly (R™) fonksiyonunun ters Fourier doniigiimii de
e d 2.9
(F™ )@y @ / fly y (2.9)

esitligi ile tanimlanir. Baz1 kaynaklarda (Stein (1970)) f fonksiyonun Fourier ve ters

Fourier doniisiimii sirasiyla agsagidaki gibi tanimlanir:

(Ff)(z) = / fly)e ™ vdy (2.10)

(F'f)w = 1) = / f(y)ervdy
J

Fourier doniisiimiiniin iyi bilinen baz1 6nemli 6zellikleri asagidaki gibidir (Stein ve Weiss
(1971); Sadosky (1979)):

a) fe L (R")ise f"(x)fonksiyonu tiim R" "de diizgiin siireklidir.

b) f € Li(R")ise f"(x)fonksiyonu sinirldir ve

1 oo < £ -

¢) feLi(R")ise lim f"(z)=0"dm.

|z| =00
d) f > 0Oise

1 o = LF1l, = £7(0)

5
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esitligi saglanir.

e) fe Li(R")N Ly(R") ise f* € Ly(R™)’dir ve

112 = 11£1l,

esitligi (Plancherel-Parseval esitligi) saglanir.

f) f,g€ Li(R")ise
/fA dm—/f

esitligi saglanir.

Harmonik analizde, Fourier doniisiimiiniin 6nemli 6zelliklerinden birisi de tiirev ope-

ratoril ile arasindaki iligkiyi veren bagintidir:

— [ty @11

esitliginde x;’e gore formal olarak kismi tiirev alinirsa

ix-yd
8x1 / f Y-
iw-yd
8951 / fly Y
ve boylece
0? 0?
A=—+.. 2.12
03 T oz .12
Laplace diferansiyel operatorii icin
(-OF()e) = [ )1l e vy 2.13)
Rn
esitligi elde edilir. Genel halde, k herhangi bir pozitif tamsay1 olmak iizere
(A F()@) = [ e vy .14
]RTL

esitligi saglanir. Benzer sekilde, /-birim operator olmak iizere
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(1= MF(P)@) = [+ o) )e iy
Rn
esitligi ve genel halde, £ herhangi bir pozitif tamsay1 olmak tizere

(1= A\ F@)@) = [+ ) e =y @.15)
R7
esitligi elde edilir. Ayrica, (2.14) ve (2.15) bagintilarinin  f € S(R"™) fonksiyonlar1 i¢in
de saglandi81 gosterilebilir.
Diferansiyel operatorii ile Fourier doniisiimii arasindaki ilging bagintilar1 ifade eden
daha genel formiilleri ifade edelim. Bunun i¢in
a€Zl v e R, 2% = 2" x5 x5 ve

n

Do oPitestcten (1)‘“ (i)” (i)a” gosterimleri kullanilarak,

« []
Oz 18&:22...630?{” ox1 Oxo Oxn

P(D) = P(I‘l,xg, 7l’n)
herhangi bir n degigkenli polinom olmak iizere, P(D) diferansiyel operatorii

o 0 0 )
Oxy Oxy’ 7 Oxy,

biciminde tanimlanirsa, Fourier doniisiimii ile P(D) diferansiyel operatorii arasinda, f €

S(R™) olmak iizere

P(D) = P( (2.16)

(P(D)f)\(z) = P(iz) f(x) (2.17)
P(D)f(z) = (P(=y)f(y))"(z) (2.18)

esitliklerinin saglandi1g1 goriiliir (Stein ve Weiss(1971)).

2.14. Klasik girisim ve ozellikleri

f» g € L1(R™) olmak iizere, f ve g fonksiyonlarinin girigimi (convolution)

(f*9)( /f T Yg(x dy—/f (2.19)

bi¢iminde tanimlanir. Burada 7¥ (2.3) ile tanimlanan klasik Oklid kaymasidir.
Klasik girisimin agagida verilen 6zellikleri iyi bilinmektedir. (Stein-Weiss (1971), Fol-
land (1984))
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f, g, h € Li(R") i¢in;

a) fxg=gx* f(degisme ozelligi),

b) (f *g)*xh = f =« (gx*h) (birlesme 6zelligi),

o) TU(frg) = (V) xg=[x(T""9),

d) F(f*g)(z) = F(f)(x)-F(g)(x) yadakisaca (f x g)" = f" - g",

e) feL,(R"), ge L(R")vel<p<qg<r<oo, +%=%+1igin

1
p

I *gll, = / FW)a(e — )y <71l - lgll, (Young Esitsizlig)  (2.20)

olur. Burada 6zellikle d) esitligi, Fourier doniisiimii ile girisim arasindaki bagintiy1 veren
Harmonik analizin en dnemli formiillerinden birisidir. Ciinkii; Fourier doniisiimii, zor bir
islem olan “x” iglemini daha basit bir islem olan “fonksiyonlarin noktasal ¢arpimi1” isle-
mine doniistiimektedir. Bu esitlik, Fourier doniisiimiiniin tanimi1 kullanilarak ve integralde

degisken degistirilerek kolayca elde edilir.

2.1.5. Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

f € Ly 0c(R™)-R™ deki her noktanin her 6 komsulugunda integrallenebilen fonksiyonlar

uzayindan olmak iizere

(Mf) (@) = sup —

0<r<oo Qnrn

/ |f(z —y)|dy (2.21)

ly|<r
fonksiyonuna Hardy-Littlewood maksimal operatorii (fonksiyonu) denir. Burada (2, ,
S = {y € R": |y| <1} birim yuvarmmn 6l¢iimiidiir. (2.21) de * — y = z dontigiimii

yapilirsa

1
(M) () = sup Q/ F(2) dz

olur. Burada, supremum z-merkezli (), yuvarlari iizerinden alinmistir. Ayrica |Q.| ile x-
merkezli yuvarin hacmi kastedilmistir. Asagidaki teorem (M f) fonksiyonunun 6nemli

bir 6zelligini ifade eder:

Teorem 2.1. (Hardy-Littlewood, Stein (1970)) f € L,(R"), (1 < p < 00) ise dyle bir
C' = C (n, p) sabiti vardir ki
M, < Clf, (2.22)

8
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esitsizligi saglamr. Daha agik¢asi, (M f) operatirii giiclii (p,p) tipli bir operatérdiir.
p = 1 durumunda ise (M f) operatirii zayif (1, 1) tiplidir. Yani, her X > 0 icin

C
plr e ®: (Mp)) > 2p < T
saglanir.
Burada, 1, A C R” bir 6l¢iilebilir alt kiime olmak iizere, A kiimesinin Lebesgue ol¢ii-
miinii gostermektedir. Ayrica, her A > Ove 1 < p < coigin

p{r € R": (Mf)(z) > A} < <w)p (2.23)

esitsizligi de saglanir. Yani; (M f) operatorii her p € [1,00) i¢in zayif (p,p) tiplidir.
Bu kesimi tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan genel teoremlerden bahsederek

tamamlayacagiz.

Teorem 2.2. (Riesz-Thorin Interpolasyon Teoremi; (Folland 1984 s. 193))

1<p;<q¢<o0,i=0,1veT : L, — L, doniigiimii (p;, g;) tipli, yani

T f ,1=0,1

qi pi

olsun. Bu durumda, + = =t + Lye L = 1=t 4 t () < t < 1) olmak iizere T doniisiimii
bt Po p1 qt 4o q1

(ps, @) tipli, Yani;

seklindedir ve M, operator normu,
M; < Mg~'M! (2.24)
esitsizligini saglar.

Teorem 2.3. (Lebesgue Baskin Yakinsama Teoremi; (Folland 1984 5.55)){ f.} Ly

neN
uzaymnda,
(1) fu — [, (hemen hemen her yerde )

(i) Bir g pozitif fonksiyonu ve her n € N icin,

fal <g

ozelliklerini saglayan bir dizi olsun. O zaman f € Ly 'dir ve

/ f(x)dzr = lim [ f,(z)dz. (2.25)

n—oo
Rn Rn
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2.2. Klasik Fourier-Bessel Harmonik Analizinin Bazi Onemli Kavram ve Teoremleri

R? = {z:2 € R"vex, > 0} olmak iizere R"} ’da ol¢iilebilir fonksiyonlarin agirlikl
Lebesgue uzay1 0 < v < oo ve 1 < p < oo olmak iizere,
1
Ly = Lypo(RY) = {f N, = O @) aitde)r < OO}
RY
biciminde tanimlanir.
Teorem 2.4. (Holder Esitsizligi; (Sadosky 1979 s.13, Rubin 1996 s.1)) (X, M, u) o-sonlu

olgiim uzayr ve HprH = Q|f (x)P d,u(x)) " olsun. Bu durumda, f € L, , , g € Ly, ,

1<p<oo ve= + = = 1 olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanir:

/ 7 (@)a() du(z) < 171, 19l - 226
Ozel halde; dy(x) =dz; f € L,, g€ Ly, 1 <p < oovei%—é: 1 igin

/ £ dz < £l - gl
esitsizligi ve benzer olarak; du(z) = z2'dx, f € Ly, ve g € L, icin de,

/ F@g(@) 2 dz < 1fl, - ol

esitsizligi saglanir.

Teorem 2.5. (Integraller icin Minskowski Esitsizligi ; (Sadosky (1979) , Folland (1984)))

(X, M, ) ve (Y, N,~) o-sonlu olgiim uzaylartve f : X XY — R fonksiyonu da i x
~-olgiilebilir olsun. Eger, hemen hemen her y icin f (-,y) € L, (X, M,u) (1 <p<o0),
ve f 1 Gl dy (y) < oo ise )_/f |f (@, y)ll,,,, dv (y) integrali de hemen hemen her x

icin sonludur ve

/f z,y)dy (y /Hf Ny, dv (y) (2.27)

esitligi saglamr. Ozel halde; dry(y) = 12 dy, dp(x) = z2dz ve f(z,y), RT x R 'de

olciilebilir bir foksiyon ise

/f zy)ya'dyl| < /Hf(x,y)\!p,vyi”dy
P,V Ry

esitsizligi saglanr.

10
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2.2.1. Bessel Kayma operatorii ve ozellikleri

Bilindigi gibi Klasik kayma operatoriinii doguran operator “ d ” tiirev operatoriidiir. (2.4)
ile verilen sinir-deger problemi, v > 0 verilmis bir sabit olmak {izere

d? 2v d

B =—4+22
e T T ar

(0 <t < o0)

ile gosterilen ve Bessel diferansiyel operatorii denilen operator i¢in yazilirsa; 0 < x,y < oo

ve & = ®(z,y) olmak iizere,

B,® = B,®,
¢|x:0 = f<y>7
2P |,20=0

olur. Bu sinir-deger probleminin ¢oziimii

F(v—l——

(z,y) = ()T

/f (/22 4 2zy cos 6 4 32) sin** ! §dh

dir(Delsarte (1938), Levitan (1951)).

(v

—= / f(\V/22 + 2zy cos + y2) sin®* 1 4df . (2.28)

SYf(x) = e

l\)l»—A l\"l’—A

ile gosterilirse, bu SY operatoriine Bessel kaymasi denir. Bessel kaymasinin bilinen bazi

onemli ozellikleri sunlardir (Levitan(1951)):

1) S°f(z) = f(x) dir. (2.28) de y = 0 yazilirsa

SOf(x) = / f(z)sin**"16do ,

™

r 1
= f(azf)(v——i—%)/sin%1 0de .
3)
Burada;

f T(v)0(4
/s.in%1 0do = —<U> (12)
; F(U + 5)

esitligi kullanilirsa
S°f(x) = f(z)

elde edilir.

11
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2) SYf(x) = S7Yf(x) dir: (2.28) deki integralde = 7 — ¢, (0 < ¢ < 7) degisken

degistirmesi yapilirsa, sin (§) = sin (7 — ) = sin @ ve cos (0) = cos (1 — ¢) = —cos ¢
oldugundan,
Tw+1) [
SYf(z) = —(U 21) /f(\/x2 — 2z cos p + y2) sin®  pdyp
L(v)I'(3) /
= S7f(x)

elde edilir. Oklid kaymasinda, 7¢f(z) = f(z +y) ve 7Y f(z) = f(z — y) oldugundan,
TV f(x) = 77Y f(x) esitliginin saglanmadigini hatirlayalim.

3) SYf(x) = S*f(y) dir. Oklid kaymasinda da benzer esitlik vardr:

™f(x) = flr+y) = fly+z)=71"f(y)

4) SY1 =1 oldugu goriiliir.
5) SY(af(x)+bg(x)) = aSYf(x) + bSYg(x) dir (Lineerlik dzelligi).
6) f ve g fonksiyonlar1 [0, c0) da dl¢iilebilir ve

/|f(t)yt2vdt < oo ve /|g(t)\t2”dt< ~
0 0
ise

o [e.e]

/Syf( Yy dy = /f )SYg(x)y*  dy

0 0

esitligi saglamir. Ozel halde g(z) = 1 ise

[e.o]

/ SYf(z)y*dy = / Fly)y>dy (2.29)
0 0

esitligi elde edilir. Bu son esitlik, Oklid kaymas icin saglanan

/ fa T y)dy = / F(tydt (€ (~00,00))

esitliginin benzer bir durumudur.

7)|5Yf(x)] < 8V [f(z)| < sup |f ()] dir.

12
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Genellesmis kayma operatoriinii tanimlamaya gecmeden once Normallestirilmis Bes-
sel Fonksiyonu j,(x) hakkinda bilgi verelim:
Ia(x), 2%y" 4+ 2y + (22 + A\?)y = 0 diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii olan ve

birinci tip Bessel fonksiyonu olarak bilinen bir fonksiyon ve A > —% olmak iizere

JA($)

A

In(z) =22 T(A+ 1) (2.30)

esitligi ile tanimlanan 7, (x) fonksiyonuna Normallestirilmig Bessel Fonksiyonu denir.

Ozel olarak; = = 0 ve her v > 0 icin
oy O =1ve],, (0)=0

oldugu iyi bilinmektedir.

Ayrica, B; Bessel diferansiyel operatorii olmak iizere
~Byj, s (st) = %, 1 (st)

esitliginin her £ > 0, v > 0 ve s > 0 i¢in saglandig1 bilinmektedir (Levitan 1951).
Goriildiigi gibi Klasik Fourier Harmonik analizinde, klasik Fourier doniisiimiinde, in-
tegral operatoriiniin ¢ekirdegi olan e~*** fonksiyonunun oynadigi rolii (e~** fonksiyonu
igin Le~it | o = (—iz)e ™" |,_o = 0 ve e~ |,y = 1 dir) Fourier-Bessel Harmonik

analizinde j,(zt) fonksiyonu iistlenmektedir.

2.2.2. Genellesmis Kayma operatorii ve ozellikleri

Bu kisimda ilk once klasik Harmonik Analizin ¢ok boyutlu hali olan ve Bessel kayma
operatorii SY ile iligkilendirilen Fourier-Bessel Harmonik Analizin nasil olusturuldugun-
dan bahsedelim:

Diferansiyel operatorii dilinde, tiim degiskenlere gore B,-Bessel diferansiyel opera-
torii veya k de8iskene gore Bessel ve (n — k) dediskene gore de klasik Laplace diferansi-
yel operatoril uygulanarak, Fourier-Bessel Harmonik Analizi olusturulabilir. Kayma ope-
ratorii dilinde, n de8iskenin hepsine Bessel kaymasi uygulanarak veya k degiskenine gore
Bessel kaymasi ve (n — k) degiskenine gore de klasik Oklid kaymasi uygulayarak “hib-

rit girisim operatorii” elde edilebilir. Benzer sekilde n boyutlu genellesmis Fourier-Bessel

13
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doniistimiinii de, n degiskenin tamamina Fz ile gosterilen ve Fourier-Bessel doniisiimii

denilen,

(Fpf)( /f ]v_f (zt)t*dt , (0 <z < o0)
0

formiilii uygulayarak tanimlayabiliriz. Ya da k degiskene gore Fz-Fourier-Bessel donii-
stimil, (n — k) degiskene gore de klasik F'-Fourier doniisiimil uygulayarak “hibrit Fourier-
Bessel doniisiimii” (Genellesmis Fourier-Bessel doniisiimii) tanimlanabilir.

TY ile gosterilen genellesmis kayma operatoriiniin,, 1 < p < oo ve v > 0 olmak iizere

f € L,, fonksiyonuna etkisi

l ™
Tf) = ot ) / F(a' =y /22 = 2w,y cos 0 + y2) sin® !
L))

esitligi ile tanimlanir. Burada x = (2/,2,) , y = (Y, yn) , @’ = (21,20, Tp-1) , Y =
(Y1,Y2, .., Yn—1) olmak lizere z'-degiskenine gore klasik Oklid kayma, z,, degiskenine
gore de SY-Bessel kaymasinin uygulamasi ile elde edilmistir. Aslinda 7Y-genellesmisg
kayma operatorii , 7Y-klasik Oklid kaymasi ile SY-Bessel kaymasinin bir kompozisyonu-
dur. Diger yandan, SY-Bessel kayma operatorii de, 7Y-genellesmis kayma operatoriiniin
bir degiskenli durumdaki karsiligidur.

Simdi , 7Y-genellesmis kayma operatoriiniin iyi bilinen 6zelliklerinden bahsedelim:

D TYf(x) =T f ()

2) T =1

3) T¥(af(z) +bg(x)) = aT? f(x) + bT"g(x)
4 TV f(x) =TT f(x)

5) TV f(x) =T"f(y)

6) fu = f =T ulr) = Tyf(ﬂf)

70 T,y (M) = oy (M) s ()

8 |y — 0,1 §p<ooigin

1T f = fllpn — 0 (2.31)

14
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9) TY-genellesmis kayma operatorii L, , 'den L, , ’ye sinirli (siirekli) bir operator-

diir. Yani; f € Ly, , (1 <p <o0), y € RY igin

||Tyf||p,v S ||f||p,1) * (232)

T nin sinirh operator oldugu asagidaki sekilde goriiliir:

TY operatorii, ¥ = (y1,¥2, ..., Yn_1) degiskenlerine gore klasik Oklid kaymasi ile
z, € R! degiskenine gore Bessel kaymasinin kompozisyonu oldugundan ve Oklid kay-
masi icin yukaridaki esitsizlik saglandigindan (2.32) 6zelliginden, soz konusu esitsizligin

SY-Bessel kaymasi i¢in saglandigini gostermek yeterlidir. Bunun i¢in her ¢ > 0 i¢in

1
[ee] P [ee)
/ St rdr | < / (P r2dr |, 1<p<oo
0 0

esitsizliginin saglandigim1 gostermeliyiz. p = oo i¢in esitsizlik acik oldugundan, 1 < p <

oo varsayabiliriz. Ilk olarak

[S"(r)|” < S'(le(r)") . 1< p < o0

oldugunu gosterelim: p = 1 i¢in sonuncu esitsizlik asikar oldugundan, 1 < p < o0
varsayabiliriz. ¢ sayisini % + % = 1 olacak sekilde secersek, (2.26) ile verilen Holder
esitsizliginden:

™ p
1S'e(r)|” < e / ‘gp(\/rz — 2rk cos § + k2)|sin® ! 6d6

0
™ p

= o(Vr? — 2rkcos 0 + k2)| (¢, sin®" ! 9)%(01) sin?~! 9)§d9

P
U q

©(Vr? — 2rkcos 0 + k2) ! ¢, sin®’ ! 0do / c, sin®’ ! §do

0

[\
Tt~y T

™

1
= .. /cv sin? 1 0df = c,— =1
&)
0

= S'le(r))

elde ederiz. Son olarak S*-Bessel kaymasinin (2.29) ile verilen 6. 6zelligi kullanilirsa

istenilen

15



KAYNAK TARAMASI V. TARTAN

[18tl i < [ spmmizar = [ 1ot e
0 0 0

esitsizligi elde edilir.

2.2.3. Fourier-Bessel ve Ters Fourier-Bessel doniisiimii

TY-genellesmis kayma operatoriiniin tanimlanmasina benzer olarak f € L,, fonksi-
yonunun genellesmig Fourier-Bessel dontisiimii; (n — 1) degiskene gore klasik Fourier

doniistimii £, n. degiskene gore de Fourier-Bessel doniisiimii F'5 uygulanarak

(F,f)(x) = / F@)e™ g, s (zayn)ya'dy , (z € RY) (2.33)
R

esitligi ile tanimlanir. Burada; x’' - ' = 191 + ... + 1y dir.
F,-genellesmis Fourier-Bessel doniisiimiine uygun F,! genellesmis ters Fourier-

Bessel doniisiimii de
(F ) (@) = co(n)(Fof ) (=, )

esitligi ile tanimlanir. Burada c,(n);

co(n) = [(2@”—1 Q2112 (%)] h

dir. Fourier doniistimii /' nin sagladig1 6zelliklerin hemen-hemen tiimiiniin benzerleri
F,-genellesmis Fourier-Bessel doniisiimii icin de gecerlidir:
f € ST son degiskene gore ¢ift olan Scwartz test fonksiyonlar1 uzayi olmak iizere

0 .
CFof () = Fo(~ize) ()] (0)
Yk
dir. Daha genel olarak; P(z1, 22, ..., 2,) n degiskenli bir polinom ve B,, = % + ;—: . &

Bessel diferansiyel operatorii icin

0 0
P (a—yl, S Byn> (F,f) (y) = F, [P(—ian, ..., —izn_1, —2}) f(2)] (y) (2.34)

esitligi saglanir.
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2) F, [ L f(y)] (2) = (izx) (Fof) (z) dir ve genel halde de 1) deki (2.34) esitligine
benzer olarak
F, {P (i, ...,L,By") f(y)] (z) = P(iz1, iy, ..., iTp_1, —22 ) F, f(x)  (2.35)
oy Y1
esitligi saglanir (Kipriyanov(1967), Aliev ve Bayrak¢i(1998)).
3) Ozel olarak
sz<a—2+a—2+...+a—2)+(a2 +2_v8) (2.36)

2 2 2 2
Jxi  0x3 Ox ox2  x, 0x,

n—1

Laplace-Bessel diferansiyel operatorii i¢in

F, [(—A) f(@)] (y) = ly* (F.f) (v) (2.37)

ve her k € Nigin F), [(—Av)k f(x)} (y) = [y|*" (F,f) (y) esitlikleri saglanur.

4) Yine 0zel olarak, I-birim operatdr olmak iizere,

F (1= 2,) f(@)] (y) = 1+ [y1*) (Ff) ()

ve her k € Nicin

F (1= 80" @) ) = 1+ P () )

esitlikleri saglanir.

2.24. Genellesmis Girisim ve ozellikleri

[I3RES

Simdi de klasik kayma operatorii 7¥ vasitasiyla tanimlanan (klasik) girisim “x” opera-

toriine benzer olarak 7"Y-genellesmis kayma operatorii vasitasiyla olusturulan ve “®” ile

gosterilen genellesmis girisim operatoriinii tanimlayarak énemli 6zelliklerinden bahsede-

lim:

f,g € ST fonksiyonlarinin genellesmis girisimi f ® g, TY genellesmis kayma vasitasiyla
(f®g) /f )TVg(z)y2dy . (v €RY) (2.38)

R?
esitligi ile tamimlanir. Klasik girisimin sahip oldugu o6zelliklerin benzerleri genellesmis

girigim icin de gecerlidir:
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1) f®g=g® fdir. (Degisme 6zelligi)

2) F,(f®g)(x) = (F.f)(z) (F,9) (z) , ( Genellesmis girisim, F,-genellesmis
Fourier-Bessel doniisiimii vasitasiyla noktasal carpima doniisiir.) (Aliev, I.A. and Saglik,
(2016))

) feLly,9€ly,,1<pgqr<oo Ve%+é = %—i— 1 olsun. Bu durumda

f®g € L,, diir ve bu norm

1F ® gl < 110 - N9l (2.39)

esitsizligini saglar. Genellesmis Young Esitsizligi olarak bilinen bu esitsizligin saglandi-
gin1 gosterelim:

g sabit tutulup, r = ¢, p = ligin || f ® g|,_, , normu hesaplanirsa;

e, = / (f ® 9)(@)|" a2 da
#;
TN
= / / f)TYg(x)y>dy| 22 dx
& i

elde edilir. Bu son esitlikte integraller i¢cin Minkowski esitsizligi (2.27) kullanilmistir.

q

gl < / / FW)| | Thg(@)"a2de | y2vdy
Ri R’}r

q

J1swl| [1rrgazan | iy
R? R7

IN

ve son ifade de (2.32) ile verilen 7Y-genellesmis kaymanin

1T fllp < 1£1Lp

ozelligi kullanilirsa
1f @ gllg < 11l 9l

elde edilir. Yani; genellesmis girisim (1, ¢) tiplidir. Simdi de 7 = oo ve p = q%l icin
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|f ® 9|, normu hesaplanirsa

|f®9lle, = sup|(f®g)(x)]= sup J/f NTYg)(x)ya dy
xERi z€R ”
< g [
reR™

elde edilir. Bu son ifade i¢in 6nce Holder Esitsizligi ve daha sonra da yine (2.32) esitsizligi

kullanilirsa
lf@gle, < s | [ o) / (T2g) ()" dy
z€RY
&
< [ fllp - llgllg
elde edilir. Yani; genellesmis girisim ( I ) —tiplidir. Boylece, Riesz-Thorin interpo-

lasyon teoreminden Teorem (2.2)’si

1f ® 9l < Nl N9l

esitsizligi elde edilir.

2.2.5. Genellesmis Hardy-Littlewood maksimal operatorii ve 6zellikleri

Klasik Fourier Harmonik analizinde Hardy-Littlewood maksimal operatdriiniin oynadigi
onemli rolii; Fourier-Bessel harmonik analizinde genellesmis kaymanin dogurdugu ve
adina genellesmis Hardy-Littlewood maksimal operatorii denilen M, f operatorii oyna-
maktadir. Bu kesimde M., hakkinda bilgi verilecektir.
feL,,,1 <p < ooolmak iizere genellesmis Hardy-Littlewood maksimal operatorii
M, f:

M) (@) = s0p s [ 117 )] 240

r>0 T

esitligi ile tanimlanir. Burada;

B = {ye Ry i< r}vew(no) = [y
B
dir. Teorem 2.1. ’in benzeri M, -genellesmis Hardy-Littlewood maksimal operatorii iginde

ifade edilebilir:
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Teorem 2.6. f € L,, (R?), 1 <p < oo igin (M, f) € Ly, (R%) dir ve

Mol < ol fllpy > (o >0) (2.41)
esitsizligi saglanir.

Teorem 2.7. U € L., bir radial fonksiyon ve ® (1) = ¥ () |jz=r (0 <1 < 00), [0, 00)
araliginda negatif olmayan ve artan bir fonksiyon olsun. Bu durumda her ¢ € L,,
(1 <p <o) igin

sup (@ W.) ()] < [[]], , (Mo (1) (242)

e>0

esitsizligi saglamir. Burada,

U, () = "V <E> , (e>0)

3

dur. Yukaridaki teoremlerin ispati ve M, operatorii ile ilgili ayrintili bilgi icin (Aliev

ve Bayrak¢i (1998)) ve (Guliev (2003)) kaynaklarina bakilabilir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, klasik kayma 7Y ile iligkilendirilen klasik Fourier Harmonik analizinin bazi
onemli yarigruplari (klasik yarigruplar) ile bu yarigruplarin genellesmis kayma 7 ile ilis-
kilendirilen, genellesmis Fourier-Bessel Harmonik analizindeki genellesmis versiyonlari
(genellesmis yarigruplar) hakkinda bilgilere yer verilecektir.

3.1. Klasik Harmonik Analizin Bazi Onemli Yarigruplari ve Ozellikleri

Bu kesimde sirasiyla Poisson, Gauss Weierstass ve Metaharmonik yarigruplari tanimla-
narak onemli 6zelliklerinden bahsedilecektir.

3.1.1. Poisson cekirdegi, yarigrubu ve ozellikleri

y € R"vet € (0,00) olmak iizere p(y;t) Poisson ¢ekirdegi;

plyit) = (M) (y) = —" ! e (n i 1) G.D

(|y|2 + tg) 2 2
esitligi ile tanimlanir.
©(x) bir fonksiyon olmak iizere, p(y;t)-Poisson ¢ekirdegi vasitasiyla tanimlanan ve Po-

isson yarigrubu F;p olarak ifade edilen integral operatorler ailesi:

(Pap)(z) = / Py o(a — y)dy . (t>0) (3.2)

biciminde tanimlanir. P,p-Poisson yarigrubunun ve p(y;t)-Poisson ¢ekirdeginin asagi-
daki temel ozellikleri iyi bilinmektedir:

1) Hert > Oigin p(+;t) € Ly dir ve

/p(y;t)dy =1, (p(;t)" (€) = et

Rn
esitlikleri saglanir.
2) |[Beell, < llell, s (v € Lyvel < p <o)
3) sup|(Py) ()] < kit » lell, 5 (¢ € Ly vel <p<oc). Burada k sayisi t’den

bagimsizdir.
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4) Hemen hemenherxz ¢ R" ;p € L, ,1 < p < ocoigin

sup |(Fip)(2)] < (M) (z)
>0
Burada (M) (x) (2.21) de tanimlanan Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonudur.
5) P [(Pp) ()] (x) = (Psyr ) (x) , (s > 0,1t > 0) (Yarigrup 6zelligi)

6) Hemen hemenherz € R",p € L,,1 < p < oo igin

lim(Fp)(z) = ¢(x) .

t—0

7) ¢ L,vel <p<ooigin
lim || P — o, = 0

esitligi saglanir (Rubin (1996)).

3.1.2. Gauss-Weierstrass cekirdegi , yarigrubu ve ozellikleri

Poisson cekirdeginin tanimina benzer olarak y € R™ ve ¢ > 0 olmak {lizere, Gauss-

Weierstrass ¢ekirdegi w(y;t):

w(y;t) = (e—tw)v (y) = (dnt) "% e 40 (3.3)

esitligi ile tanimlanir.
¢ (x) bir fonksiyon olmak iizere, w(y;t) Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi vasitasiyla tanim-

lanan ve Gauss-Weierstrass Yarigrubu Wy olarak gosterilen integral operatorler ailesi:

(Whp) () = / w(y: (e — y)dy . (t > 0) (3.4)

bi¢ciminde tanimlanir. W, Gauss-Weierstrass yarigrubunun ve w(y; t) Gauss-Weierstrass
cekirdeginin asagidaki temel ozellikleri iyi bilinmektedir:

1) Hert > O icin w(-;t) € Ly dir ve

/w(y;t)dy =1, (wt)" (€)= ot

R
esitlikleri saglanir.

2) [Wiell, <llell, 5 (v €Ly vel <p<oo)

22



MATERYAL VE METOT V. TARTAN

3)
sup |[(Wip)(z)| < k-t % [lo], (¢ €L,ve 1 <p<oo) (3.5)

Burada £ sayis1 t’den bagimsizdir.

4) Hemen hemen herz € R", ¢ € L, ve 1 < p < oo i¢in,

sup [(Wigp) (2)] < (M) (2) (3.6)

t>0

burada (M) (x) (2.21) de tanimlanan Hardy Littlewood maksimal fonksiyonudur.
5) W, [(Wy) ()] (z) = Weyep) (x), (s >0,t > 0) (Yargrup Ozelligi.)

6) Hemen hemenherx € R", p € L, ve 1 < p < oo igin,

lim (Wige) (2) = ()

esitligi vardir.

7) ¢ € L,vel <p < ooigin,
lim |Wiep — ¢|, = 0

olur (Rubin (1996)).

3.1.3. Metaharmonik cekirdegi, yarigrubu ve o6zellikleri

y € R" vet € (0,00) olmak iizere m(y;t)-Metaharmonik ¢ekirdek;

T ) S e (,/tz + [yl )

(27T) n-29—1 nT-H
<\/t2 T \yF)

esitligi ile tanimlanir. Burada, K, (), a dereceden McDonald fonksiyonudur:

m(y;t) = (3.7)

( 1
()7 e (1+0(7) r>1
§§y+0< ) , r<la#0,a€Z
Ka<r): n(i) |
semqeragay TO0TY) . r<la¢Z,
log (2) + O (1) ) r<l,a=0.

¢ () bir fonksiyon olmak tizere m(y; t)-Metaharmonik ¢ekirdek vasitasiyla tanimla-

nan ve Metaharmonik yarigrup (M) ile gosterilen integral operatorler ailesi:

(M) ( /m y;t)p(x —y)dy , t>0 (3.8)
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esitligi ile tanimlanir. M;p-Metaharmonik yarigrubu ve m (y; t) Metaharmonik ¢ekirde-
gin asagidaki temel 6zellikleri iyi bilinmektedir:

1) m(y;t) pozitiftir, her t > 0 i¢in m (;¢) € Ly dir ve

/ m(y;t)dy = e, (m (1))" (¢) = e VT

esitlikleri vardir.

2) [[Mypll, < ar-llell, s (¢ € Ly ve 1 < p < 00) . Burada a; sayisi ’den bagimsizdir.

3) sup|(Mp) ()] < aze@ V%2 |||, (Yo >0, € L,,1<p<occ). Burada
as , t’derf bagimsizdir.

4) sup |[(Myp) (2)| < az (M) (z), (M) (x) (2.21) de tammlanan Hardy-Littlewood
maksirrtlzf fonksiyonudur.

5) M, (M) ()] (2) = (Mayeg) (2) (5 > 0, ¢ > 0) (Yarsgrup Orzellig)

6) Hemen hemenherx ¢ R",p € L,,1 < p < o0 igin

lim (Myp) (x) = ¢(x) .

t—0+

7) o€ L,vel <p<ooigin
Jim M — o], = 0.

8) v € C(R") ve p(c0) = lim ¢(x)-sonlu limiti var ise , her ¢t > 0 i¢in

|z| =00

(Myp) (-) € C(R™)

dir ve

lim (Myp)(x) = e™"p(c0)

|z| =00

esitligi saglanir. Ayrica , ¢ — 07 igin My — ¢ yakinsamasi tim R" de diizgiindiir

(Rubin (1996)).

3.2. Klasik Yarigruplarin Fourier-Bessel Harmonik Analizindeki Genellesmis Ver-

siyonlar1 ve Ozellikleri

Bu kisimda, 3.1. kisminda tanimlanan ve temel 6zelliklerinden bahsedilen Poisson , Gauss-
Weierstrass ve Metaharmonik yarigruplarinin 7"Y-genellesmis kayma vasitasiyla olusturu-

lan “genellesmis versiyonlar1” tanimlanarak bazi temel 6zelliklerinden bahsedilecektir.
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3.2.1. Genellesmis Poisson cekirdegi, yarigrubu ve 6zellikleri

y € R} ve t € (0,00) olmak iizere p, (y;t) genellesmis poisson ¢ekirdegi;

. 2.7 (n+2v+1)
Y . — F—l —t|| _ Co,n t _ _ 2
p (y7 t) v (6 ) (y> (‘yﬁ + t2) n+22v+1 ’ (Cv,n 5 (2v2+1) >

esitligi ile tamimlanir. P;p-genellesmis Poisson yarigrubu p,(y;t)-genellesmis Poisson

cekirdegi vasitasiyla,

Pie) (@) = [ 2 i T @32y . (¢ 0 (39
RY
biciminde tanimlanir.
Genellesmis Poisson yarigrubu-P, ¢ ve genellesmis Poisson ¢ekirdegi-p, (y;t) nin sag-
ladig1 6nemli 6zellikler agagidaki gibidir:
D po |yl ;1) =t p(t [y| ;1) dir.
2) Hert > Oicin

||pv ('; t)”l,v = /pv (|y| ;t) yivdy =1lve Fv (pv ('7 t)) (5) = e—t\£| (310)

RY

3) [Pl <llell,, i (p€Lp,vel <p<oo)

p,v —
4) 1 <p<ooigin Sup (Prg) (2)] < - t75" - lell,, .
FASING
5) ’
Stgg\(ﬂ@) ()] < (M) (7) , (3.11)

burada (M, ) (x) (2.40) ile tanimlanan genellesmis Hardy-Littlewood maksimal fonksi-
yonudur.
6) P [(Prp) ()] () = (Pssep) (x), (s > 0, > 0) (Yarigrup 6zelligi),

7 o< L,,vel <p<ooigin

lim [[Pup gl = 0.

8) Hemen hemenherx € R} ,p € L,, ve 1 < p < oo igin

lim (Pyp) (z) = ¢ (2) .

t—0+
(Aliev ve Bayrake1 (1998) , Sezer ve Aliev (2010)). P;p-genellesmis Poisson yarigrubu-

nun 3)-8) de verilen 6zelliklerini sirasiyla kanitlayalim:
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3) esitsizligini gostermek icin (2.39) da verilen genellesmis young esitsizligini ve 2)

de verilen |[p, (;t)[|,, = 1 esitligini kullanmak yeterlidir:

1Peell,, = /pv(y;t)TysO(w)yivdy

n

+ Py

= lp. () ® ¢,
S HpU (7t)H1,v H@Hp,v = HQOHp,U :

4) Genellesmis Young esitsizliginde » = oo durumunu diisiiniirsek

q

Pe) @] < el / 1Py (] 0)|7 420 dy
gy

Q=

= el " /Ipu (t " yl; 1) | y2ody
e

+

. (y = tz,dy=1t"dryazilirsa) ...

Q|

= gl R / Py (J2]; 1) a2 de

&
_ n+2v 1 ]_
= el (5411

elde ederiz. Son ifade de goriilen c sayis1 ¢ fonksiyonundan bagimsizdir.

5) Bu esitsizligin dogrulugu, Genellesmis Hardy Littlewood Maksimal fonksiyonu-

nun (2.42) ile verilen

sup [(p ® W) (2)] < W)y, (M) (2)

e>0

ozelliginde U, (x) fonksiyonu yerine p, (z;¢) = ™" *p, (£;1) alinarak goriiliir:

iggl(%) (z)] = j};}gl@o ® po(@;8)| < polly, (Mop) (2)
= (Myp) (2)

6) © € ST igin esitligin her iki tarafina F,—Fourier-Bessel doniisiimii uygulanirsa

F, [Ps (,Pt(p) ()] (ZL’) = F, (Ps-i-t(p) (ZL‘)
el e (Fp) (1) = e a| (Fup) (x)
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ve boylece de esitligin dogrulugu goriiliir. St uzay1 L, , de yogun oldugundan bu esitlik
keyfi ¢ € L,, i¢in de saglanr.
7) |lpv (5;9)[l1,, = 1 oldugu kullanilirsa

1P — ¢l = /pv (z;t) [Toly) — o(y)] a2 dx

n

- P

esitligi elde edilir. Burada x yerine tx yazarak esitligin sag tarafina (2.27) da verilen Ge-

nellesmis Minkowski esitsizligini uygularsak;

1P —oll,, = /pu (1) [T0(y) — p(y)] 23’ da
n .
< / Py (@ 1) |70 (y) — o(y)]), , a2de
R

esitsizligini elde ederiz. Son olarak da, genellesmis kaymanin (2.31) ile verilen

fim 7% () — ¢ ()], = 0

t—0 p,v

ozellikleri kullanilarak (2.31) deki Lebesque baskin yakinsama teoremi uygulanirsa

Jim [Pp — o], =0
elde edilir.

8) 4)den ve (Stein ve Weiss (1971)) kaynagindaki noktasal yakinsama ile ilgili tinlii

teoremden hemen hemen her = € R’} i¢in

lim (Pyp) () = ()

t—0t

oldugu goriiliir.
3.2.2. Genellesmis Gauss-Weierstrass cekirdegi, yarigrubu ve ozellikleri

y € R} vet € (0,00) olmak iizere genellesmis Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi;

wy(yit) = B () @)

_ n+42v y|2

= Sy, (2t) 2 e ar
1

V(@m)" 7 2212 (v 4 )

27

Son =



MATERYAL VE METOT V. TARTAN

esitligi ile tanmimlanir. W;p -genellesmis Gauss-Weierstrass yarigrubu w, (y;t) genelles-

mis Gauss-Weierstrass cekirdegi vasitasiyla

Wip) (z) = / w, (y:£) TV () y2dy (3.12)

R}

biciminde tanimlanir.

Genellesmis Gauss-Weierstrass yarigrubu W, ve genellesmis Gauss-Weierstrass ce-
kirdegi w, (y;t) nin 6nemli dzellikleri asagida listelenmistir:

D w, (Jy|, 1) =t 5w, (r% Iy, 1),

2) w, (\/Xy, /\t> o\

z wy (yit),
3) [lwy (501, = | wo (yit) yn'dy =1 ve
R}

F, (w, (1)) (€) = e ¢ (3.13)

4) HWI‘/SOHp,v S HQOHp,U 7(@ € Lpﬂ) ’ 1 S p S OO)
5) pel,,vel <p<ooigin

_ n+2v

sup [(Wip) (2)| < et = lgl],,
z€RT
6) pcL,,vel <p<ooigin
sup |((Wep) ()] < ¢ (M) (2) (3.14)

t>0

burada (M, ) (z) ile tanimlanmig olan genellesmis Hardy-Littlewood maksimal fonksi-
yonudur.

7) ¢ € L,, vehers,t € (0,00) i¢in
W (W) (4)] (2) = W) () , (Yarigrup ozelligi)
8 pel,,vel <p<ooigin
li — =0.
Jim [Weo =],
9) Hemen hemenherx € R} , p € L,, ve 1 < p < oo igin

lim Wip) (z) = ¢(x) dir.

t—0t+
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Simdi 4) - 9) 6zelliklerinin ispatin1 yapalim.

4) Genellesmis Young esitsizligini ve 3) de verilen [|w, (+;%)||,,, = 1 dzelligini kulla-

nirsak;
Wil = | [ a0 @)y
n o
= |lw, (5t) ® ¢l
< wo G5O, el = Ml

elde ederiz.
5) Genellesmis Young esitliginde bu sefer r = co durumunu diisiiniirsek ve genelles-

mis Gauss-Weierstrass cekirdeginin 1) de verilen 6zelligini kullanirsak;

q

Wee @) < el / fwy (y: )7 g2 dy
i

Q=

_ n+2v _1 q )
S AT (P [
iy

..(buraday = 'tz ,dy=t2dz yazilirsa)...

Q=

_n42v nt2v 1 v
= lplltF | [ )l ey
R
_ n+42v
= ct” > o, -
Boylece ; sup |(Wsp) (2)| < ct™ o ll,,., elde edilir.

xeRﬁ
6) Genellesmis Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun (2.42) ile verilen

sup (o ®v.) ()] < W[l (Mop) () Szelliginde . (z) = w, (2;6) = e > w, (£:1)

olarak alirsak;

sup [(Wag) (2)] < ¢. (M) (2)

t>0

esitsizligini elde ederiz.

7) ¢ € ST igin esitligin her iki tarafina F,-Fourier-Bessel doniisiimiinii uygularsak,

EL[)®G<}®Q@)()](x) = PL(}@G+¢@>($)
et el (Fp) (w) = e (Fp) ()
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esitligi elde edilir. ST uzaymin L,, de yogun oldugu bilindiginden sozii edilen esitlik
keyfi ¢ € L,, i¢in de dogrudur.

8) [lwy (+5t)|l,,, = 1 oldugunu gdzoniine alirsak;

Weto =l = | [0 @st) (T%0(0) — plu)] 2

n

+ Py

esitligini elde ederiz. Simdi z yerine v/tx yazarak Genellesmis Minkowski esitsizligini

kullanirsak;

Wi = el = | [ w0 0 2) [TV () = 0 )] a2

n

+ P,
elde ederiz. Genellesmis kaymanin

Vi =0

p,’U

lim
t—0t

Y-
ozelligini kullanarak (2.25) deki Lebesgue baskin yakinsama teoremini uygularsak
Tim [Wep = ], = 0

elde ederiz.
9) 6). ozellikten ve (Stein ve Weiss (1971)) kaynagindaki noktasal yakinsama ile ilgili

linlii teoremden hemen hemen her = € R’} i¢in

lim Wip) (z) = p(z)

t—0t

oldugu goriiliir.

3.2.3. Genellesmis Metaharmonik cekirdegi, yarigrubu ve ozellikleri

y € R vet € (0,00) olmak iizere m, (y;t) genellesmis Metaharmonik ¢ekirdek
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mayit) = B (V) ()
k, ntKn+1+2u < 24 |y|2>
= EESEST
( 2+ |y )
v+3
om = (3.15)

I (v+13)(2r)?
esitligi ile tanimlanir. M;p-genellesmis Metaharmonik yarigrubu m, (y; t)-genellesmis

metaharmonik c¢ekirdek vasitasiyla

(Mig) ( / me (y: 1) TV (2) y22dy . (t > 0) (3.16)

esitligi ile tammlanir.
Genellesmis Metaharmonik yarigrubu M;¢ ve genellesmis Metaharmonik ¢ekirdek

my (y; t) nin sagladigi 6nemli 6zellikler agagidaki gibidir:
1) my(yit) € Ly ve F, (m, (1)) (¢) = e VIFIF (3.17)

2) |Myoll,, < mallell,, (ma sayist t den bagimsizdr.)
3) sup |(Myp) (x)] < mae*= V1™

oo Va>050€L,,,1<p<o00)
Burada my, sayist, ¢ den bagimsizdir.

4 sup (M) ()] < ma (M) (2).
Burada (M) (x) (2.40) deki gibi tammlanan genellesmis Hardy-Littlewood maksimal
fonksiyonudur.

5) M, [(Myp) ()] (z) = (Myssp) (z) (s> 0,t>0) (Yangrup Ozelligi.)

6) Hemen hemenx € R} , p € L,,, ve 1 < p < oo igin

lim (M) () = ¢ (2).

t—0t

Neel,,vel <p<ooigin

lim (Mo~ 1], =0
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8) ¢ € C(R}) ve ¢(o0) = Il‘im ¢ (x)-sonlu limiti var ise, her ¢ > 0 i¢in
T|—00
(Myp) (+) € C (R%) dir ve
lim (Myp) (z) = e "¢ (o0)

|z|—o00

esitsizligi saglanir. Ayrica, t — 0% igin M, — ¢ yakinsamasi tim R"} da diizgiindiir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Laplace Diferansiyel Operatorii /\-vasitasiyla Tanimlanan Klasik Potansiyeller

ve Onlarn Klasik Yarigruplar ile iliskilendirilmesi

Bu boliimde ilk olarak, (klasik) Riesz, Bessel ve Flett potansiyellerinin tanimlarina yer
verilecek daha sonra da bu klasik potansiyellerin uygun klasik yarigruplar ile temsilleri

elde edilecektir.

Tanim 4.8. Harmonik analizde bir ¢ok uygulama alanina sahip olan klasik Riesz potan-

siyeli 1%,

1 1
I%p(x) = Cn,a/@(w—y) Wdyzcn,a/ﬁﬂ(y) —ady
Rn

|z =y
Rn

1
= Cna <(70 * |x|no¢) (41)

biciminde tammlanir. Burada c,, o, katsayisi

I (=2
Cn,a = (n—2) (42)
S aniT (3)

dir (Stein (1970), Rubin (1996)). Aslinda klasik Riesz potansiyeli Fourier doniisiimii di-

linde, formal olarak
(1) (2) = |z o™ (z), (z€R™0<a<n) (4.3)

biciminde tanimlidir ve A = a(% -Laplace diferansiyel operatorii olmak iizere (—A)
k=1 "F

nin “negatif kesirsel kuvvetleri” olarak yorumlanmir. Simdi klasik Riesz potansiyelinin kla-

sik yarigruplar ( klasik Poisson ve klasik Gauss-Weierstrass yarigruplari ) ile iliskilerini

ifade eden Teoremi ifade edelim:

Teorem 4.9. (Rubin (1996, 5.218-223))

¢ € Lyvel < p < - olsun. Bu durumda klasik Riesz potansiyellerinin

i) (1) (2) = % f 21 (Pyp) () dt

i) (I%p) (x 2

biciminde tek katli mtegral gosterimleri vardir. Burada (Pyp) ve (W) swrastyla (3.2)

F(Whp) (z) dt

ve (3.4) de tamimlanmus olan klasik Poisson ve klasik Gauss-Weierstrass yarigruplaridir.
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Ispat i)<1-

r(la) ot (PtSD) (m) dt

o0

1 P t
= mcn/t / i P (x —y)dy | dt

0 w (lyl+e2) 7
... (integrallerin sirasin1 degistirirsek) ...

[e.9]

C, tedt
(lyf +¢2)

R 0

Cn a+1 n—a«a o
= 2F(a)B< 5 g )/s@(:v—y)lyl dy

Rn

I'uw)T
: ( Burada B (u,v) = L)) esitligini kulamrsak)

I'(u+v)
o T (3T (52

= 2 : )/w(x—y) ly|* " dy

2I' () I (=)

= Cna / 2 (l’ - y) |y’a_n dy
= I%(x).
i) :fotél (Wip) () dt

0 n
1 T a_q _n _L\z
= = [ 12 (Amt) 2 e 4t p(x —y)dy | dt
r(s) ) |

.. (integrallerin sirasin1 degistirirsek) ...

1 7 n y2 @
= —a/w(ﬂf—y) /(47Tt)_2 et e | dy
P(5)Rn /
1 —n a-n_1q _lyl?
= - v(x—1y) (Ar)"2t 2 e ardt | dy
F(E)Rn )
n,o oo,ﬁfudt
= ||y = Cg—a / O — esitsizligini kullanirsak
dy N
= Cn,a/gp(x_y) | |n—a =
R
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Tamim 4.10. Harmonik analizde onemli uygulamalara sahip bir diger potansiyel olan
Bessel potansiyeli Jp:
1

zn (@)

(%) () =

/Za(y)w(x—y)dy

. 2
bigiminde tammlamir: Burada; z, (o) = 2"w2D (2) ve z, (y) = ft%e_t_%% dir

0
(Stein (1970), Rubin (1996)). Klasik Bessel potansiyelleri, ilk olarak Fourier doniisiimii

dilinde, formal olarak

&
2

(%) (2) = (1+[2[)) 2 " (2), (x € R",0< a < )

biciminde tamumlanir ve [-birim operatir olmak iizere (I — A) opertériiniin “negatif ke-

sirsel kuvvetleri” olarak yorumlanir. Yani, formal olarak
T =(I-A)%¢
yazilabilir.

Klasik Bessel potansiyellerinin, iinlii klasik Gauss-Weierstrass integrali ve Metahar-
monik integrali ile iligkilendirilerek olusturulan ve ¢ok kullanigh olan tek katli integral

gosterimlerini ifade eden teoremi yazalim:

Teorem 4.11. (Lizorkin (1964), Flett (1971), Samko vd (1993), Rubin (1996))

¢ € L,ve 0 < p < oo olsun. Bu durumda;

1) (J°9) (2) = gy | #7e Wip )

i) (779) () = iy ] 7 (M) o)
Burada; (Wyp) ve (M), (3.4) ve (3.8) ile tanimlanmus olan klasik Gauss-Weierstrass

ve klasik Metaharmonik yarigruplaridrr.

Ispat i) - (1%)

t2 e Wy (2) dt = F(l ] [tate ! ({Rf (4mt) "2 6_%@ (x —y) dy) dt
0

n

L [o(x—y)dy [ (4mt) "2 e~ t5—tetdt
0

2

c0 n a—n - @
=A< [plz—y)dy [(4r) 2tz e <4t +t)dzf

- T(5) g 0

:F()—% p(x—y)za(y)dy
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= J%.
0 _n+l 00 KL 1/| |2+t2
f e 1 (Myp) (x) dt = A = fta_l ft 21( y_n+‘1>90(x —y)dy | dt
)9 Pl n (\/W)T
integralleme sirasini degistirirsek) ...
g g1$
_nt1 ¢ Kup |y|2+t2>
2-(2m) 2 o 2 (
~ 2 [ea-n | [ Lty @4

Burada, Gradshteyn-Ryzhik kaynaginda yer alan 6.596(3) (p.742)

/t2u+1KnH (V2 +1?) 2T (1 + 1)

: ot = —m " Kan1 (1)

) (VE+17) = A

formiiliinii o = "‘—_1 ve r = |y| alarak kullanirsak,

[ee] n A/ 12
ftaLtHil)d — 9% F(a_ﬂ)

Kn—a(ly])
e i

o (Vesw?) T o
olarak elde edilir. Bunu (4.4) yazarsak
o n+1
202m)7 7 e 1 Kue (Jy])
/t‘“Mtso dtz(LWlF(OHr )/w(x—y)%dy
/ ['(«) 2 2 ly| =

olur. Simdi bu adimda Bessel potansiyelinin ¢ekirdegini olusturan ve (Samko, Kilbas ve

Marichev (1993) (p.538)) (27.1) ile verilen

esitligi kullanilirsa

ﬁ / (01 (M) (o) dt
C20@m)7F e (a4 1) 7E0(2) 2o (y)
- B () [W‘”zﬂ(aﬂy
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oldugunu gostermeliyiz. Burada gerekli sadelestirmeler yapildiginda ifade asagidaki esit-

ligin gosterilmesine doniisiir:

(o)

Bu son esitlik de (Samko, Kilbas ve Marichev (1993) (p.16)) kaynaginda yer alan ve

Legendre formiilii olarak bilinen

22271

L=~ F(z)F(z—i—%)

esitliginin z = & secilmig durumudur.

Tamm 4.12. (Flett (1971)) Ik olarak T.M.Flett tarafindan tanimlanan Flett potansiyeli
T :
(T°9) (@) = (@ ) @) = [ 0 ) (@ —0)dy @5)
R

biciminde tanmimlamr. Burada;

1 Y T
Do (y) = =l /ﬁdt

An (@) S (1+12)7
An (@) = o Fl—&g)

dir (Ilham Aliev, Sinem Sezer, Melih Eryigit (2006)). Flett potansiyelleri, aslinda Fourier

doniisiimii terimlerinde:
(T%0)" (2) = (1 + |2) " " (2), (2 €R",a>0)

esitligi ile tamimlanir ve (] + v —A) operatoriiniin “negatif kesirsel kuvvetleri” olarak

yorumlanir. Yani; formal olarak
(T°¢) = (1+V=4) "¢
yazilabilir.

Klasik Flett potansiyellerinin klasik poisson integrali ile iligkilendirilen ve bu potan-

siyellerin tek katl integral seklinde temsilini veren teorem asagidaki gibidir:
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Teorem 4.13. ¢ € L,ve 1 < p < oo olsun. Bu durumda;

(T°0) (@) = e [ e (Peo) i (4.6)

esitligi saglantr.

Teoremin ispat1 Teorem 4.8 1) nin ispatina benzer olarak yapilir.

4.2. Laplace - Bessel Diferansiyel Operatorii A,- Vasitasiyla Tammlanan Genelles-

mis Potansiyeller ve Onlarin Genellesmis Yarigruplar Ile iliskilendirilmesi

Bu kisimda genellesmis Riesz, Bessel ve Flett potansiyelleri tanimlanarak, onlarin uygun

genellestirilmis yarigruplar ile olusturulan temsilleri verilecektir.

Tamm 4.14. Genellestirilmis Riesz potansiyeli I} p ile g osterilirve ¢ € L, , (Rﬁ) olmak
lizere;

1
ﬁM@“%W@/MwWGﬁmm>ﬂ® 7

R}

= Cun,v T ou—a
¥ ’33| +2

biciminde tamumlamir. Burada c,, (n,v) katsayisi:

1
Co (n,0) = 21790 7T (M%) {F (%) r (v + %)] (4.8)

dir (Aliev, Bayrak¢i (1998)). Genellesmis Riesz potansiyelleri, klasik Riesz potansiyel-
lerine benzer olarak, Fourier Bessel doniisiimii dilinde, formal olarak ¢ € S(R') ve

0 < o < n+ 2v olmak iizere;
Fy (L) (x) = |z| % Fuyp (x)
esitligi ile tamimhidir ve
o« 02 0?2 20 0
A, = - - 4 222
Z ox? - <(‘3x% * T 8%)
Laplace-Bessel diferansiyel operatirii olmak iizere (—A,)) operatériiniin “negatif kesirsel

kuvvetleri” olarak yorumlanirlar.
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Klasik Riesz potansiyellerinin klasik yarigruplar (klasik Poisson ve Gauss-Weierstrass
yarigruplari) ile temsillerine benzer olarak, genellesmis Riesz potansiyellerinin genelles-
mis yarigruplar (genellesmis Poisson ve Gauss-Weierstrass yarigruplari) ile temsillerini

veren Teoremi ifade edelim:

Teorem4.15. p € L, , (]R ) ve() < Rea < ”*2” olsun. Bu durumda, genellesmis Riesz
potansiyeli I} ¢
i) 19 (2) = 1
ve

i) I f t2= L (W) (z) dt

=t (Peg) () dt,

bigiminde tek katlt mtegral ile temsil edilebilir. Burada, (Pyp) ve (W) sirastyla (3.9)
ve (3.12) ile tanimlanmus olan genellesmis Poisson ve genellesmis Gauss-Weierstrass ya-

rigruplaridrr.
Ispat i) iy [ 107" (Pip) (2)dt = iy [t (f po (y:t) TV (2) yﬁ”dy> dt
0

0 n

.. (integrallerin sirasin1 degistirirsek) ...

= ﬁRf TV (x) (bf temier2op, (7 yl 5 1) dt) ya'dy
+

= .. (t = 7‘ ;dt = —%dT ahmrsa)

Tn+2vfoz71pv (7_7 1) dr = f |y|0¢—n—2v TyQD (ZL’) ygvdy

Ry

R
=c f W%T‘%O (x) yivdy
B Yl

Burada; ¢ = ﬁ [ rrt2ema=ly (7,1) dr dur. Dolayisiyla ¢ nin (4.8) de tanimlanan
0
o (n,v) ye esit oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in Fourier-Bessel doniisiimii teknigini

kullanalim:

/to‘ Y Wie) ( dt—c/’ ‘n+2y T (x) y2vdy
0

esitligiherp € L, ,1 <p< ”*2“ icin saglandigindan her ¢ € S (R”) icin de saglanir.
Boylece;
P [ s [ (Pup) () } W)= iy ] R (Pup) () )
0



BULGULAR VE TARTISMA V. TARTAN

= Fop (y) gy J e Mat
0
= .. (T =t |y| dersek dr = |y|dt) ...
= y) |y f e Tdr
'
= Fyp ( )yl
=B e ()l (y).

Burada [y, (4.7) ile tammlanan genellesmis Riesz potansiyelidir. Bdylece;

o0

(1%) (1) = —— / (91 (Wag) (2) dt

dir.

ii) nin ispat1 da i) de yapilan ispata benzer olarak yapilabilir.

Tamm 4.16. Genellesmis Bessel potansiyelleri Jp ile gosterilir ve ¢ € Ly, (Ri) ,

0 < Rea < oo olmak iizere:

1
oo (@) = —is [ Koli) T o)y “9)

esitligi ile tamimlamr. Burada;

n— 1
v, (nyv) = 272 e e T (v - 5) r <%>

o0

/ta n 2v t—%@
t

0

ve

dir (Gadjiev ve Aliev (1998)).

Genellesmis Bessel potansiyelleri de klasik Bessel potansiyellerine benzer olarak Fourier-

Bessel doniisiimii dilinde, formal olarak ¢ € .S (R’}r) ve 0 < Rea < oo igin

Fo(J29) (@) = (1+ |of) % Fup(a)

esitligi ile tanimlidir ve A, -Laplace-Bessel diferansiyel operatorii ve /-birim operator ol-
mak iizere (I — A,) operatoriiniin “negatif kesirsel kuvvetleri”olarak yorumlanirlar. Kla-
sik Bessel potansiyellerinin klasik yarigruplar ile temsil edilislerine benzer olarak, genel-
lesmis Bessel potansiyellerinin de genellesmis yarigruplar (genellesmis Gauss-Weierstrass
ve genellesmis Metaharmonik yarigruplari) ile olusturulan ifadeleri vardir. Simdi genel-

lesmis Bessel potansiyellerinin bu temsillerini ifade eden teoremi yazalim:
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Teorem 4.17. ¢ € L, ,(R%) ve 0 < Rear < 00 olmak iizere genellesmis Bessel potansi-
vellerinin

t2 e W, () dt,

1) I3 () = 7

%
i) Jop (z) = ﬁ [t My (z) dt
0
tek boyutlu integral gosterimleri vardir. Burada, Wy () ve My (x) tamumlandig gibi-
dir.

Ispat i) - (1%)

t2"le Wi (z) dt = r(l ] [t2te <f wy (y; 1) TV () yi”dy) dt
0

... (integralleme sirasini degistirelim) ...

- ﬁ%/ﬂﬁ@ /ﬁ%4m>T%ﬂMtﬁw/
2/ gn 0
v,n _nt2v r a—n—2v __idt
O / /t ST T () iy
r(3) t
B2 \0
= s/Ka (y) TV (x) y>°dy

olur. Burada sv,, (n,v) = 1 olduguda kolayca goriiliir.

ii) nin ispat1 da benzer diisiince ile yapilir. Son olarak genellesmis Flett potansiyelini

tanimlayarak onun ilgili genellesmis Poisson yarigrubu ile temsilini verelim.

Tamm 4.18. Genellesmis Flett potansiyeli'l¢ , ¢ € Ly, (]Ri) ve 0 < Rea < oo olmak

lizere;

Tro(x) = (Paw(y) ®¢)(2) (4.10)

- / Do (y) TV () Yo' dy

R}

biciminde tanmimlamr. Burada;

1 -9 i tae_tly‘
(I)a,v y = y o v/ n+2v dt
( ) )\n,v (Oé) | ‘ / (1 n tQ)(%)
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30 (@) (v +3)

Anw (o) = oT (n+2v+1)

dir.

Genellesmis Flett potansiyelleri, klasik Flett potansiyellerine benzer olarak Fourier-

Bessel doniigiimii dilinde, formal olarak ¢ € S (R") ve 0 < Rear < oo igin

F (TJp) (2) = (1 + |2]) ™" Fup (o)

esitligi ile tanimlanir ve (I + /—A,) operatdriiniin “negatif kesirsel kuvvetleri” olarak

yorumlanir. Yani;
Teo=(I1+V=5,) ¢

Son olarak genellesmis Flett potansiyellerinin genellesmis poisson yarigrubu ile ilis-

kilendirilerek olusturulan tek katli integral gosterimini ifade eden teoremi yazalim:

Teorem 4.19. ¢ € L,, ve 0 < Rea < o0 olmak iizere T p-genellesmis Flett potansi-

velleri
(T20) (@) = g [ 77 (Peo) ()
0

esitligini saglar. Burada (Pyp)-genellesmis Poisson yarigrubudur.

tete™ (f po(y; )T () yi”dy> dt

n

o0

Ispat ﬁofto‘ et (Pup) () dt = 15

y o 1 (n+2v+1) . o
f TV (x <ft ﬂp(w ) <|y\2+t2)L+22L+1 dt | y:’dy
- 2r(n+2v+1) y 00 gt ”

© TrPr(v+) f el )(f (o) | 9

= (7’ = |t| dersek dr = |dt‘>

o0 r -7yl "
= A f Tygo (I) (f (rlyl)e EESIES) ’y| dT) yg dy
R" 0

ol 2 (1472)

— A [ T () (ry\a““ [ —d) y2dy.

1+72
Ri (1+72)

Burada; A. |y|*" % = “’A'n— oldugu kolayca goriilebilir. Boylece;

ﬁo/ t* e (Pup) (z)dt = / Do (y) TV () Yo' dy

n
R%

= T;o(z)

(2
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oldugu goriiliir.

4.3. Klasik ve Genellesmis Potansiyellerin L, ve L, , Stmrhhk Ozellikleri

Bu son kesimde sirasiyla, A-Laplace diferansiyel operatorii vasitasiyla olusturulan (klasik)
Riesz, Bessel ve Flett potansiyellerinin L,-sinirlilik 6zellikleri ile A,-Laplace-Bessel di-
feransiyel operatorii vasitasiyla olusturulan genellestirilmis Riesz, Bessel ve Flett potan-

siyellerinin L,, ,-sinirlilik 6zelliklerini ifade eden teoremlere yer verilecektir.

Teorem 4.20. ¢ € L,, (1 <p < o0) olsun. I*p, J*p ve Ty swrasiyla (klasik) Riesz,

Bessel ve Flett potansiyelleri olmak iizere

o

D), <cmalel, ;2-1=2
2 7¢I, < cllell,
3) IT¢ll, < cligll,

esitsizlikleri saglanir.
Ispatlar igin (Stein (1971)) kaynagina bakilabilir.

Teorem 4.21. ¢ € L,, , (1 <p < o0) olsun. Iy, JSp ve T ¢ sirasiyla genellesmig

Riesz, Bessel ve Flett potansiyelleri olmak iizere

1) ||‘[390||q,v S Cp,q ||S0||p,’u ; ]l) - é = anU'

2) 1750l < cllell,,
Tl < cllelly,

esitsizlikleri saglanr.
Ispat 1)

K (x) - \xl”*ﬁ olsun ve (K ® <p) (x) = ny (W) 2 (?J) yi”dyOperatériinﬁ
R

gozoniine alalim. 1 < p < ¢ < oo ve % — é = 75, i¢in K ® ¢ operatdriiniin zayif (p, q)

tipli oldugunu gosterelim. Yani;

m{e: (K @) @)] > A} < (%) (A 0)

esitsizliginin saglandigim gosterelim.
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0 , |z|<r

K(x) , || <r
it = @ . lal

; Ko(x) = {
0 , |z|>r K(x) , |z|>r
olmak iizere K (x) = Ki(z) + Ko () biciminde yazilabilir. Burada ispat igin genelligi

bozmadan [[¢|, , = 1 alacagiz. Simdi, K ® ¢ = K| ® ¢ + K ® ¢ oldugundan,
mAiz: |K®p|>2\} <m{zx: |[Ki®¢| > A +m{z: |Ko®p| > A}

Burada;
1K1 @ o),

m{z: |K1®p| > A} < 3

4.11)

Ciinki;

el = / o a2de > / o a2z > AP / 2de = N m o]’ > A}
iy

x:|p|P>A z:|plP>A

(4.11) e genellesmis Young esitsizligi uygulanirsa,

1K @ oy,
I el 51,
- AP Y
1 1,
= — ——xYdx
)\p / |x’n+2v—o¢ n
lz|<r
= . (x=p0,0<p<r,fel) ..
1 / n—1 1 2v 2v
0 S
1 dp
- Fcl pl—a
0
roP
= O

elde edilir. Diger yandan; genellesmis Young esitsizliginde » = oo ve ¢ = p' alinirsa,

Ko ® @l < (Kool o 1910 = 1Kol

olur. Burada; || K|, , hesaplanirsa

_n+42v

pp S C2T A

K|
n—+2v
elde edilir. Simdi A = cor~ ¢« alinirsa

Koo @)l <A=m{z: |[Ko®p| >A} =0
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ve dolayisiyla

a\ P
mAz: | Ko ® | > 22} < (cl—)

_ n+2v aq

__4q _
= .. ()\2027’ ¢ =1 =3\ nt2v =t =gyr n+2v)

S <C5>\_%_1>p = CG)\_q .
Boylece, m {z : |K ® ¢| > 2A\} < ¢y (+)? ve dolayisiyla her ¢ € L, icin

q
c
m{x:|K®p| >} < <%) :

Sonug olarak, K ® ¢ operatorii zayif (p, ¢) tipli ve boylece de Markinciewicz interpolas-

yon teoreminden:
”K ® SOHq,v = ||Ig§0||qu S Cpq ”SOHP,’U

olur.

2)

o0

1 (e
Jlo(x) = m/tfle_twtgo (x)dt
0

2

ifadesine integraller icin genellesmis Minkowski esitsizligini uygularsak

. 1 [,
[ Tyell,, < (= /tz e tHthoHp’vdt
(5)J
< ggay [ 1) el
r(s) )
= el -

3) iin ispat1 da 2) nin ispatina benzer bi¢imde yapilabilir.
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5. SONUCLAR

Bu ¢alismada esas olarak harmonik analizde énemli yeri olan ve bir¢ok uygulama ala-
nina sahip olan Poisson, Gauss-Weierstrass ve Metaharmonik yarigruplar1 ve 6zellikleri
yer almaktadir. Bunun icin ilk 6nce, klasik Oklid kaymasi1 79 vasitastyla tanimlanan ve
klasik yarigruplar diye adlandirilan Riesz, Bessel ve Metaharmonik yarigruplari ile ge-
nellesmis kayma 7" operatorii vasitasiyla tanimlanan ve genellesmis yarigruplar olarak
adlandirilan genellesmis Riesz, genellesmis Bessel ve genellesmis Metaharmonik yarig-
ruplar ve ozelliklerine yer verilmistir. Daha sonra da, en 6nemli ozellikleri olan "po-
tansiyellerin yarigruplar ile temsilleri" incelenerek, sirasiyla klasik potansiyeller olarak
adlandirilan Riesz, Bessel ve Flett polansiyellerinin klasik yarigruplar; genellesmis po-
tansiyeller olarak adlandirilan genellesmis Riesz, genellesmis Bessel ve genellesmis Flett
potansiyellerinin de genellemis yarigruplar ile temsilleri verilmistir. Derleme niteli§inde
organize edilen bu tez, 6zellikle klasik harmonik analizde ve Laplace-Bessel harmonik
analizinde akademik ¢alisma yapmak isteyenler icin yardimci kaynak olusturacak nitelik-

tedir.
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