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OZET

KONVEKS KUME VE KONVEKS FONKSIYON KAVRAMLARININ BAZI
GENELLESTIRME METOTLARI

Dilan TANRIVERDI

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damsman: Dog. Dr. Giiltekin TINAZTEPE

Haziran 2020, 47 sayfa

Bu tezdeki amacimiz konvekslik kavraminin baglica genellestirme metotlarint ve on-
larla ilgili ornekleri vermektir.

Bu tez ¢alismasinda dnce konveks kiime kavraminin, klasik konveks kiimelerin sahip
oldugu baz1 6zelliklere (ayirma, kesisim, konveks kabuk gibi) dayali olarak genellestirme
metotlarina deginilmis ve 6rnekler sunulmustur. Daha sonra konveks fonksiyon kavrami-
nin, yine klasik konveks fonksiyonlarin bazi 6zellik ve kavramlarina (bir fonksiyon ailesi-
nin supremumu olma, fonksiyonlar i¢in konveks kabuk gibi) dayanilarak genellestirilme
metotlar1 ve drnekleri verilmistir.

Bu tez calismasi bes boliimden olusmaktadir. Tezin birinci boliimii giris i¢in ayril-
mis olup bu boliimde konvekslik kavraminin kisa bir tarihcesi agiklanmigtir. Tezin ikinci
boliimiinde tezde kullanilan kaynaklarla ilgili genel bilgiler verilmistir. Ugiincii boliimde
ise tezde ad1 gecen temel tanimlar sunulmustur. Dordiincii boliim ise ii¢ kisimdan olus-
maktadir. i1k kisim konveks kiimelerin bazi1 genellestirme metotlar1, ikinci kisim konveks
fonksiyonlarin bazi genellestirme metotlar1 ve son kisim ise bu iki kategoriye giremeyen
durumlar ile ilgilidir. Bu ti¢ durum i¢in baz1 érnekler sunulmustur. Beginci boliimde sonug

ve Onerilere yer verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Konvekslik, Konveks Fonksiyon, Konveks Kiime, Soyut
Konvekslik
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ABSTRACT

SOME GENERALIZATION METHODS OF THE CONCEPTS OF CONVEX
SET AND CONVEX FUNCTION

Dilan TANRIVERDI

MSc Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Giiltekin TINAZTEPE
June 2020, 47 pages

Our aim in this thesis is to give the main generalization methods of convexity and
related examples. In this thesis, first of all, the generalization methods of classical convex
sets based on some properties such as separation, intersection, convex hull are mentioned
and examples are presented. Later, the generalization methods of classical concept of
convex function, some features and concepts of classical convex functions (a function
convex functions based on some properties such as being supremum of a certain set of
functions, convex hull for functions are given and related examples are presented.

This thesis study consists of five chapters. In the first section of the thesis, a brief
history of the concept of convexity is explained. In the second section of the thesis, ge-
neral information about the sources used in the thesis is given. In the third section, basic
definitions are given. The fourth section consists of three parts. The first part is about
some generalization methods of convex sets. The second part is about some generaliza-
tion methods of convex functions. The last part is about the conditions that can not fall
into these two categories. For these three conditions, some examples are presented. In the

fifth section, results and suggestions are given.
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GIRIS D. TANRIVERDI

1. GIRIS

Matematigi, insan beyninin iiriinii olan ve uygulanabilirli§inden ziyade kendi i¢ tutarliliga
sahip soyut kavramlar ve bu kavramlar arasindaki iligkiler biitiinii olarak tanimlayabiliriz.
Matematiksel kavramlar ve onun iizerine insa edilen yeni yapilar veya onlarin kesfedilen
ozellikleri, uygulama zemini bulmasina veya ilgililerinin onlar1 gelistirmesine gore teorik
ve uygulamali ¢cok biiyiik degisimlere yol agmis ve insanligin yiizyillar siiren macerasinda
onemli bir rol oynamustir. Ornegin, temel bir kavram olan kiime, iizerinde tanimlanan bir
fonksiyonla daha onemli bir hal almig, fonksiyon kavrami da tiirevlenebilme ve integral-
lenebilme gibi kavramlarin ortaya ¢cikmasiyla uygulama sahasinda ¢ok biiyiik degisimlere
neden olmustur. Bunlar kadar olamasa da oldukg¢a kullanighh matematiksel kavramlardan
bir tanesi de konvekslik kavramudir.

Cisimler i¢in, sezgisel olarak ice dogru biikiilme olmamas1 diye tarif edebilecegimiz
konvekslik, kiime ve fonksiyon kavramini daha kullanigh yapan ilave 6zelliklerdendir.
Giinliik yasantimizda kullandigimiz cisimlerin sekline ve geometri derslerinde formiille-
rini verdigimiz bir¢ok sekle bakarsak bir cogunun konveks oldugunu goriiriiz.

Matematikte konvekslik kavrami, analiz ve geometri arasinda 6nemli bir iligki olus-
turmaktadir. Konveks fonksiyonlar ve kiimeler, 6zellikle maksimum/minimum belirleme
ya da optimal ¢dziime ulagma problemleri olarak tarif edebilecegimiz optimizasyon prob-
lemlerinin ¢6ziimiinde ¢ok 6nemli bir yer tutmustur. Klasik bir optimizasyon problemi
kisit fonksiyonlarinin sinirladig: bir kiime {izerinde bir amag¢ fonksiyonunun maksimum
veya minimum degerinin bulunmasi olarak tarif edilebilir. Amag¢ fonksiyonunun ve iize-
rinde ¢oziim aranan kiimenin konveks olmasi durumu bircok algoritma ve ¢dziim me-
totunun gelistirilmesine olanak saglamis, konveks optimizasyon teorisi ortaya ¢ikmigtir
(Rockafellar 1974; Ben-Tal 2001). Konveks optimizasyon, ekonomiden tibba kadar farkl
arastirmacilar tarafindan ele alinmustir. Ozellikle son yillarda arastirmacilarin ilgi odag
haline gelmistir ve dolayisiyla bu konudaki ¢caligmalarda ciddi bir artis s6z konusudur.

Konvekslik kavraminin en onemli katkilarindan biri de onun yardimiyla elde edilen
bircok esitsizliktir. Konveks fonksiyonun tanimi da esitsizlik iizerine kurulu oldugundan
bircok dnemli esitsizlik de, konveks fonksiyonlarin uygulamalarinin bir sonucu olmustur.

Ornek olarak; Holder ve Minkowski esitsizlikleri gibi genel esitsizlikler, konveks fonk-
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siyonlar i¢in Jensen esitsizliginin bir sonucudur. Konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlik te-
orisi ne kadar 6nemliyse, aym sekilde esitsizlik teorisinde de konveks fonksiyonlar cok
onemlidir. Konveks fonksiyonlar ve 0zellikleri kullanilarak modifiye Jensen, Hermite-
Hadamard, Popoviciu esitsizlikleri gibi bir¢ok yeni esitsizlik elde edilmistir (Beckenbach
ve Bellman 2012).

Hadamard, 1893 yilinda konvekslik ile ilgilenmistir fakat sistematik olarak konveks-
ligin ¢alisiimasina Johan Jensen ile 1905 ve 1906 yillarinda baglanmistir (Jensen 1906).
Hardy, Littlewood ve Polya’nin yazdigi "Inequalities" kitabi, konveks fonksiyonlar ve
esitsizlikler tizerine yazilmis temel bir kitaptir (Hardy, Littlewood ve Polya 1952). 1987
yilinda ise Pecaric tarafindan yazilan "Convex Functions: Inequalities" kitabi, sadece kon-
veks fonksiyonlar icin esitsizliklere yer veren ilk kaynak olmustur (Pecaric 1987). Ayni
zamanda Fenchel, Rockafellar, Pallaschke, Rolewicz konveks kiime ve fonksiyonlar te-
orisine biiyiik katkilar sunmuglardir (Rockafellar 1970; Fenchel 1983; Pallaschke ve Ro-
lewicz 2013).

Goriildugii iizere konvekslik kavrami hem optimizasyon teorisinde hem de esitsizlik
teorisinde ¢cok onemli bir yer tutmaktadir. Zamanla gelisen teorik ve uygulamali bilimler
sayesinde klasik konvekslik kavraminin genisletilmesine ve farkli konvekslik ¢esitlerinin
tanimlanmasina ihtiya¢c duyulmustur. Bu anlamda konvekslik kavraminin genellestiril-
mesi (soyut konvekslik kavrami) ortaya ¢ikmistir. "Soyut konveks analizin" gelisimi de
onciisii olan "konveks analizin" geligsimi gibi, esas olarak uygulamalar tarafindan optimi-
zasyona yonlendirilmigtir. Soyut konvekslik, matematiksel analiz ve optimizasyon prob-
lemlerinin ¢alismasinda bircok uygulama bulmustur. Soyut konvekslik iizerine ilk 6nemli
caligmalar arasina sirali uzaylarda fonksiyonel analiz ve bazi uygulamalari, Choquet te-
orisi ve yaklasim teorisi sayilabilir. Bu ¢aligmalar S. S. Kutateladze ve A. M. Rubinov
tarafindan 1976’da Rusca olarak yayinlanmistir (Kutateladze ve Rubinov 1976). Van de
Vel, D. Pallaschke, S. Rolewicz ve I. Singer tarafindan yazilan monografilerde soyut kon-
veks analizin genislemeleri, optimizasyon teorisine uygulamalari, konveks olmayan kii-
meler iizerinde konveks yapilara benzer yapilarin kurulmasina yonelik calismalara yer
verilmistir. Van de Vel’in “Theory of Convex Structure” adli ¢calismasinda ve Ivan Sin-
ger’in “Abstract Convex Analysis” adli eserinde konvekslik kavraminin farkli yapilar i¢in

genellestirilmesi ile ilgili calismalar derlenmis ve soyutlagtirma yollarina deginilmistir
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(Van de Vel 1993; Singer 1997) .
Bu tezde konveks kiime ve fonksiyonlarin genellestirilme metotlar1 verilmistir. Bu
konuda Ivan Singer’in panoramik bakis1 temel alinmistir ve literatiir incelemelerinde kar-

stlagilan farkli tarz genellestirme metotlar1 da ilave edilmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Konveks fonksiyonlarin kendi i¢inde incelenmeyi hak edecek sekilde taninmasi Jensen’
le olmustur ve o meshur esitsizligi su sekildedir:
f fonksiyonu R™’de bir konveks fonksiyon olsun. zy,zs,....,x,,, € R” ve \; > 0,

> A = 1 olmak iizere
i=1

Fuzy 4+ Aexe + oo + Aem) < A f(xr) + Aaf(22) + oo + A f (Tn)

esitsizligi saglanir. Ancak konvekslikle ugrasan ilk kisi Jensen degildir. C. Hermite, O.
L. Holder ve O. Stolz’un da bu konudaki caligmalar1 es gecilmemelidir (Hermite 1883;
Holder 1889; Stolz 1893). Konveks fonksiyonlar konusunun yayginlastirilmasinda biiyiik
bir rol, G. H. Hardy, J. E. Littlewood ve G. Polya’nin 1934’te yazdig1 “Inequalities” kitab1
tarafindan oynanmustir. Diger 6nemli kitap ise Beckenbach ve Bellman tarafindan 1961°de
yazilan “An Introduction to Inequalities” kitabidir.

Sadece konveks fonksiyonlar icin esitsizlikler iceren ilk kaynak 1987°de Pecaric tara-
findan yazilan “Convex Functions: Inequalities” kitabidir. Fakat esitsizlikler konusunda
konvekslik kavrami g6z Oniinde bulundurularak yapilan en Oonemli ¢alismalardan biri
1881 yilinda Hermite’in Journal Mathesis dergisine gonderdigi konveks fonksiyonlar i¢in
Hermite-Hadamard esitsizligidir ve bu esitsizlik soyledir:

[a, b] kapali aralifinda tanimli her reel konveks fonksiyon igin

saglanir.

Soyut konvekslikte literatiirde en onemli kaynaklar Van De Vel’in yazmis oldugu
"Theory of Convex Structures" ve Ivan Singer’in "Abstract Convex Analysis" kitaplaridir.
Theory of Convex Structures kitabinda konveksligin farkli yapilar iizerindeki cesitlerine
kismen deginilmistir. Abstract Convex Analysis kitabinda ise daha metodolojik yaklagim
sergilenmistir. Biz bu ¢aligmamizda Singer’in yaklagimini temel aliyoruz.

Soyut konvekslik ile alakali Tiirkce literatiirde yapilan kaynak taramasinda konu ola-
rak yakin ii¢ teze rastlanilmaktadir. Gamze Gec¢dogan tarafindan yazilan tezde, topolojik

konveks yapilar, latisler lizerinde konvekslik, vektor uzaylarinda konvekslik, geodezik

4
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konveks yapilar gibi konular iizerinde durulmustur (Gegdogan 2016). Ilknur Yesilce tara-
findan yazilan doktora tezinde ise klasik konvekslik ve soyut konvekslikten bahsedilmistir.
Ama cogunlukla B-konveks kiime ve fonksiyonlar tizerinde durulmustur (Yesilce 2016).
Ve son olarak Yiicel Demirsoy tarafindan yazilan tezde ise topolojik soyut konvekslik ve
fonksiyonel soyut konvekslik kavramlar tizerinde durulmustur (Demirsoy 2019).

Bu calismada ise konveksligi genellestirme metotlarini incelemekteyiz. Ilk olarak kon-
veks kiimelerin genellestirilme yollar1 baglig1 altinda kiimenin eleman1 olan noktalar va-
sitastyla (i¢ yaklasim), kiimeyi kapsayan ayni 6zellige sahip kiimelerin kesisimi yoluyla,
konveks kiimelerin ayrilma 6zelligi yardimiyla (kiime aileleri ve fonksiyon siniflarina
gore), konveks sistemler ve kabuk operatorii araciligiyla genellestirme yontemleri anla-
tilmigtir. Ikinci olarak konveks fonksiyonlarin genellestirilme yollar1 baghg: altinda ic
yaklagimlar yolu ile genellestirme (log konvekslik, r-konvekslik, s-konvekslik, harmo-
nik konvekslik vb. ), bir fonksiyon sinifi yardimiyla genellestirme, konveks sistemler ve
hull operatorii yardimiyla genellestirme yontemleri incelenmistir. Ve son olarak, bu iki

kategoriye girmeyen durumlar iigiincii baglik altinda sunulmustur.
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3. MATERYAL VE METOT

Tanim 3.1. V' bos olmayan bir kiime ve R reel sayilar cismi olsun. Asagidaki onermeler
dogru ise V kiimesi R cismi iizerinde vektor uzayidir denir.
1.V kiimesinde + ile tanimlanan isleme toplama denilir. Ve bu islem asagidaki ozellikleri
saglar.

i)Heru,v e Vigihu+veV

ii) Her u,v,w € Vigin (u +v) +w =u+ (v + w)

iii) 0 € V vardir oyle ki her u € Vicinu+0=0+u

iv) Her u € V i¢in V kiimesinde —u ile gosterilen ve u + (—u) = 0ve (—u) +u =0
esitliklerini saglayan bir —u elemani vardir ve V' kiimesinde toplamaya gore ters elemani
temsil eder.

v)Heru,v € Vicinu+v=v+u
2.RxV =V, (a,u) — au biciminde, adina skalerle carpma iglemi denilen bir fonksiyon
tamimlannustir ve bu fonksiyon icin asagidaki onermeleri dogrular:

i) Her a € Rve her u,v € V igin a(u +v) = au + av

ii) Her a,b € R ve her w € V igin (a + b)u = au + bu

iii) Her a,b € R ve her uw € V igin (ab)u = a(bu)

iv) R’nin carpmaya gore birim elemant 1 oldugundan V ’nin her elemant icin 1u = u

olur.

Tamm 3.2. X bir kiime olsun. Asagidaki kosullar: saglayan d : X x X — R fonksiyo-
nuna X iizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir.

i)d(z,y) > 0ved(z,y) =0 =y

ii) Her v,y € X icin d(x,y) = d(y, x)

iii) Her x,y, z € X icind(z,y) < d(z,z) + d(z,y)

Tanmm 3.3. X bir vektor uzay ve ||.|| : X — Ry olsun. x,y € X keyfi vektorler ve o
skaler olmak iizere,

i) [Jz]| =0

i) ||z =0 x=0

iii) [|ox|| = faf ||z
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w) ||z +yl < |||+ ||ly|| dzelliklerini gercekleyen ||.|| fonksiyonuna X uzayt iizerinde

bir norm ve (X ||.||) ikilisine bir normlu uzay denir.

Tanim 3.4. Bir v = (11, s, ..., ,) € R" elemanimin Oklid normu,

loll = \/a} + a3+ ... + a2
seklinde tamimlanr.

Tamim 3.5. a € R" ve r € Ry olmak iizere S = {x € R" : ||z — a|| = r} ile tamumli
kiimeye a merkezli r yaricapli kiire denir. a = (0,0, ...,0) € R" ve r = 1 olmast durumda
birim kiire olarak adlandirilir. S’nin merkezinden gecen hiperdiizlem tarafindan ayrilan

ve iki acik kiimeye yari kiire denir.

Tanim 3.6. X bir vektor uzayi ve f : X — R olsun. Eger her x,y € X ve o, 8 € R icin

flax + By) = af (x) + Bf(y)
oluyorsa f’ye X iizerinde bir lineer fonksiyoneldir denir.

Tamm 3.7. X bir vektor uzay: olsun. X iizerinde tanimli lineer fonksiyoneller kiimesine

Xin dual vektor uzayr ya da X ’in eslenik uzayt denir ve X* ile gosterilir.

Tanmm 3.8. V., R cismi iizerinde bir vektor uzayi ve < u,v >: V X V — R olsun.
i)Vu,v € Vigin < u,v >=< v,u >
i) Vu,v,w € Vigin < u+w,v >=< u,v >+ < w,v >
iii) Vu,v € V. k € Ricin < ku,v >=k < u,v >
iv)Vu € Vigin < u,u > >0
v)<u,u>=0&u=0

kosullarint saglayan < u,v > fonksiyonuna bir i¢ ¢carpim denir.
Tamm 3.9. Her Cauchy dizisinin yakinsak oldugu vektor uzaymna tam uzay denir.
Tamim 3.10. Tam, normlu uzaya Banach uzay: denir.
Tanmm 3.11. = = (1, ....,2,), y = (Y1, ---, Yn) € R™ olsun.
(1, ooy @) = k(y1, ooy Yn)

kosulunu saglayan sifirdan farkli bir k € R varsa x ile y’ye paraleldir denir ve /[y ile

gosterilir.
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Tanm 3.12. (X, d) bir metrik uzay olmak iizere xo € X ve r > 0 olsun.
B(xg,r) ={z € X : d(z,x¢) < r}
kiimesine xy merkezli r yaricapli actk yuvar denir.

Tamm 3.13. (X, d) bir metrik uzay ve G, X'in bir alt kiimesi olsun. Her © € G igin
B(z,r) C G olacak gekilde bir r > 0 varsa o zaman G’ye bir agik kiime denir. R™’de de

aym sekilde norm ile verilebilir.
Ornek 3.14. () ve R” kiimeleri agik kiimelerdir.

Tanmm 3.15. A C R" olsun. Eger R™\ A kiimesi acik bir kiime ise A kiimesine kapali

kiime denir.
Ornek 3.16. () ve R" kiimeleri kapali kiimelerdir.

Tamum 3.17. Bir kiime iizerinde yansima, simetri ve ters simetri ozellikleri tastyan bagin-

tiya kismi siralama bagintist denir

Tamm 3.18. Uzerinde kismi siralama bagintisi tamuml kiimeye poset denir.

Tanmm 3.19. (X, d) bir metrik uzay ve A, X ’in bir alt kiimesi olsun. xo € X olsun. Eger
Vr > 0icin AN B(xzg,7) # 0

oluyorsa (bu durumda x,, elemanlart A kiimesinden olan yakinsak bir dizinin limiti) x
noktast A kiimesinin kapanis noktasidir denir ve A kiimesinin tiim kapanis noktalarinin

kiimesi cl A ile gosterilir.
Tamm 3.20. A C R" ve a € R" olsun.
a+A={reR":z=a+y, yec A}
kiimesine A’nin bir otelemesi denir.
Tamim 3.21. C' C R" olsun. Vx,y € C ve VA € [0, 1] igin,
1-XNz+AyeC

ise C kiimesine konveks kiime denir.
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Tanim 3.22. X C R" kiimesini kapsayan tiim konveks kiimelerin kesisimine X ’in konveks

kabugu denir.
Ornek 3.23. A = {x,, 25}, B = {x1, 19, 23}, C kiimelerinin konveks kabuklar: asagidaki

gibidir.

C convC
X1 X2
\ X1 m El
X2
X3

(a) convA (b) convB
(¢) C ve convC

Sekil 3.1. A, B, C kiimelerine ait konveks kabuklar

Tanim 3.24. A C R" olmak iizere her a,b € Aicin{r € R:z = a\ub,\,p e R} C A

oluyorsa A kiimesine afin kiime denir.

Tanima gore bir kiimenin herhangi iki elemanini iceren dogru, kiime tarafindan kap-

saniyorsa afindir.
Tamm 3.25. R"’in n — 1 boyutlu afin alt kiimesine bir hiperdiizlem denir.

Teorem 3.26. Her hiperdiizlem a € R", b € R olmak iizere {x € R"| (a,z) = b} seklinde

ifade edilebilir. Her hiperdiizlem bir lineer fonksiyon ve lineer denklem ile ifade edilebilir.

Tamm 3.27. a € R" b € R olmak iizere {x € R"| (a,z) = b} seklinde ifade edilen

hiperdiizlem R™’i asagidaki parcalara ayirir:
{z e R"|(a,z) <b}, {xeR"|(a,x) >0}, {zeR"(a,2z)<b}, {xe€R"(a,x)>b}
bunlarin her birine yarim-uzay denir.

Yukarida ilk iki yarim-uzay kapali, diger ikisi agiktir.
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Tanim 3.28. A CR", f: A — Rve xg € A olsun. Eger

lim inf f(x) > f(xo)

T—T0

oluyorsa f’ye xy noktasinda alttan yar siireklidir denir. Eger f, A’nin her elemani icin

alttan yar siirekliyse f’ye A’da alttan yar siireklidir denir.
Tamim 3.29. f: R" — R olsun. Yz, z2 € R" ve YA € |0, 1] igin,

fAzy 4+ (1= Nxa) < Af(z1) + (1= N) f(x2) (3.1)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Tanim 3.30. X bir kiime ve F, X kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir aile olsun. Eger,
)0, X e F,
ii)VA,B € Ficin AN B € F,
i) {A; :i €I} C Fise J A€ F

kosullart saglaniyorsa, F ail;ii'ne X kiimesi iizerinde bir topolojik yapt denir. F ailesi X

kiimesi iizerinde topolojik bir yapt olusturuyorsa (X, F) swrali ¢iftine ya da kisaca X ’e

topolojik uzay denilir.

Tamm 3.31. f : R" — R fonksiyonu Vz,,zo € R" ve Vt1,t5 € R, icin

f(tiwy + towg) <ty f(w1) + tof (22)
esitsizligi saglantyor ise f fonksiyonuna sublineer fonksiyon denir.

Tamim 3.32. s,t € I C R, olmak iizere,
i) min{s,t} < M(s,t) < max{s,t}
ii) M(s,t) = M(t,s)

kosullarint saglayan herhangi M : I x I — [ fonksiyonuna bir orta denilir.

M(s,t) = =, M(s,t) = V/st, M(s,t) = f—ﬁ olarak tanimlanirsa sirasiyla s ve ¢’nin
aritmetik, geometrik ve harmonik ortas1 elde edilir.

Ileride B-konvekslik taniminda kullanacagimiz bir notasyonu da verelim.

10
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Tamm 3.33. 21,29, ..., %, € R" ve ; ;, v; € R" nin j. bilesenini belirtsin. Bu durumda

m

\/ ;= (max {T11, 12, s Tim} -, MAX{T1 1, 12, ooy T1m })
i=1

ve
m
/\ ri= (min{z11,T19, s Tim} oo, MIN{Tin 1, T2y ooy T })
i=1

olur.

Tanmm 3.34. f : R, — R, olsun. R? | iizerinde siralama bagintist asagidaki gibi
verilir:

ryeRl o <yery
ve bu bagintiya gore f’nin artanligi asagidaki gibi verilir:
Vo,y eRY, 2 <y = fz) < fy).

Tanm 3.35. f : R, — Ry olsun. Her t > 0 igin f(tx) = tf(x) oluyorsa f’ye pozitif

homojen fonksiyon denir.

Tanim 3.36. f : [a,b] — R olarak verilsin. [ fonksiyonunun |a,b| kapali araligindaki

xo < ... < Xy, igin boliinmiis farki i € {0,1,2,...,n} icin flz;| = f(x;) olmak iizere

f(xo) — f(21)

f[$0,$1] -
Ty — X1
Flwo, 71, 7] = f[xo,a;lo] : i;[xl’m?]
flzo, .oy ] = flwo, ...,$,;1]_—xf[$1, ceey T

seklinde tanimlanir.

Tanim 3.37. (X, d) bir metrik uzay, | € R,y : [0,]] = X ve z,y € X olsun. Eger
v(0) =z, v(l) = y ve her t1,ty € [0,1] i¢in

d(y(t1),7(t2)) = [t1 — t2]

oluyorsa v’ya x ile y’yi baglayan bir geodezik denir (Bridson ve Haefliger 2013).

11
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Tammm 3.38. D C R, x, € Dvel',, = {7y :[0,1] — R" : v(0) = x. ve ~y siirekli}
olsun. Eger Vx € D igin v,(0) = x4, v,(1) = z ve Vt € [0,1] igin v,(t) € D kosulunu
saglayan bir vy, € T',, varsa D kiimesi x, noktasinda 1, -yildiz sekilli kiimedir (Dogaru

vd. 1998).

Tanim 3.39. C' C R" ve p, q € R", C’nin bir dtelemesi tarafindan kapsanan birbirinden
farkli olmasi gerekmeyen C’nin p ve q’yu iceren biitiin dtelemelerinin kesigsimi C-spindle

olarak adlandirilir ve |p, q|c ile gosterilir. Eger C’nin p ve q’yu iceren hicbir ételemesi

yoksa [p, q)c = R™ kabul edilir (Langi vd. 2013).

12
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. KONVEKS KUMELERIN GENELLESTIRILME METOTLARI
4.1.1. Dogru Parcasi Tammu Ile Genellestirme (I¢ Yaklasim)

Bu yaklagimda konveks kiime tanimi kiimenin eleman1 olan noktalar vasitasiyla verilir.
Diger taraftan temel konveks kiime kavrami geometrik olarak, kiimenin herhangi iki ele-
manini birlestiren dogru parcasinin kiime icinde yer almasi olarak diisiiniilebilir. Bu ta-
nimdan hareketle herhangi bir matematiksel yapinin elemanlar1 {izerinde dogru pargasi
kavraminin tanimlanis bicimlerine gore konveks kiime kavrami genellestirilebilir.

X bir matematiksel yap1, v,y € X ve ¢, : [0,1] — X olmak iizere z ile y’yi

birlestiren dogru pargasi taniminin

[2,y] = {0, (M) : 0 <A< 1,0, ,(0) =x,0,,(1) =y veyap, ,(0) =y, 0, ,(1) =2}
ile verilmesi durumunda
ryeEA=[r,y CA 4.2)

kosulunu saglayan A C X kiimesine (genellestirilmis) konveks kiime denir (Singer 1997).
Burada X = R" veya ¢, ,(\) = Ay + (1 — A\)z olmasi durumunda bir A C R" i¢in
klasik konvekslik tanimi elde edilmis olur.
Asagida bu yolla elde edilen konveks kiime ¢esitlerine drnekler verilecektir. Tam ola-

rak bu tanima uymasa da benzer olanlar bu baglik altinda verilecektir.

Tamm 4.40. 2,y € R? | icin

1 1 1
ry = (T1y1, T2y2) € Rir ve — = (—, —) € Ri+

T 1 T
olarak verilsin. £ C Ri 4 olsun.Vx,y € Ficin % € FE oluyorsa F kiimesine harmonik

konveks kiime denir (Xia ve Chu 2009).
Burada [z, y] = % olarak alinmugir.

Tanm 4.41. X, R veya C cismi iizerinde tanumly bir vektor uzayr, Y C X ve p € (0,1)
olsun. Eger her x,y € Y icin
(I1-pzx+pyeY

kosulu saglaniyorsa Y kiimesine p-konvekstir denir (Aleman 1985).

13
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Tamim 4.42. X, R veya C cismi iizerinde taniml bir vektor uzay ve Y C X olsun. Her
x,y €Y igin
(I1—-pzx+pyeY

kosulunu saglayan p € (0,1) bulunabiliyorsa Y kiimesine zayif-konveks denir (Aleman

1985).

Ornek 4.43. (0, 1) araligindaki her p icin, klasik konveks kiime bir p-konveks kiimedir ve
(0,1) araligindaki bir p icin her p-konveks kiime zayif-konvekstir (Aleman 1985).

Ornek 4.44. R’ de {0} U (1, 2] kiimesi zayif-konvekstir fakat (0, 1) araligindaki herhangi
bir p degeri icin p-konveks degildir (Aleman 1985).

Tamm 4.45. Eger klasik konveks kiime taniminda kullanilan
[Ty ={x+(1-=Ny:Xe[0,1]}
kiimesi (dogru pargast), A = {0, 1,1} olmak iizere
[Ty ={dx+(1—=Ny: A€ A}

kiimesi ile yer degistirilirse (4.2) kosulunu saglayan A C R™ kiimesi %-konveks veya orta

konveks olarak adlandirilir (Green ve Gustin 1950).

Bir kiimenin herhangi x ile y elemanin birlestiren dogru parcasi , x ve 3’ nin koordi-
natlar1 iizerinden maksimum alinmasi yardimiyla tamimlanirsa agsagidaki B-konveks kiime

tanimu elde edilebilir.

Tanim 4.46. A C R} olsun. Vx,, x5 € Ave VA € [0, 1] igcin Axy V x5 € A oluyorsa, A
kiimesine B-konveks kiime denir (Yesilce 2016).

Bazi durumlarda dogru parcasi tanimi, kiimenin elemanlar1 arasinda mevcut olan bazi
iligkilerle de ifade edilebilir. Asagida kiime iizerinde tanimli kismi siralama bagintisina

dayanilarak konveks kiime tanimi verilmistir.
Tamim 4.47. X bir poset ve X iizerinde tanimli siralama bagintist < olsun. x,y € X igin
[zy] ={r € X 222 =y}

olarak tamimlanirsa (4.2) kosulunu saglayan A C X kiimesi siralama konveks kiimedir

denir (Birkhoff 1967).
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Konveks kiime tanimi metrik uzaylarda metrik kullanilarak da verilebilir.

Tanim 4.48. X = (X, d) keyfi metrik uzay ve
[z,y] = {2z € X 1 d(z,2) + d(z,y) = d(z,y)} (4.3)

olarak tamimlansin. Bu durumda (4.2) kosulunu saglayan A C X kiimesine metrik kon-

veks kiime denir (Menger 1928).

X = R" ve d, Oklid metrigi secilirse, (4.3) ile belirtilen kiime, « ve ¥’ nin u¢ noktalari
oldugu klasik dogru parcasi ve A da klasik konveks kiime olarak elde edilir. X kiimesi

tizerinde tamimlanan farkli metriklerde farkli geometrik sekiller olusur.

Ornek 4.49. R?’de d; dogal uzaklik metrigi ve

do((z1, 22), (Y1,y2)) = max {|z1 — y1|, |22 — [}

ile verilen metrik icin bir metrik konveks kiime tanimi yapilirsa (4.3) ile belirtilen kiime
klasik anlamdaki dogru parcasindan farkly bir seyi verecektir. x = (x1,x2) = (0,0) ve
y = (y1,92) = (0,1) olmast durumunda (3, %), (=%, 1) (4.3) ile verilen kiimenin eleman-

lart olacaktir ki dolayisiyla klasik dogru parcalart bu metrige gore konveks olmazlar.

Sekil 4.2. x = (0,0) ve y = (0, 1) olmak iizere d; ve dy metriklerine gore [x,y] dogrular

Tanmm 4.50. M C R"™ olsun. Her x,y € M ve X\ € [0,1] i¢in
A+ (1 =Ny € clM

oluyorsa M kiimesine konvekse yakin kiime denir (Blaga ve Kolumban 1994).
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x ile y’yi birlestiren dogru parcasinin, x ve y’nin bir fonksiyonu, noktalardan biri ve A
yardimiyla ifade edildigi durumlar da mevcuttur. Bunlardan bir tanesi asagida sunulmus-

tur.

Tamim 4.51. A, R"’nin bostan farkli bir alt kiimesi ve n : X x X — R" vektor-degerli
bir fonksiyon olsun. Her x,y € A ve her A € [0, 1] i¢in

y+ An(x,y) € A

olacak sekilde bir n : R™ x R™ — R" fonksiyonu bulunabiliyorsa A’ya 1n’ya gore inveks
kiimedir denir (Yang vd. 2003).

Yukaridaki tanimda 7n(z, y) = x — y segilirse klasik konveks kiime tanimi elde edilir.
Konveks kiime tamiminda kullanilan iki noktay1 birlestiren dogru, (C%” = 0 (kisaca
x” = 0) ile verilen diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii olarak goriilebilir. Dogru yerine
noktalart birlestiren ve bir diferansiyel denklemin ¢oziimii olan egri kullanilirsa diferan-

siyel denkleme gore konveks kiime kavrami elde edilmis olur.

Tanim 4.52. I C Rve Q) C R” acik kiimeler, I' : [ x 2 x R™ — R" bir siirekli fonksiyon
ve

2" =T(t,z,2") 4.4)

ikinci dereceden bir diferansiyel denklem olsun ve asagidaki kosullar saglansin:

i) Her (tg, zo,v0) € I x Q x R" igin, (4.4) diferansiyel denkleminin
Y(to) = x0,7 (to) = vy ve her t € I araligi igin ~(t) € Q

olacak sekilde 1’da tanimli tek bir v ¢oziimii olsun.

ii) Q’ya ait iki farkli nokta icin, (4.4) denkleminin bu noktalardan gecen tek bir ¢oziimii
olsun.

Eger C’deki her keyfi x ve y noktalart ve bu noktalardan gecen ~y ¢oziimii icin onlart
birlestiren ~y egrisi C’de bulunuyorsa C' C () kiimesine (4.4) denklemindeki diferansiyel
denkleme gore konvekstir denir. C, R™’in bir alt kiimesi olmak iizere normal klasik kon-
veks kiime x" = 0 diferansiyel denklemine gore konvekstir ve kisaca (4.4) denklemindeki

diferansiyel denkleme gore konveksse 1'-konvekstir denebilir (Ferreira 2006).
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Ornek 4.53. C = {(z1,2) € R?:100(wy — 22)> + (1 — 21)? < 1} kiimesi klasik an-
lamda konveks degildir, fakat
=0
vy = o)
diferansiyel denklemlerine gore konvekstir. C' kiimesi asagida grafikte solda verilmistir

(Ferreira 2006).

Sekil 4.3. Verilen denkleme gore konveks ve klasik konveks kiime

[z, y]’nin bir egri olarak alinmas1 durumlariyla ilgili olarak da asagidaki konveks kiime

tanimlar1 verilmistir.

Tanmm 4.54. A C R" ve |x,y|,  ile y yi birlestiren geodezik egrisi olmak iizere (4.2)

kosulunu saglayan A kiimesine geodezik konvekstir denir (Rapcsdk 1991).

Tamm 4.55. D C R"vel' = {~, : [0,1] = R": z € R",7,(0) = z} olsun. Vz,y € D
icin 3y, € I've v, : [0,1] = D, v,,(0) = z, v,,(1) = y oluyorsa D kiimesi I

parametrik egri ailesine gore konvekstir denir (Dogaru vd. 1998).

Baz1 durumlarda kiime icinde bulunan noktalar1 birlestiren dogrunun kiime tarafindan
icerilmesi degil, o dogru ile aralarinda iliski kurulan bagka noktalarin olusturdugu kiime
g0z Oniine alinarak konveks kiime kavrami verilebilir. Asagida paralel olma bagintisina

gore bir tanim verilmistir.
Tamm 4.56. X C R" ve A C R" olsun. Eger her x,y € A icin

[z, 9]/ /v
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olacak sekilde bir v € X vektorii bulunuyorsa, A kiimesine X kiimesine gore yonlii kon-

veks kiime denir (Naidenko 2009).

4.1.2. Kesisimler Yolu ile Genellestirme (Kesisimsel Yaklasim)

R™de kapali konveks kiimelerin klasik karakteristik 6zelliklerinden biri, kapali yarim-
uzaylarin kesisimi olmasidir (Kothe 1960). Bu 6zellik kapalilifa ihtiya¢ duyulmadan P.
C. Hammer tarafindan soyle ifade edilmistir: A kiimesinin konveks olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul A, A’nin diginda kalan noktalarin yari-uzaylarinin kesigimi olmasidir (Ham-
mer 1955). Burada bahsedilen bir noktanin yari-uzayi, o noktanin tiimleyeni tarafindan
icerilen en biiyiik konveks alt kiimesidir ve yarim-uzayla karistirrlmamalidir. Boylece su
sekilde daha genel olarak yazilabilir: A konvekstir ancak ve ancak A, A’y1 kapsayan kon-
veks kiimelerin kesigimidir.

Kothe ve Hammer’in tanimlarindan goriildiigii iizere konveks kiime bazi kiime sinif-
larinin kesisimi olmasi yoniiyle karakterize edilebilir. Bu yaklasimdan hareketle kiime
ailelerine gore yeni tip konveks kiime tanimlar1 elde edilebilir. Asagida genel tanim ifade
edilecek daha sonra ornekler verilecektir.

X bir kiime olsun. M, X"in alt kiimelerinin ailesi olsun. Eger

G= (| M
MeM

kosulunu saglayan M’nin M’ alt ailesi varsa G C X kiimesine M’ye gore konveks kiime

(ya da M-konveks) denir (Singer 1997).

Tamim 4.57. X evrensel kiime, I’ ayrik olmayan konveks kiimelerin bir ailesi olsun. F' =
{A1, Ay, ..., A}, B C X ve [x,y]|, B’deki x ve y’yi birlestiren dogru olsun. Her x,y € B
icin [z, y], () A; tarafindan igeriliyor ya da en az bir tane i i¢in [z, y| () A; # 0 oluyorsa

B kiimesi F' ailesine gore kaba konvekstir denir (Youness vd. 2016).

Ornek 4.58. X = {(z,y) € R?: —3<2<3,-3<y<3}ve

A = {(z,y) eR*: (z)*+ (y+1)> <2},
Ay = {(z,y) eR?:(z -1+ (y—1)*<3}

Ay = {(z,y) eR?: (z+ 1)+ (y—1)> <3}
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olmak iizere
2 L,
B—{(x,y)ER 33/25917 , y§\0.5x|+1,—2§$§2}
ile verilen B kiimesi { A1, As, A3} kiimesine gire kaba konvekstir (Youness vd. 2016).

Ornek 4.59. R? diizleminde, X, Ay, As, As ve B swrastyla sekildeki dikdortgen, daire-
ler, dortgen ve iicgen ile sinirlanan kapalt bolgeleri temsil etmek iizere (a)’da B kiimesi
F = {Ay, Ay, A3} ailesine gore kaba konveks, (b)’de belirtilen B kiimesi F'’ye gore kaba
konveks degildir. B kiimesi her iki durumda da klasik konveks bir kiimedir (Youness vd.

2016).

(a) (b)

Sekil 4.4. Kaba konveks olan ve olmayan B kiimesi

Tanim 4.60. C' C R" i¢ci bos olmayan kompakt konveks bir kiime ve K C R"™ olsun.
K =0 yada K = R" veya Kyt igeren C’nin biitiin ételemelerinin kesisimine esit ise K

kiimesine C"’ye gore konvekstir denir (Ldngi vd. 2013).

Tanmm 4.61. K C R" olsun. Eger p ve q’yu iceren C’nin hi¢cbir ételemesi yoksa [p, q)c =
R™dir. Eger herhangi p,q € K ig¢in [p,q|lc C K oluyorsa K C R" kiimesine C’ye gore
spindle konveks denir (Ldngi vd. 2013).

Tanim 4.62. S C R" birim kiire, H C S ve S’nin H’yi iceren hicbir kapali yarim
kiiresi olmasin. {x € R" : (e,x) < \,e € H, A € R} seklinde verilen her yarim-uzay
H-konvekstir denir. H-konveks yarum-uzaylarin ailesinin kesisimi olarak ifade edilebilen

her kiime H-konveks kiimesi olarak soylenir (Boltyanski ve Martini 2003).

19



BULGULAR VE TARTISMA D. TANRIVERDI

Tanim 4.63. O, X kiimesi iizerinde tanmimli reel-degerli fonksiyonlarin bir kiimesi olsun.
Eger S = X veya S C X, f € ® ve « reel sayisticin {x € X : f(x) = a} seklindeki

kiimelerin kesisimine egit ise o zaman X ’in S alt kiimesi ®-konvekstir denir (Fan 1963).

4.1.3. Ayirma Ozelligi Ile Kiime Ailelerine Gore Genellestirme

Kapal1 konveks kiimelerin en 6nemli dzelliklerinden biri de (sezgisel olarak R?’de diisii-

niirsek) konveks kiimenin digindaki bir noktadan bir dogru yardimiyla ayrilabilmesidir.

A B

Sekil 4.5. = noktas1 A’dan ayrilabilir, B’den ayrilamaz

Bu ozellik R" icin yarim-uzaylarla agagidaki gibi ifade edilir:

Teorem 4.64. X bir vektor uzayi, A C X ve A kapali olsun. A’nin konveks olmast icin

gerek ve yeter kosul her v ¢ A icin
ACMx¢ M
kosulunu saglayan en az bir M yarim-uzayin olmasidir.

Yukaridaki teoreme dayanilarak konveks kiimeler su sekilde genellestirilebilir: X bir

kiime ve M, X’in alt kiimelerinin bir ailesi ve A C X olsun. Her = ¢ A i¢in
ACMx¢ M

kosulunu saglayan bir M € M varsa A kiimesi M-konvekstir (Singer 1997).

Bu tanima gore kapal klasik konveks kiime yarim-uzaylar ailesine gore konvekstir.
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4.1.4. Ayirma Ozelligi Ile Fonksiyon Simiflarma Gore Genellestirme

Yukaridaki boliimde kapali konveks kiimenin disindaki bir noktadan bir dogru ile ayri-
labilecegi belirtilmisti. R™’de bu dogru hiperdiizlemdir. Asagidaki sekillerde ®(x) = d

hiperdiizlemi M ve M’ yarim-uzaylari belirtmektedir.

Sekil 4.6. Disindaki noktadan ayrilabilen ve ayrilamayan kiime

Teorem 4.65. 2/ € R", A C R" bos olmayan kapali konveks bir kiime olsun. V' ¢ A
icin en az bir $ € R™ bulunur ki

sup (z, ) < (', 8)

€A

olur.

Teoremde sabit bir 2’ € R” secilir ve (z/, f) = d olmak iizere (x, 5) = d esitligi bir
hiperdiizlemi ifade etmektedir. k(x) = (x, ) in bir lineer fonksiyonel oldugu bilindigin-
den (z, 8) yerine X*\{0} kiimesinden bir ®(z) secilerek ayrilma teoreminin kosulu su

sekilde yazilabilir: Yz’ ¢ A i¢in 6yle bir ® € X*\{0} ve d € R bulunabilir ki
Ac{ze X : ®(x) <d}ve®(z') >d

veya

sup P(A) < d(2)

yazilabilir.

1963’te K. Fan bu fikri kullanarak, bagka bir genellestirme sunar:
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X bir kilme ve W, w : X — R reel-degerli fonksiyonlarin belirli bir kiimesi olsun.
Eger her bir = ¢ A i¢in
supw(A) < w(z)

kosulunu saglayan w € W bulunabiliyorsa, A kiimesi 11’ ye gore konvekstir (ya da kisaca

W -konveks) denir (Fan 1963).

Tamim 4.66. (R")", R"’in eslenik uzayt ,

1=1

F= {z@:) — minli(z) : i € (R"),m =1,2, }

ve A C R"ve xy € R" olsun. Eger asagidaki kosulu saglayan 1y, ..., 1, lineer fonksiyonlar

ailesi varsa o zaman A kiimesi xy’dan bu aile ile ayriltyor denir:

p p
supmin/;(z) < minl;(xo)
J i=1

(Shveidel 2003 ).

Tanim 4.67. A’da olmayan her bir xy noktast A’dan lineer fonksiyonlarin sonlu bir ailesi
tarafindan ayrilabilirse, A kiimesi F-konvekstir denilir. F-konveks kiimeler ailesi = ile
gosterilir ve bu tanim su sekilde de ifade edilebilir:
AcES Vg ¢ A, Tl € F:supl(x) < l(xg)
z€A

(Shveidel 2003).

4.1.5. Konveks Sistemler Yolu Ile Genellestirme

Kiimeler topolojisine benzer bir sekilde bir X kiimesinin baz1 6zellikleri ( R™’deki kon-
veks kiimelerin sahip oldugu bazi 6zellikleri) saglayan alt kiimelerinin olusturmug oldugu
bir aile siifinin her bir eleman1 konveks olarak diisiiniilebilir ve bu durumda bu aileye
gore konvekslik kavrami farkli bir sekilde karsimiza c¢ikar. R” veya herhangi bir lineer
uzay i¢in bir konveks kiime ailesinin elemanlarinin kesisiminin konveks oldugu ve tiim
uzayin da konveks oldugu bilinmektedir. Tiim uzayin konveks olmasi da kesisim ozel-
1igi ile ifade edilmek istenirse, indisi bog kiime olan konveks kiimelerin kesisimi (yani
() A; = R™) olarak diisiiniilebilir. Bu yaklagim bize konveksligin farkli bir yonde genis-

(=
letilme yolunu agar.
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X bir lineer uzay, B, X in baz1 alt kiimelerinin olusturdugu bir kiime ailesi olsun Eger
herhangi bir / kiimesi icin
B;eB=(\BieB (4.5)
i€l
oluyorsa B3 ailesine bir konvekslik sistemi denir ve 3’nin her elemanina ve 3 ailesine gore
konveks ya da kisaca B— konveks denir (Singer 1997). Burada I = () olmasi durumunda
kesigimin tiim uzayi1 verdigi kabul edileceginden tiim uzayin B ailesinin eleman1 olmasi
gerekmektedir.

Konveks kiimenin bu genellestirilmesi topolojik yapilarla benzerlik gosterir. X topo-
lojik uzay olsun. X ’in yukarida belirtilen 6zelligi saglayan bir biitiin kapali kiimelerinin B
ailesi diistiniiliirse, X ’in kapali kiimeleri yukaridaki tanima gore B ailesine gore konveks
olacaktir. Diger taraftan X bir kiime ve B ailesi X i¢inde bir konvekslik sistemi ve ayni

zamanda

B,,B,eB=|JBieB (4.6)
iel
olursa X bir topolojik uzay olacaktir. Bu ailenin elemanlar1 da topolojik uzayin kapali

kiimeleri olacaktir. Bununla beraber bir konvekslik sistemi (4.6) kosulunu saglamadigi

icin bir topoloji olugturmamaktadir.

4.1.6. Kabuk (Hull) Operatorii Yardimi Tle Genellestirme

Soyut konvekslige bagka bir yaklagim, R™’in (veya herhangi X lineer uzayinin) konveks
olmasi gerekmeyen bir A alt kiimesinin konveks kabugu conv A ile verilir. R’ in herhangi

iki A ve A alt kiimelerinin konveks kabugu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

e AC A= convA C convA
e A C convA

* conv(convA) = convA

Konveks kabugun bir kiime operatorii kabul edilebileceginden hareketle konveks ka-
buk yerine bu kosullar1 saglayan bir operator diisiiniiliirse bu operatore gore bir konvekslik

tanimu verilebilir.

Tamm 4.68. X bir lineer uzay ve u : 2% — 2% operatorii,
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c AC A= u(A) Cu(A)
« ACu(A)

* u(u(A)) = u(A) kosullarini saglasin. Bir A C X kiimesi i¢in u(A) = A oluyorsa

bu A kiimesine u-operatoriine gore konvekstir denir (Singer 1997).

u = conv (konveks kabuk operatorii) icin klasik konveks kiimelerin tanimi elde edilir.
Yukaridaki kosullart saglayan farkli operatorler araciligiyla farkli konvekslik siniflart

tanimlanabilir. En bilinen 0rnek olarak Kuratowski kapanig operatoriinii verebiliriz.

Ornek 4.69. X bir topolojik uzay, kapans operatorii u(A) = clA ile verilsin. Bu du-

rumda her kapali A kiimesi kapants operatoriine gore konvekstir denir.

4.2. KONVEKS FONKSIYONLARIN GENELLESTIRILME METOTLARI
4.2.1. Ic Yaklasimlar Yolu Ile Genellestirme
Dogru Parcasi Tanim Ile Genellestirme

Konveks fonksiyonun taniminin verildigi (3.1) esitsizliginde sirasiyla sol taraftaki fonk-
siyon i¢i ve sag tarafi, A € [0, 1] i¢in « ile y’yi baglayan dogru parcast ve f(z) ile f(y)’yi
baglayan dogru parcasinin birer noktalar1 olarak kabul edilebilir. Bu durumda "Konveks
Kiimelerin Genellestirilme Metotlar1"nin "i¢ yaklagimlar" alt boliimiinde belirtildigi gibi
dogru pargasi tanim [z,y] = {¢,,(A)]|0 < X <1} seklinde diisiiniilerek, ¢, ,(A) nm

farkli kabullerine gore bircok konveks fonksiyon tiirii iretilebilir (Singer 1997).
ry(A) = (1 =Nz + Ny 4.7)

alinmas1 durumunda (3.1) esitsizliginin sol tarafindaki fonksiyonun i¢i [z, y| nin bir ele-
mant ve sag tarafindaki ifade ise [ f (), f(y)] nin bir elemani olacakur. Dolayisiyla, ¢, , (A)
icin yukaridaki se¢im klasik konvekslik tantmindaki esitsizlik olacaktir.

Burada sunu da belirtmeliyiz ki tanimda verilen (3.1) esitsizliginde sol taraf icin farkli,
sag taraf igin farkli ¢,  (A) fonksiyonlar1 kullanilabilir. Ornegin, asagida Tamim 4.94’te

(3.1) esitsizliginin sag ve sol tarafinda

Pay(N) = 2"y
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kullanilarak geometrik konveks fonksiyon tanimlanirken, Tanim 4.81°de sol taraf igin

(4.7)’de verilen fonksiyon kullanilirken sag taraf icin

x
1—A

Yy
pr,y()‘> = + X

kullanilarak Godunova-Levin fonksiyonu elde edilmistir. Asagida bu metot ile elde edile-

bilenler olarak adlandirabilecegimiz konveks fonksiyon ¢esitlerine érnekler sunulmustur.

Tanim 4.70. A C R bir aralik olmak iizere, f : A — R, fonksiyonu Vx,y € A ve
A € [0,1] igin,
FQOx+ (1= Ny) < [f(@) F)]

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna log-konveks fonksiyon denir (Pecaric ve Tong 1992).
Yukarida esitsizlik yon degistirdigi zaman log-konkav tanimi elde edilir.

Ornek 4.71. R, ’da a < 0 iken f(z) = 2° log-konvekstir.

Ornek 4.72. €°* fonksiyonu hem log-konveks hem log-konkavdur.

Ornek 4.73. Gama Fonksiyonu

[1,00) araliginda log-konvekstir.

Tanim 4.74. f: I C R — Rolsun. Vx,y € I icin

f <x—£y> < f(ff)-gf(y)

ise f’ye Jensen konveks denir (Roberts ve Varberg 1973).

Tanmm 4.75. f: [ C R — R, fonksiyonu her v,y € I vet € (0,1) icin

Vi vVi-t
2\/1—_tf(w)+ N

esitsizligini sagliyorsa MT-konvekstir denir (Tung ve Yildirim 2012).

fltz+ (1 —=1t)y) < (y)

Yukaridaki tanimda ¢t = % olmas1 durumunda Jensen konvekslik elde edilir.
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Tanmm 4.76. f : [a,b] — R, ve r € R olmak iizere,

S =

Aff(@) + A=), r#0

fAz+ (1 =MNy) <
) ) , 7=0

esitsizligi, her x,y € [a,b] ve X € [0,1] igcin saglamyorsa, [ fonksiyonu [a,b] kapali
araliginda r-konveks fonksiyondur denir (Gill vd. 1997).

Yukarida = 1 i¢in klasik konveks fonksiyon, » = 0 i¢in log-konveks fonksiyon elde

edilir.
Tanmm 4.77. p: A C R — R, fonksiyonu Vx,y € Ave A € [0, 1] i¢in,

p(Az + (1= A)y) < p(z) + p(y)
esitsizligini sagliyor ise p fonksiyonuna P-tipi fonksiyon denir (Singer 1997).

Tanmm 4.78. f : R, — R bir fonksiyon ve s € (0,1] olsun. Vz,y € Ry ve \* + p® =1

kosulunu saglayan her \, u > 0 icin

FQz + py) < XN f(z)+ p°fy)

esitsizligi saglaniyor ise [ fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir (Or-

licz 1961).

Tanim 4.79. Her f : R, — R fonksiyon ve s € [0,1] olsun. Vz,y > Ove A+ = 1

kosulunu saglayan her \, i > 0 icin

fQOx 4 py) < X f(2) + p° f(y)

esitsizligi saglaniyor ise, bu [ fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlar genellikle K? ile ifade edilir (Hudzik ve Maligranda 1994).
Ornek 4.80. f : [0,00) — Rolsun. s € (0,1) ve a, b, c € R igin,

a , =20
flz) =

bx®*+c , >0

i)Egerb>0ve0 <c<aise f € K>

ii) Eger b > O ve ¢ < O ise, f ¢ K? (Hudzik ve Maligranda 1994).
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Tammm 4.81. f: A CR — Rolsun. Vz,y € Ave VA € (0,1) icin

fOw+ (- ) < 12y T

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyonu denir (Godunova ve

Levin 1985).

Tanim 4.89’a kadar verilen tanimlarda esitsizliklerin sol taraflarinda fonksiyonun icinde,

x ile y’nin, A ve 1 — A agirliklarina bagli harmonik ortalar1 kullanilmistir.

Tanim 4.82. [ : Q C R, — Rve s € [0,1] olsun. Eger her x,y € Q ve her A € (0,1)

icin

Ty 1 1
f(MH41—AM)§(1—Ayﬂ@*fFﬂw

esitsizligi saglantyor ise f’ye harmonik s—Godunova-Levin fonksiyonu denir (Noor vd.

2015).

Tanim 4.83. f: Q C Ry, — R olsun. Eger her x,y € Q ve her A € (0,1) igin

zy
f (m) <A =Nf(x)+Af(y)

esitsizligi saglaniyor ise f’ye harmonik konveks fonksiyon denir (Noor vd. 2015).

(z—1)*+1

Ornek 4.84. (0, 00)’da tamimli g(x) =
x

(Bai vd. 2020).

bir harmonik konveks fonksiyondur

Tanim 4.85. 1 : [0,1] C J — Ry ve f : Q C Ry — R olsun. Eger her x,y € ) ve
A€ (0,1) icin

ry
—— | <h(1 =X h(A
(g, ) < M= N+ a0 1)
esitsizligi saglaniyor ise f’ye harmonik h—konveks fonksiyon denir (Noor vd. 2015).

Tamm 4.86. f: Q C R, — Rve s € [0, 1] olsun. Eger her x,y € Qve X € [0,1] icin

:'Cy S S
f(m) < (T=X) fz) + X f(y)

esitsizligi saglaniyor ise f’ye birinci anlamda harmonik s -konveks fonksiyon denir (Noor

vd. 2015).
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Tanim 4.87. f: Q C Ry — Rve s € (0, 1] olsun. Eger her x,y € Qve X € (0,1) igin

Ty 1 1
Mo ) < o /@ + 3 0)

esitsizligi saglaniyor ise f’ye birinci anlamda harmonik s -Godunova-Levin fonksiyon

denir (Noor vd. 2015).

Tanim 4.88. /. : [0,1] C J — Ry ve f : Q C R+ — R+ olsun. Eger her z,y € Q ve
A€ (0,1) igin
Ty h(1—X) h()\)
— | <
esitsizligi saglanvyor ise f’ye harmonik logaritmik h—konveks fonksiyon denir (Noor vd.

2015).

Konveks fonksiyonu karakterize eden (3.1) esitsizliginin sag tarafindaki A veya 1 — A
katsayilarinin yanina ilave katsayilar eklenmesiyle veya onlarin yerine fonksiyonlarinin

yazilmasi ile daha genel konveks fonksiyon siniflar1 elde edilebilir.

Tanim 4.89. a > O ve f : [0,a] — Rolsun. Vx,y € [0,a] ve m € [0,1], A € [0, 1] iken
O +m(L—=Ny) < Af(x) +m(l =) f(y)

esitsizligi saglaniyor ise bu f fonksiyonuna m-konveks fonksiyon denir (Toader 1984,

1988).

Tanim 4.90. @ > O ve f : [0,a] — R olsun. Vz,y € [0,a], A € [0,1] ve (a, m) € [0,1]?
iken

Oz +m(1=Ny) < A%f(x) +m(l =A%) f(y)
esitsizligi saglantyor ise bu f fonksiyonuna (o, m)-konveks fonksiyondur denir (Mihesan

1993; Bakula vd. 2006).

Tanmm 491. I, J C Ry olsun. h : J — R, f : [ — R, fonksiyonlari icin x,y € I,
A€ (0,1) iken
fQz+ (1= Ny) < h(A)f(x) +h(1 = X)f(y)

esitsizligi saglaniyor ise bu f fonksiyonuna h-konveks fonksiyon denir (Varosanec 2007).
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Tanim 4.92. f : [ — R fonksiyonu igin, Yu,v € I ve X € (0, 1) icin

fQu+ (1= XNv) <AL= AN)[f(u) + f(v)]
esitsizligi saglaniyor ise bu f fonksiyonuna tgs-konveks fonksiyon denir (Tung vd. 2015).

Konveks fonksiyon taniminda verilen (3.1) esitsizliginin sag ve sol tarafinda A ve 1 —
A yerine onlarin fonksiyonlar1 yazilarak yukarida verilenlerden daha genel bir konveks

fonksiyon tanimi elde edilmistir.

Tamim 4.93. & : (0,1) - R, h: (0,1) — R iki fonksiyon olsun. f : D C X — R olmak

lizere D kiimesi konveks bir kiime olsun. Vx,y € D ve X € (0, 1) iken

fk(Nz + k(1= Ay) < h(A)f(x) +h(1=A) f(y)

esitsizligi saglaniyor ise bu | fonksiyonuna (k, h)-konveks fonksiyon denir (Micharda ve

Rajba 2012).

Konveks fonksiyon taniminda z ile y ve f(z) ile f(y) nin agirhikli geometrik ortala-

rinin kullanimi agsagidaki geometrik konveks fonksiyon tanimlarini ortaya ¢ikarmistir.

Tanim 4.94. f : [ C R, — R, fonksiyonu icin, Vr,y € I ve A € [0, 1] iken

F@y) < F@P )]

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang vd.

2012).
Tamm 4.95. f: I C Ry — Ry ves € (0,1] olsun. Vx,y € I ve A € |0, 1] igin
F@y' ™) < @) [F )

esitsizligi saglaniyor ise bu f fonksiyonuna s-geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang

vd. 2012).
Tamim 4.96. \,a € [0,1], f: I CR, — Rve s € (0,1] olsun. Vz,y € I iken
fz+ (1 =Ny) <Nf(z) +{(1—Na} f(y)
esitsizligi saglaniyor ise bu f fonksiyonuna a-star s-konveks fonksiyon denir (Park 2010).
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Tanmm 4.97. A C R", n: X x X — R" ve A, n’ya gore inveks bir kiime olsun. Her
z,y € Tve X €[0,1] igin

fly+ Mz, y) < M(z)+ (1= f(y)

esitsizligi saglaniyor ise f : I — R seklinde tamimlanan f fonsiyonu n’ya gore preinveks
fonksiyon denir. Yukaridaki esitsizlik kesin kiiciik oldugu zaman kesin sekilde preinveks

denir (Yang vd. 2003).
n(z,y) = x — y i¢in klasik konveks fonksiyon tanimi elde edilir.

Ornek 4.98. f = — |z

Ve e K =[-2,2] ve

.
r—y eger >0, y>0

r—y eger x<0, y<0
n(z,y) =
—2—y eger x>0, y<0

2—y eger x<0, y>0

\

olsun. f, K iizerinde n)’ya gore preinvekstir. Ancak f konveks degildir (Yang vd. 2003).

Tammm 4.99. U C R"ve f : U — RU {+oo} olsun. Vx,y € U ve YA € [0, 1] i¢cin

fQxVy) <Af(x)V f(y)

esitsizligi saglantyor ise f fonksiyonuna B-konveks fonksiyon denir (Adilov ve Rubinov

2006).

Tanim 4.100. U C R%} , ve f : U — R} olsun. Va,y € U ve VA € [1,00) igin
fOaAy) < M)A fy)

esitsizligini sagliyor ise f fonksiyonuna B~ -konveks fonksiyon denir (Yesilce 2016).

Konveks fonksiyon taniminda maksimum ve minimum kullanimiyla da yeni konveks

fonksiyon cesitleri elde edilmistir.
Tamim 4.101. f : S # 0 C R — R bir fonksiyon olsun. Vx,y € S ve X € [0, 1] i¢in

fz+ (1= A)y) <max{f(z), f(y)}

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonuna quasi-konveks fonksiyon denir (Dragomir ve Pe-

arce 1998).
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Ornek 4.102. Grafiklerden de goriilecedi iizere konveks fonksiyonlar ve quasi konveks

fonksiyonlar arasinda bir kapsama iliskisi bulunmamaktadtr.

y=In@)

Sekil 4.7. Quasi konveks fonksiyon ornekleri

Konveks fonksiyon taniminda noktalar1 birbirine baglayan dogrular yerine egriler ve

egri aileleri diistiniiliirse farkli bir konveks fonksiyon tipi elde edilebilir.

Tanmm 4.103. z. € D C R" ve D, I', -yildiz sekilli bir kiime olsun. Eger Vx € D ve
A € [0,1] igin
() < Af(2) + (1= A) f(x.)

esitsizligi saglaniyor ise f : D — R fonksiyonuna x. noktasinda U, ailesine gore kon-

vekstir denir (Dogaru vd. 1998).

Tanim 4.104. D C R", ' parametrik ailesine gore konveks bir kiime ve f : D — R

olsun.Yx,y € D ve x ile y’yi baglayan her v € T egrisi ve her A € [0, 1] i¢in

FOyN) < Af(2) + (1 =N f(y)
esitsizligini saglyor ise f’ye I"’ya gore konvekstir denir (Dogaru vd. 1998).
Tanimda verilen v egrisi x ile y’yi baglayan egridir.
Ornek 4.105. D = (0,1] x (0,1] x (0,1] Cc R3ve x, = (1,1,1) € D olsun. T,
v [0,1] = D,y(\) = (1/(a1 A+ 1), 1/(agA + 1), 1/(asA + 1)), a1, ag, a3 > 0

kosullarini saglayan parametrik egrilerin ailesi olsun. O zaman D kiimesi x, noktasinda

L', -vildiz sekilli bir kiimedir.

1 1

fx1, w0, 23) = 25 et + oy eyt + o ey
ile verilen f : D — R fonksiyonu x,’da 1, ailesine gore konvekstir (Dogaru vd. 1998).
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Ortalar Kullanarak Genellestirme

Dogru parcasi yoluyla genellestirme metodunda, konveks fonksiyonlarin temel taniminda
kullanilan esitsizligin sag ve sol taraflarinda, A € [0, 1] i¢in taniml farkli olabilen ¢ fonk-
siyonlarina bagl olarak dogru pargalari (sirasiyla [x, y| ve [f(z), f(y)]) lizerinde bulunan
noktalar kullanilmisti. Klasik konveks fonksiyon taniminda kullanilan A € [0, 1] olmak
tizere z = (1-A)z+Ay vem = (1—\) f(x)+Af(y) ile verilen z ve m sayilarinin sirastyla
xile y ve f(x) ve f(y) nin bir agirlikli aritmetik ortasi oldugundan hareketle, esitsizligin
sag ve sol taraflarinda farkli orta cesitleri diisiiniiliirse bu durumda yeni konvekslik si-
niflar1 tanimlanabilir. Bu genellestirme metodu asagidaki gibi verilmistir (Matkowski ve
Ratz 1997; Niculescu 2003).

M ve N swrasiyla [, J C R, araliklarinda taniml iki orta olsun. Eger her z,y € [
icin

F(M(z,y)) < N(f(z), f(y))

esitsizligi saglantyor ise, f : [ — J fonksiyonuna M N -konveks fonksiyondur denir.

M (zx,y) ve N(x,y) ortalar1 agirlikli aritmetik orta segilirse klasik konveks fonksiyon

tanim1 (buradaki tanima gére AA-konveks fonksiyon) elde edilmis olur.

Ornek 4.106. f : I — (0, 00) fonksiyonu icin x,y € I, A € [0, 1] olmak iizere

F(A =Nz + \y) < fla) M fy)

esitsizligi saglanvyor ise, yani M, x ve y’nin agirlikli aritmetik ortalamasi, N de x ve
y’nin agirlikli geometrik ortalamast kabul edilirse AG-konveks fonksiyonu (aritmetik-
geometrik konveks fonksiyonu) elde edilmis olur. Bu fonksiyon Tanim 4.70’te verilen lo-

garitmik konveks fonksiyon tanimidur.

Ornek 4.107. f : I — (0, 00) fonksiyonu icin x,y € I, \ € [0, 1] olmak iizere

FE' ) < (1= N f() + M f(y)

esitsizligi saglanirsa, yani M, x ve y’nin agirliklt geometrik ortalamasi ve N de x ve 1y ’nin
agirlikli aritmetik ortalamast secilirse bu sefer de G A-konveks fonksiyonu (geometrik-

aritmetik konveks fonksiyonu) elde edilmis olur.
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Ornek 4.108. Tanim 4.83’te verilen harmonik konveks fonksiyonu da ortalarla ifade edi-
lirse bir HA-konveks fonksiyondur. Benzer sekilde Tanim 4.94’te verilen geometrik kon-

veks fonksiyon ortalarla ifade edilirse GG-konveks fonksiyondur.

Literatiirde ortalar yardimiyla konveks fonksiyonlarin yukarida anlatilandan farkl se-
kilde asagidaki gibi tanimlandig1 da goriilmiistiir. Asagidaki tanimlarda z,y € R, i¢in
G =y xyve A :’CQﬂ’yi temsil etmektedir.

Tanim 4.109. f: D C R, — Ry olsun. Va,y € D ve A € [0, 1] i¢in
FIA =G +AA) < (1 =N f(G) + Af(A)
esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonuna M-konveks fonksiyon denir (Awan vd. 2020).
Tanmm 4.110. f: D C R, — R, fonksiyonu¥Vz,y € D ve X € [0,1] igin
F((1= NG +AA) < f17HG) FA(A)
esitsizligini sagliyor ise f fonksiyonuna log- M-konveks fonksiyon denir (Awan vd. 2020).
Tanmm 4.111. f: D C R, — R, fonksiyonu¥Vz,y € D ve X € [0,1] igin
F(1 =G +AA) < max{f(G), f(A)}

esitsizligini sagliyor ise f fonksiyonuna quasi-M-konveks fonksiyon denir (Awan vd.

2020).

4.2.2. Bir Fonksiyon Smifi Yardim ile Genellestirme

Bagka bir yaklagim, ekstra bir 6zellige sahip konveks fonksiyonun bir karakterine dayanir:

Teorem 4.112. f : X C R™ — Rve f alttan yar siirekli ve h afin fonksiyon olsun. f’nin

X iizerinde bir konveks olmasi icin gerek ve yeter kosul
f(z) = sup{h(x) : Vo € X icin h(z) < f(x) ve h bir afin fonksiyondur}

Bu teorem konveks ve alttan yari siirekli bir f fonksiyonunun majorize ettigi afin fonk-

siyonlarin supremumu olarak ifade edilebildigini gdstermektedir. Bundan hareketle reel
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degerli bir fonksiyonun majorize ettigi belirli bir fonksiyon ailesinin bir alt ailesini olug-
turan fonksiyonlarin supremum olarak gosterilmesiyle soyut konveks fonksiyon kavrami
genellestirilebilir. Bu kavram (Kutaladze ve Rubinov 1976) asagidaki gibi verilmisgtir:

X bir kiime ve H = {h|h : X — R} olsun. Eger z € X i¢in

f(z) = 21615{h(x) Vo € Xicin h(z) < f(x)} (4.8)

kosulunu saglayan bir U C H kiimesi bunulabiliyorsa f’ye H kiimesine gore konvekstir
veya H-konvekstir denir.
Asagida secilen farkli fonksiyon aileleri ve onlara karsilik gelen soyut konveks fonk-

siyonlarin karakterizasyonlar1 teorem olarak ifade edilmistir.

Teorem 4.113. L = {l(x) |z e R}, l(x) =) lixi} olsun. f’nin L-konveks olmast
i=1
icin gerek ve yeter kosul f’nin sublineer ve alttan yar siirekli olmasidir (Rubinov 2000).

Teorem 4.114. L, = {l(x)| LLx e R}, l(z) = fnin }{lixi}} olsun. f’nin Ly-konveks
i€11,...,n

.....

olmasui icin gerek ve yeter kosul f’nin artan pozitif homojen fonksiyon olmasidir (Rubinov

2000).

Teorem 4.115. H, = {h(x)] Lz e Rt h(z) = %nin }{lixi} + c} olsun. f’nin Hs-
ie{l,...,n

konveks olmast icin gerek ve yeter kosul isinlar boyunca konveks artan (ICAR) fonksiyonu

yani her bir v € R} _ i¢in

fo(t) = f(tx),t € [0, 00)

konveks ve f,(t) artan olmasidir (Rubinov 2000).

Sabit bir z noktasi i¢in {tz : 0 < t < oo} kiimesi orijinden baglayip = noktasindan

gecen 151n1 temsil eder.

Teorem 4.116. H; = {h(x)| L,z e R, h(z) = min{ min }{{lixi},c}}} olsun.

i€{1,2,...,
[’nin Hs-konveks olmast i¢in gerek ve yeter kosul f’nin artan olmasi ve her v € R’} | ve

A € [0,1] igin
fx) = Af(x)

esitsizligini saglamasidir (Rubinov 2000).
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4.2.3. Konveks Sistemler Yolu Ile Genellestirme

Konveks kiime kavraminin bir kiime ailesi tizerinde kesisim islemine gore kapalilig1 yar-
dimyla sistem haline getirilmesinde oldugu gibi konveks fonksiyonlar i¢in fonksiyonlar
ailesinin supremum islemine gore kapalilig1 kullanilarak bir konveks sistem olusturulabi-
lir.

F, X kiimesi iizerinde tanimli fonksiyonlarin bir kiimesi olsun. Eger bu kiime supre-
mum islemine gore kapali ise yani herhangi bir  indis kiimesi i¢in

fie Fliel)=supf, € F
iel

oluyorsa f € JF fonksiyonlarina F’ye gore konvekstir denir (Singer 1997). R” iizerinde

tanimli konveks fonksiyonlar kiimesi bir konveks sistem olusturur.

Ornek 4.117. C|a, b] kiimesinin elemani olan her bir f fonksiyonu bir C|a, b)-konvekstir.

4.2.4. Kabuk (Hull) Operatorii Yardimi ile Genellestirme

Fonksiyonlarin soyut konveksligine bagka bir yaklagim, fonksiyonun konveks kabugudur.

Bir fonksiyonun konveks kabugu f.,, f : R®™ — R icin asagidaki sekilde verilir:

feo(x) = inf { Z A f (D)

P eX N>0i=12.m> Nz = m}

i=1
Yukarida verilen fonksiyon yardimiyla konveks olmayan bir fonksiyondan da konveks

bir fonksiyon elde edilebilir. Asagida bunu temsil eden gorsel verilmistir.

Sekil 4.8. f ve f., grafikleri

Her 2 € R" icin f < f olacak sekilde f, f : R" — R fonksiyonlari,

¢ fco < fco
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* fco < f
¢ (fco)co = fco

kosullarin1 saglar. Benzer sekilde kabuk operatoriiniin kosullarimi saglayan herhangi bir
operator yardimiyla da genellestirme yapilabilir.
X herhangi bir kiime olmak iizere her f, f € R¥ fonksiyonlari icin v( f ) = f, olmak

uzere,

¢ (fv)v = f

aksiyomlarim saglayan v : R — R seklinde bir operatdr verilsin. Bir g € R fonksi-
yonu i¢in
9=9v
ise bu g fonksiyonuna v’ye gore soyut konvekstir (ya da kisaca, v-konveks) denir (Singer
1997).
v’nin klasik konveks kabuk operatorii olmas1 durumunda, klasik konveks fonksiyon

elde edilir.

4.3. KATEGORIZE EDILEMEYEN BAZI KONVEKS KUME VE FONKSIiYON
TANIMLARI

Yukaridakiler disinda yine konveks kiime ve konveks fonksiyon tiirii olarak adlandirabi-

lecegimiz bir¢ok tanim vardir. Bunlardan 6rnek olarak birka¢ini sunuyoruz.

Tamim 4.118. E normlu lineer uzay ve o onun iizerinde taniml bir metrik ve 0 < o < 1
olsun. d(p, P) < r kosulunu saglayan her p € E ve r > 0 sayist icin q¢ € conv(S(p,r) N
P) iken d(q, P) < ar oluyorsa E’nin P alt kiimesine a-parakonvekstir denir. Eger o <
1 icin a-parakonveks ise parakonveks olarak adlandirilir. Konveks kapali bir kiime 0-

parakonvekstir (Michael 1960).

Ornek 4.119. V, X, Y ve Z harfleri ve m acisindan daha kiiciik acrya sahip dairesel
yvaylar parakonvekstir (Michael 1960).
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Tamm 4.120. X bir Banach uzay, {zi,...x,} C X ve Q C {1,...,m}, Q° =
{1,....mI\Q olsun. z7(Q) = 3 x; ve x(Q) = 27(Q) — =" (Q°) olmak iizere her
1y, Ty € X icin e

in (@) < B |
bir 5 € (0,1) ve n € {2,3, ...} saydart bulunabilirse X ’e bir B -konveks kiimedir denir
(Avallone ve Basile 1998).

Bir konveks fonksiyonun tanim kiimesindeki herhangi ii¢ nokta ile karakterizasyonun-

dan yola ¢ikarak boliinmiis farklar yardimiyla agagidaki genellestirme verilmistir.

Tanmm 4.121. f : [a,b] C R — R ve n dogal say: olsun. [a,b] kapali araligindaki her
n + 1 farkli nokta icin

flzo, 1, ..., xx] >0

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonuna n-konvekstir denir (Pecaric ve Zwick 1989).

Yukaridaki tanimda n = 1 durumu monoton artan fonksiyonlar sinifini, n = 2 durumu

ise klasik konveks fonksiyonlar1 belirtmektedir.
Ornek 4.122. f : [1/4,1] — Ricin f(z) = x(2* — 2+ 1) fonksiyonu [1 /4, 1] araliginda

konveks degildir fakat 3-konvekstir.

Ay
y=x4—x3+x

| B

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
|
|
|
|
|
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

- |
:

|

|

|

|
v

Sekil 4.9. f(z) = z(2® — 2% + 1) fonksiyonunun grafigi

R?’de taniml fonksiyonlar i¢in koordinat bilesenlerine bagl olarak asagidaki konveks

fonksiyon ¢esidi tanimlanmustir.
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Tamm 4.123. A C R? ve f : A — R olmak iizere her (x,u), (y,v) € Avet,s € [0,1]
icin
flz+ (1 —=t)y,su+ (1 —s)v)
<tsf(r,u) + (1= s)f(z,0) +s(1 =) f(y,u) + (1 = t)(1 = 5)f(y,v)

esitsizligi saglanvyor ise f’ye A kiimesi iizerinde koordinat sirali konveks denir (Noor vd.

2015).

Literatiirde klasik konveks fonksiyonu karakterize eden (3.1) esitsizliginde sol taraf-
taki A, 1 — A katsayilarinin yerine trigonometrik degiskenlere bagl katsayilar kullanilarak

asagidaki konveks fonksiyon tipi elde edilmistir.

Tanmm 4.124. A = [a,b] CRve f: A = Rve p, 0 < p(b — a) < 7 kosulunu saglayan
bir reel sayi olmak iizere, her x € A icin
sin [p(b — )] sin [p(z — a)]
< — = ———=f(b
= Gaoo—a) " il — a7
esitsizligi saglaniyor ise f’ye koordinata gore A kiimesi iizerinde trigonometrik p -konveks

kiime denir (Ali 2012).

Tanim 4.125. A = [a,b] X [c,d] CR*ve f : A — Rve py,py, 0 < py(b—a) < 7 ve
0 < py(d — ¢) < 7 kosullarin saglayan iki reel sayt olmak iizere, her (z,y) € A igin
. sin [py (b —2)]sin[py(d —y)] .~ sinlp(b—2)]sinfo(y — )] .
0= a6 = @lsn =) Sl 6= )] sin po(d e
sin [p, (z — a)] sin [py(d — y)] sin [p, (z — a)] sin [py(y — ¢)]
[y (0~ ) sin [po(d— ) Sy )] sl — o)

esitsizligi saglaniyor ise f’ye koordinata gore A kiimesi iizerinde trigonometrik p -konveks

kiime denir (Budak vd. 2020).

Literatiirde fonksiyonun tanimlandig1 kiimede, her = ve y noktasi yerine bilesenlerine
gore bazi kosullar1 saglayan = ve y noktalar i¢in (4.9) kosulunu saglayan fonksiyonlara

0zel bir konvekslik tipi atfedilmistir.

Tamm 4.126. Bir v = (x1,...,x,) € R" olmak iizere xp; x’in i. en biiyiik bilesenini

belirtmek iizere, A C R" ve f : A — Rverilsin. Eger v < y yani

k k
Zx[i]§2y[i], k=1,2,...,n—1
=1 =1
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ve

Z T = Z Yual

i=1 i=1

kosullarini saglayan her x,y € A icin

fo, 2o, 2n) < f (Y192, -+, Yn) 4.9)

saglaniyor ise f’ye A kiimesi iizerinde bir Schur konveks fonksiyondur denir (Chu vd.

2012).

Tamm 4.127. Yukanidaki tanimda verilen kosullarda f : A C R}, — R alimir ve (4.9)

1 1 1 1 1 1
f( ) PR )Sf(_a_a"'7 )
T1 To T U1 Y2 Yn

olarak alimirsa f’ye A kiimesi iizerinde bir harmonik Schur konveks fonksiyondur denir

(Chu vd. 2012).

esitsizligi

Tamm 4.128. Yukaridaki tammda verilen kosullarda f : A C R" | — Ralimir velogx =

(log x1,log xa, . .., log x,) olmak iizere
logx < logy

kosullarim saglayan her x,y € A icin (4.9) esitsizligi saglaniyor ise f’ye A kiimesi

lizerinde bir logaritmik Schur konveks fonksiyon denir (Chu vd. 2012).
Bir fonksiyonun baska bir fonksiyona gore konveksligi su sekilde tanimlanir.

Tamm 4.129. I, J C Rve f,g : I — J iki siirekli fonksiyon ve g kesin monoton olsun.

fog™t, g(I) araligi iizerinde konveks ise f, g’ye gére konvekstir denir (Niculescu 2003).

Tanim 4.130. f ve g fonksiyonlari reel sayilarin aynit araliginda tanimlanan siirekli fonk-
siyonlar olsun ve birinci tiirevleri sifirdan farkl olsun. Araliktaki her x elemant icin
0"(x) _ 1)
g9'(x) — f(z)
saglaniyor ise f fonksiyonu g’ye gore konvekstir denir (Cargo 1965).

Kaba konveks fonksiyonlar olarak adlandirilan fonksiyonlar da literatiirde rastlanilan

bir konvekslik tiiriinii olusturmaktadir. Konvekslik kavraminda bir A kiimesinin her z, y
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elemani i¢in gegerliligi istenen kosulun, ||z — y|| > r sartin1 saglayan her z, y ile degis-
tirilmesi ile kaba konvekslik tanimlanmistir. 7’ ye genel olarak kaba konvekslik seviyesi

denmistir. Asagida bunlarin ii¢ii 6rneklenmistir.

Tanim 4.131. X bir normlu uzay, D C X bir konveks kiime ve f : D — R olsun. Eger
|z =yl =7,
kosulunu saglayan her x,y € D ve X € |0, 1] i¢in
F(L =Nz +Ay) < (1= A)f(z) +Af(y)

oluyorsa f’ye r, dereceli p—konvekstir denir (Hu vd. 1989).

Tamim 4.132. X bir normlu uzay, D C X bir konveks kiime ve f : D — R olsun. Eger

[\ e

)
=Nz =yl =5 veAllz —yll =
kosulunu saglayan her x,y € D ve A € |0, 1] i¢in

S =Nz +xy) < (1= Nf(z) +Af(y)
oluyorsa f’ye 6—konvekstir denir (Hu vd. 1989).

Yukaridaki tanimda "her z,y € D" yerine "her (z,y) € {(x,y) € X| ||z — y|| > rs}"

getirilirse f fonksiyonuna 5 dereceli 6-konveks fonksiyon denir.

Tanmm 4.133. D C R, v pozitif degerli v — x + ~y(x) kosulunu saglayan siirekli bir
fonksiyonve f : D — R olsun. Eger

fz+(@)) - f(=)

hyq(x) = ()

ile verilen fonksiyon azalmayan fonksiyon ise [ ’ye y’ya gore konveks ya da ~y-konvekstir

denir (Phu 1993).

Ornek 4.134. ~(z) = —x + (2° + 27)'/3 olmak iizere f(x) = sin(x*) fonksiyonu bir
~vy—konveks fonksiyondur (Phu 1993).

40



SONUCLAR D. TANRIVERDI

5. SONUCLAR

20. ylizyilin baslarinda tanimlanan konveks kiime ve fonksiyonlarin gelisimi, zamanla
kargilasilan problemlere ¢oziim arayis1 ve bilimsel arastirmalarin dogal gelisimi, farkli
konvekslik kavramlarinin tanimlanmasina yol agmistir.

Literatiirde farkli matematiksel yapilar (cebirsel, topolojik, fonksiyonel yapilar) icin
konveks kiime ve konveks fonksiyon tanimlamalar1 yapilmistir. Bunlari, klasik konveks
fonksiyonlarin ve kiimelerin genellestirmeleri veya soyut konvekslestirme olarak adlan-
dirabiliriz. Genellestirme, klasik konveks fonksiyonun ve kiimenin farkli karakterizas-
yonlar1 dikkate alinarak yapilir. Bu tez calismasinda 6nce belli bagh konveks kiime ve
konveks fonksiyon genellestirme metotlar1 sunulmustur. Daha sonra bu metotlarla tanim-
lanabilen konveks kiime ve fonksiyon tipleri 6rnek olarak verilmistir. Her ne kadar bu
metotlar ¢cogu tanim i¢in kullanilmigsa da literatiirde bu tanimlamalara uyanlar disinda
bircok yeni konvekslik tipi de mevcuttur. Calismamizin son boliimiinde bunlara 6rnek
olarak yer verilmistir.

Bu caligmanin geometri ve analiz basta olmak iizere ilgili konularda calisan bilim
insanlarina konvekslestirme ile ilgili genel bir fikir ve konvekslik kavramina bir iist bakis
verecegi, aynt zamanda bircok cesit konveks kiime ve fonksiyonu bir arada sundugu i¢in

de yararl bir derleme olacag: diisiiniilmektedir.
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